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13
Apéndices

“We think in generalities, but we live in detail.”

— Alfred North Whitehead

13.1 Apéndice A - Equacao de Euler-Lagrange

Um dos métodos apresentados no capitulo sobre modelagem de sistemas de
tempo continuo utiliza a equagao de Euler-Lagrange.

A equagao de Euler-Lagrange surge como uma condicao de extremalidade no
célculo de variagoes, quando se busca minimizar a fungao de agao (principio
de Hamilton, (GOLDSTEIN, 1980)).

Aqui é apresentado um caso particular conhecido como o problema mais sim-
ples do cdlculo de variagdes, que consiste em determinar uma fungao x*(¢) tal
que

J[x*] = min J[x] (13.1)
sujeito as restricoes
X(tf) = Xf (133)

Usualmente sao adotados para X conjuntos tais como C'! ({to, t f} ;R"), ou
seja, espaco de funcoes diferencidveis com a primeira derivada continua.

As grandezas to, tf, Xo € Xy sao assumidas fixas e J : X — R ¢ da forma,

J[x] = /ttf ¢ (t,x (1), % (1)) dt (13.4)

0
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Assuma que existe x*(¢t) é uma solugao local (ponto de minimo de J).

Entao, se x*(t) for perturbado por uma funcgao l~1, o custo J deve aumentar,

J[x*] < J[x* + h] (13.5)
Seja h uma funcao C! ({to,tf] ;R"), tal que h(tg) = 0.

X(t) &

X*(t)+eh(t) t
(o) 4 |

|©

to tr

Figura 13.1: A linha vermelha representa o efeito da adicao de h(t) (tracado
em azul), & curva 6tima z*(t) (em verde).

Seja, ainda, h=ch (vide figura 13.1), em que e € R e J:R— R, segundo

J(e) = Jx*+h (13.6)
= J[x* +¢ch] (13.7)

Como x*(t) é assumida ser 6tima, J(g) deve ter um ponto estacionério para
e =0, ou

=0 (13.8)
e=0

Explicitando os termos no integrando, obtém-se

J(e) = / Y (t,x* (t) +h (¢),%* (t) + ch (t)) dt (13.9)

to




Apéndices 457

e, portanto,

dj(e)
de

/tf ex (t,x (t) , % (1)) h+cx (t,x (t),% (1)) h| dt (13.10)

to

= [Mexltx ) x0) hat +
[ e (b x (1), % () () dt (13.11)
fo u dv

Utiliza-se agora o método de integracao por partes

ty
/ udv = uv

to

tf tf
- / v du (13.12)
to

to

Lembrando que h(tg) = 0 e h(tf) = 0 e também omitindo-se os argumentos
de cx e cx para simplificar a notagao, chega-se a

dv = hdt = v=h (13.13)
ty ty
uv = cxhl =0 (13.14)
to to
e, logo,
ty ty
/ udv = 0-— v du (13.15)
to to
tr d
= — h —cq dt (13.16)
t, dt
A expressdo %(;) pode agora ser escrita na forma
i ty ty
dJ(e) _ / cxchdt +/ udv (13.17)
de to to
ty d
= / [cx - c,-(] hdt (13.18)
to dt

em que os argumentos de cx, ¢y e de h foram omitidos para simplificar a
notagao.

Como a perturbagao h é escolhida arbitrariamente, deve-se ter

ic-—c
dt X X

Essa equagao é conhecida como a de Fuler-Lagrange.

=0 (13.19)

x=x*
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Exemplo

Seja o problema de célculo de variacdes em que z : R - R ez € C!

Jla] = /0 : [#2(1) — 2(1)] dt (13.20)
com as restrigcoes
z(0) = 0 (13.21)
x (g) =1 (13.22)
Fazendo-se a associacao
c(t, z(t), #(t)) = 22 (t) — 22(t) (13.23)
e os termos requeridos na equacao de Euler-Lagrange sao:

cz = —2x (13.24)
G = 2 (13.25)

Substituindo-se esses termos na equagao de Euler-Lagrange, tem-se que

d ..
(dt (2%) + 2:1:)

Logo, a condicao necesséria a ser satisfeita por x = z* é

=0 (13.26)

*

T=T

2+xz=0 (13.27)
cuja solucao é
x*(t) = a + bsin(t) (13.28)
Impondo as condicoes de contorno,
a+bsin(0) = 0 (13.29)
a+ bsin(g) -1 (13.30)
obtém-se
a=0 ; b=1 (13.31)

e a solucao do problema é
x* = sin(t) (13.32)
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13.2 Apéndice B - Iteracao de Picard

Apresenta-se aqui um caso particular da iteragao de Picard, aplicada a sistemas
LTI (X = Ax + Bu) para obtencao a férmula explicita para x(t) a partir de
x(0) dado.

Considere inicialmente a equagao sem a excitacao u,
x=Ax ;x(0)=x¢ (13.33)
e, lembrando que x = %’ pode-se escrever
dx = Ax(t)dt (13.34)

x(t) = X0+/0t Ax (7)dr (13.35)

A dificuldade para resolver 13.35 estd no fato de que x esta presente em ambos
os lados da equagao.

No método iterativo (iteracao de Picard), a ideia é construir uma sequéncia
de fungoes usando a recursao

xp(t) = xo ;Vt>0 (13.36)
x];(t) = xo+ | A[x(t)], , dr ;i=1,2,3,.. (13.37)

em que [x|, denota o i-ésimo termo da sequéncia.

Aplicando-se a recursdo proposta, tem-se

x], () = =xo (13.38)
¢

X, () = xo+ / Axodr = (I+ Ab)xo (13.39)
0
t

X, () = x0+/ A1+ Af)xodr
0

1
= <I + At + 2A2t2> X0 (13.40)

t
[x], (1) = x0+/ A (I+At+---+ A’“‘lt’“‘1> xg dr
0

(k—1)!

1 1
= <I + At + §A2t2 +oe (]€>|Aktk>X0 (13.41)

Ay(t)
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Pode-se verificar que os termos
1
k!

constituem uma sequéncia de Cauchy que converge ( || A, (t) — An(t)|| — 0
se m,n — o0) e convenciona-se denotar o limite por eAt

1
Ai(t) =T+ At + 5A%2 o AR (13.42)

A =T+ At + %A%Q + %A?’t‘”’ 4o (13.43)
Para a solucéo do caso em que hd uma excitacao u,
X =Ax+Bu ;x(0)=xp (13.44)
faca-se a mudanga de variaveis
z(t) = e Alx(t) (13.45)

Diferenciando-se essa expressao e usando a regra da cadeia

dz

gz —Ardx
dt

= —Ae Ax(t)+e yr () (13.46)
= —AeMx(t) + e M [Ax(t) + Bu(t)] = e A'Bu(t) (13.47)

jé que A e e~ At comutam.

Reescrevendo-se essa equacao, tem-se

dz = e ABu(t)dt (13.48)
2(t) —2(0) = /Ote_ATBu(T) dr (13.49)
2(t) = #(0)+ /te_ATBu(T) dr (13.50)

0

Substituindo-se z(t) = e A'x(t) e z(0) = x(0), obtém-se que

t
e~Alx(#) = x(0) + / e~A"Bu(r) dr (13.51)
0

A matriz e”At é nio singular (vide a férmula de Jacobi, por exemplo, em
(BELLMAN, 1974)).

det (e A1) = AN 20 (13.52)

-1
Portanto, fazendo-se (e‘At> = et obtém-se a expressao desejada

x(t) = eAlx(0) + At /Ote_ATBu(T) dr (13.53)

t
— Alx(0) + / AT Bu(r) dr (13.54)
0
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Observagoes

1. Muitas vezes é utilizada a notacio ®(t1,ty) para representar e(f1=%),

Na literatura, ®(t1,%9) é denominada matriz de transicdo de estados,
jd que para sistemas X = Ax a solu¢do a partir de x(tg) é x(t1) =
eA=10)x(tg) = B(t1, to)x(to)-

2. No caso de uma matriz A(t) comutar com [ A()dr, pode-se mostrar
pelo mesmo método (construindo a sequéncia {[x];}i=0,1,2,.., conhecida
como de Peano-Baker) que a solu¢do do caso ndo auténomo

x=A(t)x ;x(0)=x0 (13.55)

¢é dada por
t
x(t) = eJo Alo)do (13.56)
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13.3 Apéndice C - Exponencial de matriz

Dado o sinal de entrada u(t), a solucao de x = Ax+ Bu a partir de x(0) = xg
¢é dada por

t
x(t) = eflxq +/ AT Bu (1) dr (13.57)
0
em que
1 1
Al =T+ At + 5A%? + gAfft?’ SR (13.58)
E interessante, portanto, dispor de métodos para obtencao da expressao ex-

plicita para eA?,

Existem varios métodos conhecidos e neste apéndice sao apresentados dois dos
mais populares

1. utilizando a diagonalizagao
2. utilizando o teorema de Cayley-Hamilton
Outros métodos podem ser encontrados em

1. Moler, C. e Van Loan, C. Nineteen dubious ways to compute the expo-
nential of a matrix. SIAM Review, v. 20, n. 4, p. 801-836, 1978.

2. Moler, C. e Van Loan, C. Nineteen dubious ways to compute the expo-
nential of a matrix, twenty-five years later. SIAM Review, v. 45, n. 1,
pp- 3-49, 2003.

13.3.1 Diagonalizagao - Caso com autovalores distintos

No caso especial de matrizes diagonais,

A1

A2
A= . (13.59)

¢é imediato verificar que

Al = . (13.60)
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Portanto, se a matriz A, x, € tal que os seus n autovalores \; sao distintos,
entao, pode-se valer da diagonalizagao, notando que

A1

Alvi vo o v | =[vi va v ] Ao (13.61)

P P A,

em que v; sao os autovetores associados a A;.

Pode-se mostrar que P é nao singular (vide, por exemplo, (CHEN, 1970) e
(STRANG, 1988)) e, de fato, constitui uma transformacao similar

A =PAP! (13.62)
Logo, é imediato no caso de autovalores distintos que
At = peAtpt (13.63)
ja que

A" = PAP ' xPAP ' x...xPAP™' (nvezes) (13.64)
PAP! (13.65)

13.3.2 Teorema de Cayley-Hamilton

Um método mais geral pode ser obtido com o auxilio do teorema de Cayley-
Hamilton.

Seja o polinémio caracteristico de A
A(s) = det(sI—A) (13.66)
= aps" +a18" 't ass" 24 +ap_15+an (13.67)

e defina o polinomio de matriz

~

A(A) = apA™ + a1 A" + @ A" -+ ap 1 A+ apl (13.68)

que possui os mesmos coeficientes que A(s).
Notar, porém, que A : C — C, enquanto A : RPXn _ RrX

Segundo o teorema de Cayley-Hamilton,

A(A) =0 (13.69)
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De fato, pela férmula de inversao de matrizes,

1

(sT—A)~" = det (sI — A)

adj (sI — A) (13.70)

em que adj (sI — A) é a matriz adjunta (ou a dos cofatores transposta).

Reescrevendo-se essa expressao, tem-se que
Idet(sI—A)=(sI—A)adj(sI—A) (13.71)
em que se sabe que adj (sI — A) é um polinémio de matriz de grau n — 1
adj (sT—A) =Rgs" '+ Rys" 2+ -+ Ry 95+ Ry g (13.72)
Lembrando que
det(sI — A) = ags™ + 18"V +ass" 24+ +ap_18 + an (13.73)
obtém-se a seguinte identidade de polinéomios

aols" + aIs" 1+ +a,I = (sI—A) [Rosn_1 4+ +R,_95+ Rn_l}
LE

LD
(13.74)

Colocando-se o lado direito LD em ordem decrescente de poténcias de s resulta
que

LD = Res"+Rys" '+ + R,y 25> + Ry_1s (13.75)
—ARs" ' — AR;s" 2 — ... — AR, 25— AR, | (13.76)

Igualando-se os coeficientes de LE e do LD de mesma poténcia em s, obtém-se
que

CLQI == Ro (1377)
CLlI = leARo (1378)
al = Ry— AR, (13.79)
an-1I = R, 1 —AR, (13.80)

anl = —AR,_; (13.81)
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Ro = a()I (13.82)
Ry = aiI+ ARy (13.83)
Ry = aI+ ARy (1384)
R,-1 = a1 I+AR,2 (13.85)
4] = —AR,_i (13.86)

Esse sistema pode ser resolvido por substituicoes sequenciais.

Fazendo-se as substituicoes a partir de Ry, tem-se que

Ro = a(]I (13.87)

Ry = a1+ aA (13.88)

Ry = al+a1A+ a0A2 (13.89)

R, 1 = an1l+a, 2A+.. . +aA""! (13.90)

e substituindo-se R,,_1 na tdltima equacao a,I = —AR, obtém-se o resultado

desejado,

~

A(A) = apA" + a1 A" + @A P+t ag 1A +a,I=0  (13.91)

Por abuso de notagao, denota-se muitas vezes A(A) = A(A) e diz-se que “uma
matriz quadrada anula o seu polindmio caracteristico”.

Representacao de polindmios de matrizes

Dada uma matriz A, «n, seja A(A) o polinémio cujos coeficientes sao as mes-
mas que a de A(s).

Considere, agora, um polinémio genérico P(A) de grau qualquer.

O polinomio P(A) pode ser colocado na forma (Q e R s@o respectivamente o

quociente e o resto)
P(A) = Q(A)A(A) + R(A) (13.92)

apenas ajustando os respectivos coeficientes das poténcias de A nos lados
esquerdo e direito da identidade.

Pelo teorema de Cayley-Hamilton, A(A) = 0 e conclui-se que

P(A) = R(A) (13.93)
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ou seja, qualquer polinémio de matriz pode ser expresso como uma combinagao
de poténcias até graun — 1

P(A) = aol + an A + 0o A® + ... + ap 1 A" (13.94)

sendo que os coeficientes «; ainda devem ser determinados.

Como a expressao satisfeita por P(A) é a mesma que aquela satisfeita por
cada autovalor \;, deve-se ter também que:

P(M) = ao+aid+ A+ an g AT (13.95)
P(X2) = ap+aide+ a3 +... +a,1A)! (13.96)
PAn) = aotaidg+adl+ ... +ap At (13.97)

com \; sendo as raizes de det(sI — A) = 0 (assumidas distintas).

At

No caso especial de P(A) = e®!| resolve-se o sistema de equagoes

= ag(t) + ar(t)h a2 + .. o (AT (13.98)

2 = ag(t) +ar(t)he + a3+ .. a1 (AT (13.99)

et = ag(t) +ar(®)A + (A2 + . 4 o ()N (13.100)

e obtém-se (v (t), aa(t), -, an(t)).

Portanto, a férmula fechada desejada para et é dada por

A = ap(O)I 4 a1 () A + az(t)A? + ... + ap_1 (A" (13.101)
Exemplo
Dada a matriz
0 1
A= l 6 _5 ] (13.102)

deseja-se obter uma expressio fechada para eAt.

Para utilizar o método baseado no teorema de Cayley-Hamilton, seja

1 0]
eAt:agl + o 6 -5

01

0 1 ] (13.103)

Os autovalores de A sao obtidos de

10 0 1
det(slo 1]—_—6 _5]> =0 (13.104)
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cujas raizes s@o s = —2 e § = —3, ou seja, os autovalores sao A\; = —2 e
Ay = —3.
O sistema de equacgoes que fornece os coeficientes «; sao
eMt ap+ ath = e =y — 20 (13.105)
et = ap+ atde — e 3 = oy — 3 (13.106)
cuja solugao é
ap = 3e 2273 (13.107)
ap = e e (13.108)
e, portanto,
10 0 1
At _ -2t _ o —3t -2t _ -3t
M = (37— 2 )[0 Sl (e e )[_6 _5}13.109)
3 1 -2 -1
—2t —3t
= 13.11
SEEIEE i

Como esse exemplo pode ser resolvido também via diagonalizagao, pois A1 #
A2., busca-se a matriz de transformacao P.

Os autovetores sao

0 1 U1,1 _ V1,1 _

[ -6 =5 ] [ V1,2 ] = 2 [ v, ] — v =—2v;  (13.111)
0 1 V2,1 _ V2,1 _

[ -6 -5 1 [ V2,2 ] = 7 [ g, ] > vg2 = —3vp1 (13.112)

e, escolhendo-se v 1 = 1 e v21 = 1, tem-se v1 e vy associados aos autovalores

A transformacao diagonalizante é
P— [ L1 ] (13.114)

cuja inversa é

Pl= [ _3 ! ] (13.115)
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e, de fato,
3 1 3 -1 11
A = [ I B 8] [ s _3] (13.116)
B [ _(2) —g ] (13.117)
Tendo-se obtido P e P71, a expressdo desejada desejada para eAt é
Al = PAMPT! (13.118)
Lo Lfe™ 0 3 1
36—215 _ 26—3t 6_215 _ e_3t
- [ —6e 2 L g3t 92t 4 33t (13.120)
- [ —g _; +e [ _(23 _il)) ] (13.121)

que é o mesmo resultado obtido anteriormente.

Uma conclusao relevante é que a resposta de um sistema linear x = Ax a
partir de xg é uma combinacao de exponenciais de At (as vezes chamados de
modos)

x = eBxg (13.122)
n

= [ > MyeM | xo (13.123)
k=1

Caso haja autovalores com multiplicidade maior que 1, utilizam-se as expres-
soes obtidas derivando-se em A.

Por exemplo, se A possui multiplicidade 3, sao construidas as expressoes

M= A+ aN?+as N+ ap g AT (13.124)
teM = a4 2mA+3a3 2+ .. 4+ (n— Doy, A2 (13.125)
t2eM = 2054+ 6a3X2+ ...+ (n—2)(n — Day_ A" (13.126)
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13.4 Apéndice D - Estabilidade de sistemas LTI

A origem de um sistema LTI (x = 0) é estdvel se todos os seus autovalores
(ou as raizes do polindémio caracteristico A(s) ou os polos da funcao de trans-
feréncia) estao no interior do semiplano esquerdo (SPE).

Um polinémio que possui todas as raizes no interior do SPE é dito ser de
Hurtiwz.

Necessita-se, portanto, de métodos para verificar se um dado polinémio é
Hurwitz, sem a necessidade de determinar as suas raizes, em vista dos fatos:

1. nao hé expressao explicita, em geral, para raizes de polindmios de grau
maior que 4 (consequéncia de trabalhos de Galois);

2. muitas vezes os coeficientes dos polindmios envolvem parametros literais.

13.4.1 Critério de Mikhailov-Leonhard-Cremer

O polindémio com coeficientes reais A(s) de grau n é Hurwitz se e somente se

Im[G(s)]
:L A

£A(jw) varia de n% quando w varia de 0 a co.

)(—'7’»' h X—‘— Ja' ' B
Al P —

AN Re[G(3)] SN L\ RelG(s]
VEAVIR . JAVER Y |
K - TR & o
'(\CL_ {,"\0\_.

;o ; \

Figura 13.2: Tlustragdo de como varia a fase de A(jw) a medida que w varia
de 0 — oo.

Pela figura 13.2, é imediato notar que a fase de A(jw) varia de 0 a n7/2 a
medida que w varia de 0 — oo, se todas as raizes estiverem no interior do SPE.

Em outras palavras, o grafico de A(jw) percorre n quadrantes a medida que
w varia de 0 — oo, comegando com A(j0) € Rt (segmento positivo do eixo de
abscissas).
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13.4.2 Critério de Hermite-Bieler

Sejam FE(.) e O(.) polinomios tais que representam as partes par e impar de
A(s), respectivamente, ou, mais especificamente,

A(s) = aps" +a1s" +ags" 4 azs" P+ -+ an_15 + ay, (13.127)
E 0) E l6) o E
= aps"+ass" 4 -ran+ars" L 4ass" P+ 4 an_1s
E E E 16) 6] 6)
(13.128)

0|3

tar () et

E(s?)

= Qg (82>
21

“+a,s (32) 377 + aszs (Sz) 2 4+t an_q

s0(s2)
= E(s%) +50(s%) (13.129)

Critério de Hermite-Bieler

“O polinémio com coeficientes reais A(s) é Hurwitz se e somente se E(r) e
O(r) possuem raizes reais negativas simples intercaladas”, Z—‘l’ > 0 e a primeira
raiz mais préxima de 0 é de E(r).

Esse resultado decorre imediatamente do critério de Leonhard-Mikhailov, no-
tando que E(—w?) é a parte real de A(jw) e wO(—w?) é a parte imaginaria.
Para que a curva A(jw) passe por n quadrantes, deve cruzar os eixos imagi-
nario e real de modo alternado.

Logo, as raizes de E(—w?) = 0 e de wO(—w?) = 0 devem estar intercaladas.

Para w ~ 0 a fase de A(jw) ~ 0, e, portanto, o primeiro eixo a ser cruzado
é o imagindrio (Re{A(jwo)} = E(—w3) = 0 para algum wp) e & medida que
w T oo.

Polinémios E(r) e O(r) que possuem raizes intercaladas e o eixo imaginério
é o primeiro a ser cruzado quando w varia de 0 a oo sao chamados de pares
positivos.

Teorema dos pares positivos

Sem perda de generalidade, é admitido que n é par, uma vez que, para n
impar, o resultado pode ser obtido com um método analogo.
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Considere os polindémios com m = n/2

E('I") — ao,}f.m + CLQTm_l + - 4 ap_or+apy (13130)

Or) = ar™ ' +agr™ 2+ +a,1r (13.131)

Dados E(r) e O(r), constréi-se uma tabela incluindo a linha P(r) conforme

E : ay ay a4 -+ ap—2 ap
o : a; az as s an—1 0 (13.132)
P bl bQ b3 s b%
em que
by = HALAAE py = AUMTAEL e b = ay (13.133)

Sera mostrado que FE(r) e O(r) formam um par positivo se e somente se O(r)
e P(r) formam um par positivo.

Note, inicialmente, que

P(r) = E(r) - %‘imm (13.134)
pois
E(r)— 20, O(r) = agr™+agr™ '+ +ay_or +an —
ay
_q (aﬂ“m +agr™ an—ﬂ“) (13.135)
ai
= (a() — CLOal) T’m + (GQ — aoa3> Tm_l + -+
a1 ai
aop
+ (an_z — alan_1> T+ ap (13.136)
_  1a2 — apas sm1 4 a1a4 — a0a5rm_1 NI
a a
_— NS
b1 b2
alan—2 - aoan—lr + an — P(T') (13137)
al ~~~
bn
by, 2

Para verificar a suficiéncia, assume-se que O(r) e P(r) formam um par positivo
e mostra-se que E(r) e O(r) sdo pares positivos.

Em vista de

P(r) = E(r) — LrO@r) (13.138)
ai
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Se em um ponto 7, O(#) = 0, entdao P(7) # 0 pois P e ) sdo pares positivos
por hipétese. Além disso, se O(#) = 0, P(#) = E(7) e, portanto, E(7) # 0.

Se E(7) = 0, entao P(7) = —¢2rO(F). A alternativa O(#) = 0 resultaria
P(7) # 0, o que nao é possivel. Logo, O(7) # 0.

Portanto, O(7) = 0~ E(7) # 0 e E(7) =0 ~ O(7) # 0.

A necessidade é verificada com argumento andlogo.

13.4.3 Critério de Routh-Hurwitz

O critério de Routh-Hurwitz é baseado na aplicagao sucessiva do teorema dos
pares positivos e do critério de Hermite-Bieler.

Um polindmio de grau n com coeficientes reais A(s) é Hurwitz se nao hé troca
de sinais na primeira coluna do arranjo

S apg a2 a4 -+ Gp—4 Ap-—2 QAn
s a4y as as -+ ap—3 an_i O
8”72 b1 by bg R b%,1 b%
3 ca ¢ c3 ccr Cnog
(13.139)
3
S p1 P2 p3
2
§ qa g2
31 T1 (]
SO tl
Os rétulos s™, s" 1, ..., s, s¥ sdo utilizados frequentemente para identificar as

linhas da tabela em solugoes manuais para organizar os calculos e pode ser

dispensada.

As linhas s" e s"~! sdo obtidas diretamente de A(s) e as demais linhas do

arranjo sao determinadas usando a mecanizacao apresentada:

bl — a1a2a—1&0a3 bg — a1a4a—1@005 o b%—l _ alan—4a—1a0an73 b% =a,
biaz—aibs bias—aibs
e cg-1= by
(13.140)
t1 = an

e O critério de Routh-Hurwitz consiste, portanto, na aplicacao sucessiva

do teorema sobre pares positivos: (s°,s!) par positivo = (s!,s?) par

positivo; (s!,s?) par positivo = (s2,s%) par positivo; ... ;(s"72,s"71)
par positivo = (sn_l, s™) par positivo, até que se atinja o par requerido

pelo critério de Hermite-Bieler.




Apéndices 473

e Existem regras adicionais quando o primeiro coeficiente da linha é 0 ou
se uma linha inteira é 0.

13.4.4 Critério de Nyquist

O critério de Nyquist é muito utilizado por permitir uma visualizacao grafica
direta das propriedades do processo, além de propiciar definicoes importantes
como a margem de fase e margem de ganho.

Os resultados fundamentais para a demonstragao do critério de Nyquist sao
o teorema do residuo e a férmula de Lucas ((APOSTOL, 1969), (BROWN;
CHURCHILL, 2013), (KARLIN, 1959), entre outros).

Teorema do residuo

Se f: C — C é uma funcao analitica em uma regiao simplesmente conexa
Q de C, delimitada pela curva fechada I exceto por singularidades isoladas
(o]

r1,...,7q € ), entao
f}f (s)ds = 2mj {TGS (fyr1)+---+res(f, Tq)} (13.141)

o]
em que €) denota o interior de 2, I' é percorrida no sentido anti-hordrio e
res (f,r;) denota o residuo de f em r;.
Teorema de Cauchy

Se f: C — C é uma fungao analitica em uma regiao 2 delimitada pela curva
fechada I', entao

j{ f(s)ds=0 (13.142)
r

Formula de Lucas

Se p(s) = aq(s — z1)(s — 22)...(s — z4) e p/(s) é a sua derivada, entdo

/ 1 1 1
Ps) _ n T (13.143)
p(s) 5—21 S—22 §— %
4 1
-y (13.144)
=157 %

Seja s = z; uma raiz de p(s) de multiplicidade ¢ > 1 de p(s), ou seja,

p(s) = (s — )" q(s) (13.145)
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para algum ¢ (s). Derivando-se a expressao 13.145, obtém-se
P(s)=0(s—2z)" q(s)+ (s — 2)q (s) (13.146)

e, portanto,
P _ 0 4
p(s) s—z  q(s)

Procedendo-se analogamente com o polindmio ¢ (s) e assim sucessivamente até
a ultima raiz, obtém-se o resultado desejado.

(13.147)

A férmula de Lucas pode ser estendida para o caso em que p(s) é uma razao
de polinémios.

Considere, inicialmente, um polo s = r; de multiplicidade ¢ > 1 de p(s), ou
seja,

p(s) = (s—mi) " q(s) (13.148)
para algum ¢ (s).
Derivando-se a expressao 13.145, obtém-se que
Ps)=—L(s—r)"q(s)+ (s — ) q (s) (13.149)
e, portanto,
pPis) ¢ d(s)
p(s) s—ri  q(s)
Combinando-se os resultados para os zeros e para os polos, tem-se para uma

funcao f(s) descrita como uma razao de polindémios, com Z zeros e P polos
em uma regiao ) que

s &
o>

(13.150)

—EP: LECAC) (13.151)

—s—1 g(s)
o
em que a fungao g (s) é analitica em .

Principio do argumento

Seja f : C' — C uma razao de polinémios, com z;,i = 1,..., Z zeros e ri, k =
1,..., P polos em uma regiao 2 delimitada pela curva fechada I"'. Em vista da
versao estendida da férmula de Lucas 13.151,

f(s) _ [
f(s) B>

s—z —s—ri g(s)

M~
—

_l’_
Q\
o

(13.152)
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Integrando-se ambos os lados, tem-se que

f/(S) Z 1 P 1 /_Q/PF
é“f(S)dS:ﬁ (;s—zi) ds_}é (;s—n) ds + T g(s)ds (13.153)

em que o dltimo termo é nulo em vista do teorema de Cauchy.

Pelo teorema do residuo,

jﬁ(ifz) ds = i(ﬁsj2i>ds (13.154)

=1

Z | —— —_—
= 2mj Y |res(f,z1) + - +res (f, zg) | (13.155)

i=1
= 27jZ (13.156)
e, analogamente,

P

é (Z - _1 T‘) ds = 2mj P (13.157)

i=1

ou seja,

frs) o
frf(s)ds_zmz P (13.158)

A imagem através de f(s) a medida que s percorre uma curva I' no plano s é
uma outra curva A = f (') no plano {Re{f(s)}, Im{G(s)}}.

Utilizando a notagao w = f(s), obtém-se que

dw
ﬁ‘};/((j))ds = ﬁzlu f'(s)ds

1
= —dw
AW

= Inw|,
€j&w

= In|w|
0 pois A fechado

j 4
- Infw||, + e w’
wOA
= jéw‘wQA

= 27N [0,+ O] (13.159)
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Combinando-se 13.158 e 13.159, constata-se que o nimero de voltas de f(A)
em torno da origem do plano {Re[f(s)],Im[f(s)]} é a diferenca entre os nimeros
de zeros e de polos enlacados pelo contorno fechado A no plano s.

N[0, +0]=Z—-P (13.160)

A ideia do critério de Nyquist é utilizar este fato para verificar se existem polos
de malha fechada no semiplano direito (SPD), caso em que o sistema nao seria
estavel.

& mls] Se houver polos
de Malha Aberta

sobre o eixo ). %
deve-se contorné—lo‘\\‘“\\

Re[s]

~
Contorno

de st

Critério de Nyquist

Seja G4 (s) uma fungao de transferéncia de malha aberta com P polos no SPD
e I' o contorno de Nyquist, a ser percorrido no sentido anti-horario.

A funcao de transferéncia de malha fechada é dada por

Gq ()

Gf(s) = m

(13.161)

e, portanto, os polos de malha fechada sao as raizes de 1 + G, (s) = 0.

O critério consiste em verificar se Z = 0, o nimero de zeros de 1+ G, (s) = 0, a
partir do conhecimento de P (ntimero de polos de malha aberta) e de N [0, O],
o nimero de enlagamentos do ponto 0 pela curva A =1+ G, (I).

E conveniente, para efeitos de praticidade, substituir N [0, O] por N [~1,0)] e
tragar Ay = G, (T'), que é a versao transladada de 1+ G, (T) de 1.

A porgao interessante de A; é aquela que corresponde a faixa de G, (jw) para
w=0aw = 00, ou seja, basta que se trace a versao polar da resposta em
frequéncia de G4(s) (as curvas de Bode ja fornecem o médulo e a fase de

Ga(jw)).
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A porcao de G4(s) em que |s| é muito grande (semicirculo do contorno de
Nyquist) corresponde a G, (s) =~ 0 no caso de fungao de transferéncia estrita-
mente prépria.

Nessas condicoes,

Z=N[-1,+ O]+ P (13.162)

e, de fato, o sistema sera estavel se Z = 0, ou seja, nenhum polo de malha
fechada no semiplano direito (mais rigorosamente, no interior do contorno de
Nyquist).

Se o contorno de Nyquist I' é percorrido no sentido hordrio, ou seja, de w =0

a w = 00, os enlacamentos de —1 devem ser considerados positivos se ocorrem
no sentido horario N [0, + O)].

Caso a fungao de transferéncia de malha aberta possua polos imaginarios puros
ou polo na origem, o contorno deve ser acrescido de desvios infinitesimais, pois
o contorno I' nao deve passar por singularidades.
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13.5 Apéndice E - Equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman

O problema LQR pode ser resolvido por um método algébrico como apresen-
tado, por exemplo, em (OGATA, 1970) ou (GEROMEL; KOROGUI, 2019)).

Aqui, optou-se por apresentar uma solucdo utilizando a Programacao Dina-
mica, proposta por (BELLMAN, 1957), baseada no Principio da Otimalidade,
com vistas a oferecer uma visao sobre o problema de Controle Otimo.

Segundo o Principio da Otimalidade, se um ponto C' pertencente a uma traje-
téria 6tima AB a partir de A, entdao o segmento C'B é também 6tima a partir
de C' (notar que se considera apenas o segmento final).

B

-~

O principio da otimalidade pode ser aplicado ao problema de controle étimo
que consiste em encontrar u(t) que minimiza de funcionais da forma

ty
Jla) = e (x(t5)) +/ ce (x(7) ,u(r), 7)dr (13.163)
to
sujeito a restricoes do modelo da dinamica do processo

x = f(x(t),u(t),t) (13.164)
X(to) = Xp (13165)

O termo ¢y é chamado de custo final ou terminal e c. de custo corrente.

Assume-se aqui que o problema é de instante final fixo, ou seja, ¢y é conhecido
e constante.

Defina V (¢,x), a fungao valor, como sendo

V(t,x) = minJ(t,x)[u] (13.166)

uelU

em que J(¢,x)[u] é o custo ainda a ser incorrido (cost to go), estando o estado
em x(t) = x no instante ¢

Ou seja, de modo mais explicito,

J(t,x)[u] & [cf (X(tf)) + /ttf ce (x(7) ,u(r), 7)dr (13.167)
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Se no instante t — At o estado é x ™, a utilizagao de um controle u(.) dado por

u(t) = { w(t) se £ € [t,ty] (13.168)
u(t) qualquer set € [t — At,t)

em que u*(t) denota o controle étimo, pode-se escrever

t

cr (x(tf)) —i—/t ce (x(7) ,u(r), 7)dr+

—At

J(t—At,x )[u] £

4 /t Y e (x(r) , ut(r), T)drl (13.169)

x(t—At)=x"

Rearranjando os termos e utilizando a aproximagao de Euler para o pri-
meiro termo, obtém-se que

¢
J(t— At x)u] 2 / co(x(7), u(r), 7)dr L (13.170)
At x(t—At)=x—
ce At
Ly
[Cf (X(tf)) +/ ce (x(7) ,u*(T),T)dT] (13.171)
t x(t—At)=x—
A partir do modelo da dinamica, tem-se que
x(t—At) =x = x(t) ~x + f(x,u(t),t)At (13.172)

e o segundo termo da expressao de J(t—At,x ™ )[u] pode ser reescrito como

[cf (x(tp) + /t Y e (x() ,u*(r),r)dT] (13.173)

x(t—At)=x"

~ [Cf (x(tf)) + /ttf ce (x(7) ,u*(T),T)dT] (13.174)

x(t)=x"+fAt
= V(t,x™ + fAt) (13.175)

jAqueu(r)=u*(r)sert € [t,tf]

Portanto, a equacao para J se torna

J(t— At,x7)[u] = ccAt+ V(t,x + fAL) (13.176)
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Tomando-se o minimo em u, tem-se que

V(t—At,x") = mei{[lj(t — At,x7)[u] (13.177)
= min [ceAt+ V(1,x™ + fAL)] (13.178)

Utilizando a aproximacao de primeira ordem na férmula de Taylor
V(t, x4+ fAL) 2V (t,x )+ VI (t,x")fAL (13.179)
e rearranjando-se os termos, obtém-se
V(t—At,x™) = V(t,x)
At
que para At | 0 permite obter a equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman(HJB)

= Hlelll} [cc + VI, X)f} (13.180)

~Vi(t,x) = min e, u,8) + VL (t,) £ (3,0, 1) (13.181)

A condicéao de contorno pode ser obtida notando que estar em x no instante
t =ty implica imediatamente no custo cy (x) ,ou seja

Vit x) =cyr(x) (13.182)

Observagoes

e A equacdo HJB pode ser expressa em termos do Hamiltoniano:

—Vi(t,x) = Hlelele(X, u, Vi, t) (13.183)

e Na equagao de HJB a minimizagao é realizada em relacao au € U

in{. 13.184
min {.} ( )
enquanto, no problema original, é no espaco de fungoes admissiveis
u(t) e
in{. 13.1
15161{{1{} (13.185)

e O problema LQR é um caso particular de controle 6timo e possui grande
relevancia pratica.

O custo é do tipo quadratico,

c; = %x(tf)Tsx(tf) (13.186)
- %[X(T)TQX(THu(T)TRu(T)} (13.187)

e o modelo é linear

i = Ax + Bu (13.188)
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13.6 Apéndice F - Lema de Barbalat

No capitulo sobre controle adaptativo, foi utilizada uma funcao de Lyapunov
com V negativo semidefinida, de modo que, sem alguma ferramenta adicional,
nao se pode mostrar que o erro de adaptacao e(t) — 0 para t — 0.

Uma ferramenta para remediar essa situagao é a utilizagao do lema de Barba-
lat, que permite obter uma extensao do método de Lyapunov (Lyapunov like).

Necessita-se, inicialmente, de um resultado auxiliar, encontrado em livros de
célculo tais como o (APOSTOL, 1969).

13.6.1 Continuidade uniforme
Assuma que f(t) é diferencidvel e a sua derivada é limitada Vt
f)| <M (13.189)

Entao, pelo teorema do valor médio,

10— 1@
‘ (2_a( ) = |f(a)| < M (13.190)
para algum c € [a, b].
De 13.190, tem-se que
()~ f(@)] < M b~ al (13.191)
e, se para um dado € > 0, faz-se
5= % (13.192)
resulta que para |b—a| < ¢
£(b) — f(a)| < M% <c (13.193)

13.6.2 Lema de Barbalat
Seja f(t) € Clla,00) e tlim f(t) = a, em que a < co. Se f(t) é uniformemente
— 00
continua, entao lim f(t) = 0.
t—o0
Prova por absurdo: Seja 1tlim f(t) # 0. Entao 3¢ > 0 e uma sequéncia mono-
—00

tonicamente crescente {t¢,} tal que t,, — co & medida que n — oo e ’ f (tn)‘ > ¢
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para Vn € N.

Como f (t) é assumida ser uniformemente continua, para esse £, 36 > 0 tal que
VneN

[t —tal < 6 = | £(t) = f(ta)| < % (13.194)
e, portanto,
f0] = |ftn) - () - F0)| (13.195)
> [f)] - [t - 00 (13.196)
> s—g (13.197)
- % (13.198)
Como f(t) € C*a,0), tem-se que
tn+d . tn . tn+d .
/ foae— [ i) = /t Flo)de
tntd .
= /t f(t)] dt
tn+90 B
> /tn Sdt
= ? >0 (13.199)
Por outro lado, .
| fwdt = 1) = 1@ (13.200)

que permite escrever

tnt+d tn .
Jim | [ fwar— [T F@a = pim |7+ 0) = f(t)
= |a—q|
=0 (13.201)

Portanto, de 13.199, tem-se que

tn+5. tn .
| dwae= [ i

a

>0 (13.202)
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enquanto, de 13.201,

tn+5. tn .
/a fwat— [ feyat

a

-0 (13.203)

0 que é uma contradicao.
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13.7 Apéndice G - Linearizagcao harmonica

A linearizagéo harmonica ¢é relevante no estudo de osciladores e existem apli-
cacoes interessantes, por exemplo para o desenvolvimento de controladores
adaptativos com auto-oscilacao Self Oscilating Adaptive Systems (SOAS), ava-
liagao da ocorréncia de fenémeno do salto (jump phenomenon) e para o ajuste
de ganhos pelo método de Ziegler-Nichols utilizando oscilacao limiar.

Trata-se de uma técnica baseada em balanceamento harmonico, muito 1til no

projeto de osciladores para obter uma estimativa da frequéncia e da amplitude
de oscilacao.

Ressalta-se, inicialmente, que, em geral, o sinal de saida de um dispositivo nao
linear a uma entrada senoidal ndo é necessariamente senoidal.

Porém, se o sinal de saida é periédico, pode-se utilizar a série de Fourier e,
caso o processo tenha caracteristica de filtro “passa-baixa”, pode-se considerar
apenas a sua primeira harmoénica, desprezando-se as harmonicas superiores.

O método é conhecido, portanto, como o de primeira harmaénica (ou do ganho
equivalente, fun¢ao descritiva).

Caso do relé ideal

Considere o processo G(s) com ordem maior que 2 (mais & frente serd visto
que a ocorréncia de oscilacao depende da existéncia de cruzamento das curvas
de Nyquist com o lugar geométrico dos valores correspondentes ao inverso do
ganho equivalente), .

Para ilustrar o procedimento, considere um modelo da forma

1

) = 13

(13.204)

a ser utilizado em malha fechada conforme o arranjo da figura 13.3

R(s)=0 E(s) 10 U(s) . Y(s)

+ 10 7 s(st2)(s+3)

Figura 13.3: Exemplo de processo acionado por um elemento liga-desliga

Para uma forma de onda da entrada senoidal,

e(t) = E sin (wt) (13.205)
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AU A u(t)

21

\\

31t

v Ot

Figura 13.4: Relacao entrada-saida de relé simples.

a saida do relé é dada por
u(t) = { Mteld 522 (13.206)

que é uma onda quadrada apresentada graficamente na figura 13.4.

A saida (onda quadrada) pode ser representada como uma somatdéria de harmo-
nicas pela expansao em série de Fourier

u(t) = ap + i ay, cos (nwt) + sin (nwt) (13.207)

n=1

Os coeficientes sao determinados através das expressoes

1 2m
a = — / w(wt) cos (nwt) d (wt) (13.208)
m™Jo
1 2
by = — / w(wt) sin (nwt) d (wt) (13.209)
™ Jo
Para a onda quadrada de amplitude M, o coeficiente a1 é dado por
2 ™
ap = —/ M cos (wt) d (wt) (13.210)
m™Jo
2M (T
= — [ cos(wt)d(wt) (13.211)
m™ Jo

2M .
= —sin(wt)|; =0 (13.212)
T
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Para a onda quadrada de amplitude M, o coeficiente b1 é dado por

o= 2 / M sin (wt) d (wt) (13.213)
T™Jo
2M [T
= — [ sin(wt)d(wt) (13.214)
™ Jo
2M -
= —— 13.21
- cos (wt)|g (13.215)
4M
= (13.216)
T

Se o processo G(s) atenua as harmonicas superiores, entdo é plausivel, em
muitos casos, utilizar a aproximacao u(t) = 2 sin(wt) e o fator 2L ¢ deno-

T
minado de ganho equivalente do relé.

Este procedimento é uma versao do principio de balanceamento de harmonicas
em que se considera apenas a primeira harmonica.

O método é aplicavel a outros tipos de nao linearidades, tais como amplificador
com saturacao, mecanismos com folga de engrenagem, atrito seco, componen-
tes que exibe resisténcia negativa em uma faixa de operacao, sensores tipo
u(t) = +/e(t) e outros, desde que as harmonicas superiores sejam suficiente-
mente atenuadas pelo processo G(s)

Entao a nao linearidade pode ser aproximada for N(E), conhecida como fun-
¢ao descritiva, dada por

N(E) = Amplitude da 1*harmonica de u(t)
~ Amplitude da senoide de entrada [E]

(13.217)

Verificagao das condigoes de oscilagao

Para que haja oscilacdo, jwysc deve ser raiz de 1+ N (FE)G(s) = 0, a semelhanga
da condicao 1+ KG(s) = 0.

Aplicando-se essa condicao para

1

G R — 13.218
(5) s34+ 352 4 2s ( )

tem-se que
1
1+ N(E)— - - =0 13.219
( ) (]Wosc)g + 3(]wosc)2 + Q(JWOSC) ( )

ou
(jwose)® + 3 (jwose)? + 2 (jwose) + N(E) = 0 (13.220)
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Igualando as partes reais e imagindrias a zero, constata-se que N(E) e w
satisfazem

N(E)-3w?=0 ; —w+2w = 0 (13.221)

Resolvendo-se esse sistema de equagoes, resulta que

w= 2 (13.222)
2
N(B)=3(V2) =6 (13.223)
Uma vez que para o relé ideal
4M
N(E)=— 13.224
(B) == (13.224)
obtém-se a amplitude do sinal de erro E para, por exemplo, M = 10
AM
E = —— 13.225
6 ( )
~ 2.12 (13.226)

Exemplo: Oscilador a Diodo Tinel

Osciladores lineares em que se aloca os polos imaginarios puros nao sao pra-
ticos, uma vez que a amplitude da oscilacao dependerd da condicao inicial e
tenderd a decair ou aumentar, dependendo de se estd localizado & esquerda ou
a direita do eixo imaginario, mesmo que esse desvio seja muito pequeno.
Uma possibilidade é utilizar um componente que permita injetar energia ao
circuito quando a oscilacao tende a decair, o que pode ser obtido pelo uso de
componentes com resisténcia negativa.

A figura 13.5a apresenta tal circuito empregando um diodo tunel.

ip [mA]

Alp
Reta de
Vv _ Carga
R e
A\ D

¢ Ponto de

Operagéo

R L i \ /
£> - \‘;/ R <0,
N .
v i @D) v, M
_I_ VT

(c) Caracteristica local
(a) Circuito (b) Diodo tinel  aproximada do diodo

Utilizando-se as leis de Kirchhoff e transladando-se o eixo de coordenadas em
torno de ponto de operagao (ip,vp) mediante a determinagao da reta de carga
com a caracteristica do diodo tunel, pode-se escrever
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ﬁ{AiL} 1 Ls+ R

TIAiY T 21 R.., 1

L{Aip} LC 2+ fs+ ;4
Considere que os parametros do circuitosao R =050, C=02FeL=05H
e, com o intuito de simplificar os calculos e também a apresentagao das ideias,

seja a caracteristica aproximada do diodo tunel conforme apresentado na figura
13.5c¢.

Substituindo os valores de R, L e C, bem como os parametros que caracterizam
o gréfico da nao linearidade, a condigao “14+ N (E)G(jwesc) = 07 leva ao sistema
de equacoes

(13.227)

1+5N(E) = 0 (13.228)
~w?+10+5N(E) = 0 (13.229)
que fornece as solugoes wyse = 3 ¢ N(E) = —0.2.

Por outro lado, a fungao descritiva da nao linearidade com resisténcia negativa
em uma regiao, encontrada em varios livros sobre sistemas nao lineares, é dada

por
2
N(E)= -1+ % 7 — 2sin~! (g) -2 <Z> 1 - (g) (13.230)

Assim, o valor de E tal que N(E) = —0.2 pode ser obtido do grafico

Fungdo Descritiva: Diodo Tiinel

06
04
02

w02

Figura 13.6: Funcao descritiva da caracteristica de resisténcia negativa, indi-
cando a amplitude F de oscilagao.
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Oscilador “duro”

Considere o circuito envolvendo um relé com zona morta, conforme ilustrado
na figura 13.7.

Note que, quando o sinal e(t) é pequeno (no exemplo, |e(t)| < 0.1), o relé se
encontra na regiao de zona morta e a saida correspondente é 0.

Porém, se alguma perturbagio externa tornar |e(t)| > 0.1, o circuito apresen-
tard oscilagao, como serd verificado usando o método da primeira harmonica.

U(s) 1 Y(s)
— |
s+ (s+)

Figura 13.7: Exemplo de Oscilador “duro”.

A condicao de oscilagao é

1

que leva & solugao wese = V2 e N(E) = 6.

A figura 13.8 apresenta graficamente o ganho equivalente do relé com zona
morta.

Nota-se que N(E) = 6 corresponde a 2 valores de E. Porém, apenas F ~ 0.41
corresponde a uma oscilacao sustentada, como pode ser concluido por uma
andlise qualitativa simples.

Funcéo Descritiva: Rele com Zona Morta

Se Amplitude E aumenta
Entdo ganho N(e) decresce

NE)

N

Oscilagéo
Instavel

1
1
1
1
1
1
:
; Ege= 041
4

0 02 0 0.6 0.8 1

Figura 13.8: Ganho equivalente do relé com zona morta e a solugao do exemplo.
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Caso de nao linearidades com memoria

Quando a funcao nao linear apresenta memoria, como ocorre com a presenca
de histerese ou de folgas de engrenagem, a saida u conterd componentes tanto
em sin quanto em cos para uma entrada puramente sin.

Para mostrar esse conceito, considere a estrutura de controle em que o dispo-
sitivo liga-desliga é um relé com histerese:

Yo

v

k ostrs e+l

Figura 13.9: Um processo acionado por um relé com histerese.

O sinal de saida correspondente a uma entrada senoidal é novamente do tipo
quadrado, porém, devido a histerese, apresenta uma defasagem nao nula 0,
conforme visto na figura 13.10.

AU au(t)

Figura 13.10: Caracteristica entrada-saida de um relé com histerese.
Para uma excitagao senoidal

e(t) = E sin (wt) (13.232)
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e notando que o instante de comutacao é dado por

h
0 =sin"!| = 13.2
i (E> (13.233)

os coeficientes da primeira harmonica sao

o - % /02” u(t) cos (wt) d (wt) (13.234)
2 0 ™

= - [/0 [—M] cos (wt)d(wt)—i-/e [M] cos (wt)d(wt)] (13.235)

- _% sin (0) (13.236)

b = 71r/02ﬂ u(t) sin (wt) d (t) (13.237)
0 ™

= % [/0 [—M]sin (wt) d (wt) —1—/9 [M] sin (wt)d(wt)] (13.238)

- % cos (6) (13.239)

Logo, o sinal u (t) é aproximado por

u(t) = —% sin (0) cos (wt) + % cos (0) sin (wt) (13.240)
= g sin (wt — 0) (13.241)

Uma vez que a resposta aproximada u (t) é senoidal de frequéncia w, igual
a frequéncia do sinal e(t) de entrada, porém atrasado de 8 = sin™! (%), a
fungao descritiva é

N(E) = iﬁigg;i ~i9 (13.242)
- %eﬂm H%) (13.243)

= % cos(—sin™* <g)) + j sin(—sin~? (g) )] (13.244)

2
AM h h
= 2= (2) -2 13.245
— ( ) J ( )
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Para utilizar a expressao 1+ N(E)G(s) = 0 ou —ﬁ = G(jw), ¢é interessante

ter a formula para N (E)™

2
“¥E = i 1_@7) —|—j% (13.246)

- f& [VET=h2 + jh] (13.247)

de modo que a parte imaginaria é

1 mh
Im {—N(E)} =7 (13.248)

Em vista da presenca de memoéria na linearidade considerada, a funcao des-
critiva é complexa. A condicao de oscilagao é caracterizada por

1
— = QG(i 13.249
ou
_T [wa2 ) +jh} -t (13.250)
4M e
2 .
h 1 —w?) —jw
T VB —( )2 (13.251)
4M 4M (1 —w?)? 4 w?
Igualando as partes imaginarias, tem-se que
wh —w
—_—= 13.252
M (1 - w2)2 + w? ( )
Igualando as partes reais, tem-se que
T 1—w?
——VE2-h2= 13.253
4M (1 —w?)? 4 w? ( )

Inserindo-se os valores dos parametros do exemplo em questao, obtém-se que
— x 10

u _T ~ 0.393 (13.254)
(1—w?)"+w?2 4x20

que leva a frequéncia de oscila¢ao de w = 1.5 rd/s. Logo, em vista da expressao

1 —0.3932
- VEr R = 0393 = —0.328 (13.255)
4M (1—-10.3932)" + 0.3932
e em vista de h =10 e M = 20, obtém-se E =~ 13.0.
A solucao pode ser obtida graficamente, tracando as curvas de Nyquist e de

N(E) L
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Diagiama de Nyquist

Im(h(zinTt)

|
|2

4M

13.7.1 Estabilidade de oscilagoes

Suponha que o método da primeira harmonica indica uma oscilagdo com am-
plitude E e frequéncia w. Uma questdo relevante é saber se a oscilagao é
estavel, ou seja, quando E ou w sofre perturbacao, o sistema retorna esponta-
neamente a condicao anterior.

Se a saida de um oscilador é
e (t) = E sin (wt) (13.256)

deseja-se verificar se apds uma perturbacao que alterou a amplitude e a frequén-
cia para '+ AF e w + Aw

e(t)=(E+ AE)sin [(w + Aw)t] e (13.257)

o decaimento 7 é tal que

AE > 0=n>0 (13.258)
AE < 0=1n<0 (13.259)
A condicao de oscilacao
1
jwy) = ——— 13.2

pode ser reescrita agrupando-se os termos reais e complexos

A(E,w)+jB(E,w) =0 (13.261)
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Notando que sin(0) = Im{e’®} resulta que
e(t) = (B+AE)Im{ctbareon (13.262)
= (B+AB) Im {e/lotawtity (13.263)
a condicao A (E,w) + jB (E,w) = 0 se torna
AE+AE,w+Aw+jn) +jB(E+AFE,w+Aw+jn) =0  (13.264)

A andlise local é feita expandindo-se A e B em série de Taylor

z—/X\ﬁ@A

0A .
A(E,w) +oE (E,w) AE + %E (Aw+jn)  (13.265)
—— 9B OB |
+ B (B,w) +igp (B,w) AE + 5= (B,w) (Aw+jn) =0 (13.260)

em que os termos marcados com X se anulam, levando ao sistema

0A 0A 0B
8—E(E,w) AE—l—a—w(E,w) Aw — a—w(E,w)n = 0 (13.267)
0A 0B 0B
a—w(E,wo)T]-f—afE(E,w) AE—i—a—w(E,w) Aw = 0 (13.268)
em que Aw pode ser eliminado.
Logo, tem-se que
>0
2 2
0A 0B
{ [8&) (E,w)] + [&u (E,w)} } n = (13.269)
0B 0A 0A 0B

As condigbes AE >0 =1n>0e AE < 0 = n < 0 permitem escrever a
condicao de Loeb para estabilidade de oscilagoes

[83 DA DA dB . (13.271)

o (E,w) 3 (E,w) — % (E,w) 3E (E,w)

Na prética, com estruturas mais simples, pode-se fazer uma andlise intui-
tiva do tipo: “se a amplitude da oscilacao aumenta, entao o ganho equivalente
diminui”.
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13.7.2 Fenomeno do salto

Um fendmeno tipicamente relacionado a modelos nao lineares e que é obser-
vado, as vezes, quando se excita um sistema nao linear com um sinal periédico
é uma mudanca abrupta na resposta em frequéncia.

Considere o sistema em malha fechada em que existe um ganho com saturacao
e um termo forcante senoidal é aplicado como referéncia.

r(t) =R sin(wt) + e(t) = E sin(®t+0) 4 { R u 1 ¥
: G(s)=——"
_ i/ s (s+1)
Aot M

Figura 13.11: Exemplo de sistema que apresenta um salto abrupto na responsa
em frequéncia.

v

O ganho equivalente (ou a fungao descritiva) da fungao de saturagao é

2
2M h h h
N(Ey) = — |sin™' | = |+ |1 - | = 13.272
( 0) 7TEO St <E0> + E() (E()) ( )
Usando o ganho equivalente N(Ej) e assumindo-se uma excitagao senoidal
t(t) = Rpsin(wt), pode-se escrever a relagao entre as amplitudes Ry e Ej

aplicando o método da funcao descritiva (ou ganho equivalente)

Ey 1
= _ 13.273
Ro |1+ N(E)GGY) (15:273)
Substituindo-se q
Gljw)= ——— 13.274
() = D (13.274)
em 13.273 tem-se que a amplitude Ey deve satisfazer
RZ
N(Ey) =w? +wy/(1+ w2)F§ —1 (13.275)

Ao invés de buscar uma solugao fechada, a condigao 13.275 sera visualizada
através de um grafico.

A figura 13.11 apresenta os graficos de N(Ep) (13.272) e do termo a esquerda

de 13.275 para o caso de Ry =5, M = 10, h = 1, com w variando de 0.450 a
0.550.
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Nota-se que, dependendo da frequéncia w, a solucao Ey pode estar associada
a diferentes segmentos da curva N(E).

Assim, se a frequéncia do sinal de excitagao for variada, o ponto quiescente
pode variar abruptamente.

N(E)

Unica Solugdo
para o =0.550

Unica Solugdo
para @ =0.450

Mudanca abrupta de Amplimde

Figura 13.12: Possiveis valores de FEj
0.45, 0.475, 0.5, 0.525, 0.55 rd/s.

para frequéncias w =
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13.8 Apéndice H - Margens de estabilidade LQR/MIMO

Este apéndice busca complementar o resultado apresentado anteriormente, em
que se mostrou que o problema LQR leva a uma lei do tipo realimentagao de
estados com margens de ganho de [%, o0) e margens de fase de 60°, conforme
mostrado em (LEHTOMAKI, 1981).

Considere um sistema MIMO com m entradas conforme ilustrado na figura
13.13, em que cada elemento da matriz perturbagao A(s) poderd ser um ganho
ou um deslocamento de fase,

V(=) + U(s) -1 X(s

Figura 13.13: Realimentacao de estados, perturbado por uma matriz diagonal

A.

A margem de ganho MIMO é o par de niimeros k£ e k que define o maior
intervalo (k, k) tal que a malha fechada segundo a estrutura da figura 13.13 é
estavel se

k<ki<k;i=1,2..,m (13.276)

em que

A, =k eR (13.277)

A margem de fase MIMO ¢é o par de niimeros ¢ e ¢ que define o maior

intervalo (¢, @) tal que a malha fechada segundo a figura mmmm ¢é estével se
o< ;< P;i=12..,m (13.278)

em que

Aj=exp(jgi) ; ¢i €R (13.279)
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Relagao entre os polinémios caracteristicos de malhas aberta e fechada

Considere um processo a ser controlado através de uma lei tipo realimentacao
estados com a matriz de ganhos K e definam-se os seguintes termos:

Gr(s) = K(sI—A)'B (13.280)
Do(s) = det(sI — A+ BK) (13.281)
Po(s) = det(sI—A) (13.282)

Nessas condicoes, pela defini¢ao, o polindmio caracteristico de malha fechada
¢é dado por

Do(s) = det(sI — A+ BK) (13.283)
— det {(51 C AT+ (sT— A)_IBKﬂ (13.284)
= det |:(SI — A)] det [(I + (sI — A)_lBKﬂ (13.285)
Necessita-se agora da identidade de Sylvester

det[Ime + GmannXm} = det[(Inxn + FnXmeXn] (13286)

Para a verificagdo da identidade de Sylvester basta utilizar a propriedade de
comutatividade

I -F I F 1 F I -F
det[G I 1det[0 I]:detlo I]deth I ] (13.287)

I 11

De fato, de I, tem-se que

I -F I F 1 0
S EA A P I R e

= det (I+ GF) (13.289)
e, de I,
I F 1 -F| I+FG 0
det[0 I]detlg I ] = detl G I] (13.290)
= det(I+FG) (13.291)

e, portanto, de 13.289 e 13.291,

det (I + GF) = det (I + FG) (13.292)
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a equacao 13.285 se torna

do(s) = det (sT — A)det [T+ K(sI - A)"'B (13.293)
N— —_—— —
Qo(s) GL(s)

Com o auxilio da identidade de Sylvester, o polinomio caracteristico de malha
fechada é reescrito como

det(I+ Gp(s)) = (13.294)

Caso ®p(s) nao possua singularidades no SPD, as singularidades de ®¢(s)
podem ser estudadas investigando det(I + G (s)).

A matriz I+ Gr(s) é conhecida como return difference matriz.

Margens de ganho e de fase do controle LQR: caso MIMO

Se G1,(s) nao possuir zeros no SPD e

c[I+GL(s)] >a; Vwe R, a<1 (13.295)
entao
1 1
M = _— 13.296
¢ (1+a’ 1—a> ( )

MF = (—2 sin~! (‘;) ,2sin~? (3)) (13.297)

Prova: Vide (LEHTOMAKI, 1981).

Com o intuito de obter o valor de a na condi¢ao o [I+ G (s)] > «, utiliza-se
a identidade de Kalman

1+Gy ()" [T+ G ()] = T+ -G () Gr () (13209

Pela definigao de valores singulares, tem-se que

ol [T+ Gy (jw)] = i [T+ GY (jw) G (jw) (13.299)
N>0
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Para a matriz N = G¥ (jw) G, (jw), seja M tal que D = MNM ! é diagonal

MI+N] = X\ [MM™! 4+ MDM | (13.300)
= A\ [MI+D)M (13.301)
= AAMT N [T+ D] A/M (13.302)
= AN[I+D) (13.303)

ou seja, A\; = 1+ d;, d; > 0, permitindo que se escreva

o [I+Gg (jw)] oi [I+ G (jw)] (13.304)

<
< 1 (13.305)

Portanto, @« = 1 em 13.296 e 13.297, resulta que

Vol o c o= lim (13.306)
141 2 M=o = T4 '
[§]
1 N\ 1
—9sin~! (;‘) — 60° < ; < 60° = 2sin"! (;‘) (13.308)

parat=1,2,...,m.
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13.9 Apéndice I - Dinamica zero
A linearizacao por realimentacgdo da saida de um modelo de grau relativo r

x = f(x)+gx)u (13.309)
y = h(x) (13.310)

pode levar a uma representagao em que n — r componentes do vetor estado,
doravante denotados wyy1, Wy42,... , Wy NA0 820 observaveis.

Para se investigar a natureza de w41, Wyy2, ... , Wy, considere o sistema LTI
de ordem 3, descrito por

0 1 0 0
x = 0 0 1 |x+|0]|u (13.311)
—az1 —azy —ass 1

y = [a o 0]x (13.312)

Conforme o processo apresentado de linearizagao por realimentacao da saida,
deriva-se y,

y = Cx (13.313)
j = Cx
0
0 1 0
= {cl co O] 0 0 1 x+[c1 co 0 |u
—ag1 —azy —ass 1
= [0 a ex (13.314)

Derivando-se mais uma vez,

0 1 0 0
g:[o ¢ CQ} 0 0 1 x+[0 01 cz} 0 |u
—agy —az2 —ass 1
= [ —C2G31 —C2q3, C1 — C2033 } T + cou (13.315)
e, se c2 # 0, entao o grau relativo é r = 2.
Por outro lado, a partir de G(s)
N
G(s) = S s (13.316)

D(s)  s° + agss® + asys + az;
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Usando a identidade polinomial

D(s) = Q(s)N(s) + R(s) (13.317)

em que os graus de D(s), Q(s), N(s) e R(s) sao 3, 2, 1 e 0, respectivamente,

obtém-se as expressoes para os coeficientes

1

q9Q = —
C2

q = 7(02a33—61)
3

1

2 2
@2 = —(ci —asscica + azacy)

55

3 2 2 3
ro = —5(—c] +agcica — azzcicy + azicy)

C

[\

Em termos dos polinémios Q(s), R(s) e
N(s), a func@o de transferéncia G(s) pode
ser representada conforme a figura 13.14.

_ N(s)
GO) = GuNe F R 1B
1
- 7621(8)3(5) (13.319)

Nessa representagao, a malha fica carac-
terizada por

U + E 1 Y
_ Q(s) g
W | R(s) P
N(s) -

Figura 13.14: Representacao
modificada de G(s).

1
Y(s) = Q(S)E(s) (13.320)
W(s) = f[((i))Y(s) (13.321)
E(s) = U(s)—W(s) (13.322)

De Y (s) = Q%S)E(s), tem-se que
Y(s) [q082 +qs + qg} = E(s) (13.323)

ou

e = qof + QY+ qy (13.324)




Apéndices 503

Fazendo-se a associagao z1 =y e 22 = ¥,

21 = y = 29 (13.325)
Zy = §=——9y——y+ —e¢ (13.326)
0 q0

ede W(s) = f,((i))Y(s) verifica-se que

1. Se N(s) tiver raizes no semiplano direito (G(s) de fase nao minima),

entao % serd um modelo instével (eventualmente w(t) pode crescer

indefinidamente)

2. A saida y(t) excita o componente w(t).

Em vista da expressao e = u — w,
. ) 1
Z9 = ——y— —y+ —e (13.327)
0 q
1 .
= —lnd-aytu-ul (13.328)

Usando o controle

u = [ 2 q ] [ 2 +w — qov (13.329)
obtém-se
Ho= 2 (13.330)
o= v (13.331)
W= —C—2w+roy (13.332)
1
y = 2 (13.333)

A representagdo do exemplo de 3% ordem em 13.316 possui agora uma parte
na forma de Brunovsky e uma componente w que nao é observavel.

O modelo dessa parte nao observével possui como polo o zero de G(s).

No caso nao linear a parte nao observavel é da forma z = p(z,w) e, para z = 0,
o fluxo de 2 = (0, w) é chamado de dinamica zero e, por semelhanga ao caso
LTI, diz-se que o sistema é de fase minima se Z = (0, w) for assintoticamente
estavel.
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13.10 Apéndice J - Nao linearidades setoriais

Muitas vezes uma fungao ganho f(y) assume um valor em um intervalo [k, k],
e no plano (f(y),y) o seu grafico pode ser interpretado como pertencente a
um setor, como ilustrado na figura 13.15.

Este Apéndice foi incluido porque hé varios casos em que modelos lineares sao
atuados através de ganhos que se situam em um setor.
Um exemplo tipico é quando se utiliza um controlador fuzzy.

Considere um modelo SISO-LTI G(s) a ser realimentado através de uma fun-
gao estdtica nao linear f : R — R, tal que £ f(£) > 0, como visto na figura
13.15.

f(e)s ku

G(s) >

Figura 13.15: Realimentagao com uma funcao de ganho contido em um setor.

O problema de Lur’e-Postnikov consiste no estudo da estabilidade da origem
0 de um sistema com entrada nula e com um bloco néo linear f(y) na malha.

A nao linearidade f(y) é assumida ser do tipo setor kr, e ki (L de lower e U
de upper).

Uma realizagao minima de
G(s)=cl (sI—A) 'b+d (13.334)
é representada por A, xn, bnx1, Cnx1 € dix1-

x = Ax+bu (13.335)
y = c'x+du (13.336)

em que, conforme o diagrama de blocos em 13.15,

u=—f(y) (13.337)

Conjecturas de Aizerman e de Kalman

Se f = ky, entao, muitas vezes, é possivel encontrar valores ky, e ky7, de modo
que, para Vk € (kr, ky), o sistema em malha fechada é estavel.
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Na tentativa de se estender essa condicao para o caso de f nao linear, surgiram
as conjecturas de Aizerman e de Kalman.

A conjectura de Aizerman se refere a estabilidade do sistema em questao se

kp < f;y) < ky (13.338)

e a de Kalman
kr <

d,
@ S kU e kL S l S k‘U (13.339)
y dy

Infelizmente, ambas as conjecturas sao falsas uma vez que existem contrae-

xemplos (vide, por exemplo, (NARENDRA; TAYLOR, 1973)).

Para obter condicoes de estabilidade para nao linearidades contidas em um
setor (kr, ky), adotam-se algumas hipdteses adicionais.

e (A,b) é controlavel

e (A, c) é observavel

Re{\(A)} <0

14+ kyd>0

kr = 0, sem perda de generalidade, pois o caso kr, # 0 pode ser conver-
tido de modo simples.

Assumindo, por enquanto, que existe uma matriz P > 0 adequada, toma-se a
funcdo candidata de Lyapunov, V(x) = x? Px. Mais adiante sera apresentada
uma condicao tal que garante a positividade de P.

: .T T

V = x Px+x Px (13.340)
= (x"AT +u"b") Px +x"P (Ax + bu) (13.341)
= x"(ATP + PA)x + 2x'Pbu (13.342)

Por outro lado,

y cI'x +du (13.343)

cI'x+du—y = 0 (13.344)

cI'xu+du? —yu = 0 (13.345)

cI'xkyu + dkpu? — kpyu = 0 (13.346)

cI'xkyu + dkpu® — kpyu +u? —u? = 0 (13.347)
xTckpu+ (1 + kyd)u? — (u+ kpy)u = 0 (13.348)
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O termo x” ckyu+ (1 + kyd) u? — (u + kyy) u = 0 seré subtraido na expressdo
V =xT(ATP + PA)x + 2x"Pbu (13.349)
resultando em

V = x'(ATP +PA)x +2x"Pbu —
0

—xTckyu — (1 — kyd) u® + (u + kyy) u (13.350)
1
= x"(ATP + PA)x + 2x” (Pb - 2kUc> u— (14 kyd) u® +
+ (u+ kyy)u (13.351)
O ultimo termo a direita dessa expressao é negativo, pois para u = — f(y)
(u+kuy)u=—(=f(y) +kuy) fly) <0 (13.352)

haja vista que

>0 quando f(y) >0

(kuy = () { <0 quando f(y) <0 (13.353)

Necessita-se, agora, do auxilio do lema de Kalman-Yakubovich-Popov (KYP)
para reescrever a expressio de V em uma forma mais conveniente (para uma
prova simplificada do Lema KYP, ver RANTZER, A. On the Kalman-Yakubovich-
Popov lemma. Systems and Control Letters, v. 28, p. 7-10, 1996).

Lema de Kalman-Yakubovich-Popov

Fornecidas uma constante v > 0, uma matriz A, «, cujos autovalores possuem
a parte real estritamente negativa, uma matriz L, x, > 0 e vetores b,,x1 € vy, x1,
se

Re{T(jw)} >0, Vw € R (13.354)
em que
T(s) = vI(sI - A) b + % (13.355)
entdao de > 0, qux1 € Ppxn = 0, tal que
ATP+PA = —qql —¢L (13.356)
Pb-v = q (13.357)
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Associa-se, inicialmente, os dois primeiros termos da direita da expressao
de V' com aqueles que estao no lema de Kalman-Yakubovich,

ATP+PA «— ATP+PA (13.358)
1
Pb— Skyc «— Pb—v (13.359)
ou seja,
1
Skue =v (13.360)
Escolhendo-se para
v=1+kyd (13.361)
a expressao para T'(s) se torna
T(s) = vi(sI—A)'b+ % (13.362)
1
= Shue”(sT—A)"'b+ % (13.363)
1
- 3 (ke (sT— A) b + 4] (13.364)
1
= 3 ke (sT= A)™'b + 1+ kyd| (13.365)
1
= S|+ kU T(sT—A)"'b+ d)} (13.366)
1
= 5 [L+koG(s)] (13.367)
Portanto, a condicdo Re{T'(jw)} > 0 se reduz a
Re{l + kpG(jw)} >0, Yw € R (13.368)

Satisfeita essa condicao, o Lema de KYP garante a existéncia de € > 0, qnx1
e Ppxn > 0, e permite reescrever V'

. 1
V = xT(ATP 4+ PA)x + 2x” (Pb - 2kUc> u— (1+ kyd) u® +

+ (u+ kuy) u (13.369)
— xT(—qq” — eL)x + 2x" /1 + kpdqu — (1 + kyd) u® +
+ (u+ kuy) u (13.370)
2
= —ex'Lx— (XTq — mu) + (u+ kyy) u (13.371)
< —exLx (13.372)
< 0 (13.373)

estabelecendo a estabilidade da malha fechada.




508 Engenharia de controle

Resumindo o desenvolvimento apresentado, tem-se que, para o problema de
Lur’e-Postnikov com o processo modelado por G(s) = ¢Z (sI — A) ' b+d em
que

o Re{\{A}} <0
e (A,b) controldvel
e (A, c) observavel
o 1+ kyd>0
e k1, =0 (sem perda de generalidade)
tem-se estabilidade da malha fechada se
Re{l + kyG(jw)} >0, ;Vw e R, (13.374)

Caso k;, # 0

Reorganiza-se o diagrama de blocos conforme a figura 13.16 e definindo @(s)
e ganho f.

Figura 13.16: Rearranjo do diagrama de blocos para o caso de ky, # 0.

Tem-se agora que
Ay G
G = T55.60)
e setor(0,ky — k) (13.376)

(13.375)
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13.11 Apéndice K - Otimizacao numérica

Métodos de otimizagao numérica sao amplamente utilizados no projeto de con-
troladores, por exemplo, no ajuste de ganhos de um controlador PID, projeto
de filtros e otimizacao de trajetorias entre outras aplicagoes relevantes.

Aqui sdo apresentados alguns dos métodos mais simples baseados em direcoes
de decréscimo das funcGes custo.

Métodos baseados em populacao como os algoritmos genéticos, enxame de par-
ticulas e os bio-inspirados nao sao tratados aqui, mas podem ser encontrados,
por exemplo, em (HADDAD; SOLGI; LOAICIGA, 2017).

Um excelente texto em lingua portuguesa para um estudo mais aprofundado
no tema apresentado aqui é (IZMAILOV; SOLODOV, 2005).

13.11.1 Otimizagao univariada

Trata-se do caso simples em que a grandeza a ser otimizada 8 € R, ou seja, o
problema é obter 8* tal que

0" =arg meinJ(G) (13.377)

Busca por secgao aurea

A seccao aurea divide um segmento L em duas partes e a secgao aurea de cada
uma dessas partes possui um ponto em comum com a sec¢ao anterior.
Uma possibilidade para busca em um

intervalo delimitado por escolhas ini- , L
ciais 0,5 € Omaqe € utilizar bi-seccao, al (Aol
obtendo 0 /5. y / - Bl _
o=’ \\\\ o
Porém, pode ocorrer que apesar de \ pL al-ol | PLeflraCizol

J(Omin) > J(Omaz) 0 ponto de mi-
nimo esteja contido em {emm;e . /2]. Figura 13.17: Relacoes entre os seg-
mentos particionados pela seccao au-

) e . rea.
Esse risco diminui se forem determi-

nados 2 pontos ao invés de 1, o que
pode ser feito com o uso da secgao aurea.

Se o intervalo [0,in; Omas | fosse dividido em 3 partes, resultando os pontos
intermedidrios 01,3 we 03, ter-se-ia que calcular J em 2 pontos (J(0, /3) €
J(89/3).

Utilizando a seccdo durea, em vista da propriedade de que a seccao de cada
uma das partes obtidas possui um ponto em comum com a seccao anterior,
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necessita-se determinar J(0) apenas 1 vez a cada iteragao.

Diretamente da figura, obtém-se o sistema de equacoes o = 3% e 3 = B2 +a(1—
@) que possui a solucio a = (3 —/5)/2~0.382 e = (v5—1)/2 ~ 0,618.

Minimizagao utilizando seccao aurea
Passo 0: Propor valores para tol € Nyax % (tolerancia em 6 e niimero maximo
de iteragoes)

Passo 1: Arbitrar valores Oy, € Omax % (assumindo que J é convexa no in-
tervalo [Omin, Omax))

Passo 2: Fazer k = 0, renomear 9% = Omin € 9]15 = Omax

Passo 3: Obter os dois pontos 0%, e 0%, por seccio durea de [0%, 0%)]

Passo 4: Calcular J(0%), J(6F),
J(07,) e J(0) 4 1©

Passo 5: Enquanto ’ oL+l — ghtl H > ¢
tol ou k < Npax : % (inicio do lago)
Passo 6: Se J(0F) < J(6%,) Entao

flag = E Senao flag =D .
G)
Passo 7: Escolha do intervalo a Es- | * T -
querda ou a Direita: Se flag = E b ! e'w
= k+1 k+1 = N
Entao obter 05,7 e 0}, por seccao \

durea de [0%, 0% ], fazer Op = 0%, e +¢
calcular J(0X+1) Se flag = D Entdo

obter 05+ ¢ 051 por secgio durea . . ~
de [0% 0k ], fazer O = 0% e calcular Figura 13.18: Mecanismo de iteracao
m? ) m

J(Gk‘H) na otimizacao utilizando a seccao au-
M

rea.
Passo 8: k := k+ 1 e retornar % (fe-

cha o lago)
Passo 9: 0 ~ 0F,

E interessante notar que a cada iteracao é necessario calcular apenas 1 valor
J(0novo, 0 que pode ser importante se, por exemplo, esse valor é obtido por
simulagao numérica.

Ajuste de um polinémio quadratico
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A partir de um ponto 6y e um passo h
dado, pode-se fazer uma busca como
ilustrada na figura 13.19 (Obs: pode
nao funcionar para valores elevados

de 1) B I (A
Passo 0: Escolher 6g e h ; kK = 0 e e U - o

y o

%hﬂ 2h
g
Passo 1: Obter o ponto 0,1 = 0k+h [%-1
R

Passo 2: Se J(0x41) < J = 0k +h Figura 13.19: Busca inicial para o algo-
e fazer h = 2h ; kK = k + 1; re- ritmo de ajuste de polinémio quadré-
torna ao Passo 3. Senao h = —h tico.

Passo 3: Escolher os 3 pontos com o
menor valor de J: {J(0x+1),J(0k), J(0r—1), J(Or—2)}

Passo 4: Colocar esses 3 pontos na forma de pares ordenados (04,.J(64)),
(0p,J(0B)) e (B¢, J(O¢)). Se esses trés pontos nao estao alinhados, entao é
possivel “passar” uma pardbola por eles (ou seja, é possivel obter um poliné-
mio quadratico cujo gréfico passa por esses trés pontos).

Em outras palavras, a expressio da pardbola J(0) = a0? 4 b0 + c seria tal que

J(04) = ab% +b04+c (13.378)
JOp) = ab% +b0p+c (13.379)
J0c) = aB%i +boc +c (13.380)

Passo 5: O minimo de J ocorre aproximadamente em 0 = —%

Observacao: Para a aplicacdo em vista, nao sao necessarios 04, 0 e O¢
genéricos, mas sim apenas o caso de Os igualmente espacados de h. Mais
especificamente, 64 =0 — h, 05 =0, 6c =0 + h.

Assumindo que h # 0, o sistema de equagoes se reduz para

J04) = a(®0—h)?+b0—h)+c (13.381)
J(0B) = ab®+b0+c (13.382)
J0c) = a(®@+h)*+b0+h)+c (13.383)

que deve ser resolvido em termos de (a, b, c).
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Para o caso particular 8 = 0, obtém-se resolvendo o sistema de equagoes que

o = 2—]112(J(6A)—2J(93)+J(Gc)) (13.384)
b= —%(J(GA)—J(GC)) (13.385)
¢ = J(0p) (13.386)

O ponto estaciondrio de J(0) = a0? + b0 + ¢ é obtido fazendo

dJ
do |,
2a0* +b = 0 (13.388)

~ 0 (13.387)

e, se a > 0, entao 0* serd o ponto de minimo de J(0).

Portanto,

b
© - 2 13.
0 > (13.389)

e substituindo-se os valores de a,b e ¢, tem-se

o1, J(04) - J(Oc)
2 J(04)—2J(0p)+ J(0c)

(13.390)

Lembrando que 85 = 0 e que havia sido assumido 0 para simplificar os célculos,
o ponto de minimo original é

. 1 J(04) — J(0c)
O =0 S e = 2000, + J(60)

(13.391)

Algoritmo usando aproximagao quadratica

Utilizando-se a ideia de aproximar a
funcao de custo J, por uma quadra-

tica, pode-se propor o seguinte algo- P ey
ritmo iterativo:

Passo 0: Arbitrar 6y e h. Fazer k =0
Passo 1: Se J(6p+h) > J(6¢) Entao
h:=—h o 0 0y

(sentido inicial incorreto)

70

y o

Passo 2: 041 =03 +h Figura 13.20: Ajuste de uma quadra-
tica
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Passo 3: Se J(0,11) < J(0;) Entao
h := 2h e retorna ao Passo 2 Senao
h = *h/2 (§ ek+2 = ek;+1 +h

Passo 4: Escolher entre {0;_1, 0%, 0x11,0r12} 0s 3 associados aos menores va-
lores de J. Renomear esses 3 de {64,0p5,0c}

Passo 5: O ponto de minimo aproximado é

1 J(04) — J(60)

0"~ 0p+ =h 13.392
P27 7(04) — 2J(85) + J(0c) (13.392)

Relagao entre o gradiente e a curva de nivel

Considere o ponto 8* e um deslocamento h.

Segundo a férmula de Taylor

JO +h) ~ J(O)+VJI(O*)h (13.393)
JO*+h)—J(O) ~ <VJI(O)|h> (13.394)

AJ(6%)

Q

[V7(0%)] ] cos(£{V 7 (), h})

Logo, para um deslocamento h a partir de 6%, a variacao AJ(0*) é maxima se
VJT(0*) || h. Ou seja, VJT(0*) aponta na direcio de maior crescimento de
J.

Além disso, se o deslocamento h é tal que VJ?(0*) L h corresponde a
AJ(0*) = 0 na vizinhanca de 8*. Portanto, V.J7(0*) é perpendicular & curva
de nivel de J.

Algoritmo de maxima declividade

O algoritmo da méaxima declividade (Steepest Descent) faz buscas na diregao
oposta aquela indicada pelo gradiente.

Passo 0: Escolher tol € Ny, % (tolerancia em 0 e nimero maximo de itera-
goes); arbitrar 0 e fazer k = 0

Passo 1: Seja hy, := —V.J7T(0;)

Passo 2: Obter \* que minimiza J()) := J(6x + Ahy);% (Otimizacdo em 1
variavel real \)

Passo 3: Fazer 0511 =0 + N*hy ek =k +1
Passo 4: Se HVJT(G;C)H < tol ou Se k > Ny, Entao 0% =~ 0,
Passo 5: Se k > Np,q: Entao mensagem de falha

Passo 6: Retornar ao passo 2
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0,4
Curvas de
Nivel de J
Ponto de
n
Observagoes:
No passo 2, utiliza-se hy := —D;V.J7(0;) que modifica a direcio de busca.

No caso especial de Dj, = H™1(0;) em que H(0y) := [%8‘]9]} é a matriz Hes-

siana, tem-se o método de Newton.

O método de Newton possui velocidade de convergéncia maior que o da ma-

xima declividade.

Em vista de possiveis dificuldades em obter as segundas derivadas, requeridas
em H(0;), e também devido & necessidade de inversio de matriz H=1(0}),
existem vdarios métodos que buscam obter aproximagoes de H(0y) (ver, por
exemplo, (LUENBERGER, 1979) e (POLAK, 1971).

No passo 3, ndo ¢ necessdrio obter A* que minimiza J(N), mas sim um \* tal
que J(A*) < J(0g). Um regra para obter tal A* é o de Armijo.

Regra de Armijo

A proposta da regra de Armijo é buscar um
intervalo de A tal que J(\) < J(0), ou seja,
ao invés de buscar um ponto de minimo,
aceita-se um ponto que reduz J.

Observando-se a figura 13.21,
J(A) < J(0) + &' (0)A (13.395)

com ¢ € (0,1) (o apéstrofo em J'(0) denota
derivada).

A partir de Ao > 0 que satisfaz J(\) < J(0)+

= S -
‘ Ao A Mo My

J(0) + T (0)n

Figura 13.21: Reducdo de J
usando a regra de Armijo
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&7’(0))\, toma-se A\p11 = a\; com a > 1, (ou
o método menos “agressivo” \r11 = A\ +AN) até que haja “piora”:

JNig1) > J(0) +eJ'(0) Apss (13.396)

Nesse ponto, adota-se A* = Aj.

13.11.2 Otimizagao no R"

Em muitos problemas de otimizac¢ao paramétrica, 8 € R"™ como o caso do con-
trolador PID (6 = [ Kp, K1, Kp]).

Apenas para ilustracao, apresenta-se aqui o método de Nelder-Mead (ou de po-
liedros flexiveis), embora existam muitos outros algoritmos (vide, por exemplo,
(LUENBERGER, 2010), (IZMAILOV; SOLODOV, 2005), (HIMMELBLAU,
1972)).

Algoritmo dos poliedros flexiveis

Trata-se de um algoritmo muito utilizado por nao requer a determinacao de

VJ.

Nelder, J. A.; Mead, R. A simplex method for function minimization. Com-
puter Journal. v. 7, n. 4, p. 308-313, 1965. doi:10.1093/comjnl/7.4.308

Passo 0: Escolher tol, Npax, bem como pardametros a > 0,0 < f < 1,v >
e 0 < p<1% (reflexdo, contragdo, expansao e redugao, respectivamente) e
fager k =1

Passo 1: Se J : R" — R, escolher n + 1 pontos {01,02,---,0,11} nao alinha-
dos

Passo 2: Determinar quais sao os vértices com maior e menor valor de J
associado

0 = J (8; 13.397
no= arg  max J(0) ( )
0 = argie{lglir.l’nHJ (6;) (13.398)

Passo 3: Obter as coordenadas do baricentro 05 da face oposta a 0 :

1 n+1
Opc=— (D> 6i—0xn (13.399)
=1

n

Passo 4: Reflex@ao: Refletir o “pior vértice’através da face oposta a este

Op :=0r :=0pc + a(0pc — On) (13.400)
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ey A

Ponto de

Vértice com o
- Minimo

o maior J(6)

Baricentro da 0,
Face Oposta ﬂx
>

Figura 13.22: Exemplo de progressao no método dos poliedros flexiveis

Passo 5: Redugao: Se J(0r) > J(0x) Entao 0; =: 01 +p (0; — 01) % (manter
01 e aproximar os demais 0; de 0r)

Passo 6: Contragao: Se J(0r) > J(0;) V0; # 0y Entao 0y := 0c+5 (0 — 0¢)
Passo 7: Expansao para aumentar a velocidade de progressao 0g:

Se J(Or) < J(0pc) Entéao 0 :=0pc + v (0r —0n)

Se J(O0g) < J(O0pc) Entao 0y := 0 % (Elimina 0y e 6 é um novo vértice)
Se J(0g) > J(0pc) Entao 0 := 0r % (Elimina 0 e Oz é um novo vértice)
Passo 7: k:=k+1

Passo 8: Se Z?;ll |0; — 0| > tol e k < Npqy retornar ao passo 2.

Esse algoritmo também é conhecido como o de Nelder-Mead, Simplex e Amo-

eba. Notar, porém, que Simplex é o nome de um algoritmo de programagao
linear.

Método da fungao de penalidade

Considere o problema de minimizar J(0) sujeito a restricao g(6) = 0 ou g(0) <
0.

Esse problema pode ser reescrito na forma de minimizacao sem restri¢cées do
custo

7 2

J(0) = J(6) + M ||g(0)] (13.401)

O termo || g(E))H2 representa uma penalidade por violar g(0) ~ 0 e para M —
00, a solucao do problema irrestrito J pode se aproximar do problema original
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com restrigoes.

Um enfoque alternativo é o da barreira que se utiliza
J(6) = J(6) + M B(8) (13.402)
sendo frequentemente utilizada a fungao
B(0) = [max{0,g(0)}]? (13.403)

Se 0 estiver fora da regido vidvel, B(0) impoe um custo adicional, donde o
nome “barreira”.

Condigao de Kuhn-Tucker

Para verificar se um dado ponto 6 é 6timo, necessita-se de algum critério como
o de Kuhn-Tucker.

Considere o problema de minimizagao

élelﬁg}lbf (0) (13.404)
sujeito as restricoes lineares
g1(0) < (13.405)
92(8) < 0 (13.406)
gm (0) < 0 (13.407)

Uma restricao tal que g; (8) = 0 é dita estar ativa.

Em um ponto 8* candidato a solucao deve
ser tal que nao é possivel obter uma dire-
¢ao h de decréscimo J(0* + h) < J(0%) e,
simultaneamente, manter as restrigoes ativas S
gativas(e* + h) < 0. deg/(?)
As diregoes h de decréscimo de J devem es- .
tar a menos de 90° de —V.J(0*.

Para ilustrar graficamente a condi¢ao de N T
Kuhn-Tucker, sejam apenas 2 restrigoes ati-
vas g1 (0%) e g2 (0*) em um certo ponto 0*.

~__ Figura 13.23: Condigao de
Pela figura, —V.J (6*) é uma combinacdo li- ¢ 1n-Tucker.

near de Vg; (0*) e Vga (6%) :
-VJ (9*) =MVag (9*) + AoV go (9*) (13.408)
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Seja h um deslocamento a partir de 0* e note que, pela férmula de Taylor,
J(0* +h) ~ J(0%) + hTV.J(6%) (13.409)
No caso,
J(0" +h) ~ J(0") = hT |\ Vg1 (0%) + A2Vgs (07)] (13.410)
ou
J(0* +h) — J(0%) = A (hT Vg (8)) — Xa(hT|Vga (6))  (13.411)

Para que 0" + h nao viole as restrigdes ativas g; (0*) e g2 (0%), deve-se ter,
simultaneamente, (h!|Vg; (8%)) > 0e (hT|Vge (6%)) > 0.
Se h for uma direcao tal que J(0* +h) — J(0*) <0 e de

J(0* +h) — J(0%) =~ —\; (hT|Vg; (0%)) — Xa(hT|Vgs (0%)) (13.412)

<0 >0 >0

conclui-se que A\; > 0 e A9 > 0 no ponto de 6timo com as restrigoes g; e go
ativas.
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