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Métodos no Dominio do Tempo

“Simple solutions require the most advanced thinking.”
— Richie Norton

Este capitulo apresenta alguns enfoques primordialmente baseados no dominio
do tempo e que sdo muito utilizados na pratica.

Com o intuito de preservar a simplicidade, a maior parte deste capitulo assume
modelos SISO (single input single output), embora vérios resultados possam
ser estendidos a sistemas multivaridaveis (MIMO).

Os casos em que nao ha maiores dificuldades em tratar de modelos MIMO
sao facilmente reconhecidos ao longo do texto pela utilizagao de simbolos em
negrito y e u para representar, respectivamente, o vetor de saida e o vetor de
entrada.

Os problemas multivaridveis sao tratados em excelentes textos como (SKO-
GESTAD; POSTLETHWAITHE, 1996), (MICHEL, 1996), (KAILATH, 1980),
(HESPANHA, 2009) e (ZHOU; DOYLE; GLOVER, 1995), entre outras obras.

9.1 Realimentacao de estado

Uma propriedade muito importante de modelos lineares controlaveis é que os
polos podem ser alocados em posicoes arbitrarias escolhidas pelo projetista,
através do emprego de uma lei de controle do tipo realimentacao de estados

u(t) =-Kx(t) +v(t) (9.1)
em que K é uma matriz constante e v (t) é a nova entrada.
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Um método que permite a determinagao imediata de K para o caso em que
B é uma matriz n x 1 consiste em realizar, inicialmente, uma transformacao
linear (ou transformacao similar).

Seja o modelo genérico no espago de estados

x = Ax+Bu (9.2)
= Cx (9.3)

assumido ser controldvel e tome-se uma matriz P nao singular.

O mapeamento P : R” — R"™ dado por
Px (t) =z (t) (9.4)

ou
x(t) =P 'z (t) (9.5)
representa uma transformagao linear.

Notando que

x =P 1z (9.6)

tem-se que
P!z = AP 'z+Bu (9.7)
y = CPlz (9.8)

A transformagao linear P corresponde a uma mudanca de base. Nesta nova
base, o modelo assume a forma,

A

B
) — ==
z = PAP " z+PBu (9.9)
]
—
y = CPlg (9.10)

A mudanca de base altera a representacao, mas as caracteristicas dinamicas
sao preservadas.

De fato, a fungado de transferéncia continua inalterada

G(s) = C(SI—K)_lﬁ (9.11)

= CP7!(sI- PAP*l)_1 PB (9.12)
= C(sI-A)B (9.13)
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Se a representacao é completamente controlavel, sabe-se que a matriz
U=|B AB --- A"'B|

é nao singular e, portanto, inversivel (no caso de sistemas com vérias entradas
a matriz U teria mais do que n colunas e o método necessitaria ser estendido).

Denote por p a tltima linha de U~! e observe que

I = U'u (9.14)
= | |[B AB . A"'B] (9.15)
P
= : s : (9.16)
pB pAB ... pA" B

Como a tltima linha da matriz I é [0...0 1], tem-se que

pB = (9.17)
pAB = 0 (9.18)

: (9.19)

pA" B = 1 (9.20)

Monta-se, agora, a matriz P, conforme o arranjo

p
PA
P= . (9.21)
pA.n—l
O posto da matriz P é n, pois
0 0 :
0 0 1 %
PU=| : : Do (9.22)
1

e P pode ser utilizado para realizar uma transformacao similar

A =PAP! (9.23)
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ou, escrita de outra forma,

AP = PA (9.24)
Substituindo-se P, obtém-se
P pA2
A p:A _ p‘?‘ (9.25)
pA™-! pA”

e, portanto, conclui-se que a estrutura de A é

0 1 0 e 0
0 0 1 - 0
A = : : : oo (9.26)
0 0 0 e 1
| —Gn —p1 —Gp2 - —a |
A forma particular de A, é conhecida como de “matriz companheira”.
Da tltima linha da expressio AP = PA, tem-se
—anp — Gp_1pA — - —a pA"! = pA" (9.27)
p (—anI oy g A — - alAH) — pA™" (9.28)
A"+ A" 4 a1 A+a,] = 0 (9.29)

e permite constatar que os termos —a; de A sao os coeficientes do polindmio
caracteristico A(\) = det(A\I — A), com os sinais trocados.

A matriz B também possui uma estrutura simples, pois

P 0

— PA :
B = PB= ) B = () (9.30)

pA”_1 1

Determinacao do ganho de realimentacgao

Utilizando-se a realimentacao de estado u = —Kz + v na representagao A e
B, tem-se que

z = Az+Bu (9.31)
= Az+B|-Kz+ v} (9.32)
= (A-BK)z+Bv (9.33)
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e focando a atencao para o termo (A — BK)

0 1 0 0

A-BK = : - kn, k1 ]
0 0 1 0
—Qp —Qp_1 —aq 1

(9.34)

verifica-se que K estd presente apenas na ultima linha da matriz companheira

A_BK - : : : (9.35)
0 0 o

—ap —kn —ap-1—kp1 - —a1—Fk

Supondo que sao fornecidos pelo projetista os polos desejados {1, ..., A}, a
tarefa agora é obter K tal que o polinémio caracteristico de A — BK seja

Ap(s) = (s=X)...(s=\p) (9.36)
= "4as" P an_1s+ an (9.37)

Agrupando os termos de mesma poténcia em s, obtém-se o sistema

an, = a,+ky (9.38)
: (9.39)
a; = a +E1 (940)

Uma vez que K tenha sido encontrada, a versao nao transformada pode ser
obtida imediatamente, notando que

u(t) = —-Kz(t)+v(t) (9.41)
—
= — KP x(t)+v(t) (9.42)

Exemplo de realimentagao do estado

Considere o modelo do motor DC apresentado anteriormente, para o qual
se deseja determinar o ganho de realimentagao de estado, de modo que o
sobressinal seja de 16.3 % e o tempo de pico de 0.9 s para uma entrada tipo
degrau.
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As especificacbes correspondem a £ = 0.5 e w,, = 4 e o0 polinémio caracteristico
desejado é

Ap(A) = A+ 2w\ + w2
A2 44N+ 16 (9.43)

O modelo do motor DC j4 esta na forma canonica companheira controldvel,

0 1 0
ac[ 0 1 Tine]] o
Denotando-se a matriz de ganhos de realimentacao por K = [ ko kq ], a
expressao A — BK ¢ da forma
0 1
A_BK_l—2—k2 _3_]{1] (9.45)

O polinémio caracteristico de A — BK é
AN =N+ B+k) A+ (2 k) (9.46)
Portanto, o sistema a ser resolvido é
16 = 24k (9.47)
4 = 34k (9.48)

que possui a solugdo k1 =1 e ky = 14.

Exemplo, sem controlabilidade completa

Quando a controlabilidade nao é completa, alguns dos autovalores podem nao
ser alocaveis.
Considere as mesmas especificagoes do exemplo anterior, ou seja o sobressinal

de 16.3 % e o tempo de pico de 0.9 s para uma entrada tipo degrau, mas desta
vez utilizando um modelo nao (completamente) controlavel.

0 0 -6 3
A=|10 -11|;B=]1 (9.49)
01 -6 0

Os autovalores dominantes devem corresponder a £ = 0.5 e w, = 4 e o terceiro
autovalor —p deve estar distante em relacao aqueles dominantes.

Ap(\) = (A+p) (A +4)+16) (9.50)
= M+ (p+4) N+ (4p+16) )+ 16p (9.51)
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Sobaleiu=-Kx+vcomK=|Fk ky ki }, tem-se a nova matriz de
sistema
[0 0 -6 3
A-BK = [10 <11 | = |1 |[hs ko ki | (9.52)
01 -6 0
[ —3ks —3ky —3k —6
= 1—k3 —ko —ki—11 (9.53)
0 1 —6

cujo polinémio caracteristico é

A (N) = N34 (kg +3k3 +6) A%+ (k1 + ko + 18k3 + 11)\ + (3ky + 18Ky + 27k3 4 6)
(9.54)
Igualando-se os coeficientes de A(\) e Ap(A), obtém-se o sistema de equagoes

ko +3ks+6 = p+4 (9.55)
k1 +9ks +18ks +11 = 4p+ 16 (9.56)
3k1 4+ 18ka +27ks +6 = 16p (9.57)
ou, na forma matricial,
3 1 0 ks p—2
18 9 1 ke | =] 4p+5 (9.58)
27 18 3 k1 16p — 6
[
M

O posto de M ¢ 2, de modo que nao é possivel obter a solugao para p qualquer.

De fato, eliminando-se a dependéncia linear usando ko + 3k3 + 6 = p + 4,
obtém-se

ki—9ks = 23—5p (9.59)
3ky — 2Tk 30 — 2p (9.60)

Se p # 3, nao ha solugao, significando que o polo —3 nao pode ser deslocado,
ou seja, o modo associado nao é controlavel.

Uma solucao possivel é p = 3 e ks = 0, ko = 1 e ki = 8, o que fornece
K=[01 s8]
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Insergao de integrador na malha

A inser¢do de um integrador na malha tem o propédsito de fazer y(t) — r(t)
tender a 0 para ¢t — oo no problema de regulacao, ou, em outras palavras,
e(00) =0 (e(t) € R, t fixo).

Xp=AXp+Bu

Figura 9.1: Insercao de integrador na malha de controle

A ideia é aumentar o estado através da insercdo de um componente extra
x7 € R que é a integral do erro e(t) = r(t) — y(t), de modo que se obtém

xp = Axp+ Bu (961)
- /Ot[r(r)—y(r)] dr (9.62)
y = Cxp (9.63)

ou, tomando-se a derivada de x; e substituindo-se a expressao de y(t),

i = e (9.64)
= r—y (9.65)
= r—Cxp (9.66)

Denotando-se por x, o estado aumentado

Xq = [ xp ] (9.67)

rr

e assumindo-se uma lei de controle do tipo realimentacao de estados (aumen-
tado)

u=—| Kp kf}[’;f;’] (9.68)
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resulta que

. [ xp
%, = 3,311 (9.69)
A o][xp B 0
= 10 o ] l S e P T ] (r—Cxp)  (9.70)
[ A-BKp —Bk || xp 0
— C 0 ] [ 2 + 1 17“ (9.71)
— ——
Aa Xa Ba

e os autovalores de A, podem ser ajustados mediante manipulagdo de Kp e
de k‘[.

9.2 Observador de estados

A implementacdo da lei de controle u = —Kx + v requer a medida de todos
os componentes do estado x, através de varios sensores e transdutores que
significam custo, peso, volume e taxa de falhas, entre outros fatores.

Quando a representacao (A, C) é observavel, pode-se utilizar as saidas y para
obter uma estimativa X de x e implementar a lei de controle.

u=-Kx+v (9.72)

Um observador, observador de Luenberger, estimador de estados ou reconstru-
tor de estados ¢ um mecanismo usado para obter X () ~ x a partir de registros
da entrada e da saida {u (t),y (¢)}.

Seja um modelo completamente observavel da forma

x = Ax+Bu ;x(ty) =x0 (9.73)
y = Cx (9.74)

Uma proposta é combinar as informacoes do modelo e das medidas.

Modelo Medidas
: ~ — -~
X = AX+Bu+L (y—y) ;X(to)=0 (9.75)
y = Cx (9.76)

Na auséncia de estimativas iniciais, é usual adotar X (t9) = 0.

Subtraindo-se a equagao de X de x, obtém-se que

Xx—-X=A(x—-%)-LC(x—X) (9.77)
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Definindo-se o erro de estimagdo como
X=x—X (9.78)
constata-se que a sua dinamica é da forma

X = AX-LCX (9.79)
= (A-LO)X (9.80)

Se os autovalores da matriz (A — LC) tiverem a parte real negativa, X (t) — 0
a medida que t T oo e, portanto, em regime permanente,

x (t) ~ % (t) (9.81)

9.3 Observadores de ordem reduzida

Quando alguns dos componentes do estado sao medidos diretamente, pode-se
utilizar um estimador de ordem reduzida.

Ou seja, necessita-se estimar apenas aqueles componentes nao medidos de x.

Considere um modelo em que x,, sdo os componentes medidos que estao in-
corporados no vetor da saida y e sejam x4 os componentes desconhecidos

d | x A C X B
7 m m m m 9,82
Xm

y = |1 O}lxd] (9.83)

Explicitando a expressao de x,,, tem-se que

Xm = Anx, + Cxyg + Bu (9.84)
Notando que
Xm =Y (9.85)
tem-se que
Yy =Any+ Cxq+ Bpu (9.86)
Introduzindo a notacao
Y=y - Any —Bhu (9.87)

obtém-se a expressao

¥y =Cxy (9.88)
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Por outro lado, explicitando a expressao de x4, tem-se que

Xq = A21xXp + Agxqg + Bau (989)
Definindo-se
= As1x,;, + Byu (990)
resulta que
Xg=Agxq+T (9.91)

Juntando-se os resultados obtidos, tem-se que

Xg=Agxq+7Tu (9.92)
y = Cxy (9.93)

que estd na forma vista anteriormente para um observador de ordem completa
e, portanto, o observador para X; usando (w,y ) é da forma

Xg=AgRg+T+L(y—Cxyg) (9.94)

9.4 Filtro de Kalman: tempo continuo

Aqui, o filtro de Kalman é tratado como um filtro quadrédtico, ou um caso
especial do observador de Luenberger em que o ganho é escolhido de modo a
minimizar a covarianga do erro de estimagao.

Um tratamento rigoroso do filtro de Kalman de tempo continuo requer ferra-
mentas matemaéticas sofisticadas para caracterizar o ruido branco e, portanto,
a apresentacao neste livro busca apenas fornecer uma noc¢ao heuristica.

Considere um modelo em que a equacao de estado é perturbado por um pro-
cesso estocéstico w(t) e a saida é afetada por um ruido v(t)

X = Ax+Bu+Fw (9.95)
y = Cx+v (9.96)

em que w(t) e v(t) possuem distribuigdo normal, w(t) Lv(s), Vt,se

E[w(s)w
E[v(s)v

~
S
~+
=
—

= Q6t—s) Q>0 (9.97)
= Ri(t—-s) R>0 (9.98)

~
S
~+
N2
—

Retoma-se a expressao do observador de estados

— AX+Bu+L(y-y) (9.99)
= Cx (9.100)

<) K-




322 Engenharia de controle

O erro de estimagao X é dado por
X=x—-X (9.101)
Busca-se, agora, a expressao para L(t) que minimiza
P(t) = EX(t)X(t)T] (9.102)

que é a covarianca do erro de estimacao (intuitivamente, o quanto o “estado
estimado” estd “disperso” ao redor do “estado real”).

Subtraindo a equagao do estado estimado da equagao de estado original 9.95,
obtém-se que

X=(A—-LC)X+Fw—Lv (9.103)
Para estudar como varia P com o tempo, determina-se
. d
P = $E[)~c(t)>~c(t)T] (9.104)
= AP +PAT —LCP - PC'L” + FQFT + LRL”  (9.105)
Note que

(LR - PCHRYLR - PC)T =LRL’ — LCP - PC'L” + PCTR!CP
(9.106)
mas falta o termo PCTR~!CP na expressao 9.105.

Somando e subtraindo o termo PCTR~1CP, obtém-se que

P = AP +PAT + FQFT + LRLY —LCP - PCTLY  (9.107)
AP + PAT + FQFT + LRLT - PCTR!CP (9.108)
+(LR — PCHRYLR — PC)? (9.109)
O termo quadréitico (LR — PCT)R™YLR — PCT)T tenderia a fazer os ele-
mentos de P (em particular os da diagonal) crescerem, e, portanto, escolhe-se
L que o anula, ou seja,

L=PC'R™ (9.110)

que é uma expressao semelhante aquela do problema LQR.

Nesse caso, a matriz de covarianca do erro de estimacao é dada por
P = AP +PAT + FQFT + LRLY - PCTR™'CP (9.111)
P(0) = E[x(0)x(0)T] (9.112)
que é a equacao de Riccati vista anteriormente.

De fato, o problema otimizagao (LQR) e o de filtragem (Filtro de Kalman)
sao duais em um certo sentido, mas cuja andlise foge ao escopo deste texto.
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9.5 Observador de Perturbagoes

Seja D(s) uma perturbagao aditiva na entrada do processo G(s), de fase mi-
nima, cuja saida Y'(s) e a entrada é V (s)

Y(s) = G(s)[V(s) + D(s)]

Se fosse possivel dispor de G~!(s), entdo
poder-se-ia escrever

G L(s)Y (s) = V(s) + D(s)

e, portanto, a estimativa da perturbacao se-
ria dada por

D(s) = G H(s)Y (s) — V(s) be

Porém, se G(s) for estritamente prépria (ou Figura 9.2: Estrutura basica
seja, grau do denominador > grau numera- de um observador de perturba-
dor), G~1(s) ndo serd prépria. Goes.

Para contornar esse problema, projeta-se um filtro Q(s) tal que Q(s)G~!(s)
seja prépria e incorpora-se esta na estrutura como esquematizado na figura
9.3, ja incluindo o ruido de medida N(s)

D(s)

U(s) V(s)

=gl
+
)? o o) O
B(s)

Figura 9.3: Um método para atenuacao do efeito de perturbacées.

D(s) = Q(s)G™'(5) [Y (s) + N(s)] = Q(s)V(s)
Se |Q(jw)| ~ 1 na faixa da frequéncia de interesse para a malha de controle,
tem-se que D(jw) ~ D(jw).
Exemplo de aplicagao

Considere o processo modelado pela funcao de transferéncia

1
Gl = F 71
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Assuma que as entradas sio U(s) = 2 (degrau) e D(s) = 522% (sinal
senoidal).
Escolhendo-se )
)= ——>
) (s+1)°

obtém-se a resposta vista na figura 9.4, em que a perturbagao é significativa-
mente atenuada.

Resposta degrau ¢/ e s/ DOB

0 20 40 60 80 100
t[s]

Figura 9.4: Exemplo ilustrativo do efeito de um observador de perturbagoes.
Linhas azul e vermelha, respectivamente, sem e com o observador

9.6 Observadores de estado: tempo discreto

O observador de estado para modelos de tempo discreto é semelhante ao do
caso continuo.

Dado um modelo

x[k+1] = Ax[k|Bulk] (9.113)
ylk] = Cxlk] (9.114)

propoe-se o observador de estados

%k+1] = A%[E] + Bulk] + L (y[k] — §[k]) (9.115)
Vi = C% (9.116)

~

O erro de estimagao é definido por X[k] = x[k] — X[k].
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Subtraindo-se as expressoes de z[k + 1] e X[k + 1], obtém-se que
X[k +1] = (A - LC)x[k] (9.117)

e X[k] — x[k] se os autovalores \; de A — LC tiverem norma ||| < 1, Vi =
1,...,n.

9.7 Filtro de Kalman: tempo discreto

Analogamente ao filtro de Kalman de tempo continuo, trata-se de um ob-
servador de estados em que o ganho é ajustado de modo que se minimize a
covarianca do erro de estimacao.

Considere o modelo

x[k+1] = Ax[k] + (Bulk]) + Fw[k] (9.118)
y[k] = Cx[k]+ v[k] (9.119)

em que wlk] ~ N(0,Q) i.id., v[k] ~ N(0,R) i.i.d e v[i] Lw[j] Vi, j.
Observagao: Varidveis aleatérias w(k] i.i.d. sao aquelas independentes e igual-

mente distribuidas.

O termo Bu[k| pode ser acrescentado posteriormente, uma vez que o sistema
é linear e, portanto, serd omitido na presente apresentagao.

Assume-se que o modelo é disponivel (ou seja, A, B, F, C, Q e R sao dados)
e que sao fornecidas medidas Yy, = {y[0], y[1], ..., y[k]}.

Adota-se, ainda, a notacao

X[kli] = E[x[k]|Yi] (9.120)
X[k|i] = x[k] —x[k|i] (9.121)
Plkli] = E[X[k|i]X[k]|i]T] (9.122)

em que E[x[k]|Y;] é a esperanga condicional de x[k] dado Y.
A matriz P[k|i] é simétrica positivo definida, uma vez que é matriz de covari-
anca.

Aplicando-se o operador E[.|Y;_1] na equagao de estados, tem-se que

E[x[k]|Yi1] = E[Ax[k—1]+Fwlk—1]|Y1]  (9.123)
= AE[x[k—1]|Yi1] (9.124)

ou
%[kl — 1] = AR[k — 1|k — 1]
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Agora, no instante k, deseja-se obter X[k|k| a partir de X[k|k — 1] e da nova
medida y[k].

Lembrando da estrutura do observador de estados, seja

%[k|k] = [k|k — 1] + L | y[k] — Cx[k|k — 1]

z

O termo z é chamado, na literatura, de inovacao, ja que representa a diferenca
entre o que foi medido y[k| e o que se esperava medir (CX[k|k — 1]).

O erro de estimagao no instante k é dado por

%k, k] = x[k] — %[k, k] (9.125)
= x[k] — [klk — 1] - L (y[k] — C[k|k — 1)) (9.126)
= x[k] — %[k|k — 1] — L (Cx[k] + v[k] — Cx[k|k — 1]) (9.127)
= (I-LC) (x[k] — %[k|k — 1]) — Lv[k] (9.128)
— (I-LOC)x[klk — 1] — Lv[k] (9.129)

Portanto, a matriz de covarianca do erro de estimagao é dada por

Plklk] = E[X[k[k] x[k|K]
= (I-LC)E[X[k|k —1] X[k|k —1]] I - LC)" + LRL”
(I-LC)P[k|k—1](I-LC)" + LRL” (9.130)

= Plk|lk — 1] — LCP[k|k — 1] — P[k|k — 1)CTLT +
+L (CP[k[k —1)CT + R) L”

Deseja-se que o erro de estimacao possua “dispersao” pequena, ou seja, que os
elementos de P[k|k| sejam pequenos.

Uma condicao necessaria para o ponto de minimo é

d

—Plklk] =0

- PlK|K

em que dP/dL é utilizado sem um formalismo rigoroso.

A expressao de P[k|k] é uma quadrética em L, de modo que

d
7 Plk|K] = ~2P[k|k — 1]C" + 2L (CPklk—1]CT +R) =0

levando a expressao do ganho L

L = P[klk — 1]C” (CPk|k — 1]C7 + R)*1
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Substituindo o L escolhido na expressao de P[k|k], tem-se apds cancelamento
de varios termos que

Plklk] = P[klk—1] — LCP[k|k — 1] (9.131)
= (I-LC)P[klk — 1] (9.132)

Para colocar P[k|k] em fungao de (P[k — 1|k — 1]), note que

Plklk—1] = [x[k k—1)X[k,k—1)7] (9.133)
= E[(x[k] — x[k|k — 1]) (x[k] — %[k|k —1))"]  (9.134)

Adote-se a expressao auxiliar

M 2 Ax[k — 1] + Fuwlk — 1] — %[k|k — 1] (9.135)
Nessas condicoes,
Plklk —1] = EMM] (9.136)
E[(AX[k — 1] + Fwlk — 1)) (AX[k — 1] + Fx[k — 1])"]
= AP[k— 1|k — 1]AT + FQFT (9.137)

Juntando as partes, tem-se o filtro de Kalman, usualmente descrito em duas
fases: propagacao e atualizacao.

Fase de propagacao: Dado x[k — 1|k — 1] e P[k — 1|k — 1] determinar x[k|k — 1]
e Plklk —1]:

X[klk—1] = AX[k— 1|k —1] (9.138)
Plklk —1] = AP[k— 1k —1]AT + FQF? (9.139)
~1

L = Plklk—1]C” (CP[klk—1]CT +R) (9.140)

Fase de atualizacao: Tendo-se realizado uma nova medida y|k|, faz-se a atua-
lizagao

x|k|k] = x[klk—1]+ L (y[k] — Cx[k|k — 1]) (9.141)

Plklk] = (I-LC)Pklk—1] (9.142)

Observagao: Note que (I — LC)P[k|k — 1] pode deixar de ser simétrica e de
ser positivo definida, devido a erros numéricos. Para evitar esse problema,
pode-se utilizar a expressao 9.130

Plk|k] = (I —- LC)P[k|k — 1] (I — LC)T + LRL”

conhecida como férmula de Joseph.
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Exemplo

Considere o modelo discretizado dado por

0.0951  0.0485 0.0049 0.01023
A= [ —0.1938  0.9370 ] B = [ 0.1938 ] F= [ 0.00871 1 c=[10]

(9.143)
1. O modelo é observavel e o filtro de Kalman pode ser utilizado.

2. Os ruidos sao N(0,I) independentes e identicamente distribuidos (i.i.d.)
e tais que w L v.

A figura 9.5 apresenta o resultado da utilizagao do filtro de Kalman que produz
uma estimativa y muito préximo ao y sem o efeito do ruido (linha pirpura).

Saida y comruidos

yif) comruidos

0 1 2 3 4 5 6

Saida y-chapeu usando Filtro de Kalman

yvif) + y-chapeuid)

tle]

Figura 9.5: Exemplo de estimacgao de estados usando filtro de Kalman. Grafico
Superior: Linha azul é o sinal de saida com ruido aditivo. Grafico Inferior
Linha azul é o sinal de saida ap6s a subtragao do ruido estimado.

O observador de Luenberger permite obter uma estimativa X de x, evitando

a necessidade de adquirir pelo menos tantos sensores quanto o nimero de
componentes do vetor estado. O filtro de Kalman é um caso especial do
observador de Luenberger em que se minimiza a covarianga do erro de es-
timacao. Quando alguns componentes do estado sao medidos, basta que se
estimem os demais através de observador de ordem reduzida.
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9.8 Regulador linear quadratico (LQR)

Uma lei de controle do tipo realimentagao de estados muito usado na pratica
é o regulador linear quadratico (linear-quadratic regulator - LQR).

Trata-se de um regulador para sistemas lineares em que o desempenho é ava-
liado por uma funcao de custo quadratico.

Nesse livro, o LQR é tratado através de um método de solugao de problemas
de controle étimo.

O resultado é surpreendente, no sentido de que a lei de controle obtida é do
tipo realimentacao de estado e que a malha fechada apresenta excelente con-
dicao de robustez.

Considere um processo descrito pela equacao de estado
x = Ax + Bu (9.144)

admitido ser controlavel.
A funcao custo é quadratica e possui uma interpretacao fisica intuitiva.

Se, por exemplo, a componente do sinal de controle w;(t) for uma tensao
V(t), entdo V2(t) é proporcional & poténcia e a sua integral representa energia
dispendida.

x(1)"Qx(r) + u(r) Ru(r)| dr

(9.145)
A funcao de custo J em 9.145 busca estabelecer um compromisso entre tolerar
x afastado de 0 ou dispender u.

to

Ta()x () =3 {x(tf>T8x<tf> v [

O termo x(t;)7'Sx(ts) é o custo final (ou terminal) que representa uma pena-
lidade por x(ty) nao estar em 0 no instante final ¢.

As matrizes S e Q devem ser semidefinidas positivas e R deve ser positivo
definida.

O problema de controle 6timo denominado de regulador linear quadratico
(LQR) a ser tratado consiste, portanto, em buscar uma fungao de controle
u(t) que minimize o funcional de custo quadratico

Jmin Tl ()% () (9.146)

sujeito a restricoes impostas pela dinamica linear do sistema:

x = Ax+Bu ;x(t)) =xo (9.147)
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Doravante, por abuso de notagao, J[u(.),x(.)] serd referido como J[u] e o
controle otimizante serd denotado u*, ou seja, J[u*] = min./ [u].

O problema LQR proposto serd resolvido utilizando o método da programacao
dindmica, proposto por (BELLMAN, 1957), embora existam outras alternati-
vas.

Aplicando-se o principio da otimalidade de Belman, conforme detalhado no
Apéndice A, a lei de controle 6timo deve satisfazer a equagao de Hamilton-
Jacobi-Bellman, dada por

1
“Vi(tx) = min {2 (x"Qx + u"Ru) + V7 (t,x) [Ax + Bu] | (9.148)
1
Vity,x) = 5xTSX (9.149)
em que V(t,x) é a solucdo desta equagao diferencial parcial.
O valor V(0,x¢) ¢ o custo étimo a ser atingido por u*(t).

Inspirado na condicao terminal 9.149, assume-se a mesma forma de expressao
para um ¢ genérico V (t,x) e verifica-se, a posteriori, se a solu¢ao obtida satis-
faz, de fato, a equagéo 9.148.

Assumindo, portanto, que

V(t,x) = %XTPX (9.150)
segue que
VI = x"P(Ax + Bu)
e, portanto,
i = % + g—Z(AX + Bu) (9.151)
- % [)‘(TPX + XTPX] + %XTPX —x"P(Ax+Bu)  (9.152)

Substituindo-se V e V; na equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman, tem-se que

1 1 .
0= 3 [XTPX + XTPX} + ixTPx —x"PAx — x"PBu + (9.153)

1
min [2 (XTQX + uTRu) + xTPAx + XTPBU} (9.154)
u

Uma condigao necessaria para o ponto de minimo, sem restri¢coes, é que a
derivada em relagao a variavel de interesse, da funcao objetivo, se anule, ou
seja, no caso,

0

1
7 [2 (XTQX + uTRu) +xTPAx + XTPBu} =0 (9.155)

u=u*
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ou
u = -R'BTPx (9.156)

ja que R é positivo definida.

Substituindo u* em 9.154 e considerando que u* é 6timo, obtém-se, apds
simplificacao, que

x" [P+ AP + PAT - PBR'B"P + Q| x =0 (9.157)

para x genérico, ou seja, P deve satisfazer a equagao de Riccati
P = ATP+PAT —PBR!B'P+Q (9.158)
P(ty) = S (9.159)

com a condicao terminal obtida por inspecao de 9.149.
A expressao 9.158 é conhecida como a equacao diferencial de Riccati.

Constata-se que solucao do problema LQR é do tipo realimentacao de estados
u(t) = —K(t)x(t) (9.160)

em que o ganho de realimentacao é dado por
K(t) =R 'BTP(t) (9.161)

e P(t) satisfaz a equagao de Riccati 9.158.

Se o par (A, B) for controldvel e as matrizes Q e R satisfazem as condicoes de
positividade, entdo a equacao diferencial de Riccati possui uma solucao tnica
P(t) e o valor de regime P e solugao de

ATP + PAT - PBR'B'’P+ Q=0 (9.162)

Uma questao relevante é a escolha das matrizes Q e R.

Uma regra muito utilizada para ajustar os elementos dessas matrizes é a que
foi proposta por Bryson (BRYSON; HO, 1975).

No caso, as matrizes Q e R sao consideradas diagonais e tais que

1
Qi = —— (9.163)
L
1
R;; = T (9.164)
J
em que x;"*® e u'*® sdo os maiores valores admissiveis (tolerados, estimados)

de |x;(t)] e |u;l, t > 0, respectivamente.
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9.9 Margens de ganho e fase do controlador LQR

Neste livro é tratado apenas o caso de modelos SISO, embora existam extensoes
do conceito de margens de ganho e de fase para sistemas multivariaveis.

A obtencao das expressoes para as margens de ganho e de fase requer alguns
resultados auxiliares que estao apresentados a seguir.

Identidade de Kalman
A identidade de Kalman, também chamada de return difference equality, é ttil
para apresentar algumas propriedades importantes do controlador LQR.

Considere um processo SISO-LTT descrito por

x = Ax+Bu (9.165)
= Cx (9.166)

cuja funcao de transferéncia é

Go(s) = 1[;8 _C(sI-A)'B (9.167)

O processo sera controlado em malha fechada por uma lei do tipo realimenta-

¢ao de estado
u=-Kx+v (9.168)

em que K é projetado usando a técnica LQR.

O indice de desempenho adotado é da forma
Jx, u) = / X" (£)CTCx(t) + puP(t)] dt 5 p> 0 (9.169)
0

e, para esse problema, sabe-se que o ganho de realimentagao que minimiza
9.169 ¢ dado por
K =,p"'B’P (9.170a)

em que P satisfaz a equacao de Riccati
AP+ PA - p'PBBP+CTC =0 (9.171)
Defina-se, agora, o ganho de malha
Gr(s) =K (sI—A)"'B (9.172)

Conforme a figura 9.6, as fungoes de transferéncia Gp(s) e G1(s) representam,
respectivamente, o processo em malha aberta e o ganho da malha.
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Gp(s) .
V() + - U(s) B (sI-Ajl X(s) c S;(s)
Y Gs))
\:i_)é/
K -

Figura 9.6: Diagrama de blocos apresentando as matrizes de transferéncia

Gr(s) e Gp(s).

Nessas condigoes, pode-se mostrar (vide, por exemplo, (CRUZ, 1996)) que
p[1+GL(s)]" [1+Gr(s)] = p+ Gp(s)*Gp(s) (9.173)

que é conhecida como a identidade de Kalman (9.173), e, portanto,

. 1 _
1+ Griw)* = 1+;\GP(Jw)|2 (9.174)
> 1 (9.175)

A expressao em 9.175 significa que o vetor
diferenca | Gr(jw) — (—1)] (distancia entre Im(Gao)}
G (jw) e o ponto critico —1) possui médulo
maior ou igual a 1, conforme visualizado gra-

-4 \-3 _2" -1 Re{Ga (o)}
ficamente na figura 9.7. y t t

Portanto, o ganho de G (s) pode variar de Ga(jo)
0.5 a 0o, sem que a curva de Nyquist enlace

o ponto critico (—1).

O atraso de fase pode ser de até 60°, como Figura 9.7: Justificativa para

ilustrado na figura 9.7. a margem de ganho [%700) e

de fase de (—60°,60°) para um
projeto LQR.

Em outras palavras, a lei de controle obtida
utilizando o método LQR apresenta, no caso
SISO, uma margem de ganho de [0.5,00) e
de fase 60°.

Observagao:

Quando se utiliza o estado estimado X no lugar de x para implementar a lei
de controle (ou seja, u = —KX + v), as margem de ganho e de fase originais
do LQR sao reduzidas (DOYLE, 1978).
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9.10 Método LQG/LTR

Nesta secao admite-se novamente que o modelo é SISO LTI.

Um modelo linear com (A, B) controlavel pode ter os seus autovalores arbi-
trariamente alocados mediante realimentacao de estados

u=Kx+v (9.176)

e apresenta boas propriedades de robustez (margem de ganho de [1,00) e

29
margem de fase de +60°).

Em aplicagoes praticas, a medida de cada componente do estado pode ser
custosa em face da necessidade de se dispor de varios sensores, caso em que o
uso do estimador de estados é atraente.

Porém, essas caracteristicas sdo perdidas se uma estimativa X do estado é
utilizada no lugar de x (vide (DOYLE, 1978))

u=-K%+v (9.177)

Para mitigar esta situacao, pode-se utilizar o método LTR (ou LQG/LTR,
loop transfer recovery), que consiste em projetar, inicialmente, uma fungao
de transferéncia alvo baseado no regulador LQR ou no filtro de Kalman (que
possuem as boas propriedades de robustez) e, posteriormente, recuperar as
margens de ganho e de fase, quando se utiliza a lei de controle com o estado
observado, como em 9.177.

A utilizagdo do método LTR pode estar limitada por algun fatores, tais como:
1. sistemas de fase minima;

2. processos quadrados (nimero de entradas = nimero de saidas) [OK para
o caso SISOJ;

3. tendéncia a gerar controladores de ganho elevado.

A apresentacao desta segao é baseada no excelente material contido em (CRUZ,
1996) e (MACIEJOWSKI, 1989).

Assuma que um processo a ser controlado é descrito no espaco de estados por

x = Ax+Bu (9.178)
y = Cx (9.179)

e cuja representacao na forma de funcao de transferéncia é

Gp(s)=C(sI—A)"'B (9.180)




Métodos no Dominio do Tempo 335

Uma forma de obter um controlador do tipo realimentagao de estados
u=—-Kx (9.181)

é resolver o problema de minimizar o indice de desempenho quadratico

Tlu] = /OOO (W7 (0w (6) + pu? ] (9.182)

A solucao do problema de minimizar um custo do tipo quadratico 9.182 sujeito
a restrigoes lineares 9.178 é da forma 9.181, em que

K=, 'B'P (9.183)
e P satisfaz a equacao algébrica de Riccati
PA + AP +C'C - p'PBB’P =0 (9.184)

Por outro lado, uma vez que o estado x nao é diretamente disponivel, deve-se
estimé-lo a partir de y e wu.

Se L é o ganho do observador de estados (ou o filtro de Kalman) obtido
utilizando-se a equagao de Riccati, (KALMAN; FALB; ARBIB, 1969)), a es-
timativa X é dada por

AX+Bu+L(y —9) (9.185)
= Cx (9.186)

<y K-

Utilizando-se o controle admitindo equivaléncia a certeza

u=—-KX (9.187)

obtém-se de 9.185 que
X = AX-—BKx-LCX+ Ly (9.188)
= —-KX (9.189)

sugerindo como controlador

Go(s)=K(sI—[A —BK—-LC)) 'L (9.190)
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Teorema fundamental do método LTR

Considere o processo descrito por

x = Ax+Bu (9.191)
y = Cx (9.192)

e cuja representacao na forma de funcao de transferéncia é
Gp(s)=C(sI—A)"'B (9.193)

Se p >0, {A,B} é controlavel, {A, C} é observéavel, Gp(s) é de fase minima,
entao, utilizando-se a lei de controle

u=-Kx+v (9.194)
em que
1. K=—p 'BTP
2. P satisfaz
T T 1 T
PA+A'P+C C--PBB'P=0 (9.195)
P

3. X é a estimativa obtida pelo observador

X = AxX-BKx-LCx+ Ly (9.196)
tem-se que 7
lim Ge (s) = G C(sT— A) 'L (9.197)
pd0F

Nota-se que o modelo do processo Gp(s) é cancelado pelo controlador G¢(s),
restando apenas C (sI — A) "' L (para uma prova, ver (CRUZ, 1996)).

Logo, o problema se reduz a buscar uma matriz L tal que C(sI —A)" 'L
apresente bom desempenho.

Uma escolha possivel para a matriz de ganhos do estimador, L, é a do filtro
de Kalman, que é sabido possuir boas caracteristicas de robustez.
Considere ruidos virtuais w (¢) e v (¢) no sistema original

x = Ax+Bu+Fw (9.198)
y = Cx+wv (9.199)

em que E [w ()] = 0, E [w () w7 (r)] =15 (t = 7), E[v(1)] =0, E [v*(7)] =
po (t—7)ew;(t) Lo(r) parai=1,2,...,n
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i Observador

|
[

Figura 9.8: Diagrama de blocos do controlador LTR.

As expressoes para o filtro de Kalman correspondentes a 9.198 e 9.199 s&o

X = AX+Bu+L(y—7)
y = Cx
em que
L=p'sc?

e S satisfaz a equagao algébrica de Riccati
AS +SAT + FFT — 71sc’cs =0
No caso, definindo-se Gy (s) e Ga(s) por

Gy(s) = C(sI—A)'F
Ga(s) = C(sI—A)'L

(9.200)
(9.201)

(9.202)

(9.203)

(9.204)
(9.205)

tem-se, novamente, a identidade de Kalman, dado por (vide, por exemplo

(CRUZ, 1996))

(14 Ga ()] [1+Cu(s)] =1+ iG*V (5) G (s)

(9.206)

e, portanto, recupera-se a condicao de robustez visto anteriormente em 9.7.

g([I+GA (jw)]) > 1

que pode ser utilizada para estudos de robustez da estabilidade.

(9.207)

Para simplificar a analise, considera-se aqui o caso particular de sistemas de

uma entrada e uma saida (SISO), em que 9.207 se reduz a

|14+ G4 (jw)| =1

(9.208)
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ou seja, G 4 (jw) nao intersecta o circulo de raio unitario com centro em (—1, 0).

Consequentemente, G 4 (jw) apresenta, aproximadamente,
MF € (-60°60%) (9.209)
1
MG € [—2,00) (9.210)

recuperando, em parte, o desempenho do controlador LQR original.

Embora a utilizagao de observadores de estado permita reduzir o nimero de
sensores necessarios para fazer a realimentacao, o custo ou a disponibilidade
de espaco podem ser inconvenientes. Nesse caso é possivel utilizar estima-
dores de estado, mas cuidando que nao sejam reduzidas demais as margens
de fase e de ganho.

9.11 Desigualdades matriciais lineares (LMI)

Um dos enfoques que tem recebido atencao no projeto de controladores robus-
tos é o que envolve desigualdades matriciais lineares (linear matriz inequalities
- LMIs).

Em particular, serd tratado o problema de robustez para incertezas ditas po-
litépicas empregando como ferramenta de projeto as LMIs.

Antes de definir LMIs, é conveniente que se relembre algumas definicGes.

Uma funcao F : R™ — R é dita ser afim se possuir a forma especial

F(p) = [ fo i fn } l pnl><1 (9.211)
= fo+ fipr + fapa + -+ fapn (9.212)

em que fo, f1,- -, fn sao constantes.

Tem-se o caso anédlogo quando o dominio é o conjunto de matrizes Q = {P €
R™ ™M} e a funcao F : R™*™ — R"*? é da forma

F(P) =Fo+puFi1+ ... + pumFum (9213)

em que F;,i =0, ..., nm sao matrizes constantes e p;; sao os elementos de P.

Se F : R™™ — R™7" é uma fungdo afim, entdo uma expressdo do tipo
F(P) > 0 é chamada de desigualdade matricial linear.
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Exemplo 1

Considere a LMI
1ps —1p1 >0 (9.214)

O autovalor é obtido fazendo-se

det (A — [Ip2 — 1p1]) =0 (9.215)

que leva a
A=p2—Dp1 (9.216)

Portanto,
A>0<=py>p1 (9.217)

e a regiao que satisfaz 9.214 encontra-se ilustrada a esquerda da figura 9.9.

Exemplo 2
Considere a LMI

1 0 0 1 0 0
[00 + 10]p1+[0 1]pz>0 (9.218)
ll pl] > 0 (9.219)
b1 p2

O autovalor é obtido fazendo-se

det ()\I— [ Lom D =0 (9.220)
p1 P2

que leva a
0 = A —(L4+p2)A+p2—pi (9.221)
Vo (1+p2) £ \/(1 +p2)? — dpy + 4p?
B 2
Portanto,
A>0 < py>p? (9.222)

e a regiao que satisfaz 9.219 encontra-se ilustrada no centro da figura 9.9.
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Exemplo 3

Considere a LMI
1 p1 po
pr 1 0 | >0 (9.223)
p2 0 1

O autovalor é obtido fazendo-se

1 p1 po
det [AXI— | pr 1 O =0 (9.224)
p2 0 1
que leva a
0 = A=1D’=A=Dps—A—-1)pj (9.225)

0 = (=1D[A-1°—p -]

(I+p2) £ \/(1 +p2)” — 4dpa + 43
2

P

Portanto, um dos autovalores é 1 > 0 e os outros sao obtidos resolvendo-se

A=D*=p3—pi = 0 (9.226)
M2 +1-p3—p? =0
. 2+ \/4p3 + 4p?
N 2

A= TEypit

Para se ter A > 0,

Vi +pi < 1 (9.227)

ps+pi < 1

e a regiao que satisfaz 9.223 encontra-se ilustrada a direita da figura 9.9.
Pode-se mostrar que uma LMI define um conjunto convexo no dominio de F',
o que ¢ verificado nos casos ilustrados em 9.9.

E importante, ainda, que sistema com varios LMIs sao também uma LMI, ou
seja, o conjunto de expressoes

Fl(P) = 0; FQ(P) =0; ... Fk(P) >0 (9.228)
(9.229)
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P2 P P2
Dy Dy Dy

Figura 9.9: As regites descritas pelas LMI dos exemplos 1, 2 e 3.

pode ser compactado na forma

FP) 0 - 0

0 RBP) -~ 0

: : ' : -0 (9.230)
0 0 - F(P)

Os LMIs, por estarem relacionados com convexidade, dispoem de vérios algo-
ritmos numéricos muito eficientes para a obtencao de suas solugoes, o que os
torna atrativos em aplicagoes praticas (ver, por exemplo, (BOYD; VANDEN-
BERGHE, 3004)).

A seguir sdo apresentados alguns problemas de controle em que as solugoes
podem ser obtidas com o auxilio de LMIs.

Exemplo de aplicagao - Verificagao de Estabilidade Assintética

Considere um sistema descrito por

% = Ax (9.231)
em que A € R"*"™,
Seja V(x) da forma
V(x) =x"Px (9.232)
que pode ser considerada funcao candidata de Lyapunov se P > 0.
Como J
ZV (x(0) =x" (ATP + PA)x (9.233)

a origem (x = 0) ser4 assintoticamente estdvel se IP € R"*" PT = P e tal
que

P - 0 (9.234)
ATP+PA < 0
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Em notagao mais compacta,

P 0

FP) =1, —(ATP+PA)

=0 (9.235)

Portanto, o estudo da estabilidade assintética foi convertido em um problema
de verificacao da viabilidade da LMI

F(P) -0 (9.236)

Exemplo de aplicagao - Verificagao de estabilizabilidade

Considere um sistema descrito por
x = Ax + Bu (9.237)

em que A € R"*" ¢ B € R"*™,

Assuma que se deseja obter uma matriz de realimentagao de estados K, tal
que a lei de controle u(t) = Kx(t) torna a origem estavel.

Analogamente ao caso anterior, pode-se utilizar a fungao candidata de Lyapu-
nov 9.232 para o novo sistema

%X = Ax—Bu (9.238)
(A —BK)x (9.239)
que resulta nas condigoes
P >0 (9.240)
(A-BK)"P+P(A-BK) < 0 (9.241)

Constata-se, porém, que tanto K como P sao incégnitas, de modo que 9.241
nao é uma LMI por envolver o produto K7P.

Para contornar o problema, notando que se impde P > 0 (logo, ndo singular)
pode-se pré e pés multiplicar a segunda desigualdade por P~!, obtendo-se

P~'[(A-BK)'P+P(A-BK)|P™' < 0 (9.242)
P'AT —P'K"BT + AP' -BKP™! < 0
Chamando Q =P~ ' e M = KP~ !, tem-se

P >~ 0 (9.243)
AQ+QAT-BM-M"BT < o
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Caso seja possivel obter Q e M que satisfaz

Q 0

FQM) = - (AQ+ QAT - BM - MB?)

=0 (9.244)
a matriz de ganhos de realimentagao de estados é dada por

K=MQ! (9.245)

Teorema (Complemento de Schur)
Sao equivalentes:

e X>-0eZ-YX'YTw0

Z Y
0X>-OelYT X]>O

Uma vez que X ¢ inversivel, considere a matriz M nao singular dada por

I 0
M = l wWx-! T 1 (9.246)
e note que
7 Y [1 vx! 7Z Y I 0
T _
M[YT X]M_ 0 I HYT X][—X—IYTI]
o yx U] [z-yx 'y Y
~lo I 0 X
[z - YX'YT o
- 0 < ] (9.247)

9.11.1 Otimizagao semidefinida (OSD)

E o problema de obter a solucdo P* € R™™*™ que minimiza F : R"™*™ — R,
F(P) linear em P = [p; j], ou seja,

m}in F (P) (9.248)
sujeito a

F(P) = F() —|—p11F11 + ...+ plmFlm + ... +pn1F11 + ...+ pannm (9249)
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Limitante para a fungao custo

Considere o modelo no espaco de estados
x=Ax ;x(0) =x¢ (9.250)

com A estivel e Q = QT - 0.
Se P ¢ tal que

P >~ 0 (9.251)
ATP+PA+Q < O

entao, pode-se verificar que
/ T (H)Qx(t)dt < xTPxq (9.252)
0

Portanto, garante-se um limite para o valor funcao custo obtido resolvendo-se

a OSD:
min x Px (9.253)

sujeito a
P >~ 0 (9.254)
ATP+PA+Q < 0

Exemplo de aplicagao - Problema LQR

Defina-se uma funcao de custo
%, = /0 " [x"(0Qx(t) + u” (ORu(t) | dt (9.255)
e considere o problema de controle étimo
min J[x, u] (9.256)
sujeito as restricoes de estado
x=Ax+Bu ;x(0)=xp (9.257)
Sabe-se que a solugao para este problema é da forma
u(t) = -R7'BTPx(t) (9.258)
com P obtido como solucao da equacao algébrica de Riccati,

ATP +PA-PBR'B’P+ Q=0 (9.259)
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O termo PBR™'BTP é do tipo quadrético, mas pode ser colocado em uma
forma de LMI mediante a utilizacdo do complemento de Schur:

ATP+PA-PBR'B'P+Q=(A"P+PA+Q)-(PB ) (R!) (B'P)

—— ——
Z Y xX-1 YT
(9.260)
levando ao LMI

Z Y| |ATP+PA+Q PB
MR o261

Portanto, o problema a ser resolvido é
min x3 Pxg (9.262)

sujeito a

(9.263)

ATP+PA+Q PB o
BTP R

9.11.2 Estabilidade robusta a incertezas politépicas

O método de controle robusto a incertezas politopicas permite obter ganhos
de realimentacao para modelos paramétricos com os limites das faixas de im-
precisao conhecidas (delimitadas por politopos, ou poliedros, por exemplo,
paralelepipedos no espago de parametros).

Considere o sistema
x=Ax; A€co{Ai,..,An} (9.264)

ou seja, A é uma combinacao convexa de A;,
N
A=) NA; (9.265)
i=1

em que \; > 0 e tais que Zfil i = 1.
Considere a funcio V(x) = x”Px e note que se for possivel obter P = PT = 0
que satisfaz

%v (x(t)) =x" (AP +PA)x < 0; ¥x £ 0 (9.266)

o sistema é estavel.
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A expressdao em 9.266 pode ser reescrita para x # 0 na forma

=1 i=1

xT (ATP n PA) x = x* (i )\iAiT) P+P (i )\iAZ-) (9.267)

N
= Y ax" (ATP +PA) (9.268)
=1

em vista de 9.265.

Logo, o sistema serd estavel se for possivel obter P = PT = 0 tal que

ATP+PA; <0;i=1,..,N (9.269)

9.11.3 Realimentacao de estado sob incertezas politopicas

Considere o sistema

%X =Ax+ Bu; (A, B) € co {(Al, Bl), cees (AN, BN)} (9270)
ou seja,
N
(A,B) => Xi(A;,By) (9.271)
i=1

em que \; >0e YN\ =1.
Deseja-se obter K, tal que (A, B) é estavel sob u = —Kx.

Em outras palavras, os autovalores de A — BK devem estar no SPE para
quaisquer (A,B) € co {(A1,B1),...,(Ay,By)}.

Tome-se a funcdo V(r) = xT Px e note que, se for possivel obter um tinico
P = P” - 0 que satisfaz

iV (x(t)) =xT ((Az ~KB)")P +P(A; — BlK)) x<0;Vx#0

dt
(9.272)
para todo ¢ =1, ..., N, entao o sistema é estavel.

Em vista da existéncia de termos tipo PB;K, a expressao entre as parénteses
externas de 9.272 nao é uma LMI.

Como feito anteriormente, usa-se o artificio de multiplicar ambos os lados por
P! o que é possivel por ter se assumido P > 0, obtendo-se

P~ ((Ai —~ KB)")P + P(A; - BK)) P! <0 (9.273)
P'A] -P'K'B] + A,P'-BKP ' <0 (9.274)
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Denotando-se Q = P~! e M = KP~!, a LMI requerida é
QA -M'Bf + A,Q-BM <0 (9.275)
Se a LMI é vidvel, obtém-se Qe M, e de M =KP ™' ¢ P = Q! tem-se

K = MP (9.276)
= MQ! (9.277)

Em vista de LMIs estarem relacionados com conjuntos convexos, existem
varios algoritmos numéricos eficientes para o seu tratamento. Além disso,
LMIs sao muito usados em varios problemas importantes de controle, sobre-
maneira aqueles relacionados com robustez.

9.12 Algumas personalidades ilustres

O método LTR é apresentado por Huibert Kwakernaak (1937-), Optimal low-
sensitivity linear feedback systems, e ainda em forma nao explicita em Automa-
tica, v. 5, n. 3, p. 279-285, 1969. A versao formal e explicita foi apresentada
por John Comstock Doyle (1954-) e Gunter Stein em Doyle, J. C. e Stein G.
Robustness with observers. IEEE Trans. Automatic Control, v. 24, p. 607-
611, 1979.

O filtro de Kalman foi desenvolvido por Rudolf Emil Kalman (1930-2016), pu-
blicado em Kalman, R. E. A new approach to linear filtering and prediction
problems. Journal of Basic Engineering, v. 82, n. 1, p. 35-45, 1960. Entre
as varias contribuicoes de Kalman para a teoria de sistemas e controle, além
do filtro estimador de estados, estao a rigorosa representacao em conceituacao
de espago de estados, nocoes formais de controlabilidade e observabilidade, a
decomposicao de Kalman, alguns resultados sobre controle 6timo e o algoritmo
de Ho-Kalman para realizacao de modelos.

David Gilbert Luenberger (1937-) concebeu o estimador de estados que rece-
beu o seu nome (Luenberger, D. G. Observing the state of a linear system.
IEEE Trans. Mil. Electron., v. MIL-8, p. 74-80, Apr. 1964).
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Kwakernaak Doyle Kalman Luenherger

9.13 Exercicios

9.13.1 Exercicio: Alocagao de Polos

Através de realimentacao de estados, alocar todos os polos em —1.

0 1 0 0
X = 0 0 1 |x+|0|u
-6 —11 -6 1

9.13.2 Exercicio: Modelo nao completamente controlavel

Alocar, se possivel e através de realimentacgao de estados, os polos em —1, —4, —5.

0 1 0
X = 0 0 1 |x+Bu
-6 —-11 -6

nos seguintes casos “diferentes atuadores”).
T
LB=[1 -1 1]
T
2B=[0 1 -5 ]

9.13.3 Exercicio: Realimentagao de estados - Caso com varias entra-
das

Obter, se possivel, a matriz de ganhos de realimentacao de modo que a lei de

controle u = —Kx + v aloca os polos em —1 multiplicidade 3.
0 1 0 -1 1 -1
X = 0 0 1 |x+ 1 -2 3 |u

-6 —-11 -6 -1 4 -9
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9.13.4 Exercicio: Observador de estados

Projetar um observador de estados para o sistema descrito por

0 0 —6 1
X = 1 0 —11 |x+ |0 |u
01 -6 0
y = [ 00 1 ] x
sendo que o sistema devera operar em malha fechada v = —Kx + v com o

valor de K tal que os polos estejam alocados em —0.1 e —0.1 & 50.1j.

1. Simular o processo partindo da condigao inicial xo =[1 0 0] e usando
a lei de controle v = —Kx + v, v(t) = degrau unitdrio, enquanto o
observador é inicializado com Xo = [0 0 0]. Apresentar os graficos de
l‘l(t) Xte ./T\l(t) X t.

2. Idem ao item anterior, mas com a lei de controle u = —KX + v, em que
X € a estimativa de x fornecida pelo observador.

9.13.5 Exercicios: Problema LQR

Considere um foguete cujo movimento de rotacao é modelado por

JO=u (9.278)

em que J é o momento de inércia e u é um torque proveniente de um par
de jatos auxiliares formando um bindrio em um plano perpendicular ao eixo
longitudinal.

(i) Obter uma representagao no espago de estados fazendo x1 =0 e o = 0
sabendo-se que J = 1.
(ii) Obter uma lei de controle u(t) tipo realimentagao de estados

u(t) =~ k1 ks |x(t) (9.279)

que minimiza

Tx, u] = /0 AT Ox() +u2(0)] dt (9.280)

e o parametro ¢ # 0 é tal que max{ky, ka} = 10.
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9.13.6 Exercicio: Alocagao de polos e observador

Considere um certo sistema fisico cujo comportamento dinamico é descrito
pela equacao diferencial ordindria linear e invariante no tempo:

. 0 -2 1

x = [ T ke a ]u (9.281)

y = [0 2]x (9.282)
Deseja-se uma lei de controle da forma u(t) = —KX(t)+r(t), em que r(t) é um

sinal de referéncia e X(t) é uma estimativa de x(¢) obtida com um observador
com os polos em -20, multiplicidade 2.

1.

2.

Determinar o ganho L do observador de estados.

Verificar a possibilidade de obter um valor de K, de modo que os auto-
valores de A — BK estejam em —2 e —5.

. Verificar a possibilidade de obter um valor de K, de modo que os auto-

valores de A — BK estejam em —1 e —5.

9.13.7 Exercicios: Realimentacao de Estados Estimados

Considere um sistema representado na forma de Brunovsky

X + (9.283)

_— o O
IS

10
01
0 0
0 0

y = |1 | x (9.284)

. Verificar se esse sistema é controlavel.

. Se for controlavel, obter o ganho de realimentacdo K, de modo que

u = —Kx + v aloca todos os polos do sistema em —1 (multiplicidade 3).

. Verificar se esse sistema ¢ observével.

. Se for observavel, projetar um observador de estados, de modo que os

seus polos estejam localizados nas posicoes —5, —4 + j3.

. Determinar a faixa de valores admissiveis de ' € R, assumindo-se a uma,

lei de controle tipo realimentagao da saida u(t) = Fy(t) + r(t).
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9.13.8 Exercicio: Realimentacao de Estado para Sistema com Duas
Entradas

Considere um processo cuja dinamica é descrita no espaco de estados por

. 0 1 1 1

X = | g g X+ |mt| 1 Uz (9.285)
0 1 1 1
= 9 _3 X+ 1 _9 (9.286)
1T
em que u = | u; U2 . Determinar a matriz de ganho K com a estrutura
particular, )
|1k

K= l 0 ks ] (9.287)

de modo que o sistema apresente sob a lei de controle u(t) = Kx(t) + v(t),
um sobressinal de 16.3% e tempo de pico de 3.63 s para v(t) do tipo degrau
unitario.

9.13.9 Exercicio: Eliminacao do erro de regime para entrada degrau

Considere um certo sistema fisico cujo comportamento dinamico é descrito
pela equacao diferencial ordinaria linear e invariante no tempo:

. 0 1 0
x = [—8 e | Xt 1]u (9.288)
y = [3 1]X (9.289)
Deseja-se utilizar uma lei de controle da forma
¢
u(t) = —Kx(t) + p/ [r(r) —y(r)] dr (9.290)
0

em que K é p s@o constantes de dimensoes adequadas e r(t) é um sinal de
referéncia conhecido.

1. Apresentar um diagrama de blocos do sistema em malha fechada.

2. Obter os valores de K e de p de modo que os “polos” de malha fechada
estejam localizados em —5 (multiplicidade 3).
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9.13.10 Exercicio: Efeito do custo da variavel de controle

Considere um processo cuja fungao de transferéncia é

Y(s) K
U(s) s+1

G(s) = (9.291)

Obter a expressao de K (parametrizado em p) que minimiza a fungao de custo

J= /0 - [yQ(t) + qu(t)} dt (9.292)

e estudar o efeito de variar o valor de p. Quando p — 0 tem-se o caso de cheap
control.
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