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Métodos no dominio
transformado

“You can’t control what you can’t measure.”

— Tom DeMarco

Este capitulo busca focar alguns métodos de projeto de controladores no domi-
nio transformado (ou dominio da frequéncia) em que o modelo estd na forma
de funcoes de transferéncia.

Exceto quando especificado em contrario, admite-se que o modelo tratado é
SISO, embora muitos dos resultados possam ser estendidos para o caso multi-
variavel.

8.1 Vantagens do controle em malha fechada

O controle em malha aberta, além de ser estruturalmente mais simples, pode
ser economicamente vantajoso em termos de custo, j4 que nao se incorre em
gastos com sensores e o processamento de suas medidas.

Um exemplo pratico é o caso de dispositivos acionados por motor de passos, em
que a rotacao do eixo é proporcional ao nimero de passos comandados, desde
que nao haja stall (o motor recebe o pulso mas nao possui torque suficiente
para movimentar o €ixo).

Porém, a estrutura de controle em malha fechada apresenta varias vantagens
decorrentes do fato de que o resultado das agoes de controle é monitorado
pelos sensores, como se apresenta a seguir.
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8.1.1 Robustez a incertezas no modelo

Um modelo sempre apresenta que podem advir de uma série de fatores tais
como o desconhecimento de alguns fenémenos que afetam os processos, apro-
ximagoes para simplificar o modelo, variagoes no processo devido a alteracoes
do ponto de operacao ou envelhecimento de componentes, entre muitas outras
possibilidades.

Sem realimentagdo Com realimentagao

+
Y Aa+aA LY, L.?i, A+ AA

Figura 8.1: Amplificador com incerteza no ganho.

V<

Considere um amplificador de ganho A e incerteza A A, conectado em malha
aberta como no lado esquerdo da figura 8.1.

A saida y é dada, em funcao da entrada u, pela equacao

y = (A+AA)u (8.1)
Au+ AAu

e, quando nao h& incertezas, o seu valor é
Ynom = y|AA:0 = Au (8.3)

Supondo agora que a incerteza do modelo é de 10%,

AA
— % 100% = 10% (8.4)
tem-se que a saida possui um erro percentual de
— Ynom A AAu — A
Y Ynom ooy — AUT2AUT AU 400 (8.5)
Ynom Au
AA
= 10% (8.7)

Portanto, sem realimentacao, a incerteza sobre o modelo é diretamente trans-
ferida para a saida.

Considere agora o mesmo amplificador de ganho A e incerteza A A, conectado
em malha fechada como no lado direito da figura 8.1.
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Observando-se a figura 8.1, é imediato verificar que

e = u—y (8.8)
y = (A+AA)e (8.9)
ou seja,
y = (A+AA)(u—y) (8.10)
y(1+A+AA) = (A+AA)u (8.11)
A+ AA
YT Trat+aa” (8.12)

Quando nao hé incertezas, a saida é dada por

A

Ynom = mu (813)
e, supondo novamente que a incerteza do modelo é de 10%,
AA
— * 100% = 10% (8.14)
tem-se que a saida possui um erro percentual de
A+AA A
— LIRSy —
Y~ nom 1009 = HAEAA_ TEAT . 100% (8.15)
Ynom TTAY
1 AA
= — X  — x 100 8.16
(1A a4 a <100% (8.16)
1
= ——10 8.17
1+A+AA N ( )

Supondo que foi escolhido o valor A = 100, a equacao 8.17 permite escrever

Y — Ynom 1
Y= Ynom  100% = ———— 10 8.18
o< 100% = =50 15 10% (8.18)

de modo que o erro percentual da saida se situa na faixa

Y — Ynom

y?’b om

x 100% € [0.9,1.1] % (8.19)

8.1.2 Rejeicao de distirbios

Um sistema estd sempre sujeito a ruidos que podem ser de diversas naturezas
(viés, ruido de banda larga, spikes etc).
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Sem realimentagdo Com realimentagdo

Figura 8.2: Efeito do ruido de saida n em um sistema de malha aberta (a
esquerda) e em um sistema de malha fechada (& direita).

Considere a saida de um amplificador de ganho A, sujeito a um ruido aditivo
n (lembrando noise) e conectado em malha aberta, como ilustrado no lado
esquerdo da figura 8.2.

Diretamente da figura 8.2, tem-se que

y=Au+n (8.20)
ou seja, se Ynom € a salda quando nao ha ruido,
Ynom = Au (8.21)
observa-se, em vista da equacao 8.20 e da figura 8.2, que
Y = Ynom + N (8.22)

Logo, o ruido esta se superpondo diretamente ao sinal de saida.

Considere, agora, o caso realimentado, ilustrado na parte direita da figura 8.2.
Novamente, por inspegao,

e = u—y (8.23)
y = n+Ae (8.24)
que, rearranjando, fornece
y = n+Alu-—1y) (8.25)
= n+Au+ Ay (8.26)

Explicitando-se y a partir da equagao 8.26, tem-se

_A
YTayat T iya”

e chamando de ¥,0m 0 caso sem ruido,

(8.27)

A

Ynom = mu (828)
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resulta que

1
—n
1+ A
Fazendo-se A = 100 na expressao 8.29, verifica-se que o ruido é atenuado em
aproximadamente 100 vezes,

Y = Ynom T (829)

Y = Ynom + 0.017 (8.30)

8.1.3 Modificacao das caracteristicas de estabilidade

Considere um integrador puro (ideal) operando em malha aberta, como ilus-
trado no lado esquerdo da figura 8.3.

Sem realimentagao Com realimentagdo
} :

Figura 8.3: Um sistema para ilustrar o efeito da realimentacao sobre a estabi-
lidade.

Se o sinal de entrada u é do tipo degrau unitério,

u(t) = (8.31)

a saida correspondente, a partir de y (0) =0, é

y(t) — /Otude (8.32)
_ /0t1d7 (8.33)
=t (8.34)

que é um sinal que cresce indefinidamente (até violar as condigoes para a va-
lidade do modelo).

De fato, este sistema é instavel no sentido “saida limitada para entradas
limitadas” (bounded input bounded output - BIBO).

Fazendo-se uma realimentacao como ilustrado na parte direita da figura 8.3 e
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admitindo que y (0) = 0, tem-se que

y(t) = /Ote(T)dT (8.35)
e(t) = u()—y() (8.36)

Diferenciando-se ambos os lados de 8.35 e substituindo-se a expressao do erro
8.36, obtém-se que

y = e(t) (8.37)
= u(t) —y(t) (8.38)

cuja solucao para caso de u(t) do tipo degrau unitério

0 set<O
u(t) { 1 set> 0 (8.39)
é
y(t)=1—¢" (8.40)

como pode ser verificado por substituicao de 8.40 em 8.38.

Logo, com a realimentacao, y(t) — 0 & medida que ¢ — oo para u(t) degrau
unitéario.
8.2 Compromissos entre requisitos

Considere uma malha de controle em que héd ruidos de processo D(s) e de
medida N (s), conforme ilustrado na figura 8.4.

R(s) 1~ E(5) Y(s)

Gc(S) GP(S)

*2 4 N(s)

Figura 8.4: Uma configuragao bésica de malha de controle evidenciando as
entradas de perturbagoes exégenas D(s) e ruido de medida N(s).

Os sinais de excitagao de interesse sao D(s), N(s) e R(s) enquanto as gran-
dezas notaveis sao Y(s), E(s) e U(s) (argumento s omitido para efeito de
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simplicidade).
Gp GpGe GpGe
Y = D— N 41
17 Grcel "1 arae Y T aract (8.41)
Gp 1 |
E — _ _ N R 8.42
1+ GG 1+GpCe’ T11GpGe (8.42)
U = GrGe Go Ny Gc g (8.43)

_1+GPGC B 1+ GpGe 1+ GpGe
Para facilitar a notagao é conveniente definir o ganho de malha aberta L(s)
L(s) = Gp(s)Gc(s) (8.44)

As seguintes funcoes de transferéncia recebem denominagoes especiais de sen-
sitividade S(s) e de sensitividade complementar 7T'(s), em vista da importancia
desses em projetos de controladores.

1

S = TL(S) (8.45)
_ Ly
= 1T L) (8.46)
E também usual que sejam definidas, ainda,
o - e
Ge(s)
TL(S) (8.48)
e reescrever as equacoes 8.41, 8.42 e 8.43 na forma
Y(s) = Q(s)D(s) —T(s)N(s)+T(s)R(s) (8.49)
E(s) = —Q(s)D(s) —S(s)N(s)+ S(s)R(s) (8.50)
U(s) = —T(s)D(s)— R(s)N(s)+ P(s)R(s) (8.51)

A condigao para estabilidade da malha fechada é que as raizes da equacao
1+ L(s)=0 (8.52)

estejam todos no semiplano esquerdo (SPE).

Para que a saida y(t) restreie bem a referéncia r(t), o erro e(t) = y(t) — r(¢)
deve ser pequeno em algum sentido, ou seja, ||e|| deve ser pequeno em relacao

a lyll-
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Tendo-se em vista que

E(s) = S(s)R(s) (8.53)
a condigao de bom rastreamento da referéncia requer que a sensitividade S
seja pequena em algum sentido, ou seja, ||.S(s)|| pequena.
Por outro lado, para se ter uma boa rejei¢ao do ruido de medida n(t) na saida
y(t), deve-se ter, analogamente, || T(s)| pequena, ja que

Y(s) =T(s)N(s) (8.54)
Uma forma de se definir ||S(s)| (ou | T(s)||) é
I18(3)ll = sup () (5.59)
Observagao: No caso de modelos multivariaveis, utiliza-se

15(s)lloc = sup (TmaslS(w)]) (8.56)

em que Op,q.[S(jw)] denota o maior valor singular de S(jw).

Uma dificuldade fundamental é que, para cada s,

S(s)+ T(s) = 1+1L(8)+ 1 f(‘zzs) (8.57)
14 L(s)
= 1+ L0 (8:58)
. (8.59)

e nao se pode ter, para um dado s = jw, |S(jw)| e |T'(jw)| simultaneamente
pequenos.

Felizmente, o bom rastreamento esté relacionado com sinais de baixa frequén-
cia e basta ter |S(jw)| pequeno em baixas frequéncias.

Por outro lado, ruidos na saida sdo, em geral, relacionadas com frequéncias
elevadas, de modo que ]T( jw)| deve ser pequeno.

Assuma, agora que o modelo G(s) possui incertezas aditivas de modelagem,
representado por um modelo nominal G¥™ com incerteza AGp (s)
G(s) =GY™(s) + AGp (s) (8.60)
e se deseja baixa sensibilidade da saida com respeito a incertezas no modelo
ao se utilizar um controlador G¢(s).
Se y (t) é a saida do modelo nominal correspondente a uma referéncia r (t)
Gp™ (s) Go (s)
<8> = 1 Gnom G (8)
+ G (s) Go (s)

(8.61)
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a saida real é dada por (omitindo os argumentos s)

nom A
y+ay — _GF"+AGPIGo p (8.62)
1+ {G}éom + AGP} Geo
nom A
GFmGo . AGpGe

1+GP"Ge (1 + G?goch)z

em que é utilizada uma aproximagcao de primeira ordem.

R (8.63)

Observando-se a equacao 8.63, tem-se a aproximagao
AGpGeo

AY = .
(1+ Gpmac)

R (8.64)

donde, em termos relativos,

|AY]| AGpGc 1+ G¥"Go
W B H 2 Gromdy H (865)
(1+Gpmae) CF"Ge
1 AGp
= Iy gmong. guom | (8.66)
1+GF"Ge G
e, portanto, de um modo nao rigoroso,
y == —_—
[aGel = 1 _i_G%omGCH =151 (8.67)
HGTIéom”

que representa o “percentual” de erro na saida y em relacao ao “percentual”
de erro no modelo (multiplicando o numerador e o denominador por 100%).

Logo, a baixa sensibilidade da saida a incertezas aditivas no modelo requer
|S ( jw)| pequeno, em algum sentido, para a frequéncia de interesse.

De modo geral, o rastreamento e a robustez a incertezas aditivas no modelo
requerem ||S|| pequeno, porém a rejeicdo de ruidos na saida necessita ||7||
pequeno, o que é conflitante, lembrando que S(s) + T'(s) = 1.

Em aplicagoes em que existem incertezas, é fundamental a utilizacao do
conceito de realimentagcao. Como visto nesta se¢ao, a realimentagao permite
alterar as caracteristicas de estabilidade, de reduzir o efeito de perturbagoes
exogenas e ruidos, bem como diminuir o efeitos do erro de modelagem. E
também importante ressaltar que muitos objetivos no projeto de controla-
dores sao conflitantes entre si, o que possui reflexos na escolha das especifi-
cagoes de desempenho.
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8.3 Controladores liga-desliga

A anélise de controladores que envolvem chaveamentos pode nao ser trivial
devido a sua natureza nao linear.

Por outro lado, no caso especifico em que o processo a ser controlado € linear e
apenas o atuador é do tipo liga-desliga, a andlise do comportamento do sistema
pode ser relativamente simples.

Para modelos de primeira e segunda ordens, pode-se projetar controladores
liga-desliga, frequentemente, usando métodos graficos.

Ainda, para modelos que apresentam oscilacoes sustentadas, as amplitudes e
as frequéncias podem ser estimadas usando uma aproximagcao pela primeira
harmonica do eventual sinal periédico mais complexo.

O controle de modelos SISO-LTI utilizando dispositivos nao lineares como
relés, amplificadores com saturacao, caixas de engrenagens com folga, juntas
com atrito seco e outros mecanismos sao apresentados em textos classicos
tais como (MIRA, 1969; VEGTE, 1990; GIBSON, 1963; NETUSHIL, 1976;
SHINNERS, 1972), entre outros.

8.3.1 Sistemas de primeira ordem

Considere um processo de primeira ordem descrito por
T =a(u)r + bu (8.68)

em que a varidvel entrada u pode assumir apenas dois valores {uo i uon} e

a(u) = § fom POWT ton (8.69)
Qoff S€U = Uoff ’

A utilizagao de a(u) distinto para u = e, € u = uyry é interessante quando
hé dinamicas diferentes, como no caso do ferro elétrico. O seu aquecimento
se deve ao elemento resistor, enquanto o esfriamento se deve a dissipacao de
calor nas roupas sendo passadas e ao meio ambiente.

A notacao é simplificada, sem perda de generalidade, se o valor x,,, para o qual
tende a saida seja assumido ser 0, conforme visto na figura 8.5.

Necessita-se agora, para efeito de projeto, obter expressoes para os calculos de
tr e de T, dados xop € Tofy.

Sabendo-se que a solucao de 8.68 é dada por

z(t) = +/ = bu(r) dr (8.70)
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¥~

Figura 8.5: Comportamento tipico do sinal de saida de um modelo de primeira
ordem controlado por um dispositivo liga-desliga.

a expressao para t, pode ser obtida a partir de

ty
x(t,) = / (=) A7 bugy, (8.71)
0
b on
= ;“‘ (1 — eontr) (8.72)

Para obter T = t,, + t,ff, utiliza-se um o procedimento analogo ou, mais
especificamente,

ton
Loff = Caon(t(’n)xon + / eaon(ton_q—)d'r buon (873)
0

toff
Top = ea"ff(t"ff)xoff—l—/ ea"ff(t"ff_T)dTbuoff (8.74)
0

8.3.2 Plano ou retrato de fase

Para processos de segunda ordem é possivel representar as solugoes da equagao
diferencial (trajetérias) a partir de condigoes iniciais dadas, mediante o uso de
métodos graficos no plano (2D).

Considere um processo genérico descrito pelo sistema de duas equagoes dife-
renciais ordinarias

T = fi(zy,22) (8.75)
Ty = fo(wy,:2) (8.76)

Tome-se um ponto genérico (Z1,Z2) pertencente ao plano { z1,xs }.

A inclinagao da trajetéria (x1(t),z2(t)), quando passa por esse ponto, é dada
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por
dxo
m = ﬁ (8.77)
dt (51752)
_ folzy,20) (8.78)
fi(z1, w2) (#1.5)
AI‘Q
~ —= 8.79
Aoi| (8.79)
(T1,72)
levando em consideracao que
dx; . . x; (t + At) — X (t) L
i T A At =12 (8.80)
A.%'z(t) .
;1=1,2 .81
A}t—>0 At ! ’ (8.:81)

O conjunto de segmentos (ou setas) indicando a inclinacao das trajetérias no
plano {x1,z2} serd referido como o campo de vetores (embora esse conceito
seja mais geral).

Exemplo de plano de fase

Considere um modelo LTI de segunda ordem na forma de espago de estados

i‘l = I9 (8.82)
i‘z = —5331—6332 (8.83)

Em cada ponto (Z1,Z2), a inclinagdo m da trajetdria (solugdo de 8.82+4-8.83)
é dada por
m = M (8.84)

T2

Para facilitar a visualizacdo é usual representar a inclinagdo da trajetéria em
cada ponto (T1,T2), por uma pequena seta , representando a direcao de
movimento.

A figura 8.6 ilustra um exemplo do campo vetorial e algumas trajetorias tipicas
para o processo
O plano {z1,x2} serd referido, doravante, como plano de fase.
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Inclinagéo m
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Trajetoria Tipica

Figura 8.6: Determinacao do campo de vetores.

8.3.3 Relés ideais
O plano de fase pode ser utilizado para analisar sistemas LTI com atuadores
liga-desliga.

Considere que um processo descrito por

5
G(s) = 5——— 8.85
(5)= 26515 (8.85)
é controlado por um relé liga-desliga
10 Y
R(s) = - +~E® 15 U(s) 5 Y(f)

s2H6s+5

Figura 8.7: Processo LTI controlado por um mecanismo liga-desliga.

Uma realizagao para essa funcao de transferéncia G(s) é

1 = T3 (8.86)
To = —bxr1 — 6x9+ du (887)
y = 11 (8.88)

com a vantagem de se poder interpretar xo como a velocidade de variagao de
1.
Na configuracao ilustrada na figura 8.7, o atuador liga-desliga aplica um sinal
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u de 0 ou de 15 unidades, dependendo do sinal de erro e(t) = L7[E(s)].
A referéncia r(t) é assumido ser do tipo degrau de 10 unidades.

Para se fazer um esbogo do plano de fase para processos cuja entrada é cons-
tante entre chaveamentos do relé liga-desliga, as etapas basicas sao:

1. obter trajetérias tipicas da saida do processo, (y(t) nesse exemplo),
quando a entrada é constante, ou seja, 0 ou 15, que sao os valores da
saida do relé. Para o processo deste exemplo, as trajetorias sao do tipo
ilustrado a direita da figura 8.6.

2. obter o lugar geométrico dos estados em que ha comutacao do relé liga-
desliga. Observa-se pelo grafico caracteristico do relé que o chaveamento
ocorre para e(t) = 0.

Pelo diagrama de blocos 8.7,
e(t) =10 — y(t) (8.89)

de modo que o lugar geométrico dos pontos de comutagao é uma reta,
doravante denominada de reta de comutagdo y(t) = 10.

Para a realizacao que serd utilizada aqui, x1 = y e xo = ¥, a reta de
comutagao, no plano de fase, serd x; = 10.

3. a reta de comutacao dividiu o plano de fase em dois semiplanos. No
semiplano esquerdo, y(t) = x1(t) < 10, de modo que o relé estard com a
saida u(t) = 15. Logo, nessa regiao, deve-se ter trajetérias corresponden-
tes a entradas constantes u(t) = 15. No outro semiplano, por raciocinio
andlogo, as trajetdrias devem ser correspondentes a u(t) = 0.

Embora seja possivel esbocar o campo vetorial manualmente para se analisar
a malha de controle, optou-se neste texto por visualizar o comportamento do
sistema através de simulacao digital, com resultados apresentados na figura
8.8. Uma trajetéria tipica que se inicia com o processo em repouso (ou seja,

(x1,22) = (0,0)) pode ser vista no lado esquerdo da figura 8.8.

No lado direito dessa mesma figura, constata-se que a saida atingiu o valor
correto e os efeitos das comutagoes do dispositivo liga-desliga sao quase que
imperceptiveis.

Em termos heuristicos, o relé aplica o maior esforgco possivel até que a saida
atinja as proximidades do valor de referéncia, quando entdo passa a chavear
entre as condicoes de ligado e de desligado, conforme visto no plano de fase da

figura 8.8, que apresenta segmentos de trajetéria comutada nas proximidades
de 1 = 10.
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G(s):Sf(s2+55+6), U(s)=5I/s e rele=[0,15] G(S.):5’(§+5S‘+6)’ U(s):5fs e rele:[p,1 5]

y-cot
,;

Figura 8.8: Plano de Fase correspondente a resposta degrau de 10 unidades
do processo ilustrado.

8.3.4 Oscilagoes e a realimentagao tacométrica
Considere um modelo muito simplificado de controle de rotagao em um tinico
eixo rotacao de um satélite.

Em vista do ar rarefeito, o efeito do amortecimento aerodinamico é muito
pequeno, de modo que a sua dinamica é bem aproximada por

Cbl = X9 (890)

To = u 8.91)
em que o atuador que fornece a entrada w consiste de um par de propulsores
a gas para aplicacao de torque.

Os diagramas de blocos correspondentes aos casos sem e com realimentacao
tacométrica estao apresentados nas figuras 8.9 e 8.11.

U(S) .1 Y(S)
——»| ? —>

Figura 8.9: Controle liga-desliga, de um processo sem dissipacao e sem reali-
mentagao tacométrica.

10
RE)=— 4  E@)

Como o processo é um duplo integrador, as trajetérias no plano de fase (x1, x2)
sao compostas por pardbolas para entradas constante por partes (correspon-
dentes aos intervalos em que o relé estd em —5 ou +5).
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De fato, no eixo (z2) tem-se simplesmente a integracdo de uma constante
(u = £5), correspondendo, portanto, a um crescimento linear e no eixo (x1) a
sua integral zs, ou seja, crescimento quadratico. smallskip
Consequentemente, a composi¢cao para cada entrada constante a trajetoria é
uma parabola.

Para o caso da estrutura sem a realimentagao tacométrica, as trajetorias tipi-
cas no plano de fase obtidas mediante simulacao digital para variados valores
de condigoes iniciais ((0,0), (5,0) e (9,0)) sao vista na figura 8.10. As respos-
tas temporais podem ser vistas a direta nessa figura.

Constata-se pelo grafico da figura 8.10 que a resposta é oscilatdria e a ampli-
tude de oscilacao depende da condicdo inicial. Na pratica, como sempre ha

G(s)=5/5", rele=[-5,5] . G(s)l=5f€?, rele=[-5,5]

30

i
1
1
20 1
1
1
1

y-dot
[=]

Figura 8.10: Comportamento do processo controlado por relé, apresentando
oscilacao cuja frequéncia e amplitude dependem da condigao inicial.

algum mecanismo de perda de energia, as trajetorias nao seriam perfeitamente
fechadas e tenderiam a apresentar amortecimento.

Um método para mitigar o problema da oscilagao sustentada é introduzir, na
malha de realimentagao, um sinal de tacometro (ou girémetro, no caso rotacio-
nal). A estrutura com a realimentagao tacométrica, da figura 8.9, foi simulada
digitalmente utilizando o parametro A = 0.2.

A figura 8.12 apresenta o plano de fase da estrutura de controle com a reali-
mentagao tacométrica.

Aparentemente a resposta degrau, vista a direita da figura 8.12, ndo apresenta
comportamento oscilatério.

Porém, um exame mais cuidadoso do plano de fase & esquerda da figura 8.12
indica um comportamento um tanto quanto irregular na parte final da traje-
toria, ainda que esteja convergindo para o ponto desejado (10,0).




Métodos no dominio transformado 241

10
RE=—+ U(s) Y(s)

Figura 8.11: Controle liga-desliga, com realimentacao tacométrica de ganho
A

6(5)15/52, rele=[-5 5], ganho tacométrico=0.2 18 G(S):S/SZ, rele=[-5,5], ganho tacométrico=0.2
b T : :

Movimento
Deslizante
Retade

Comutagdo

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
tls] tis]

Figura 8.12: Utilizacao da realimentacao tacométrica para eliminacao da os-
cilagao sustentada, porém agora com a manifestacdo de um movimento desli-
zante.

Relembrando o conceito de inclinagao da trajetéria, m, tem-se nesse problema
que

U
= — 8.92
m - ( )
5
= — 8.93
. (5.99

para o caso de o relé estar com cinco unidades e evoluindo no semiplano infe-
rior, préximo a regiao em que ocorre o chaveamento.

Na iminéncia de atravessar a reta de comutacao, a inclinacao m pode estar
maior que %
Como os relés reais nao comutam instantaneamente, é plausivel assumir que

a trajetoria atravesse infinitesimalmente a reta de comutagao.

Imediatamente, a trajetéria tentard seguir a inclinacdo —m que fara retornar
ao lado da reta de comutacao de onde havia vindo. Ou seja, ocorrera uma
sequéncia de comutagoes sucessivas rapidas. No caso ideal em que os chavea-
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mentos ocorrem instantaneamente, nao se perceberia o ziguezagueamento da
trajetoria, ou o fenémeno denominado de chattering. O movimento que resulta
é denominado de escorregamento (ou sliding motion).

E interessante notar que, a menos do chattering, a trajetoria acompanha uma
reta que passa pela origem, e, portanto, o processo evolui como um sistema
linear com autovalor real negativo.

O movimento deslizante apresenta propriedades interessantes em algumas apli-
cacoes praticas e serd tratado mais adiante.

8.3.5 Relés nao ideais

Neste texto, relés nao ideais sdo aqueles que apresentam retardo no chavea-
mento, faixas de entradas para as quais o dispositivo nao responde, diferenca
de valores de entrada para o chaveamento para um estado ou outro etc.

E importante ressaltar que nao necessariamente essas caracteristicas sao inde-
sejadas.

Aqui sao estudadas duas caracteristicas bastante comuns de dispositivos liga-
desliga: zona morta e histerese. A figura 8.13 apresenta o caso de relé com
zona morta.

U(s) 1 Y(s)
s(st+1) W

Figura 8.13: Relés com zona morta e histerese.

A existéncia de zona morta significa que valores de e(t) nessa faixa nao pro-
duzem agoes de controle u(t), significando que pode ocorrer erro de regime.

Por outro lado, muitos sistemas fisicos apresentam esse fenomeno.

A figura 8.14 apresenta o caso de relé com histerese que é um fenémeno muito
visto em materiais magnéticos.

10
R(s)= - + E(s) U(s) 1 Y(s)

> >

s(st+1)

Yo

Figura 8.14: Relés com zona morta e histerese.
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Através de simulacoes digitais foram obtidos os esbocos de plano de fase apre-
sentados na figura 8.15. Na parte esquerda da figura observa-se o plano de
fase com relé que apresenta uma regiao (no caso [—1,1]) em que a saida é
nula. Mais especificamente, se —1 < e(t) < 1 ou —1 < r(t) —y(t) < 1, a
saida do relé é 0. Assim, se a trajetoria chega a um ponto (Z1,0), entao ficard
definitivamente com y = 21, jd que y = 22 = 0. Ou seja, haverd erro de regime
permanente.

G(s):1f(52+s), rele=[-5,5], zona morta[-0 75,0 75] 5 G(s):1f(52+5), rele=[-5,3], histerese[-1,1]
T

y-dot
y-dot

Figura 8.15: Efeitos comuns devidos a zona morta e histerese de estruturas de
controle liga-desliga.

No caso do relé com histerese, ha um certo atraso na comutacdo, de modo que
é comum que ocorram oscilacoes sustentadas.

Se a trajetdria fechada é alcancada com a condigao inicial no seu interior, ou
fora dele, diz que se trata de um ciclo limite estavel.

Nesse problema exemplo, ocorre o fenomeno de ciclo limite estdvel, e o sistema
apresenta oscilagoes em torno do valor de referéncia desejado de 10.

No Apéndice G é apresentado um método de anélise aproximado (método
da linearizagdo harmonica, da fungao descritiva, da primeira harmoénica) que
permite estimar a amplitude e a frequéncia de oscilagao, caso esse fendmeno
ocorra, para sistemas LTI acionados por nao linearidades estaticas.

8.3.6 Acao assincrona (dither)

Um fenémeno muito interessante e por vezes 1til na pratica é a agdo assincrona
(dither).

A acao assincrona é obtida por uma adicao de um sinal de frequéncia elevada
na entrada de relés, podendo alterar a sua caracteristica de modo favoravel.

No exemplo apresentado aqui, o comportamento de um relé serd modificado
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como se fosse um ganho linear. Além disso, o ganho serd ajustdvel através
da manipulacao da amplitude do sinal de dither tipo triangular de frequéncia
muito elevada que é utilizado.

Considere a seguinte malha de controle em que a o sinal d é periédico de
frequéncia muito maior do que os modos do modelo, considerado ser d =
triang(t) de periodo T' e amplitude D no exemplo considerado.

| 4

\J

G(s)

Figura 8.16: Injecdo de um sinal de dither na entrada de um elemento nao
linear

A figura 8.17 mostra u(t) para trés valores diferentes de e(t): Como a

e+d

‘oo, L
R e

Figura 8.17: Calculo da média do sinal de entrada e com o dither d adicionado.

frequéncia do sinal d é muito elevada, o sistema G(s) responderd apenas a
média do sinal.

Usando a semelhanca de triangulos, tem-se a seguinte regra de trés:

:D ty, : D+FE (8.94)

IS G

: D :typ : D—FE (8.95)
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em que o valor médio < u > de u(t) é obtido por

1 T
<u> = = / w(t)dt (8.96)

T Jo
1 ton T

= — Mdt— [ Madt (8.97)
T |Jo ton
1 MT |D+E D-E

ST 2 D D 1 (8.98)
M

= —F 8.99
D (8.99)

Logo, u(t) ~ %e(t) para E < D e se D > E o sinal estara saturado. Ou seja,

pela utilizacao do dither, o relé ideal foi transformado em um ganho linear
com saturagao.

Sugere-se investigar o que acontece quando o dither é do tipo senoidal ou
quadrado.

Modelos de primeira e segunda ordem atuados por nao linearidades estaticas
simples como relés, atrito seco, folga de engrenagem e amplificadores com
saturacao podem ser estudados de modo facil utilizando métodos graficos,
como o plano de fase. Uma vez que se esboca o plano de fase, é muitas
vezes possivel obter resultados quantitativos, ja que o modelo matematico é
conhecido.

8.4 Controladores no dominio transformado

Muitos sistemas praticos admitem modelos lineares invariantes no tempo (LTT)
e podem ser tratados com o auxilio da transformada de Laplace, na forma de
funcoes de transferéncia.

Nesta secao, a ideia é focar predominantemente o projeto de controladores
para processos em que a fungao de transferéncia possui apenas uma entrada e
uma saida (SISO).

Em particular é assumida a seguinte estrutura da malha de controle

O processo a ser controlado é modelado por Gp(s) e o controlador principal,
objeto de atencao na maior parte deste capitulo para efeito de projeto, é re-
presentado por G¢(s).

A funcao de transferéncia Gpp(s) representa um bloco chamado de controla-
dor antecipativo ou feed forward.
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Feed Forward

GT‘I(S)

V(s)
R(s) Yee(s) +— E(s) U(s) =+ Y(s)

Gie(5) Gels) —» Gy T
Pré-Filtro -

Figura 8.18: Estrutura tipica de uma malha clédssica de controle.

Desde que Grp(s) seja estavel, nao hd impactos na estabilidade da malha de
controle e a ideia é melhorar o desempenho do sistema de controle “anteci-
pando”a informagao sobre r(t).

A funcado de transferéncia Gpp(s) é um pré-filtro (ou filtro condicionador,
filtro pré-compensador ou outras denominagoes) que pode limitar a taxa de
variagao do sinal 7(t), eliminar ruidos, normalizar as referéncias, entre outras
possibilidades.

Tendo-se em perspectiva a utilizacao de arquiteturas de controle em malha
fechada, necessita-se de uma ferramenta que permita avaliar as caracteristicas
da funcao de transferéncia de malha fechada Gy;r(s) partir do conhecimento
da fungao de transferéncia de malha aberta Gsa(s),

Grrals) = Ge(s)Gp(s) (8.100)

Através de manipulacoes algébricas elementares, verifica-se que

Gur(s) = % (8.101)

Quando for 6bvio pelo contexto, os subscritos M A e M F nao serao utilizados
na caracterizagao de G(s).

Observagao: Em problemas de regulacao em ambientes industriais a referéncia
R(s) recebe o nome de Set Point (SP) e a saida de Process Variable (PV). A
entrada do processo U(s) é referida como a Manipulated Variable (MV).

O controle de modelos SISO-LTI é tratado didaticamente em varios excelen-
tes livros-texto, como (OGATA, 1970; DORF; BISHOP, 1995; FRANKLIN;
POWELL; EMAMI-NAEINI, 1986; KUO, 1980) e (VEGTE, 1990), entre ou-
tros.
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8.4.1 Tipos de fungoes de transferéncias do processo

Uma caracteristica importante de um sistema de controle é o erro em regime
permanente (¢ — oo) para determinados sinais de referéncia.

Para investigar a qualidade da regulacao, é interessante verificar o erro em
regime para uma excitagao tipo degrau, e, para investigar o erro de rastre-
amento, é interessante verificar o erro em regime para uma excitacdo tipo
rampa.

Considere uma funcao de transferéncia de malha aberta, G(s) = Gp(s)Gc(s)

(s—21) ... (s — zm)

G(s) = 8.102
®) s1(s=p1) . (5= pm) (8.102)
em que z; (zeros) e p; (polos) sao nao nulos para Vi, j.
O sistema é dito ser do tipo 0 se ¢ =0 e do tipo 1 se ¢ = 1.
Caso de entrada degrau
Observando-se a figura 8.19, tem-se que o si-
1 ¢ tal
nal de erro e(t) é tal que R(s) +~ Es) . Y(S)y
1 —
E(s)= —R 8.103 \T/
©)= ramhe) (6109

O teorema do valor final permite a determi- Figura 8.19: Uma estrutura de
nacio de f(t) para t — oo a partir da sua controle padrao com realimen-
transformada de Laplace através da férmula tagao negativa unitaria.
= lim sF .104
7 (00) = lim sF°(s) (8104
Ou seja, o erro em regime apresentado por um modelo para uma entrada
degrau (R(s) = 1/s) pode ser obtido por

. 1
de modo que, para sistemas do tipo 0,
1
= — 1
e (00) 15 GO) (8.106)
1
= 8.107)
(=21).-(=2m) (

L+ Ky

Logo, sistemas do tipo 0 apresentam erro de regime nao nulo para entrada
degrau, mas que é reduzido a medida que o ganho K é aumentado.
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Para eliminar o problema do erro de regime é comum que se busque inserir um
integrador na malha (ou seja, um polo da fungao de transferéncia na origem).

De fato, para sistemas do tipo 1, tem-se a resposta degrau com erro de regime
nulo

. 1 1
1
= lim (8.109)
s (=21)...(=2m)
O K
= 0 (8.110)

Caso de entrada rampa

Empregando-se o teorema do valor final, o erro em regime a uma entrada
degrau (R(s) = 1/s?) pode ser obtido da expressio

1 1

de modo que, para sistemas do tipo 0,
1 1
= lim——-— 112
¢ () o501 + G(s) s (8:.112)

Logo, sistemas do tipo 0 apresentam erros crescentes de rastreamento, a me-
dida que t — oo.

Para sistemas do tipo 1, tem-se

. 1 1
1 1
= lim e (8.115)
L+ B m)
1
- (8.116)

(=p1)--.(—pm)
de modo que o erro de rastreamento ¢ finito e reduzido se K é elevado.

E comum que se defina

K, = li_r}r(l)sG(s) (8.117)
_ gl (EEm) (8.118)

(=p1) -+ (=pPm)
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denominada de constante de velocidade e que se relaciona com e (00) através

de
e(c0) = — (8.119)

A tabela a seguir apresenta, de modo sucinto, os principais valores de erros
em regime e(00):

Tipo | Degrau | Rampa
1
0 1+G(0) 0
1 0 =

8.4.2 Principio do modelo interno

Considere a malha de controle da figura 8.20

R+ E U

?_. G:(S) » GP[S)

Figura 8.20: Principio do modelo interno.

1F-<

em que
Ne Np Np
=< . = == 12
Gols) = 32 Grls) =3 5 R =L (3120)
O objetivo é projetar G¢ de modo que e(t) — 0 & medida que t — co.
Imediatamente a partir da figura 8.20 e de 8.120, obtém-se que
B(s) ! R(s) (8.121)
s) = s .
1+ Gp(s)Go(s)
D D N
_ P(S) C(S) R(S) (8122)

Dp(s)Dc(s) + Np(s)Neo(s) Dr(s)

Para que e(c0) = 0, a malha fechada deve ser estével (raizes de Dp(s)Dc(s) +
Np(s)Nc(s) =0 no SPE) e Dg(s) deve ser um fator de Dp(s)Dc(s).

Ou seja, deve existir Q(s) de modo que

Dp(s)Dc(s) = Q(s)Drg(s) (8.123)
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Nessas condicoes,

tli)ronooe(t) = ll_I}I(l) sE(s) (8.124)
_ lims Dp(s)Dc(s) Nr(s)
= Y Dp)Do(s) + Ne(o)Ne() Drts) 1)
= lims Qs) S
o lHO Dp(s)Dc(s) + Np(s)Ne(s) Nr(s) (8.126)
-0 (8.127)

desde que 0 nao seja raiz de Dp(s)D¢(s) + Np(s)Neo(s) =0

Exemplo

Sejam dados o modelo do processo Gp(s) e a referéncia rampa R(s)

s+ 2 1
Gr(s) (s+1)(s+5) ’ F(s) s (8.128)
e assuma que se deseja projetar
Nc(s)
= 12

que apresente erro de regime nulo.

A condigao “Dpg(s) deve ser um fator de Dp(s)D¢(s)” é, no caso, “s deve ser
um fator de (s +1)(s 4 5)Dc(s)”.
Uma escolha conveniente é, portanto, D¢ (s) = s.
De fato, com essa escolha,
. s+ 1)(s+5)Dc(s 1
0= MGy 1)(s(+ 5)D)é(s) —i—)K(s( ; INo(m)s O
(s+1)(s+5)s

- ll—rg(l) (s+1)(s+5)Dc(s) + K(s+2)Nc(s) (8.131)
=0 (8.132)

Logo, escolhendo-se D¢ (s) = s e o conjunto G¢(s)Gp(s) tornou-se do tipo 1
e o controlador é um modelo interno analogo a entrada.

8.5 Lugar geométrico das raizes (LGR)

A estabilidade e também algumas caracteristicas especificas de funcoes de
transferéncia podem ser inferidas a partir do conhecimento da localizagao dos
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seus polos.
Logo, para realizar projeto de controladores, é interessante dispor de uma
ferramenta que permita visualizar os polos de Gjrr(s) (malha fechada), a
partir do conhecimento dos polos de Gjr4(s) (malha aberta)

Grr(s) = m (8.133)
Uma ferramenta que possibilita tal facilidade é o lugar geométrico das raizes
(LGR ou, em inglés, root locus).
O tragado dos vérios ramos do gréafico do LGR pode ser feito seguindo alguns
passos simples.
Embora o LGR possa ser tracado em funcao de diversos parametros, nesse
texto foca-se apenas o caso da variagdo do ganho K € [0,00) de Gpra = KG(s)

N(s
GMA(S) = KDESS (8.134)
m b m—1 bm— bm
S st s S s (8.135)
s"+a18" "+ a1+ ap

(S—p1)"'(8—pz’)"'(8—pn)
Os passos para a confeccao do LGR sao:

Passo 1: Marcar, no plano s, os polos (p;) com x e os zeros (z;) com o.

Passo 2: Marcar o trecho do LGR contido no eixo real. Para K positivo,
corresponde aos trechos com niimero impar de polos+zeros a direita.

Passo 3: Desenhar as assintotas que:

a) Passam pelo ponto «, dado por

o =

1
n—m

Spi—> z (8.137)
i=1 i=1
b) Possuem angulos ¢;, dados por
1

;i = (r—2km) k=1,2,...,n—m—1 (8.138)
n—m

Passo 4: Calcular os angulos de partida dos ramos “saindo” de polos p;, ou
“chegando” a zeros zj, usando

Ap; = ié (= pi) =>4 (pj — ) (8.139)

i=1
JFi
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Passo 5: Determinar os pontos de cruzamento do LGR com o eixo imaginario
utilizando o critério de Routh-Hurwitz.

Passo 6 (opcional): Determinar os pontos de quebra (breakaway points) resol-
vendo

N(s) D(s)
ds ds

A verificacdo dessa condicao é imediata, lembrando que nos pontos de quebra
S = Spp, & expressao A(s) = 0 possui raiz de multiplicidade 2.

D(s) — N(s)

=0 (8.140)

Ou seja, A(s) pode ser fatorada segundo
A(S) = (3 - pr)2Aresto(S)

Logo, pode-se escrever com o auxilio da regra da cadeia que

d d
%A(S) = 2(s5 = spp)Aresto(s) + (s — pr)2%Aresto(8) (8.141)

= 0ses= sy, (8.142)

de modo que %(s) se anula no ponto de quebra sp),.

O resultado segue notando que o LGR s6 faz sentido se D(sy,) # 0 e

Als) = 1+ ]1\)[8 (8.143)
da - _ 1 N(s) D(s)
ds  D(s)? | ds D(s) = N(s)— = (8.144)

OBS. 1: Os ramos “nascem nos polos” e “morrem nos zeros”.

OBS. 2: Polos tendem a “repelir” e zeros tendem a “atrair” os ramos.

Exemplo

Considere a fungao de transferéncia de malha aberta, a ser operado em malha
fechada com realimentacao unitaria negativa

2
s+ 8s+ 25
G(s) =K
() = K 1057 + 3557 + 507 + 243
A figura 8.21 ilustra a aplicacdo dos passos para a construgdo do LGR em

funcao do ganho K para o processo descrito pela funcao de transferéncia em
8.145

Passo 1: Os zeros sdo as raizes de s? +8s+25 = 0, que sdo —4 £ j3, e os polos
sdo as raizes de s® +10s* + 3553 + 5052+ 24s = 0, que sdo {0, —1, -2, -3, —4 }.

(8.145)
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Passo 2: Marcar os intervalos [—1,0], [—3,—2] e (—o0, —4].

Passo 3: Desenhar as assintotas que passam por % > (0—1—2—3—4+4+4) ~

—2
0.67.

Passo 4: Obter o angulo de chegada de um ramo no zero em —4 + 353 pela
somatéria com os sinais apropriados de £(—4 + j3 — p;) em que os p; sao
{0,—-1,-2,-3,—4} ede £(—4+j3 — (=4 —53)) = 90°. No exemplo, o angulo
¢é de aproximadamente —60°.

Passo 5: Obter o cruzamento dos ramos com o eixo imaginario. Para tal,
lembrar que, em malha fechada, o denominador da funcao de transferéncia é
dado por

den(s) = s°+10s* + 355 4+ 505 4 245 + K[s* + 85 +25]  (8.146)
= §° +10s" + 355> + (K + 50)s® + (8K + 24)s + 25K(8.147)

Através do critério de Routh Hurwitz, verifica-se que o limiar de estabilidade
ocorre para K = 1.58 e corresponde a um par de polos imaginarios puros em
s ==+51.071.

Passo 6 Obter ss pontos de quebra dados por

N(s)%(s)—i—D(s)%(s) — 0 (8.148)

d
(s> +8s+ 25@(55 +10s* + 355% +50s* + 24s) +  (8.149)

d
?(32 + 85+ 25)(s° + 10s* 4 355 + 50s% 4+ 245) = 0 (8.150)
S

0
755 +108s° 4 700s* + 23205% + 3897s% 4+ 28845 + 600 = 0 (8.151)

que resulta em s = —0.34 e s = —2.53.

A figura 8.21 ilustra passo a passo os procedimentos utilizados para esbogar o
LGR.

8.5.1 LGR em funcao de zero ou polo

O LGR pode também ser tragado para variagoes nos valores (posi¢oes) de um
zero ou de um polo.

Considere, por exemplo, a fungao de transferéncia de malha aberta

sS+a

G(s) =5t O
(5) s2+2s+16

(8.152)

em que o zero estd na forma literal (a).
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Passo 1l |y Passo 2 |y Passo 3 Im &
o] (o) o
: 60<
Re Re \ Re
K——>»
Im &
o) o) o
Re
Passo 4 |ma Passo 5 Im Passo 6 Im
;” -60° ; LGR
Re Re Re
(o} (o]

Figura 8.21: Passos para esbogar manualmente um LGR.

O denominador da fungao de transferéncia de malha fechada é dada por

den(s) = s>+ 2s+16+5s+ 5a (8.153)
= §°+ 75416 +5a (8.154)

Dividindo-se ambos os lados dessa equacio por s2 + 7s + 16, tem-se que

i den(s) _ s+ 75+ 16 + 5a (8.155)
s2 4+ 75416 524+ 75+ 16
da
= 14+ -——" 1
+ 52+ 7ss+ 16 (8.156)

Logo, os valores de s tais que den(s) = 0 podem ser buscados aplicando-se as

regras do LGR a
da

1+ ————-—=0 8.157
+82+78+16 ( )

substituindo-se a = K.

8.5.2 Ajuste de ganho usando LGR

Um dos problemas béasicos em um projeto de controladores é o de ajustar ga-
nhos de malha.

As regras para o tracado do lugar geométrico das raizes podem ser utilizadas
para o ajuste de Kp em modelos como os da figura 8.22.
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R(s);  E(s) UEs) Y(s)
K, " Ge(s) -

Figura 8.22: Controle proporcional ou ganho simples.

Exemplo de ajuste de Kp

Seja o problema de ajustar o ganho Kp em que Gp(s) é da forma

s+ 3
K T D+ 26+ 4)

Gp(s) = (8.158)

de modo que o sobressinal seja Mp = 16.3 % (ou seja, £ = 0.5 ou cos(f) = 60°).

Método grafico

Na figura 8.23 vé-se o lugar geométrico de & constante (a reta com angulo (3
constante).

£ =0.5(Mp=16.3%)

Kp=1.49

Polos Dominantes 7
[ Polos de Malha Fechada
X O Polos e Zeros de Malha Fechada

Figura 8.23: Ajuste de ganho utilizando o LGR graficamente.

A solugao estd marcada na figura 8.23 com um [ e se encontra no ponto de
cruzamento de um ramo do LGR com o lugar de £ = 0.5

A determinagao do valor numérico de K p pode ser feita lembrando que, se um
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ponto a pertence ao LGR, entao

1 = |G(a)l (8.159)
a+3

1 = |K 8.160

Pa(a+1)(a+2)(a+4) ( )

Kp lalla + 1] |a + 2| |a + 4 (8.161)

la + 3|
sendo que os diversos médulos (|al,|a + 1|, |a + 2|, |a + 4],|a + 3|) podem ser
medidos com o auxilio de uma régua.

Havia, no passado, um instrumento préprio para o tracado de LGR, chamado
de Spirule

Figura 8.24: Instrumento Spirule para tragado grafico de LGR. Imagem obtida
de “History of Computing”, https://www.nzeldes.com/HOC/Spirule.htm.

Método algébrico

Como o modelo do exemplo é de 4% ordem, a aproximacao por polos dominan-
tes requer que os dois polos ndo dominantes (p; e pa) estejam suficientemente
afastados.

Essa condicao devera ser verificada a posteriori.

O denominador-alvo desejado para a funcao de transferéncia de malha fechada
é da forma

Daio(s) = (s —p1)(s — p2)(s® + 26wys + w?) (8.162)
= (s—p1)(s— pg)(s2 +1w,s + wi) (8.163)
= 5"+ (wn — p1 — p2)s° + (Wi — (p1 + P2)wn + P1p2)s”

+(wnp1p2 — wi(p1 + p2))s + wap1p2 (8.164)

Por outro lado, o denominador de HLGS()S) é dado por

Dyr(s) = s'4+7s% 4145 + (84 Kp)s + 3Kp (8.165)
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Igualando-se os coeficientes de Dyjyo(s) € Dasp(s), tem-se que

7T = wp—p1—Dp2
14 wy, — (p1 + p2)wn + P1p2
8+ Kp wnp1p2 — wi (1 + p2)
3Kp = wipips

cuja solugao é

Kp = 1.496 (8.170)
w, = 0.703 (8.171)
p = 4.062 (8.172)
pr = 2.235 (8.173)

Como &w, << p; o método dos polos dominantes fornece uma solugao satis-
fatéria.

8.5.3 Ajuste da realimentacao tacométrica usando LGR

Em muitos problemas praticos, é possivel medir diretamente a derivada do
sinal de saida usando um instrumento apropriado, como tacometros e girome-
tros.

Nesses casos, é possivel utilizar a informacao, por exemplo, da velocidade de
rotacdao de um motor, sem derivar o sinal de saida.

O procedimento de derivar qualquer sinal nao é recomendado, pois tende a
exacerbar o ruido.

Uma solucgao seria utilizar estimadores de estado, um tema a ser tratado adi-
ante, porém incorrendo em custos computacionais adicionais.

Exemplo de utilizagao da realimentagao tacométrica

Considere um processo modelado por Gp(s) da forma

s+3
Kps(s +1)(s+2)(s+4)

e suponha que se quer ter, em malha fechada, um sobressinal de Mp = 16.3%
e tempo de subida t, = 2.42 s.

Gp(s) = (8.174)

Com o ajuste somente de Kp nao serd possivel atender as duas especificagoes
simultaneamente, pois para ajustar duas caracteristicas sao necessarios dois
graus de liberdade.
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Assim, introduz-se um zero na posicio —A correspondente a realimentagao
tacométrica para que, juntamente com o Kp, tenha-se dois graus de liberdade
para ajustar Mp e t,.

Incluindo o efeito da realimentagao tacométrica, a nova funcao de transferéncia
de malha aberta é dada por

s+ 3
s(s+1)(s+2)(s+4)

Grovo(s) = Kp(As+1) (8.175)

Método grafico

A posigao do zero em —1/X\ deve ser ajustado de modo que um ramo do
LGR passe pela posicao alvo de malha fechada (interseccao entre as curvas de
£€=0.5ew, =1rad/s).

Como € e w, sao conhecidos, é possivel marcar a posicao do par de polos dese-
jados de malha fechada, dados por pj 2 = —wy, cos(f) £ jwy sin(3), lembrando
que B = cos~(£) (no presente caso, 60°).

Uma vez que os ramos do LGR estao passando pelo polo desejado, basta obter
o ganho K p pelo mesmo método utilizado anteriormente.

A Im[s]
& =0.5(Mp=16.3%) . |
|
on = 1 (t=2.425) i b j0,87
Rels]
—C >
4 .
Zero introduzido
pela realimentagéo
tacométrica 0,50 }F \\
O Polos de Malha Fechada 3 Dofﬂ?ll;?"ltes
¥ QO Polos e Zeros de Malha Fechada

Figura 8.25: Malha de controle em que se utiliza a realimentacao tacométrica.

Pelo método grafico, conforme a figura 8.25, uma solucao é Kp =2.7e A = 0.4.
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Método algébrico

Considerando as especificagoes £ = 0.5 e w, = 1, o denominador-alvo é

Daivo(s) = (s —p1)(s — p2)(s* + 26wys + w?) (8.176)
= (s—p)(s—p2)(s°+1s+1) (8.177)
= s'+(1—p1—p2)s’+ (mp2 —p2 —p1 +1)s°  (8.178)
+(p1p2 — p2 — p1)s + p1p2 (8.179)
O denominador da malha fechada Hc;g% é dado por
Dyr(s) = s* 4753+ (Kp)+14)s* + (8.180)
+(Kp(BA+1)+8)s+3Kp (8.181)
Tgualando-se os coeficientes de D0 € Dysr, obtém-se que
7T = 1—p1—po (8.182)
KpA+14 = pipo—pa—p1+1 (8.183)
Kp(BA\+1)+8) = pips —p2—p1 (8.184)
3KP = pi1p2 (8.185)
cuja solugao é
Kp = 2714 (8.186)
A = 0421 —  corresponde a zero em 2.37 (8.187)
p1 = —3.926 (8.188)
pe = —2.074 (8.189)

O lugar geométrico das raizes é uma ferramenta muito util que permite
visualizar as dificuldades potenciais no projeto de controladores, bem como
para sugerir propostas de possiveis estruturas para o controlador. Além
disso, permite a imediata verificagao da existéncia de zeros em localizagoes
inconvenientes ou o grau de dominancia de um par de polos complexos.

8.6 Controlador PID

O representante mais comumente encontrado de controlador com a estrutura
da figura 8.18 é o Proporcional+Integral+Derivativo (PID), caracterizado por

u(t) = Kpe(t) + K; /0 Ce(rydr + KD%(t) (8.190)
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ou

u(t) = kp <e(t) + Tl, /0 e(ryr + TDj:(t)> (8.191)

em que Kp, K; e Kp sao os ganhos proporcional, integral e derivativo, res-
pectivamente. O T7 é o tempo integral (ou 1/77 o ntimero de repeticao por

segundo) e Tp é o tempo derivativo.
Por vezes, limita-se o ganho segundo

‘U
Umaz 5 kpe > Umax U
u(t) =3 kpe ; Umin < kpe < upaz (8.192) = ‘
emin
Umin 3 kpe < Umaz | I I—e
/o=
caso em que é interessante introduzir o conceito —+ Umin
de banda proporcional (BP), definido como
(BP) e
BP = enaz — emin (8.193)

Figura 8.26: Fenomeno da
Imediatamente da figura, constata-se que, saturacao
quanto menor o percentual de BP for a faixa de
excursao do sinal e(t), maior o ganho.

Logo, uma forma efetiva de especificar kp é como o inverso de PB em porcen-

tos,
1

~ PB(x100%)

Aplicando-se a transformada de Laplace na expressao do controlador PID em
8.190, tem-se que

kp (8.194)

1
Uls) = (KP+KIS+KD3> B(s) (8.195)
Kps? + K K
— opd +5P8+ LB(s) (8.196)
Ge(s)

Como o grau do numerador em 8.196 é maior que o do denominador, a fun-
¢ao de transferéncia de E(s) para U(s), em 8.196 nao é realizdvel. Assim,
usualmente ¢ utilizada a forma

. KD82+KPS+K[
N s(s+a)

Go(s) (8.197)

em que o parametro a é escolhido de modo a nao afetar o transitério, ou seja
la| > |Re[\j]], em que \; sdo os polos do sistema em malha fechada. Em
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outras palavras, a é um polo afastado de G¢(s)P(s).

A expressao para o controlador PID vista em 8.197 é dita ser de forma paralela
e serd aqui adotada pela conveniéncia de notagdo, lembrando que uma forma
pode ser convertida em outra de modo simples. A figura 8.27b apresenta o
diagrama de blocos da forma paralela (a) e a padrao (b).

E(s)

Figura 8.27: Duas representagoes diferentes para o controlador PID.

Os ajustes dos parametros kp, k; e kg (ou de Kp,T7,Tp) dependem das espe-
cificacoes de desempenho e podem ser baseados em métodos variados.

Controlador I-PD

Quando o sinal de referéncia r(t) apresenta variagoes bruscas, o termo D do
controlador PID tende a gerar picos grandes que, eventualmente saturam o
atuador.

Um esquema para atenuar esse problema ¢é utilizar o termo derivativo no ramo
de realimentacao, conforme ilustrado na figura 8.28. Utilizando-se o esquema

r 4 e 1 +
( T @—» ke G(s)

v

Figura 8.28: Controlador I-PD.
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I-PD, tem-se que

kp G(s)
%
y Trs (8.198)
R Ltk (14 75 + Ts) G(s)

- 1 by (14 75 + Tps) G(s) 5.199
- . ,
1+ Trs+TiTps* 1 4k, (1 + 15+ Tps) G(s)

que ¢é equivalente a utilizar um pré-filtro combinado com um controlador PID
usual.

Diagramas e simbolos utilizados em controle de processos

No meio industrial, em que se tem processos complexos com varias malhas de
controle, é usual usar uma representacao padronizada (por exemplo, ABNT/NBR
8190 e ISA 5.1).

A figura 8.29 ilustra um exemplo muito simples de trocador de calor, em que
TIC significa Temperature-Indicator-Controller, F'T é o Flow Transmiter e os
numeros na parte inferior do circulo sdo uma identificagdo da malha de con-
trole.

[ATANENAANAR —
100/ \100/ 100/ I Ao muata
/ S S QAR LEVANTA
o — -
A il
1 ) '\" Entrad
niraaa HASTE DO ATUADOR
¥ car, W T do Fluido
W\ #
\ pu g S <~ X
00/ AN (F (FC

o1 )~ 0T /
1.1 AL / "L vy
Vapor _{:;-c_\_._p ./-F_E\- >/ F_\,f\
\ / Ll
)| A
Vapor t—

I [y Saida
- v/ LN do Fluido
e - Placa de Valvula
Orificio

I
Valvul N7
Manual %f

Residuos
Figura 8.29: Exemplo de um diagrama de instrumentagao de controle.
Outros exemplos de simbologia sao TRC (Temperature Recorder Controller),

FAL (Flow Alarm Low), LAH (Level Alarm High), SIC (Speed Indicator Con-
troller) e PT (Pressure Transmitter).
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8.6.1 Sintonizagao de PID com LGR

Como exemplo, considere um processo descrito pela funcao de transferéncia

_ Y(s)
Gp(s) = 0(s) (8.200)
1
T (5+2)(s+3) (8.201)
a ser controlado por

Gols) = 28 ou (8.202)
U(s) = Gols) (R(s) ~ Y(9)) (8.203)
- <Kp 4 Ké + KD5> E(s) (8.204)
_ KD82+KPS+K[ (8205)

- KD82 + Kps+ Ky
~2 SGta) (8.206)

em que « é um polo distante inserido artificialmente para tornar 8.205 reali-
zavel.

Assuma que as especificagoes de desempenho sao & = 0.5 (Mp = 16.3%) e
wp =2rad/s (t, = 1.2s).

Uma vez que se dispoe de trés parametros (Kp, K7, Kp) e de apenas duas
especificagoes, pode existir mais de uma solugao.

Cono o numerador do PID é um polinémio de 2° grau, pode-se optar por ter
dois zeros reais ou um par de zeros complexos conjugados.

A figura 8.30 apresenta duas dessas solugoes, ambas satisfazendo as especi-
ficagoes de desempenho propostas. Porém é possivel que uma solugdo seja
superior a outra, segundo algum critério adicional.

Os controladores projetados sao

s2 +9.755 + 22.5)

— 5 2
Gei(s) 5.6 505 +10) (8.207)
s2 4+ 8s+ 18
= T— 2
Gea(s) 7 505 +10) (8.208)

sendo que G aloca os zeros em —6 e —3.75, enquanto G¢o aloca os zeros
complexos conjugados em —4 + j1.4.
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“Im[s]

£ =0.5 (Mp=16.3%)

on = 2 Q[:l.zS) .

Rels]
Yo — — — —
-10 6 375 -3 - 0
O Polos de Malha Fechada Polos =
XO Polos e Zeros do RID Dominantes

X Polos do Processo

“Im[s]
£ = 0.5 (Mp=16.3%)
Wn = 2 Ql[:l.QS) .

Ny

m Re[s]
——{} ? >
o \fé 3 A4 _|]o
q1.4
>
O Polos de Malha Fechada Polos
X O Polos e Zeros do PID. Dominantes

X Polos do Processo

Figura 8.30: Ajuste de controlador PID utilizando LGR.

8.6.2 Método de Ziegler-Nichols

Trata-se de um método heuristico que tem resultado em comportamentos sa-
tisfatérios em vérias aplicagoes praticas.
H4 dois procedimentos principais para aplicagao do método de Ziegler-Nichols

(Ziegler, J.G. e Nichols, N.B.. Optimum settings for automatic controllers.
Trans. ASME, v. 64, p. 759-768, 1942).

1. Método da curva de reacao: aplicavel a processos chamados de autorre-
gulados que sao, na esséncia, BIBO estaveis.

2. Método do limiar de oscilacao: como o procedimento exige colocar o
processo em uma condi¢ao de oscilagao sustentada, o seu uso deve rea-
lizado com cautela. Uma solugao seria utilizar um relé para ocasionar a
oscilacao e utilizar o valor do ganho equivalente como o K¢.
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Método da curva de reagao

Estando o controlador em modo de operacdao manual, aplica-se um degrau e, a
partir da resposta, denominada de “curva de reacao”, obtém-se os parametros
L e T (vide figura 8.31).

A partir de T' e L os ganhos Kp, Kj, Kp sao obtidos diretamente de

Curva de Reacédo Oscilacado Limiar
L Processo _V(L) L’»ﬁ)—» ﬂ,
Ay RK
r/—\\
"f \\ t
L \ . - .,
. VAR,
L~ T

Figura 8.31: Parametros utilizados pelos métodos de Ziegler-Nichols.

Controlador | Kp K; Kp
P T
Le 1
PI 097 o3
PID 122 2L 05L

Método do limiar de oscilagao

Estando o controlador em modo de operacao automatica, somente com o ga-
nho proporcional Kp, este é ajustado de modo que o modelo apresente uma
oscilagao sustentada.

O ganho Kp que corresponde a esta oscilacao de amplitude constante é deno-
tado K¢ (ganho critico) e o periodo Pg.

Nestas condicoes, os ganhos Kp, K;, Kp sao obtidos diretamente de

Controlador Kp K Kp
P 0.5K¢
PI 0.45Kc 5P
PID 0.6Kc 0.5Pc 0.125FP¢

O método da curva de reagao é aplicavel a plantas que sao assintoticamente
estaveis para entradas tipo degrau, as vezes chamados de auto-regulados .




266 Engenharia de controle

Uma forma de obter os pardmetros para sintonia de controlador PID pelo
método do limiar da oscilagao é ajustar o ganho proporcional para um valor
muito elevado, de modo que se comporte como relé. Se houver oscilagao, o seu
periodo é associado a Pg e a amplitude de oscilagdo A¢ fornece

AM
Ko =

- 8.209
Ao (8.209)

em vista do método da linearizagdo harmoénica (vide Apéndice G).

O método de Ziegler-Nichols é particularmente eficaz no controle de plantas
com modelos tipo primeira ordem com atraso

KefsT
Gp(s)=——— (8.210)

8.6.3 Anti-windup

O fenomeno de windup é um potencial problema encontrado na pratica, ao se
utilizar um integrador na malha de controle para eliminar o erro em regime
permanente.

Se o sinal de erro nao for anulado por longo periodo, a sua integral assume
valores muito elevados que tendem a saturar o atuador. Na figura 8.32 é visto
um método para combate ao windup que consiste em calcular a diferenca entre
o valor do sinal solicitado V' (s) e o valor de saturagao de U(s) e adicioné-la na
entrada do integrador.

R(s) _ E()
+

Y(s)

P(s)

Figura 8.32: Um mecanismo anti-windup para o controlador PID

Uma outra técnica ¢é interromper a integracao no PID quando a saida do
controlador atinge um limiar preestabelecido.
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8.6.4 Regra do Lambda

O ajuste de um controlador PI pela regra do lambda consiste em extrair alguns
parametros da curva de reacao e utilizd-los juntamente com férmulas empiri-
cas.

Mais especificamente, dados K, L e T' da curva de reagao, o controlador PI é
dado por

u(t) = K, (e(t) + 7112 /Ot e(7‘)d7> (8.211)
em que
T

K\ +1L)
T, = T (8.213)

K. (8.212)

sendo o parametro de projeto A é escolhido na faixa de [T, 3T].
Usualmente o tempo de acomodagao resultante é da ordem de 4.

Mais detalhes em Dahlin, E. B. Designing and tuning digital controllers. Instr
and Cont Syst, v. 41, n. 6, p. 77-84, 1968.

Exemplo

Considere um sistema em que a curva de reacao apresenta K = 1, T=1 e
L = 0.5, conforme a notacao apresentada na figura 8.31.

Nesse caso, conforme a tabela 8.6.2, o controlador PI é da forma

Uls) — (KP+KI§)E(S) (8.214)
T 1L

= (097 + - S)E() (8.215)

N 1.803:1.67 8216)

Se for utilizado o método do limiar de oscilacao, o sistema apresenta, conforme
a notacao utilizada na figura 8.31, Po = 1.70 e K¢ = 3.84.

O controlador PI, segundo a tabela 8.6.2, é dado por

Uls) = (Kp + K,i) E(s) (8.217)
- <0.45Kc v if‘;) E(s) (8.218)
~ 1.73s + 1.42 (8.219)

S
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Usando a regra A com A = 27" e conforme a expressao 8.213, tem-se o contro-
lador PI

U(s) = K()\T+L) (1 + ]}s> E(s) (8.220)
~ 0.48;-0.4 (8.221)

As respostas degrau em malha fechada utilizando os controladores 8.216,
8.219 e 8.221 estao apresentadas na figura 8.33.

Ajuste de PID: Ziegler-Nichols e Regra Lambda

<«— Ziegler-Nichols — Curva de Reagéo

Ziegler-Nichols — Limiar de Oscilag&o

0 2 4 6 8 10 12 14
Tempo [s]

Figura 8.33: Respostas degrau, em malha fechada, utilizando controlado-
res projetados pelas regras de Ziegler-Nichols e A. O processo é da forma
Kae % /(s +a).

Nota-se da figura 8.33 que as regras de Ziegler-Nichols levaram a controladores
com significativos sobressinais, enquanto a regra A resultou em um controlador
com tempo de resposta maior.

8.6.5 Aproximacgao de primeira ordem + atraso

As regras de Ziegler-Nichols se adaptam bem a modelos da forma primeira
ordem com atraso. Assim, apresenta-se a seguir um método para aproximar
funcoes de transferéncia com atraso puro, zeros reais e polos reais por um
modelo de primeira ordem com atraso.
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Considere uma transferéncia G(s) dada por

e assuma que se deseja obter uma aproximacao

1 _
Gaproz(s) = KTS - o Ls (8.223)
Lembrando que
1 1

podem ser consideradas as aproximacoes

e ~ l—as (8.225)
e P = ;&:Hlﬁs (8.226)
ou
e ~ —as+1 (8.227)
e P = ,8514—1 (8.228)

Utilizando-se as expressoes 8.227 e 8.228, a funcao de transferéncia 8.222 pode
ser aproximada notando que

Gle) = K ((21185111)) ((Z:: I 11)) e (8.229)

eMs e mSe™T28 ¢~ Tné

—0s

~ 8.230
T1s+1 € ( )
- K 1 e~ (O=m— =N tT2—F7n)s (8.231)

718+ 1

1
= K s 8.232
T18 + 16 ( )
emque L=0—-—m — - —npt+n—-F+7en <7,1=2,3,..,n.

Um outro método para se obter uma aproximacao para uma fungao de transfe-
réncia com polos e zeros reais é utilizar a regra da metade, também conhecida

como regra de Skogestad (SKOGESTAD; POSTLETHWAITHE, 1996):

e Ordenar as constantes de tempo em ordem crescente 71 > 79 > -+ > 7p,.
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e Metade da maior constante de tempo desprezado (72) é adicionada ao
tempo de atraso de transporte (0). A outra metade é adicionada &
constante de tempo a ser mantida (71).

e Os termos ﬁ, ey T,LTIH’ caso existam, sao aproximados por Tz‘sl+1 =
e TS,
e Os termos (ms+1),...,(nms + 1), caso existam, sdo aproximados por
s + 1 = ehs,
Exemplo
Considere o sistema descrito pela fungao de transferéncia
(—=0.1s+ 1)
Go(s) = K 8.233
o(s) (5s+1) (35 + 1) (0.55 + 1) (8.233)
Pelo método representado pela expressao 8.232,
1
G ~ K —0.1s ,.—3s ,—0.5s 8.234
1(s) o5 +1 ¢ © e ( )
1 .
= K——¢ 3% 8.235
os +1 ¢ ( )

Pelo método da metade, as constantes de tempo sdo 5 > 3 > 0.5. A maior
constante de tempo a ser mantida é 5. A maior constante de tempo a ser
desprezada é 3. Logo, a metade, 1.5 = 3/2, é adicionada ao atraso puro, ou

seja, e72%% e a outra metade é acrescentada ao maior constante de tempo 5,
resultando 5 + 1.5 = 6.5.
O termo (—0.1s + 1) é substituido por =% e o termo ﬁ por e~ 0%,
Juntando todos os elementos, tem-se a aproximacao
1
G ~ K —1.5s ,—0.1s _—0.5s 8.236
2(5) 6hs+1°  ©  °© (8:236)
1
- K e 2:1s 8.237
6.9+ 1 ( )

A figura 8.34 apresenta as respostas degrau das fungdes de transferéncia Gy,
G1 € GQ.

Controladores PID sao muito populares e, quando bem sintonizados, apre-
sentam bom desempenho. Sao relativamente baratos e facilmente encontra-
dos no mercado. Além disso, cada um dos termos P, I ou D possui agoes
intuitivas que permitem ter uma compreensao intuitiva do comportamento
da malha de controle.
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Aproximacéo de Modelos

08r

04-

—WMuodelo Origin
02r

0 é 1 ‘U 1‘5 2‘0 2I5 3ID 3I5 40

Tempo [5]
Figura 8.34: Comparagao entre as respostas degrau da fungéao de transferéncia
original (linha sélida), aproximagao por série de Taylor truncado de primeira

ordem (linha pontilhada) e aproximacao pela regra da metade (linha trace-
jada).

8.7 Escalonamento de ganhos

O método de escalonamento de ganhos (gain scheduling) apresentado aqui
consiste em ajustar os parametros de controladores simples, de acordo com o
estado em que o processo se encontra na regiao de operagao (ou envelope de
operagao).

Usualmente os controladores simples sao projetados usando modelos lineari-
zados cuja validade se restringe a sub-regides especificas e, a medida que o
processo evolui, passando de uma sub-regiao de operagao a outra, os parame-
tros devem ser reajustados, com o intuito de se manter boas caracteristicas de
desempenho.

Conforme visto anteriormente, dado um sistema descrito pela EDO da forma
x = f(x,u) (8.238)

um modelo linearizado na vizinhanca do ponto de equilibrio xg que corres-
ponde a uma entrada u(t) = ug constante é dado por

Ax ~ A(xp,T) Ax + B(xp, up) Au (8.239)
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em que {Au, Ax} sdo as pequenas perturbagoes e as matrizes jacobianas A e
B sao dadas por

gL ... gﬁ gﬁ ... §f1

1 Tn U1 Um

A=| ; B=1 oo (8.240)
Ofn ... Ofn Ofn ... Ofn
o0x1 O0xn (x5,up) ouy Oum, (xp,up)

A regiao de operacao no espaco de estados é dividida em vérias sub-regioes,
cada uma caracterizada por um par (xg,ug).

Cada sub-regiao deve ser suficientemente pequena para que o controlador local,
projetado usando o modelo linearizado, possua um desempenho adequado.

Sao projetados controladores para cada uma dessas sub-regioes.

A medida que o estado x evolui de uma sub-regiao para outra, ajusta-se o
parametro do controlador segundo algum mecanismo de adaptacao.

Um mecanismo simples de adaptacao é fazer uma interpolagao linear.

Se ao redor da sub-regido caracterizada por (xg1,upi) o controlador possui
pardmetros 01 e ao redor de (Xg2,ug2) o controlador possui parametros Oz,
faz-se

0 =X01 + (1 — )\)92 (8.241)

sendo A\ a distancia normalizada do estado atual x a partir de (xg1 ao longo
da linha xg1 — xpg2).

Ao invés de uma teoria geral, o método de escalonamento de ganhos serd
apresentado na forma de um exemplo.

Considere, entao, um modelo de processo massa+mola+amortecedor em que
a mola possui caracteristica ctbica, descrito por

i+ by + (kiy + ka2y’®) = u (8.242)

Fazendo-se a associacao x1 = y e z2 = ¢, tem-se que

(8.243)

T | €2
X9 o —kiz1 — le’? —bxy +u

Denotando (z1)g o primeiro componente do estado xg, o modelo linearizado
é caracterizado por

0 1 0
N R TN P L R
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ou

. 0 1 0
Ax = k= 3ka(e)h b Ax + 1 ]Au (8.245)
——
A B

Admitindo que serd usada uma lei de controle do tipo realimentacao de estados,

Au = -KAx + Ar (8.246)

a dinamica em malha fechada para pequenos sinais é dada pelos autovalores
de

0 1 0
A-BK = l hy Ska(e)? b ] - l . ] | K1 K> | (8.247)
0 1
N l k1 — 3ka(z1)? - K1 —b— Ky ] (8.248)
cujo polinémio caracteristico é
Auipi(s) = 82+ (b+ Ka) s+ (k1 + 3ka(21)h + K1 ) (8.249)

Assumindo que as especificagoes de desempenho sao: (i) sobressinal de 16,3% e
(ii) tempo de subida de 1s, os valores requeridos dos parametros para o modelo
segunda ordem sao £ = 0.5 e w, = 2.41.

Logo, o polinomio caracteristico desejado é

Adesejado(s) = 32 + 2£wn3 + w,% (8250)
= §°4+2415+5.81 (8.251)

Comparando-se as expressoes 8.249 e 8.251, conclui-se que K deve satisfazer

b+ Ky = 241 (8.252)
ki +3ka(z1)? + K = 4.81 (8.253)

Particularizando o exemplo para o caso k1 =1, ko =2 e b = 1, e adotando-se
3 pontos de equilibrio, (z1)g = 0, 0.5 e 1, tem-se que as entradas constantes
ug requeridas sao

(x1)E | ug K Ko

0 0.00 4.81 1.41
0.5 0.75 3.31 1.41
1 3.00 | —1.19 1.41




274  Engenharia de controle

Segundo a tabela 8.7, os valores de K7 = 4.81 e Ko = 1.41 sao utilizados na
proximidade de (z1)g = 0, no caso, entre 1 = —0.25 a 0.25. Na proximidade
de (z1)g = 0.5, os valores dos ganhos sao K; = 3.31 e Ko = 1.41, mais
especificamente, utilizado entre z; = 0.25 a 0.75. Na proximidade de (x1)p =
1, os valores dos ganhos sdo K1 = —1.19 e Ko = 1.41.

A figura 8.35 apresenta em vermelho a resposta ao sinal “escada” tracado em
verde, no caso com escalonamento. A resposta em azul é o caso sem o uso do
escalonamento, utilizando-se somente os valores dos ganhos obtidos no ponto

(1‘1)E =0.

Comparacio comvsem escalonamento de ganhos

com escalonamentg Fal
i s em escalonamentg -5;12\
1t referéncis ; % m“'\h
i L F
081 & ]

: o]
=
s 0.6
=

¥

w AN

;_: T
04 f

02| {

0 2 4 6 8 0 12 14 18 18 20
tempo

Figura 8.35: Comparacao entre respostas com escalonamento (linha vermelha)
e sem (linha azul). O sinal de referéncia é a de cor verde.

8.8 Controladores cascata

A ideia central da estrutura de controle cascata é controlar uma varidvel inter-
mediaria através de uma malha interna, visando melhorias quanto a rejeicao
de distirbios e velocidade resposta. Eventualmente, efeitos de nao linearida-
des da malha externa podem ser reduzidos pela malha interna.

A figura 8.36 apresenta, na parte superior, uma estrutura de controle de sim-
b b

ples malha e com uma varidvel v que tem o potencial de ser utilizado como

saida de uma malha interna.

Na parte inferior é mostrada a estrutura de controle cascada em que partici-
pam, agora, dois controladores G¢1(s) e Geoal(s).
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Usualmente G¢1(s) é denominado de controlador mestre e Gea(s) de contro-
lador escravo.

Variavel Intermediaria

D s
'
R E U s Y Y

+ Ge *| Gp, :( )—>{Gpy >

D
E, — U, +i \Y Y
u Geo [ Gps _:O > Gp, >
Malha Interna
Malha Externa

Figura 8.36: Estruturas de controle cascata.

Exemplo

Como um exemplo pratico, considere o processo de aquecimento continuo de
liquido, conforme esquematizado na figura 8.37, em que o fluxo de vapor v
na serpentina pode ser tomado como a varidvel intermedidria para efeito de
controle cascata.

Liguido a Ligquido a
ser aquecido % :®§ ser aquecido —

Vapor E g "

u

i
e . u, e
-=-| Controlador = Controlador 1 1

Figura 8.37: Exemplo de controle cascata em um processo.

Com o intuito de avaliar os desempenhos das estruturas de controle com res-
peito a rejeicao de distirbios, propoe-se um estudo de casos em que

1

52+ 3s+2
1
GPQ(S) = 51 5 (8.255)

Gpi(s) (8.254)




276  Engenharia de controle

Projeto de G considerando a malha simples

Assumindo que vai ser utilizado um controlador PI como G¢(s),
1
Ge(s) = (Kp+ K];)E(S) (8.256)

tem-se, levando em conta o processo Gp(s) = Gp1(s)Gpa(s), que

Y(s)

T(s) R (8.257)
Ge(s)Gp(s)

I+ Ge(5)Gr(s) (8.258)

= Kps + Kr (8.259)

st +8s3+17s2+ (10+ Kp)s + K

Adota-se como especificacao de desempenho um sobressinal de 16.3% e tempo
de subida de 2.4s que corresponde a se ter { = 0.5 e w, = 1 rd/s, caso valha
a aproximacao por polos dominantes.

Deseja-se, portanto, que o denominador de T'(s) seja idéntico a

A(s) = (s+p1)(s+p2)(s* + 26wns + w)) (8.260)
= (s+p)(s+p)(s®+s+1) (8.261)

= '+ (1+p1+p2)s®+ (L+p1+p2+pip2)s* +
+ (p1 + p2 + p1p2) s + P1p2 (8.262)

ou, identificando os coeficientes de 8.259 e de 8.262, obtém-se o sistema de 4
equagoes a 4 incognitas

l+pi+p = 8 (8.263)
L+pi+p2+pip2 = 17 (8.264)
p1t+p2+pipe = 10+ Kp (8.265)
pp2 = Kj (8.266)

cuja solucao é p1 = 5.3, po = 1.7, Kp =6 ¢ K7 = 9. Como £w,0.25, p1 € pa
podem ser considerados suficientemente afastados para valer a aproximacao
por polos dominantes.

Projeto de G¢1 e G2 do esquema de controle cascata

Projeta-se, inicialmente, o controlador G¢o da malha interna. O controlador
escolhido é novamente do tipo PI, 8.256. Como a malha interna deve possuir
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uma resposta mais rapida do que a externa, foram escolhidos £ = 0.7 e w, =
8 rd/s. A funcao de transferéncia de malha fechada da malha interna é dada
por

V(s)
T; = 8.267
lnt(s) Ul(S) ( )
Gp2G
= _P2Ter (8.268)
1+ GpoGeo
Kps+ K
= 8.269
52+(5+KP)S+K] ( )
cujo denominador deve ser idéntico a
A(s) = 8%+ 2bwps+w? (8.270)
= s°+11.25+64 (8.271)
Segue, imediatamente, que Kp =11.2—-5=6.2¢e¢ K; =64 ¢
6.2s + 64
T; = 272
(8 = 12544 (8:272)

Tendo-se o controlador G¢s da malha interna, pode-se projetar o controlador
G 1 da malha externa.

Como G¢ escolheu-se novamente um controlador PI, 8.256 e foram mantidas
as especificacoes de desempenho de sobressinal de 16.3% e tempo de subida
de 2.4s.

A funcao de transferéncia da malha externa é dada por

Y(s)

Text(s) = R(S) (8273)
__GaTiuGe (8.274)

1+ Gor1TintGpr ‘
_ 6.2Kps? + (64Kp + 6.2K;) s + 64K (8.275)

854 14.25% +99.653 + coefas? + coefis + 64K

em que

coefy = 6.2Kp+214.4 (8.276)
coefi, = 64Kp+6.2K;+ 128 (8.277)

Uma solugao que atende as especificacoes estabelecidas, obtida com o auxilio
de um computador digital, ¢ Kp = 0.98 e K; = 1.8.

A figura 8.38 apresenta o efeito da utilizagdo de estrutura cascata em que se
observa a sua superioridade em relagao a rejeicao de uma perturbacao em v.
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Comparacéio Sem/Com Controle Cascata

[
I

1.27 : 7
I

0.8
0.6

0.4f

T i T T T T

121 1
P S A o
0.8F 1
y
0.67 1
04 Perturbacao .
-0.5por 1s
0.2r y, ]
0 \ . \ \ 14 . . . .
0 2 4 6 8§ 10 12 14 16 18 20
tempo [s]

Figura 8.38: Grafico que mostra o desempenho superior do controle em cascata
na presenca de distiurbios exdgenos.

8.9 Compensadores avangadores/atrasadores de fase

Apo6s um projeto inicial de um controlador, pode haver necessidade de se reali-
zar compensacoes de efeitos decorrentes de procedimentos tais como desprezar
o atraso na transmissao de dados, adotar modelos reduzidos, projetar con-
siderando apenas os polos dominantes sem levar em conta os zeros e outras
possibilidades.

Uma possivel solucao é colocar em cascata com o controlador original filtros
que realgam as frequéncias de interesse.

Para melhorar o transitorio, é interessante dispor de ganho elevado em altas
frequéncias.

Por outro lado, para reduzir o erro de regime permanente é interessante que o
ganho seja elevado em baixas frequéncias.

Esses filtros sdo chamados de compensadores cascata.
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8.9.1 Projeto de compensadores avancadores de fase

O compensador avancador de fase (lead), é um filtro passa-altas que é utili-
zado para melhorar as caracteristicas do regime transitério.

Em baixas frequéncias, o seu ganho é unitério [0 dB|, mas para altas frequén-
cias fornece um aumento de ganho.
Em termos de fase, reduz os atrasos, tendendo a melhorar a margem de fase.

A funcao de transferéncia de um compensador avancador de fase é da forma

geral
Ts+1

als+1

A figura 8.39 apresenta as curvas de Bode para T = 1, a = 0.1 e K = 1,
correspondendo a

Grews = K 0<ax<xl (8.278)

s+1

Gread (8.279)
ea lio + 1
s+ 1
= 10 8.280
s+ 10 ( )

Compensador Avancador de Fase (Lead)

IG() 4
(dB] 10

LG(jm) 30
[

10?2 10" 100 @ g 10° 10°
Frequency (rad/s)

Figura 8.39: Curvas de Bode de um compensador avancador de fase (lead).

O maéaximo avanco de fase ocorre para

YN S (8.281)
““NVTar T Tva ‘
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e o seu valor é

41—«
Pmax = sin 1(1+a> (8.282)

Se for adequado aproximar o comportamento do sistema em estudo como sendo
de segunda ordem, em torno das frequéncias de interesse, as especificacoes de
desempenho requerem apenas o valor do sobressinal desejado (Mp) e do tempo
de resposta, que tipicamente é o de subida (¢,) ou o de acomodacgao (ts).

Para modelos de segunda ordem (polos dominantes) e lembrando que tanto o
sobressinal Mp quanto a margem de fase v dependem apenas do coeficiente de
amortecimento &, basta ajustar o parametro o do compensador de modo que,
na frequéncia de cruzamento de interesse (aproximadamente w,, que resulta no
t, ou ts desejado), tenha-se ¢pqz-

Ajuste do compensador avancador de fase usando LGR
Para sistemas de segunda ordem, tanto o M, quanto a margem de fase v
dependem somente do coeficiente de amortecimento &.

A partir do M, especificado, pode-se determinar o § requerido
ln(Mp)2

§= —W (8.283)

Dispondo de &, pode-se determinar a margem de fase v desejada usando
1 28
VT4t —2¢

Caso o projeto esteja sendo feito no plano s, ressalta-se que o lugar geométrico
de £ = cos(B) corresponde a semirreta no plano s.

(8.284)

v =tan"

Por outro lado, t, e ts, juntamente com &, fornecem o valor de wy,.

De posse de £ e wy, pode-se determinar o par de polos desejados (marcados
com [J na figura 8.40).

Tendo-se a posicao dos polos desejados, basta encontrar ¥ e ¢3 de modo que
a somatoria dos angulos seja de —180°.

E interessante notar que o angulo 0 = 91 — ¢3 é a contribuigao a ser fornecida
pelo compensador.

No exemplo da figura 8.40, o processo nao compensado é

G(s) = (8.285)

e as especificacoes de desempenho sao tais que o sobressinal desejado é 16.3%
e o tempo de subida é 0.6s.
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& Im{s} L Imis}
O} 4-3.46 i [EE— W1
A N -
. n .-"'k'?'.
Polos / 0; ' U] 2
Desejadus. p : o
/ | Relsy 4% &Y ' Rels)
. XN * O
\ 2 ® /ﬂ
h . N S
i AV
\'-. Lead
\
: Novo LGR j
O \
LGR—

Figura 8.40: Exemplo de projeto de compensador avangador de fase usando o
lugar geométrico das raizes.

O sobressinal de 16.3% corresponde a £ = 0.5 e 0 w,, para tempo de subida de
0.6s deve ser 4rad/s, levando em conta que £ = 0.5.

Escolhendo-se para o zero do compensador o valor —2, obtém-se

s+2
G(s) =20 8.286
(5) s+5.6 ( )

que resulta em um sobressinal significativamente maior.

Uma recomendacgao crucial é, portanto, que se verifique se o projeto foi ade-
) b

quado, quer seja por simulagao, teste com hardware in the loop ou no proprio

processo.

Tal necessidade é devido ao fato de que foram alocados os polos nos locais
desejados, mas o efeito do zero nao foi considerado. Como o zero nao estd
suficientemente afastado, o seu efeito é significativo.

Ajuste do Compensador Avancador de Fase usando as Curvas de Bode

O projeto de um compensador avangador de fase para um processo Gp(s),
utilizando a aproximacao por polos dominantes e as curvas de Bode segue as
seguintes etapas.

1. Dada a especificacao de M, pode-se determinar o valor de £ requerido.
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2. A partir de £ calcula-se v (margem de fase) usando 8.284.
3. A partir de £ e de t, (ou ts) especificado, determina-se wy,.

4. Se o valor de £ é pequeno, vale a aproximacao w, ~ w. = w||G(jw)|:1.
Considerando a aproximacao w, ~ we, verifica-se qual ¢4, deve ser
adicionado ao £Gp(jw.) + 180° para que se tenha a margem de fase 7
requerida. Na pratica, convém adotar um valor de ¢4, ligeiramente
maior para se ter uma margem de folga contra o efeito da insercao de
zeros e polos do controlador no w..

5. A partir de ¢4, desejado determina-se a (equagao 8.282).

6. Adotando-se T' = wci/a o compensador é dado por
Ts+1
G =K—— 8.287
ols) = K- (3.257)

7. Ajusta-se, finalmente, K de modo que |G¢(jw.)Gp(jwe)| = 1.

A sequéncia de projeto de controladores avangadores de fase utilizando curvas
de Bode encontra-se ilustrada na figura 8.41.

IGljm}| 1
[d8] _
" 4 ]FI. L.:—;'.:-rie K logim)
0 -
A Glim) logim)

I°l O

—180

Figura 8.41: Exemplo de projeto de compensador avangador de fase.

8.9.2 Projeto de controladores atrasadores de fase

O compensador atrasador de fase (lag) é utilizado, em geral, para aumentar o
valor de K,, melhorando o rastreamento de referéncias tipo rampa.
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Trata-se de um filtro passa-baixas e o seu projeto é muito simples. Ou seja,
basta adicionar o ganho requerido em frequéncias mais baixas comparadas com
aquelas da regiao de cruzamento da curva de ganho com o eixo 0dB.

A ideia é nao alterar as curvas de Bode na regido de frequéncias relevantes que
caracterizam o comportamento transitério do sistema.

IG(jw)]
[dB) A

=4
-

X O
Atrasador — -

Figura 8.42: Exemplo de projeto de compensador atrasador de fase para me-
lhoria do K.

8.9.3 Exemplo de projeto tipico de controlador classico

O objetivo desta secao é apresentar um projeto simples & luz de especificagoes
frequentemente utilizadas na pratica.

Considere um processo modelado pela fungao de transferéncia

Gp(s) = 58 (8.288)
1
= (8.289)

que deve satisfazer, em malha fechada com realimentacao unitéria, as seguintes
especificacoes:

1. e(o0) = 0 para entrada degrau r(t)
2. Mp =16.3% (sobressinal)
3. t, = 1s (tempo de subida)

4. K, =10
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em que e(t) = y(t) — r(t).
Passo 1: Caso o modelo nao apresente polo em s = 0, é interessante incluir

um integrador da malha para se ter e(co) = 0. No exemplo, como Gp(s) é do

tipo 0, o controlador devera incorporar o termo G1(s) = %

Passo 2 Ajuste de Mp e t, mediante uso de compensador lead.

Assumindo-se que serd utilizado o conceito de polos dominantes, deve-se ter
1. Mp=20% = £ =05

-1
2. wy = % = 2.42rad/s

Portanto, os polos de malha fechada devem estar localizados em Sgesejado =
—Ew, Fwpy/1 — €2 ou seja, —1.21 + 52.09.
Um método é utilizar o LGR, conforme ilustrado na figura 8.43, em que se

Im[s] ) Im[s]
Polos £=0.5 A Polos £=0.5
dominantes __ dominantes ___
desejados desejados —)

(-1.21+j2.09) g (121+2.00) 7

Re[s]

Figura 8.43: Exemplo de projeto utilizando LGR.

realizaram dois projetos

s+1

s+ 1.6

Um outro método para projetar o compensador lead é o algébrico.

Para Mp = 16.3%, verifica-se que a margem de fase deve ser v = 52°, ou seja,

a curva de Bode de fase deveria estar a —180° + 52° = —128° para w,, tal que
|G1(jwn)Gp(jwn)| = 1.
Porém £Gi(jw,)Gp(jw,) = —157°, de forma que, para chegar a —128°, é

necessario somar 157 — 128 = 29°.
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Para se ter uma margem de folga, escolhe-se 29° 4+ 5° = 34° para ¢.paz, que
leva a o = 0.28, T'= 0.78, ou seja,

0.78s + 1

32Tz 292
Gays 0215+ 1 (8.292)
s+1.3
— 122 2
s+4.7 (8.293)

Como mencionado anteriormente, em vista da utilizacao de métodos que en-
volvem heuristica, é necessario que seja feita pelo menos uma avaliacao do
projeto através de uma simulacao ou, preferencialmente, investir em uma va-
lidagao junto ao processo fisico propriamente dito.

Passo 3 Ajuste do K, usando compensador lag. A constante de velocidade
K,, até esta etapa (processo+integrador+lead G2/2), é dada por

K, = é%SGl(S)G2/2(S)GP(S) (8.294)

17.07(s +1.6) 1
= = 8.295
s (s+34) s+1 ( )

= 33 (8.296)

Logo, um possivel compensador lag é um filtro passa-baixa nas proximidades
de w ~ 0.1 com ganho de 10/3.3 = 3.0.

Adotando-se ganho de 4, o compensador lag é dado por

s+ 0.1

=_- " - 8.297
s+ 0.033 ( )

3
O desempenho do controlador cascateando G1,Gy/o, G3, pode ser visto na
figura 8.44.
Nota-se na figura 8.44 o efeito comparativo dos zeros introduzidos pelos com-
pensadores G/ € G-

O compensador GG5/3 supera o desempenho especificado, gragas a significativa
margem de folga na escolha de ¢pqz-

8.9.4 Preditor de Smith

O preditor de Smith é utilizado para controle de sistemas com atraso de trans-
porte.

Considere a tarefa de projetar um controlador G¢(s) para um processo com
atraso Gp(s) = G(s)exp(—T's), conforme a figura 8.45.

A ideia é projetar o controlador G x (s) como se nao houvesse o atraso, ou seja,
como se a planta fosse descrita apenas pelo fator G(s) (sem e~7¢).




286 Engenharia de controle

Comparagéo entre 2 projetos diferentes de compensador “lead”

1.4 T T
G (s)=7.07 10
12f & e s34
R/ A o
0.8 \
= +1.3
> G.(s)=12.2
06 ®) +4.7
0.4 G(5)=5.57 s+1.0
5)=
¢ 5+2.5
0.2
0
0 2 3 4 5 6
tempo [s]

Figura 8.44: Comparacao do desempenho do projeto do controlador com dois
diferentes compensadores lead.

r
] u T y
e

Ge(s) G (s)
r Gp(s)

Figura 8.45: Exemplo de uma planta que possui atraso de transporte.

Quaisquer métodos podem ser utilizados para fazer o projeto do Gx(s).
A safda correspondente seré denotada Y (s).

Nota-se, inicialmente, que

Y(s) = G(s)U(s) (8.298)
= G(s)U(s) +G(s)e T*U(s) — G(s)e 15U (s) (8.299)
= G(s)e T°U(s) + (1 — e TG (s)U(s) (8.300)
Gp(s)
= Y(s)+ (1 - e T5HG(s)U(s) (8.301)

e, portanto, é possivel obter §(t) a partir de y(t), requerido pelo controlador
Gx(s), mediante o uso da parcela de predicao (1 — e~ )G (s)U(s).

Esse termo ¢ facilmente determindvel, caso se conheca o modelo da planta.

A estrutura do controlador G¢ com o mecanismo de predicdo pode ser vista
na figura 8.46.
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r—t?i 6o [ Gl —1
r—t?_i» gx(s) L’G(s)éh V —y>

BELgys G sH—G (5)sT Y,
|—‘ ,+

(1-&%)6(s) >
rolador G(s) v

Figura 8.46: Estrutura do controlador empregando o conceito de preditor de
Smith.

Na figura 8.46, verifica-se que

Uls) = Gx(s)E(s) (8.302)
E(s) = R(s)—Y(s) (8.303)
Y(s) = Y(s)+ (1 —e TG(s)U(s) (8.304)
ou seja,

Us) = Gx(s) [R(s) —Y(s)— (1 —e—TS)G(s)U(s)] (8.305)
e (S)Cif(_s)e e R~ V) (8.306)

_ Gx(s) V(s
1+ Gx(s)G(s) — Gx(s)e T°G(s) [R(s) =Y (s)]  (8:307)

Gp
Gx(s)

T o1+ Gx(s)G(s) — Gx(s)Gp(s) [B(s) =Y (s)] (8.308)

O controlador baseado no preditor de Smith possui, portanto, a forma

Gx(s)

Gl = T Gx )60 - Cx (G

(8.309)

em que Gx foi projetado desconsiderando o atraso e~ 1%,
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E importante ressaltar que o preditor de Smith depende da disponibilidade de
um modelo acurado da planta para produzir bons resultados.

8.10 Curvas de terceira ordem

Assim como no caso de sistemas de segunda ordem os projetos podem ser
baseados nos parametros £ e w,, projetos de sistemas de terceira ordem nor-
malizados na escala de tempo podem ser realizados empregando graficos no
plano.

Os sistemas gerais de terceira ordem necessitam de trés parametros, a1, as e
a3 para a sua caracterizagao

d3y d%y

dy
PrE} +a1—= o7 + ag—

o +asy=u (8.310)

mas graficos no plano permitem manipular apenas dois.

Assim, fazendo-se a transformagao

t =

8.311
= (5.:311)

tem-se que

\/7 +a1\/7d 2+ag\/> +a3y = u (8.312)

d3y a; d?y as dy 1
— + = —u (8.313)
dr?®  a d7‘2 3/, d a

vas 3

B1

Essa transformagao corresponde a uma mudanca na escala de tempo.

Os polos na nova escala de tempo 7 sao obtidos de

3 ar o az

+ s2+ s+1=5+F1s°+Ps+1 = 0 (8.314)
Yas (3a3)2

Agora o modelo estd parametrizado com dois valores (31 e B2 (ressaltando que
a escala de tempo foi alterada).

Utilizando o critério de Routh-Hurwitz, a condicao para estabilidade é, no
caso, f1 > 0, B2 > 0 e B18 > 1, de modo que a regiao de interesse do plano
{1, B2} é o primeiro quadrante ou, mais especificamente, acima da hipérbole
descrita por By = 51_1
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Pode-se implementar um programa de computador que permita tracar o lugar
geométrico dos pares (01, B2) tal que a percentagem de sobressinal é constante,
como a vista na figura 8.47, por vezes referido como curvas de Vyshnegradski
(ILA. Vyshnegradsky, I.A. On regulators of direct action, Izvestiya St. Peters-
burg Technological Inst. (em russo), v.1, 1877).

P

40%

5 Mp=10%
4

3

2 Regidao

f Estavel

0.5 1 15 2 25 3 35

Figura 8.47: Curvas de terceira ordem. Escolhendo-se o tempo de subida
normalizado ¢, e o sobressinal Mp, obtém-se os valores de (31 e 35 requeridos.

Exemplo: Projeto de um compensador cascata

Considere o projeto de um compensador avancador de fase para um processo
do tipo 1

s+ a 1

s+b s(s+2) (8:315)

Gua =

As especificacoes de desempenho sao o sobressinal de 20% e tempo de subida
de 1s.

Na figura 8.47, tome-se o ponto 51 = 4.3 e 82 = 2, que corresponde a Mp =
20% e r, =4.5s.

A equagao normalizada é, portanto,
d3y

ﬁ‘i‘ﬁl

d%y

d
ﬁ—l-ﬁzdi;—l-lyzv (8.316)
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Como se deseja t, = 1s, deve-se fazer uma mudanca na escala de tempo
T = 4.5t, 0 que leva a
&y +43><45d2 +20><(45)2dy+1><(45)3 = (8.317)
73 dr? 2 dr oY= ‘
d3y d%y dy
Y 1 194%Y 1 405Y 1011 8.318
as e g T (8.318)

Necessita-se, portanto, ajustar K, a e b de modo que o denominador de
% K(s+a)
3+ (240)s2+ 20+ K)s+ Ka

seja idéntico a 8.318. Deve-se, a posteriori, verificar se a influéncia do zero
torna o projeto inadequado.

Gur = (8.319)

Resolvendo-se o sistema de equacoes

2+4b=19.3 (8.320)
2% + K = 40.5 (8.321)
Ka=91.1 (8.322)

obtém-se o resultado desejado, a = 15.9, b =173 e K =5.7.

Exemplo: Projeto de um controlador PID

Considere o ajuste de ganhos de um controlador PID para o processo sil? com
as mesmas especificacoes do exemplo anterior Mp = 20% e t, = 1s
Kps? +Kps+K; 1
Gpp = 2pE AP TR (8.323)

s(s + 20) s+1

em que o termo s + 20 é introduzido para tornar o controlador realizavel.
Manipulagoes simples permitem obter o denominador da funcao de transferén-
cia de malha fechada

Apra =53+ (21 + Kp)s® + (20 + Kp)s + K7 (8.324)

Como as especificagoes sao as mesmas do exemplo anterior, o denominador
desejado é 8.318 e, portanto,

21+ Kp =19.4 (8.325)
20+ Kp =405 (8.326)
K;=91.1 (8.327)

resultando Kp = 20.5, K; =91.1 e Kp = —1.6.
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8.11 Otimizacao de controladores

Uma forma de aferir o desempenho de um sistema é através da utilizagao de
uma funcao do tipo custo ou de retorno.

Em problemas de otimizacao, as fungoes custo sao minimizadas, enquanto
as de retorno sao maximizados. Por exemplo, o gasto com combustivel deve
ser minimizado através de ajustes apropriados dos pardmetros do sistema,
enquanto a eficiéncia deve ser maximizada.

Outras fungoes podem representar o tempo dispendido para se completar uma
tarefa preestabelecida, a produtividade do processo, a variancia do sinal de
saida em torno de um valor desejado etc.

Em principio, a otimizacao pode ser aplicada a vérios tipos de controladores,
mas aqui os métodos serao ilustrados para o caso PID, em que serao buscados
os valores 6timos de (kp, ki, kq).

Caso a otimizagao fosse aplicada ao projeto de um compensador avangador de
fase, os valores étimos buscados seriam de (K, «,T') da expressao

Ts+1

—_— .32
als+1 (8.328)

GLead =

sujeito a restricao 0 < o < 1.

O problema genérico de otimizagao no R™ consiste em obter um ponto w* €
R"™ que minimiza uma funcao J : R® — R, enquanto satisfaz restricoes de
igualdade caracterizadas por h; : R" — R e de desigualdade g; : R" — R,
1=1,...mrej=1,...mp:

Ungl%R%J(w) (8.329)
sujeito a

hi(w) = 0 (8.330)

gi(w) < 0 (8.331)

O ponto w que minimiza J(w) e satisfaz as restri¢oes é denotado w* (ponto
de 6timo).

Por exemplo, considere o problema de otimizar um controlador PD e para isso,
tome-se como a varidvel a ser otimizada w = (ky, kq) e escolha como a fungao
J a ser minimizada

T(w) = /OOO le ()| dr (8.332)

em que e(t) = r(t) — y(t)|(kp ka)» OU seja, o erro acumulado de rastreamento

de r(t) obtido quando se usa o controlador PD com os parametros (ky, kq).
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Caso seja de interesse, podem ser acrescentadas restrigoes, como
e(0) = 0 (8.333)
t, < 1s (8.334)
que significam, respectivamente, erro nulo em regime permanente e tempo de
subida abaixo de um limite.

Observa-se que nao é necessario considerar o problema de maximizacao (por
exemplo, da eficiéncia e da produtividade), pois

J,relﬁ}bj(w) = —lrvrg%@(](w) (8.335)
w* = arg (WI%£7LJ(w)>:arg (wrggﬁ{ng](wn (8.336)

Aqui serao apresentadas, por ora, 3 diferentes classes fungoes objetivo J:

1. Compromisso entre algumas caracteristicas notdveis de respostas, por
exemplo,

J(w) =t + pM, (8.337)

que busca reduzir o tempo de subida ¢, com pouco sobressinal M,. O

fator peso p indica qual a importancia relativa que se deseja atribuir a
M,,.

2. Erro acumulado na tarefa de rastreamento de uma dada referéncia, ja
apresentado em 8.332, chamado de critério TAE (integral of the absolute
error).

As outras formas andlogas sao

J(w) = /Oooe(T)?dT (8.338)
J(w) = /OwT]e(T)]dT (8.339)
J(w) = /OOO re (r)2 dr (8.340)

denominadas respectivamente, ISE (integral of the square error), ITSE
(integral of the time weighted absolute error) e ITSE (integral of the time
weighted square error).

E importante ressaltar que minimo nao é sinénimo de pequeno e o de-
sempenho do sistema otimizado pode ser insatisfatério. Além disso, é
importante mencionar que o sistema fisico pode apresentar restricées que
limitam o seu desempenho. Por exemplo, nao é possivel obter o desem-
penho de um carro esportivo a partir de um caminhao de carga, mesmo
com um excelente ajuste do controlador.
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8.11.1 Sintonizacao de controladores

Os controladores possuem parametros que devem ser ajustados, como os ga-
nhos kp, k; e kp de um controlador PID.

Nesse moédulo serao apresentados dois enfoques:

o Satisfagdo de restrigoes (ou de Zakian): consiste em obter valores para o
parametro © de modo que as especificacoes representadas por restricoes
sejam satisfeitas. Por exemplo, Mp < 20 e t,. < 2s

e Otimizacao paramétrica: consiste em obter valores para o parametro ©
que minimizam (maximizam) funcoes de custo (de retorno). Por exem-
plo,

oo 9
) t)* dt
guin |, o0

em que eg(t) é o erro de rastreamento quando o parametro utilizado é 0.

O critério ITAE

Para o critério de otimizacao ITAE, e assumindo o termo livre do denominador
wk, a funcio de transferéncia alvo de malha fechada é da forma

k

=5t (8.341)

T(s)

e, para k = 2,3 e 4, os valores étimos ja calculados para os coeficientes sao

Py(s) = s +1.40w,s+ w? (8.342)
Py(s) = s34 1.75w,s% +2.15w?s +w? (8.343)
Py(s) = s'4210w,s>+3.40w2s> +2.70w3s+wi  (8.344)

Exemplo

Considere um processo descrito pela funcao de transferéncia

1

Gls) = Ks(s +1)(s+2)

(8.345)
a ser controlado em malha fechada por uma realimentacao tacométrica M (s) =
14+ As. A fungao de transferéncia de malha fechada é

G(s)
1+ G(s)M(s)
K

= .34
3432+ 2+ K\N)s+ K (8:347)

T(s) (8.346)
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Assumindo que se deseja utilizar o custo ITAE, utiliza-se a expressao 8.343
para o denominador desejado (s3+1.75 w;,s?+2.15 w2 s+w3 ), obtém-se igualando-
se os coeficientes que

3=1.75w, (8.348)
2+ K\=215 (8.349)
K=u (8.350)

cuja solugao é K = 5.038, w, = 1.714 e A = 0.099.

Casamento de modelos

Uma forma interessante de ajustar controladores é construir modelos de refe-
réncia (por exemplo, de segunda ordem com £ e w, desejados) e utilizar um
algoritmo de otimizacao para ajustar os parametros do controlador minimi-
zando o custo de descasamento J =[5 [e(t)] dt.

Caso e(t) convirja para 0 no esquema ilustrado na figura 8.48, ter-se-4 obtido
sucesso em casar o modelo de referéncia através da combinacao do controlador
e do processo.

o . IModelo X
Xm = ‘:\.n?‘-m T nlllr
T < =3
— —»
u Processo Xp
® Controlador —® Xp - f(Xp.U)

I

Figura 8.48: Um esquema de controle baseado em modelo de referéncia

Porém, em geral, o casamento perfeito é inexequivel, de modo que se estabelece
uma tolerancia, por exemplo, da forma maz{e(t)} < tol.

Em principio o método nao se limita a processos lineares e o controlador pode
ser de variados tipos, inclusive nao lineares.

Lembrar, porém, que J minimo nao significa que o descasamento é “pequeno”,
ou seja, deve-se sempre verificar o desempenho obtido.

8.11.2 Observagoes sobre otimizagao

1. O Apéndice K apresenta alguns dos métodos mais populares de otimiza-
¢ao no R".
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2. Nota-se que nao é necessario estudar o problema de maximizagao pois

in J(0) = - J(O
IO = eI

correspondendo ao mesmo ponto estacionério 0*

0*eR™

= arg <max J(G))

0" = arg < min J(9)>

0* R

3. Dependendo das formas das fungoes J, h e g, o problema de otimizagao
pode ter uma solugdo, varias solugoes ou nenhuma solucao. A figura
8.49 ilustra algumas das possibilidades aplicadas & otimizacdo no R':

e A: Fungao diferenciavel, sem restricoes sobre o valor de 6. Uma
condigao necessaria é J' = 0.

e B: Funcao nao diferencidvel, mas que possui ponto de minimo.

e C: Funcao descontinua que possui ponto de minimo.

e D: Funcgéao diferencidvel que nao possui ponto de minimo.

e E: O ponto de minimo ocorre na fronteira do conjunto vidvel que é

fechado.

e . Existe o ponto de infimo, mas esse nao pertence ao conjunto
viavel que é aberto nesse ponto.

J(6%)

lJ(e)

T

0" >0 9

Figura 8.49: Algumas situagdes encontradas em problemas de otimizagao.
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4. Teorema de Weierstrass: Seja ® C R" e J : 0 — R. Se J é semicontinua
inferiormente e 8 é compacto em R"”, entao existe 0* € R™ tal que

J(07) = min J(8)

Prova em (APOSTOL, 1969).

5. Varios pacotes computacionais de otimizacao sdo disponiveis no ambi-
ente MATLAB, Scilab, GNU Octave e SciPy (Python), entre muitas
outras opcoes.

8.11.3 Método das desigualdades de Zakian

O método de projeto de controladores proposto por Zakian consiste em ex-
pressar as especificacoes de desempenho em termos de desigualdades a serem
satisfeitas pelas grandezas envolvidas, quando o controlador encontra-se sin-
tonizado adequadamente.

Por exemplo, se o controlador é do tipo PID, como ilustrado na figura 8.50,
a tarefa seria de obter valores adequados para kp, k; e kp, de modo que
desigualdades do tipo

g1 (kp,kr,kp) = tempo de subida < ¢"%* (8.351)
g2 (kp,kr,kp) = erro de regime < €™ (00) (8.352)
g3 (kp,kr,kp) = sobressinal < Mp®* (8.353)
94 (kp,kr,kp) = margem de fase > M Fmin (8.354)

R(s) 4 E(s) U(s) Y(s)

‘.?_‘ PID — Gp(s)

Figura 8.50: Ajuste de Controlador PID

O projeto de controladores pelo método das desigualdades de Zakian requer
a solucao de um problema de encontrar um ponto vidvel, ou seja, aquele que
satisfaz as restrigoes.

Analogamente ao caso da formulacdo do problema de otimizacao, assume-se
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que as restricoes sao colocadas na forma

g1(01,02,...,04) < (8.355)
g2(01;02,...,04) < (8.356)
9, (01,01,...,8,) < 0 (8.357)

Diferentemente do problema de otimizacdo, nao se busca minimizar alguma
funcao de custo como o tempo de resposta, consumo de energia, erro de regime
etc.), mas apenas encontrar um ponto que satisfaz todas as restrigoes.

Um método de busca bastante similar aqueles utilizadas em problemas de
otimizagdo é o das fronteiras mdveis (Zakian, V. e Al-Naib, U. Design of
dynamical and control systems by the method of inequalities. Proc. IEE, v.
120, n. 11, p. 1421-1427, 1973).

Escolhendo-se no passo k = 0 um valor genérico de 0g, as restricées g; podem
nao estar satisfeitas.

A busca é realizada de modo iterativo,

Okt1 = Opq1 + hy

em que h aponta para o interior da regiao viavel relaxada na iteracao k-ésima,
até que se obtenha ¢g; < 0 parai=1,2,....p.

g2.0)= el <dl g,(0) =cy

Fronteiras
Relaxadas

Figura 8.51: Iteragoes no método das fronteiras méveis.
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O objetivo primordial em projetos de controladores é que as especificagoes
propostas sejam atendidas. Caso as especificagoes possam ser colocadas na
forma de um sistema de desigualdades, métodos numéricos de constraint
satisfaction podem ser utilizados. Havendo grau de liberdade suficiente,
pode-se escolher a melhor estratégia de controle mediante a minimizagao de
uma fungao custo (ou maximizagao do retorno).

8.11.4 Controle antecipatorio ou feed forward

A ideia central é alimentar as informacoes sobre o sinal de referéncia R(s) a
frente do controlador da malha fechada, geralmente somando-se alguma acao
diretamente no atuador V(s) = Grr(s)R(s), conforme ilustrado em 8.52

Feed Forward

Ge(9)

v

R(s) +— E(s) Y(s)

GF(S) To

Figura 8.52: Controle antecipatdério tipico.

Gc(s)

Se o modelo do processo é Gp(s) e o controlado da malha é G¢(s), entdo o
efeito de um controlador antecipatério (feed forward) é caracterizado por

28 N 152622,: 1?55510 (8.358)
- Gcfigféz% (8.359)
Se fosse possivel fazer Gpp(s) = 051(8)7 tor-se ia
;8 - Gcfigfél?% (8.360)
- G"fiéﬁfﬁ (8.361)
B % (8.362)

- (8.363)
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A solugdo consiste, portanto, em utilizar uma aproximagao para G;l para
uma faixa de frequéncias, fazendo-se

Grr(s) = Gp'(8)Gaux(s) (8.364)

de modo que GFrr(s) seja realizdvel.
Uma possivel escolha para Ggyuz(s) é

ap

Boug = ————

(8.365)

em que « e p sao parametros a serem escolhidos pelo projetista.

Na pratica o ganho de Gpp(s) é reduzido para evitar sinais v(t) excessivos.

Exemplo

Seja o processo modelado pela funcao de transferéncia

Gr(s) = - L

oD (8.366)

e o controlador proporcional G¢o = K.

O valor de K = 1.177 foi ajustado de modo que, sem o compensador Grr, a
resposta degrau apresentasse um sobressinal de 20%.

Escolheu-se & = 10 >> 1 e p = 2, obtendo-se Gpr(s),

s(s+1) 102
1.177 (s + 10)?

Grr(s) = (8.367)

de modo que haja pouca influéncia em baixas frequéncias.

A figura 8.53 apresenta a resposta degrau em que se observa, com a presenca
do Grr(s), significativa reducao do tempo de subida com reduzido sobressinal.

8.11.5 Pré-filtro

Como indica o préprio nome, a fungao do pré-filtro é reduzir ou realcar com-
ponentes de certas frequéncias presentes no sinal de referéncia R(s).

Entre as varias possibilidades para o projeto do filtro estdao a atenuacao das
altas frequéncias presentes em variagoes bruscas de R(s), reducao da excitacao
de modos ressonantes indesejados e melhoria do desempenho realcando compo-
nentes apropriadas do espectro. Para ilustrar um possivel efeito do pré-filtro,
apresenta-se aqui um exemplo numérico.
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Efeito de Feed Forward

12
Pl Y A — ~—
081 \

L Com Antecipagéo
0.6 \ (Feed Forward)
0.4 H Sem Antecipacéo
02

tempo [s]

Figura 8.53: Efeito do controle antecipatério (feed forward).

R(s) 4 E(s) U(s) Y(s)

— GPP(S) GC(S) > G(s) [ »
Pré-Filtro -

Figura 8.54: Pré-filtro.

Exemplo

Y(s)
(s)

=<

Considere o caso em que relagao original Gprp(s) =

s+1

G A
wr(s) s24+0.755 + 1

(8.368)

que apresenta sobressinal de ~ 40%.

Com o intuito de se reduzir o sobressinal, deseja-se inserir, na entrada de
referéncia, um filtro Gpp(s) tipo bloqueia-banda (notch) para atenuar w,, =
1rad/s.

s + wns + (0.9wy)?

Grr(s) $2 + 2wy s + (0.9wy, )? (8-369)
s+ 5+ 0.9?

= - " 8.370

524+ 2s5+0.92 ( )

O resultado pode ser visto na figura 8.55, em que o sobressinal é drasticamente
reduzido, embora com alguma elevagao do tempo de subida.
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Pré-filtro

L/ Sem Pré-Filtro

Sosr \
061 Com Pré-Filtro

tempo [s]

Figura 8.55: Reducgao do sobressinal utilizando pré-filtro.

8.11.6 Controle posicast
Na se¢ao anterior foi apresentado um pré-filtro do tipo LTI caracterizado pela
fungao de transferéncia Gpp(s).

Porém o condicionamento do sinal de referéncia pode ser mais elaborado, en-
volvendo nao linearidades ou variagoes temporais.

R(S) [ seicad +— E(s) U(s) Y(s)
CE%{::;&QZO “?—. Gls) » G:(s) >

Figura 8.56: Exemplo de controle posicast.

Um exemplo é o caso do controle posicast (Smith, O. J. M. Posicast con-
trol of damped oscillatory systems. Proceedings of the IRE, v. 45, n. 9, p.
1249-1255, 1957.

Dada uma resposta a uma entrada degrau desejada de valor U, a ideia é ajus-
tar inicialmente a referéncia constante de modo que, no instante de pico tp, o
valor da saida y(tp) seja justamente U.

Nesse instante (tp), a referéncia constante é ajustada para U, de modo que o
o sistema entre em equilibrio.

Com esse método, é atingido o valor desejado sem incorrer em sobressinal.

A figura 8.57 apresenta uma comparagao entre os casos com e sem a utili-
zacao do controle posicast.
Convém ressaltar que o controle posicast é muito sensivel a erros de modelagem
e imprecisoes no instante de comutagao.
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Controle Posicast

. | i
I
i
0.8 } il
Sosl ‘: |
04+ i i
| Resposta 1 t, |
0.2 Posicast 1 /
0 1 1 1 I* 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 g 10
|
12 ! ]
|
1
e et |
08F i i
1
05+ ! |
I
04l A |02 |
02 chaveamento i |
0 | | I\ h 4 L L L 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
tempo [s]

Figura 8.57: Controle posicast com auséncia de sobressinal devido & manipu-
lacao do sinal de referéncia.

8.11.7 Algumas personalidades destacadas

Os resultados seminais no tocante a ferramentas para projetos de controlado-
res no dominio da frequéncia, agrupados no que alguns chamam de métodos
classicos, surgiram aproximadamente entre 1920 a 1950, incluindo o periodo
de esforcos de guerra.

Aqui sado apresentados alguns dos pesquisadores que contribuiram para o es-
tabelecimento desses métodos cldssicos, embora o nimero de personalidades
ilustres seja significativamente maior.

=r

»

‘% E &w
NI S8
e 1L

Hazen Bode Black

1927 Harold Stephen Black (1898-1983) utiliza realimentacao negativa para
reduzir a distor¢do em amplificadores. Black inventou, independentemente, o
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amplificador a realimentacao negativa, enquanto viajava no Lackawanna Ferry
do terminal de Hoboken a Manhattan.

1934 Harold Locke Hazen (1901-1980) torna popular o termo servomechanismo
através da publicacao: Hazen, H. L. Theory of Servomechanisms. J. Franklin
Inst., v. 218, p. 209-331, set. 1934. 1938 Hendrik Wade Bode (1905-1982,)
propoe a utilizacao da resposta em frequéncia e introduz as nogoes de margem
de ganho e de fase.

1947 Nathaniel B. Nichols (1914-1997) desenvolve a carta de Nichols para
projeto grafico de sistemas de controle.

1948 Walter Richard Evans (1920-1999) concebe o método do lugar geométrico
das raizes (LGR). Em 1965, Evans inventou o Spirule, que permitia tracar e
interpretar rapidamente os LGRs.

8.12 Exercicios

8.12.1 Exercicio: Efeito da saturacao de ganho

Qual o valor de M > 0 a partir da qual ocorre oscilagao sustentada? Deter-
minar também a frequéncia e a amplitude da oscilagado, caso ocorra.

0 1 0 0
x = |0 0 1|x+]| 0]|f (8.371)
0 -2 -3 —2
y = [100]x (8.372)
M se y>1
fly) = § My se |y <1 (8.373)

-M se y< -1

8.12.2 Exercicio: Tragado de trajetorias no plano de fase
Considere um modelo nao linear no espago de estados {z1,z2} dado por

i‘l = X9 (8.374)
to = —x1+ sign(xa — 1) (8.375)

em que

1 se £€>0

sign(§) = { 1 se i< (8.376)

Esbogar trajetérias tipicas no plano de fase.
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8.12.3 Exercicio: Relé com histerese

Esbocar trajetérias tipicas no plano de fase do sistema ilustrado na figura 8.58,
em que o relé de acionamento apresenta histerese.

AL
N E(s) v : U(SJ= 2 Y(s)

4 s +16

-

[

R(s)

o|
v+

Figura 8.58: Relé com histerese acionando um sistema de segunda ordem.

Repetir o exercicio para

U(s) T2 ts—2 (8.377)

8.12.4 Exercicio: Relé com histerese e zona morta

Esbocar trajetorias tipicas no plano de fase do sistema ilustrado na figura 8.59,
em que se utiliza um relé com zona morta e histerese, realimentado por um
filtro linear.

Esse problema é extraido de um projeto de orientacao de uma carga 1til de
foguete de sondagem utilizando bindrios obtidos por jato de ar comprimido.

P
k.
v

0.4
1+0.075s

Figura 8.59: Caso de um relé que apresenta simultaneamente histerese e zona
morta.
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8.12.5 Exercicio Computacional

Utilizando um software para simulacao digital, tracar trajetérias tipicas no
plano de fase

i = zty+aity (8.378)
= z—y—a’+y? (8.379)

8.12.6 Exercicio: Efeitos da quantizacao de sinais

Esbocar trajetérias tipicas no plano de fase para o sistema da figura 8.60, em
que o atuador apresenta quantizacao.

r=0 €

Figura 8.60: Nao linearidade do tipo quantizagao.

8.12.7 Exercicio: Servomecanismo com atrito seco e quantizacao da
saida

Esbocar trajetérias tipicas no plano de fase de um servomecanismo em que hé
presenca de atrito seco e o sensor de posi¢ao apresenta discretizagdo (como o
caso em que se utiliza um encoder). O diagrama de blocos do servomecanismo
é visto na figura 8.61.

8.12.8 Exercicio: Lugar geométrico das raizes

Considere um processo representado no espago de estados por

0 1 0 0
r = 0 0 1 |z+]|0|u (8.380)
—a -3 -2 1
y = [100]2 (8.381)

em que a > 0.
Esbocar o lugar geométrico das raizes para a variando de 0 a oo.




306

Engenharia de controle

Yo

Figura 8.61: Diagrama de blocos para o servomecanismo com atrito seco e
discretizacao do sensor de posicao.

8.12.9 Exercicios: Lugar geométrico das raizes - LGR

Esbocar o lugar geométrico das raizes para os varios processos apresentados
a seguir, assumindo que o pardmetro a ser variado de 0 a oo é o ganho K de

A(s) =1+ KG(s):

1.

G(s) = % 4;31)2
G(s) = 3(821+ 4)
60 -
Gls) =5z f)+(312 +4)
G(s) = 5(5:_11)
G(s) = (232f25j3) (s+3)
Gl = BV

s(s+1)

(8.382)

(8.383)

(8.384)

(8.385)

(8.386)

(8.387)

(8.388)
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8.
1

G = AT 055 A+ 51055 (8.389)

9. )
Gs)= ;1) (8.390)

10. ot
G(s) = 82((214)) (8.391)

11.

G(s) = K(s—1) (8.392)

(s24+2s+2) (s> +2s+5)

8.12.10 Exercicio: Ajuste de ganho

Ajustar K de modo que os sistemas, quando operados em malha fechada com
realimentacao unitéria, apresentem sobressinal de aproximadamente 16.3%
para entrada degrau, quando operado em malha fechada com ganho unita-
rio:

K (s+4)
s(s+2)(s+5) (s> +1.2s5 + 64.36)

G (s) = (8.393)

G (s) = K (52 +4s + 5) (8.304)
(s24+1)(s+4)(s+6) ’

8.12.11 Exercicio:

Observe a figura 8.62. Verificar se é possivel ajustar o valor de B, de modo
que o os ramos do LGR cruzem o eixo imaginario em 433

8.12.12 Exercicio: Controle de um Levitador Magnético

Considere o sistema de levitagao magnética, esquematizado na figura 8.63. As
equagoes que descrevem o seu comportamento dinamico sao:

i
Ld—z YR = v (8.395)
d%y i2
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Im[s]
L.,

Re[s]

7%

B 2 0

o -3

Figura 8.62: Ajuste da posicdo de um polo de malha aberta de modo que os
ramos do LGR passem por pontos predefinidos.

Assumir que R = 19, L = 10mH, m = 0.1kg, g = 10ms?, K = 1 Nm/A% e
a = 1. Linearizar o sistema em torno de y = yg = 5cm e obter uma lei de
controle v em funcao de z, de modo que, para pequenas perturbacées do tipo
degrau, Mp < 16.3%.

Fotodetetor

Figura 8.63: Um sistema que permite levitar uma esfera ferromagnética em
uma altura ajustavel.

8.12.13 Exercicio: Controlador para sistema com atraso

Considere um sistema industrial tipico, descrito pela funcao de transferéncia

e—s

T 10s+1

Gp(s) (8.397)
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Projetar um controlador G¢(s) tipo PI | juntamente com um preditor de
Smith, de modo que o sistema apresente 16.3% de sobressinal e um tempo de

pico de 5s.

8.12.14 Exercicio: Projeto de compensadores

O diagrama de blocos em 8.64 aplica-se a todos os itens deste exercicio. Pro-
por compensadores G¢ (s) para os varios processos Gp (s) de modo que as
especificagoes de desempenho sejam atendidas: K, > 15, e (00) = 0 se r (t) é
do tipo degrau, M, < 20%, t, < 0.5s e ty59) < 1.2s

R(s) +

U(s) Y(s)

ﬁ)& Gels) Gy(s) T

Figura 8.64: Um diagrama de blocos tipicos envolvendo um controlador cas-

cata.

Grls)=G3 oi;r(i +10)
Gp(s) = s2+0£.)65+9
Gp(s) = s(sl+ )
Gr (o) =
Gp(s) = T

10
(s+1)(s + 10)

(8.398)

(8.399)

(8.400)

(8.401)

(8.402)

(8.403)




310 Engenharia de controle

8.12.15 Exercicio: Expressao fechada para compensador avangador de
fase

Sabe-se que uma fungao de transferéncia G (s) é tal que para uma certa
frequéncia angular dada w,, tem-se

|G (jwe)| = M (8.404)

4G (jwe) =2 (8.405)

Assumindo que é fornecido um valor i > 0, obter expressoes para ag, a1, by e
b1, de modo que o compensador avancador de fase

ais+ ap
= — 4
Gols) =3 (8.406)

seja tal que, em w,, o sistema compensado apresente a margem de fase (MF)

de 7, ou seja,
G (jwe) G (jwe)| =1 (8.407)

£Ge (jwe) G (jwe) = n — 1807 (8.408)

Observacao: Uma possivel resposta é:

Ja
- ya 4
ag - (8.409)
o = b (8.410)
(0%
by = 1 (8.411)
o= YO (8.412)
We
em que
.
a = 0% (8.413)
1+singp

0 = n—1—180° (8.414)
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