Parte 11

Modelos de sistemas dinamicos
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Modelos dinamicos

“All models are wrong, but some are useful.”

— George Box

Modelos sao representagoes das caracteristicas essenciais do fenémeno em es-
tudo. Por exemplo, maquetes podem ser utilizadas por arquitetos para estudar
uma nova obra. Um farmacologista pode usar o camundongo como modelo
para estudar os efeitos de um novo medicamento. Um pintor pode utilizar
bonecos articulados como modelo para compor um novo quadro.

Considerando o objetivo deste livro de tratar a andlise e o projeto de sistemas
de controle de modo quantitativo, os modelos requeridos sao do tipo matema-
tico.

Os modelos matematicos utilizados aqui sao predominantemente aqueles cons-
tituidos por equagoes diferenciais ordindrias deterministicas de dimensao finita
e invariantes com o tempo.

Porém, na pratica, os sistemas fisicos podem apresentar fenémenos tais como
nao linearidades, variagoes espacialmente distribuidas, atrasos nas respostas,
perturbagoes aleatdrias e parametros que variam com o tempo, entre outras
possibilidades.

Logo, algumas simplificacbes podem ser necessarias:

1. Sistemas em que as grandezas de interesse dependem simultaneamente
do tempo e a posicao no espaco, modeladas por equagoes diferenciais
parciais, sao aproximados por modelos com parametros concentrados.
Por exemplo, as tensdes v(t, z) e correntes i(t, x) para cada posigdo x ao
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longo de uma linha de transmissao em cada instante ¢ sao dadas por

0 0 . .

gt b®) = —Lypita) - Rilt.z) (3.1)
) 0

%Z(tyx) = _Cav(t?x) - GU(t,fL’) (32)

em que R [Q/km], L [mH/km], C [nF/km], e G [uS/km] sao res-
pectivamente a resisténcia, indutancia, capacitancia e condutancia por
comprimento do segmento da linha. Uma aproximacao seria cascatear
vérios médulos (R, L, C, G) de parametros concentrados, cada uma mo-
delando, por exemplo, 1 km da linha.

Quando as frequéncias envolvidas de v e ¢ sdo baixas, o comprimento de
onda pode ser muito maior que o comprimento da linha, caso em que v
e 1 seriam iguais em qualquer trecho da linha.

Figura 3.1: Aproximagao por um modelo de parametros concentrados.

Em casos de processos que envolvem vibragao, é frequente o uso do
método de decomposicao em modos.

No caso mais simples de uma viga homogénea engastada em um extremo
e livre no outro, o movimento é descrito por

%y(t, x)

o*y(t, x)
ot2

EI
ozt

=—pA (3.3)
em que E é o médulo de elasticidade, I o momento de inércia, p a
densidade do material da viga e A a area da seccao transversal. Os

modos de vibragao, nesse caso, podem ser vistos na figura 3.2.

. Quando o modelo do sistema varia com o tempo, os parametros da equa-

cao diferencial também variam com o tempo. Se a variagao é periddica e
de frequéncia elevada, podera ser utilizado o modelo médio. Um exem-
plo é o caso de fontes chaveadas, em que a frequéncia de chaveamento
¢ muito maior do que as constantes de tempo do restante do circuito.
Em um outro processo, a variacao pode ser muito lenta em comparagao
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Figura 3.2: Estudo de modelos a parametros distribuidos mediante decompo-
sicao de modos. No caso, modos de vibragao de uma viga engastada

com a dinamica das variaveis de interesse, podendo-se utilizar um mo-
delo congelado. Por exemplo, o atrito em mancais de maquinas rotativas
tende a crescer com o tempo, mas esse processo €, em geral, muito mais
lento do que a dinamica do eixo do rotor.

3. Atrasos no tempo levam a equagoes diferenciais do tipo

x = f(x(t),x(t - 1T)) (3.4)
x(1) =xo(r) 7€ [-T,0] (3.5)

que significa dimensao infinita (deve-se fornecer xo(7) em infinitos valo-
res de 7). Quando for possivel utilizar a transformada de Laplace (siste-
mas lineares invariantes no tempo), tem-se que L[f(t — T| = e T F(s),
que pode ser tratado de modo relativamente simples.

3.1 Modelos de tempo continuo

Uma vez que os sistemas fisicos de interesse envolvem grandezas que variam
com o tempo, os modelos buscam expressar essa caracteristica de modo direto
ou indireto através da utilizacao de parametros que representam o tempo.

Na prética sao utilizadas as equagoes diferenciais no caso de modelos de tempo
continuo (y(t),t € R) e equagdes a diferencas no caso de tempo discreto
(y[k], k € N) em que y = h(x).

3.1.1 Equagoes diferenciais ordinarias

Os modelos de tempo continuo estudados neste livro sao representagoes ba-
seadas em equagoes diferenciais ordinarias (EDO), ou seja, as grandezas de
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interesse evoluem no tempo t conforme

dy  dy
— .., —,y,u,t) =0, 3.6
(L ) (36)
em que y é a saida, u é a entrada, t é o tempo e F' alguma fungdo que busca
descrever o comportamento do sistema. (OBS: Para simplificar a notagao, y e
u sdo assumidas pertencerem a R) nesta Segao.

O sistema ¢é dito ser linear se a funcao F' assume a forma particular

d" a1t d

2V al(t)w_‘? NI an_l(t)dit/ Fan(t)y —bo(tu(t) =0 (3.7
ou seja, dky/dtk, k=0,1,...,n nao estao multiplicados entre si e nem partici-
pam como argumento de fung¢oes que nao sejam da forma f(§) = a& + 3, com

a e f € R. Por exemplo f(£) =sin(§), f(§) =log(§) e f(§) = &9 com q # 1.

Caso os parametros ag(t), k = 1,2,...,n nao dependam explicitamente de ¢,
ou seja, ai, ..., a, sa4o numeros reais, os sistemas sao denominados LTI (Linear
Time Invariant).

As vezes, sistemas invariantes no tempo sao referidos como sendo sistemas
autonomos.

dny dnfly dy
—+4a et ap_1— +any = u(t 3.8
T T g A F any = u(t) (3.8)
~ . . . . d am
Ressalta-se que a equacao 3.8 poderia incluir também termos do tipo Fr, ..., G

caso em que se teria um novo u(t) constituido da combinagao desses.
Uma notagao muito usada para simplificar a escrita é usar ¢ no lugar de %,

2 n .
1 no lugar de ZTQ e y(™ no lugar de %, ou seja,

dy d*y -1y _ A"y ) _ 4"y
T = : =—= (3.9
y= 5 =3 Py prres T (39)
de modo que a expressao 3.8 pode ser reescrita mais compactamente
v+ ay™ Y 4t an syt an ol an1d + any = u (3.10)

Os modelos, tanto os de tempo continuo quanto os de tempo discreto, podem
ser obtidos através de dois enfoques principais:

e o de caixa branca (ou transparente); e

e 0 de caixa preta (ou caixa opaca).
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No caso de enfoque caixa branca, admite-se que sao conhecidas as leis fisicas
que regem o comportamento do sistema que se encontra no seu interior (por
exemplo, Leis de Kirchhoff, Lei de Newton, principio da minima agao, equacgao
de continuidade, conservagao da energia etc.)

No caso de enfoque caixa preta, busca-se obter o modelo a partir dos registros
dos sinais de entrada e da saida do sistema (caixa) (por exemplo, uma sequén-
cia de pares entrada-saida {u[k], y[k]}r=12, . obtidas com a utilizacdo de um
equipamento digital para aquisi¢ao de dados).

O procedimento para obter modelos utilizando o enfoque caixa preta é cha-
mado, usualmente, de identificacdo. Na pratica é comum o emprego de méto-

. Ajuste buscando @ Leis
Q@. consisténcia . ) Fisicas
1 .
. )

v

.
Entrada Saida Entrada N Saida
------- - Caixa Branca 1------#=

Figura 3.3: Enfoques para obtencao de modelos matematicos.

dos hibridos, em que se combinam os enfoques de caixa preta e de caixa preta,
as vezes chamado de caixa cinza (ou translicida). Por exemplo, a luz dos co-
nhecimentos das leis fisicas, pode-se conhecer a estrutura do modelo buscado,
mas os seus parametros sao determinados a partir de registros de entrada e
saida (no caso, mediante identificacdo paramétrica).

Antes de apresentar alguns métodos de modelagem, é interessante mencionar
duas frases encontradas no livro Luyben, W.L. Process Modeling, Simulation
and Control for Chemical Engineers. McGraw Hill, 1989:

1. The simplest control system that will do the job is the best.

2. You must understand the process before you can control it.

Este livro busca tratar o problema de projeto de controlados utilizando
métodos quantitativos, de modo que é imprescindivel a disponibilidade de
modelos matematicos. Os modelos matematicos predominantes nesta obra
sao do tipo Equacoes Diferenciais Ordinarias lineares e invariantes no tempo,
obtidos eventualmente por aproximagoes de modelos mais gerais.
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3.2 Modelagem usando leis fisicas

Nessa secao serao explorados alguns métodos de modelagem utilizando o en-
foque “caixa branca” utilizando leis fisicas bem conhecidas.

3.2.1 Leis de Kirchhoff

Exemplo: Circuito de Sallen-Key

Considere o circuito apresentado na figura 3.4, que possui dois armazenadores
de energia (2 capacitores) e cujo modelo pode ser obtido utilizando-se as Leis
de Kirchhoff (vide, por exemplo, (DESOER, 1969)).

Figura 3.4: Circuito de Sallen-Key.

Segundo a Lei de Kirchoff para correntes, tem-se que
i1 —ig—i3 =0 (3.11)

Pela Lei de Kirchoff para tensoes, e lembrando que a entrada de corrente em
um OpAmp (Amplificador Operacional) é quase zero, em face ddesua impe-
déancia elevada de entrada, e também que a diferenca de potencial entre os
seus terminais + e - é negligencidvel em face do seu elevado ganho, obtém-se
o conjunto de equacoes

1
—u+ Riy + Ris + §y =0 (3.12)
—vg+uv1+y = 0 (3.13)

1
—vy+Ris+-y = 0 (3.14)

2
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O comportamento tensao-corrente dos elementos do circuito é descrito por

i» = Cin (3.15)
i3 = C% (3.16)

e, portanto, combinando as equagoes 3.12 e 3.11, obtém-se

1

Ri1 + Rig + §y = u (3.17)
1

R (ig +i3) + Ris + iy = u (3.18)
1

RCU1 + RCy + §y = u (3.19)

Combinando-se as equagoes 3.11 a 3.19, pode-se escrever

i C 1

R (CRCg - 2y> +ROj+ Sy =u (3.20)
e a equacao diferencial que descreve o circuito da figura 3.4 pode ser colocada
na forma padrao

R2C%j+ RCy+y =2u (3.21)

Esse circuito é um filtro de segunda ordem muito utilizado na pratica e cujo
comportamento podera ser mais bem estudado apds o capitulo sobre resposta
em frequéncia.

Um fato importante na obtencao desse modelo é que nao foi considerada a
possivel saturagdo do OpAmp. Por exemplo, se a alimentagdo do OpAmp for
de £15V, nao é conveniente que a saida y se aproxime desses valores.

3.2.2 Modelagem usando o conceito de Lagrangiano

A modelagem baseada no conceito de Lagrangiano é muito frequente em véarias
areas da Engenharia e tratamentos formais do método podem ser encontrados
em livros como (GOLDSTEIN, 1980).

Esse método de modelagem é baseado no principio da minima acdo ou de
Hamilton, segundo o qual fenémenos fisicos cuja evolugao é representada por
coordenadas q minimizam a expressao

Alal= [ etatt. a0, vy (3.22)

0
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em que o Lagrangiano L é a diferenca entre as energias cinética 1" e potencial
U,
L=T-U (3.23)

Uma condicao necessaria para que uma fungao q(¢) seja solugao do problema
de minimizacdo de A(q) é que satisfaca a equacdo de Euler-Lagrange (no
sentido estendido em relagao ao Apéndice A)

d (az) oL R _, (3.24)

at\oq) 9q " 9q

O termo R (termo de Rayleigh ) estard presente se houver dissipacao de energia
para o meio ambiente, usualmente como metade da poténcia dissipada e () séo
forgas externas (forcas, torques, tensdo, corrente, pressao, vazao etc.).

Observagao: Apresenta-se no Apéndice A uma condicdo necessdria para que
uma fungao x(t) seja um ponto estacionério para o problema de minimizacao

de
J[x] = /t ’ c(x(t),%x(t),t) dt (3.25)

0

A condigao necessdria para otimalidade de x* é conhecida como a equacio de

Euler-Lagrange
d [ Oc Jc
~ =)= = 2
dt (8){) ox 0 (3:26)

x=x*

Para a modelagem de sistemas, faz-se a associagao

X ~ q (3.27)
c ~ L (3.28)
J(x) ~ A(q) (3.29)

Um tratamento mais rigoroso desse problema pode ser encontrado, por exem-
plo, em (BLISS, 1980), (GOLDSTEIN, 1980), (YOUNG, 1969), entre outros.

A formulagao mais geral que inclui os termos R e () pode ser encontrado em

(WELLSTEAD, 1979).

Exemplo: Maquina de Atwood

Para ilustrar o procedimento, considere o sistema de polias ilustrado na figura
3.5, em que a corda que une as massas mj e meo possui comprimento L.
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Utilizando-se conceitos béasicos de fisica, pode-se escrever as expressoes para
as energias cinética T' e potencial U para esse sistema:

1 1
T = 5mlq2 + erﬂf (3.30)
U = —migq—mag(L—q) (3.31)

em que g é o deslocamento e ¢ é a velocidade.

U=0

O T
L-q
m;

mo

Figura 3.5: Maquina de Atwood.

A expressao do Lagrangiano para a maquina de Atwood é

L = T-U (3.32)
1 <2 + 1 22 —+
= 2m1q 2m2q
+m1gq +mag (L — ) (3.33)
e, portanto, fazendo-se
d (oL oL
21 === 3.34
dt < aq > dq ( )
em que
oL
87q = mig — mag (3.35)
oL

d (oL . .
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obtém-se a equacao diferencial que descreve o seu comportamento

(m1 +ma)§—mig+mog=0 (3.38)
.. mi1 — Mmy

== % 3.39

q mi + mso I ( )

Exemplo: Péndulo Simples

Seja um péndulo simples com haste rigida, conforme ilustrado na figura 3.6.

U=0 ,T\ X

Posigdo de™ |~
Repouso

Figura 3.6: Péndulo simples.

Verifica-se pela figura 3.6 que

x = Lsin(0) (3.40)
= —Lcos(0) (3.41)

em que L é o comprimento da haste, m é a massa da esfera, g é a aceleragao
da gravidade e 0 é o angulo da haste com a vertical.

As expressOes para a energia cinética T e a potencial U sao

1 1 .
T = 5m(a’72+92):§mL292 (3.42)
U = —mgL cos(0) (3.43)

Logo o Lagrangiano é dado por

1 )
L= §mL292 + mgL cos(0) (3.44)
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Os termos necessérios para aplicar a condicao de Euler-Lagrange sao

oL

20 = —mgL sin(0) (3.45)
OL 12 (3.46)
00

d (oL 25

Tem-se, portanto, que o modelo do péndulo simples é
mL*0 + mgLsin(8) = 0 (3.48)
0= —% sin(0) (3.49)

subsubsectionExemplo: Péndulo com Haste Eldstica De modo analogo ao
exemplo anterior (Péndulo Simples), seja agora o caso em que a haste é eldstica

Figura 3.7: Péndulo com haste elastica.

As expressoes para T e U sao

1 )
T = Sm (2 + (L+¢)%0?) (3.50)
1
U = —mg(L+e)cos(0)+ 5]{362 (3.51)
Logo, o Lagrangiano é dado por

L= %m (é2 + (L + 6)292> +mg(L + e) cos(0) — %k€2 (3.52)

Os termos necessérios para aplicar a condicao de Euler-Lagrange sao




52 Engenharia de controle

L
Oe
L
00
L
0é
L
00

da oy _
dt \ 9¢ |
d oLy _
at\oo )

mg cos(0) — ke + m(L + €)6?
—mg(L + ) sin(0)
me

m(L + ¢)%0

m(L + €)éd +m(L + ¢)%0

(3.53)
(3.54)
(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

Substituindo-se esses termos na equagao de Euler-Lagrange, obtém-se que

mé — mg cos(0) + ke — m(L + ¢)0? = 0
m(L + €)éd + m(L + €)% + mg(L + €) sin(0) = 0

(3.59)
(3.60)

O modelo pode ser colocado na forma de espago de estados definindo-se, por

exemplo, x = [e € 0 0].

Exemplo: Péndulo Duplo

Considere agora um péndulo duplo como a ilustrada na figura 3.8 Considere

U=0 l

.

yi-

Figura 3.8: Péndulo duplo.
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o péndulo duplo ilustrado na figura 3.8, em que se verifica que

€1
€2
Y1
Y2

= L;psin(0;)

= L;sin(01) + Lo sin(02)
= —Ljcos(61)

= —Ljcos(01) — Lycos(02)

As expressoes para a energia cinética T e a potencial U sdo

T

1 . . 1 . .
§m1(3312 + y12) + §m2(3:22 + 922)
1

S A6y S [1363 + 1363
+2L1 L6105 cos(01 — 02)]
migyi + magy2

—(mq1 + ma)gLi cos(01)

—magLo cos(02)

Calculando-se os termos

oL oc oL oc d(oc) d(oc
0017 0057 904 " 90, dt

06, ) ' dt \ 96,

(3.71)

e utilizando-se as equagoes de Euler-Lagrange, obtém-se o modelo do péndulo

duplo

Exemplo:

(my + mQ)Llél + mgLg cos(01 — 02) +
—i—mngé% sin(01 — 02) + (my + mg)g sin(67)
Lgég + Llél COS(el — 92) — Llé% sin(91 — 92) +g Sin(92) (3.74)

Massa + Mola + Amortecedor

(3.72)
(3.73)

Embora o modelo para um sistema massa+mola+amortecedor possa ser ob-
tido facilmente pela utilizacao das Leis de Newton, apresenta-se aqui a versao

baseada no Lagrangiano.

As expressoes para a energia cinética T' e a potencial U sao

T = =mg*

U = —k¢

(3.75)

(3.76)
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f
] m —b—@

Q0

Figura 3.9: Sistema massa, mola e amortecedor.

Como existe um amortecedor, hé dissipacao de energia e
1
R = -b¢’
9 q

Logo o Lagrangiano é dado por
1 1
L= 2 Zk 2
2mq 9 q

Aplicando-se a condi¢do de Euler-Lagrange

4 (L) 9L IR _
dt \ g dqg 04
em que
oL
9~
o _ .
ag ~ ™
da oLy _ .
at\ag) — M
R .
g — M

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

(3.81)
(3.82)

(3.83)

obtém-se o modelo para o sistema massa + mola + amortecedor (Q = f)

mg—+bg+kq=f

Exemplo: Circuito RLC

(3.84)

O método do Lagrangiano é aplicavel também para o caso de circuitos elétricos

Nesse exemplo adota-se como a grandeza bésica a carga q.

As expressoes T e U sao

1
T = -L¢
5 L4

1 2

(3.85)

(3.86)
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Figura 3.10: Circuito RLC Série.

Logo o Lagrangiano é dado por

1 1
[,:*Lafi 2
2 2c!

(3.87)

Aplicando-se a férmula de Euler-Lagrange com ) = v obtém-se o modelo do

circuito RLC série

1

Exemplo: Um Sistema Eletro-Mecanico

(3.88)

A utilizagdo do conceito de Lagrangiano é particularmente interessante para
modelagem de sistemas que envolvem simultaneamente componentes de dife-

rentes naturezas (elétrica, pneumatica, hidraulica, mecanica).

Considere o sistema eletromecanico ilustrado na figura 3.11 e que envolve gran-

dezas eletromagnéticas e mecanicas.

Figura 3.11: Um sistema eletromecanico acoplado.

Notar que movimento da massa m devido a atracao magnética afeta o valor

da indutancia L(z).
O Lagrangiano é da forma

Elétrica Mecanica
——

1 2 2 2
£—2[L(z)q +mz° — kz”|

(3.89)
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Os elementos dissipadores de energia sao o resistor e o amortecedor

1 1
R = 5Rq;? + Ebzﬁ (3.90)

Pela féormula de Euler-Lagrange, tem-se

d (0L oL OR

=)y o= 2 - L(2)d ;= 91
dt(&j) 8q+ 9 v — L(z)§+Rg=v (3.91)
d (oL\ oL OR R 1dL 5
dt<6>_8+8 = 0o mEdbithm o =0 (392

O modelo do sistema eletro-mecanico obtido das equagoes 3.91 e 3.92 é dado
por

L(z)§+Ri = v (3.93)

1dL
i+ bitkz—-—¢ = 0 3.94
mZ+ bz + kz 52,4 (3.94)

3.2.3 Modelagem utilizando analogia

Diferentes sistemas podem ser descritos por
equacoes diferenciais com a mesma estrutura, po- Ve
rém com parametros (coeficientes) distintos.

Como exemplos, considere os trés sistemas ilus- v c
trados na figura 3.12, descritos pelas equagoes:

d2’uc dvo 1 1
1. L a2 +RW+6UC_ 61)

d%iy, 1 dig, 1, _ 1.
2. O + 7%F + 1 = 1t

3. mbE 4ok + ke = f

Nota-se nessas equagoes que a estrutura é idén-

tica, mas os parametros (coeficientes das equa- Figura 3.12: Trés siste-
¢oes diferenciais) sao distintos. mas: Circuito Série, Cir-
Logo, ajustando-se os valores numéricos dos coe- cuito Paralelo e Massa-
ficientes, a solucdo da EDO seria numericamente Mola-Amortecedor.
idéntica.

Esse conceito pode ser usado para utilizar circuitos elétricos para simular dis-
positivos mecanicos, hidraulicos e pneumaticos.

No passado era comum o uso de computadores analdgicos que eram capa-
zes de tracar a respostas de equagoes diferenciais mediante a interconexao de
integradores, somadores, inversores e outros dispositivos.
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Analogia eletromecéanica

1. Analogia forga-tensao: Se a grandeza f for associada a v (com correcao

%) as solugoes das EDQO’s 1 e 3 serdo as mesmas se, numericamente,

L=m,R=be} =k

2. Analogia forga-corrente: Se a grandeza f for associada a v (com corregao

%) as solugoes das EDQ’s 1 e 2 serdo as mesmas se, numericamente,

C=m,R'=bel—k

Variaveis de esforgo e de fluxo

De modo generalizado, dado um componente, podem ser definidas varidveis
de esforgo e de fluxo (ou across e through), por exemplo, tensdo X corrente ou
forga x velocidade.

Em alguns textos, as varidveis de esforco sao referidas como varidveis “entre”
(effort, across), denotadas e(t), como a diferenca de tensao, de pressao e de
temperatura). As varidveis de fluxo sao referidas como de “através” (flow,
through), denotadas f(t), como a corrente, o fluxo de fluido e o fluxo de calor).

Além de e(t) e de f(t), sao importantes as seguintes grandezas:
e Poténcia Instantanea: P(t) = e(t)f(t)
e Energia Transferida: E(t) = [j P(7)dr
e Fluxo Acumulado: q(t) = [§ f(7)dr

e Esforco Acumulado: p(t) = [ e(r)dr

Exemplo

Se a grandeza f for associada a i (com corregao %) as solugoes das EDO’s 1 e
2 serao as mesmas se, numericamente, C' = m, % =be % =k e, além disso,

e Poténcia Instantanea: P(t) = v(t)i(t)
e Energia Transferida: E(t) = [j P(7)dt

dq

e Fluxo Acumulado (carga elétrica): ¢(t) = fg f(r)dr oui= %

e Esforco Acumulado (fluxo magnético): ¢(t) = [i e(r)dr ou v = %
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O método pode ser adaptado a sistemas térmicos (resisténcia térmica R,
capacitancia térmica C, varidvel entre = T, temperatura, varidvel através =
1, fluxo de calor Q):

T = Ri (3.95)
dTl’
i = C— 3.96
p (3.96)
e a sistemas hidraulicos (resisténcia R, capacidade volumétrica C, varidvel
entre = p, pressao, varidvel através = q, vazao, como ja visto anteriormente
no exemplo de tanques.

3.2.4 Atraso de transporte

Um importante fené6meno encontrado, por vezes, na pratica é o de atraso puro
ou de transporte.

Um exemplo de situagdo em que ocorre o atraso de transporte encontra-se
ilustrado na figura 3.13, em que, com periodicidade T', um corante é injetado
no fluxo de dgua. Um sensor baseado na absorbancia de um feixe luz detecta
a presenca da dgua colorida como o sinal u(t). Quando o plugue de dgua
colorida atinge o sensor na saida da tubulagao é gerado o sinal y(t). Nota-se

Tinta
Pulsada com
Periodo T

. Sensor 1
— )
A +

Agua

N
Atraso de Transporte de T *

Figura 3.13: Devido ao tempo para o plugue de dgua corada percorrer a tubu-
lacao, a leitura do segundo sensor (em verde) é atrasada em relagao ao primeiro
(em vermelho).

pelo gréfico da figura 3.13 que o pico do sinal y(¢) ocorre com atraso de 0
unidades de tempo, em relagao ao sinal u(t). Nesse exemplo, a forma de onda
de y(t) é mais “alargada” do que u(t) em vista de a tinta ter se difundido para
a vizinhanca do plugue.

Caso a forma de onda de y(t — 0) seja a mesma que de u(t), ter-se-d o caso de
atraso puro, ou seja,
y(t) = u(t — 0) (3.97)
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3.3 Validacao de modelos

Os modelos devem caracterizar “adequadamente” o fenémeno fisico sob estudo.
Porém o qualificativo “adequadamente” necessita ser tornado mais preciso.

e O modelo deve ser o mais simples possivel, conforme preconizado pelo
principio da Navalha de Ockham (William of Ockham, 1287-1347). Mo-
delos complexos e que levam em consideracao efeitos negligencidveis di-
ficultam o projeto sem o devido beneficio.

o prudente estabelecer figuras de mérito para uma analise da adequagao
do modelo escolhido. Por exemplo, calculando a diferenca entre as res-
postas do modelo e do processo para uma mesma excitacao. Quando se
utiliza simulacao como em casos em que nao hé acesso a todo o processo,
pelo menos alguns sensores, atuadores ou processadores reais podem ser
incorporados para que os resultados seja mais préximos aqueles a serem
observados no campo.

e O modelo pode ser considerado validado, de fato, quando o projeto é
incorporado ao processo fisico e o resultado atende as especificagoes téc-
nicas preestabelecidas.

3.4 Incertezas em modelos

As leis de controle determinadas com o uso de modelos inadequados podem
apresentar desempenho aquém do esperado quando utilizado com os processos
reais.

Entre os diversos exemplos de fatores que contribuem para a degradagao do
desempenho estao

e Sinais que se afastam muito do ponto de operagao. E exemplo uma mola
que obedece a lei de Hooke para pequenos tracionamentos (f = kx) mas
tende a ficar mais dura se for muito solicitada ( f= k:x3) e, eventual-
mente, pode se romper. Um outro exemplo é o fato de que intensidades
muito grandes de campo magnético tendem a produzir saturacao do nu-
cleo ferromagnético, alterando a indutancia de reatores.

e Ruidos desconsiderados. Sao exemplos as vibragoes da plataforma onde
estd instalado o equipamento, interferéncias devidas a campos eletro-
magnéticos geradas por centelhamento em maquina de solda a ponto,
rajadas de vento, entre outros.
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e Valores nominais discrepantes. Sao exemplos os componentes eletroni-
cos comerciais que podem apresentar tolerancias grandes, por exemplo,
capacitor com C = 1.0 uF £+ 20 % ou utilizacdo de insumos com baixa
pureza.

e Fenomenos nao modelados. Sao exemplos folga de engrenagem, atrito
seco, modos de flexdo de vigas, anisotropia do meio, entre outros.

e Variagoes lentas com o tempo. Sao exemplos o envelhecimento de com-
ponentes, o deslocamento do centro de massa devido ao consumo de
combustivel, oscilagoes climaticas, entre outras possibilidades.

e Desconsideracao dos atrasos de transporte. Sao exemplos a demora na
recepcao de sinais devido a localizagdao remota do sensor, utilizacao de
rede internet para transmissao de dados, tempo de processamento para
célculo do sinal de controle, entre outras possibilidades.

o Utilizacao inadequada. Sao exemplos a operagao de veiculos com excesso
de passageiros, auséncia de protecao em ambientes hostis, manutencao
de baixa qualidade, entre outros, levando a variagoes incertas e desco-
nhecidas dos parametros do modelo.

A modelagem de sistemas pode ser auxiliada por ferramentas tais como os
grafos de ligagao (bond graphs), analogia e fluxografo (flowgraph). Exis-
tem, ainda, ambientes de software especificos para modelagem de sistemas,
muitos dos quais gratuitos, que ja possuem varios componentes prontos que
podem ser interligados graficamente.

3.5 Solucao de EDOs lineares

O comportamento de sistemas dinamicos de tempo continuo sao frequente-
mente descritos por equagdes diferenciais ordindrias (EDOs).

A solugao de uma EDO tipica (representando sistemas LTT)
y(”) + aly("_l) + ..t an1y+ay =u (3.98)

pode ser obtida através de varios métodos.

Neste texto serao apresentados apenas dois métodos, em vista da importancia
destes no contexto de problemas de controle:

e via formulag@o no espacgo de estados; e
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e através da utilizagcao da transformada de Laplace.

Ambos os métodos sao detalhadamente estudados em obras tais como (CHEN,
1970), (OGATA, 1970), (SHINNERS, 1972), (KUO, 1980), (FRANKLIN;
POWELL; EMAMI-NAEINI, 1986) (DORF; BISHOP, 1995) e (HESPANHA,
2009), entre outros.

3.5.1 Espaco de estados

Embora a equagao diferencial ordinaria de n-ésima ordem 3.98 possa ser tra-
tada diretamente, aqui optou-se por transforma-la em n equacoes de primeira
ordem, mediante o artificio de se fazer

T =y (3.99)

T2 = 9 (3.100)

z, = y v (3.101)
em que §y = %, J = ‘22732/ e, a partir de n = 3, é usual utilizar a notagao
ym) — @y

Nessas condicoes, tomando-se derivadas em ¢ nas equacoes 3.99, obtém-se o
sistema de equacoOes diferenciais

:t'l = y = T2 (3.102)
.fi]Q = y = I3 (3.103)
1 = y(”) = —aly(”_l) — e — Q1Y — apy +u (3.104)

= —QTyp — ... — Qp_1T2 — ApT1 + U (3.105)

O vetor x = [z1 T3 ... 2,]7, serd chamado de estado. No contexto de Enge-
nharia de Controle, estado é um conjunto de grandezas de um sistema que,
se conhecidas em um instante, permite que se determine o valor futuro dessas
grandezas, caso sejam fornecidas os sinais de entrada).

Intuitivamente, estado é aquele conjunto de grandezas que, se for conhecido
em um certo instante ¢, os valores futuros z(7), 7 > t podem ser determinados
caso conhega as entradas u(o), o € [t, 7]

Utilizando-se a notagao matricial, as expressoes 3.102 a 3.105 podem ser agru-
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padas na forma

[0 1 0 o | [o]
0 0 1 0 0
X = : : : o x+ | |u (3.106)
0 0 0 1
—ap —Qp—1 —Gp—2 -+ —a1 1
——
A B
De 3.102 a 3.105 , depreende-se também que
y=[10 - 0 0]x (3.107)
C

Sera visto mais adiante que a representacao no espaco de estados x = Ax+Bu
nao é unica (por exemplo, uma representacao diferente pode ser obtida fazendo
se uma transformacao similar z = Px em que P é nao singular).

A solugao do sistema de equagoes diferenciais ordinarias 3.106 pode ser deter-
minada, por exemplo, pelo método construtivo utilizando a iteracao de Picard
apresentado no Apéndice B.

Aqui, sera apenas verificado através de substituicao que a expressao
t
x (t) = eAx (0) +/ AT Bu(r)dr (3.108)
0

satisfaz
x = Ax + Bu (3.109)

com a condigao inicial x(0).
De fato, notando que a varidvel de integracao é 7 e nao t, a equagao 3.108 é
reescrita como

x(t) = eAlx(0)+ e /t e ATBu(7)dr (3.110)

0
= A <x (0) + /0 t e—ATBu(T)dT> (3.111)

Diferenciando-se a expressao 3.110 em ¢, obtém-se

t
x = At (x (0) +/ e_ATBu(T)dT> +eAle™ABy  (3.112)
0

X

x = Ax+Bu (3.113)

Portanto, de fato, a expressao 3.108 é a solucao de 3.109.
Necessita-se, agora, de um método eficiente para caracterizar e(At)
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3.5.2 Exponencial de matriz

Na expressao 3.108 estd presente um termo denotado e,
E conveniente mencionar que, por defini¢io (BARNETT, 1990),

1 1
AST 4+ At + S AT+ 5Ai"ti” o (3.114)

e que o polinémio caracteristico A(\) de uma matriz A, x, é dado por

A(\) = det(\I— A) (3.115)
= N4\ '+ tap\+a, (3.116)

Seja agora A(M) definido por

AM) =M" +ayM" ! + .+ an 1M+ anLusn (3.117)

em que M é uma matriz quadrada n x n. (Note que A : C' — C, enquanto

A R — R™ ™ mas os coeficientes a;,7 = 1,2, ...,n s80 0s mesmos.)

O teorema de Cayley-Hamilton (vide Apéndice C) afirma que
A(A)=0 (3.118)

Para P(M) um polinémio matricial de ordem qualquer, pode-se escrever a
identidade

P(M) = Q(M)A(M) + R(M) (3.119)

em que a maior poténcia de R(M) em 3.119 é (n — 1).

Nota-se, agora, que para o caso M = A

P(A) = QA)BHAT +R(A) (3.120)
= R(A) (3.121)

ou seja, um polinémio P(A) de ordem arbitraria, por exemplo, e ou A%,
pode ser escrito com poténcias de A até grau n — 1.

Portanto a exponencial de matriz e pode ser expressa como uma soma pon-
derada por pesos ay(t) de poténcias A*¥ de A para k = 1,2,...n — 1, ou
seja,

eA = ag(O)I 4 a1 (A + az()A% + - + a1 (H)A™ ! (3.122)




64 Engenharia de controle

Os coeficientes ag(t), k =0,1,...,n — 1 podem ser determinados resolvendo-se

o sistema de n equagdes com o mesmo formato que a expressao 3.122
M= ap(t) F a1+ a4 o (AT (3.123)
6/\2t = Ozo(t) + o (t))\g + ag(t)A% —+ -+ Oén_l(t)/\g_l (3.124)

et = ap(t) + () + aa(®A; + - a1 (HATT (3.125)

em que A\;, k =1,...,n sao os autovalores de A, «n.

Caso os autovalores sejam distintos, ¢ # j — A; # Aj, o sistema em 3.125 serd
de n equagdes a n incognitas.

Resolvendo-se o sistema de equacgoes 3.123 obtém-se as expressoes para ag(t)

em funcdo de eMt, ..., et e colecionando-se os termos em et obtém-se
n
A =" Myt (3.126)
k=1

em que M sao matrizes com entradas reais.

Se houver auto-valores com multiplicidades maiores que 1, entao, deve-se uti-
lizar as expressoes derivadas.

Por exemplo, se A; possui multiplicidade 3 (< n), entao deriva-se 2 vezes em
\; a expressao eM? para se obter 3 equacoes.

et = ag(t) + ar()hi + aa(®)A] + -+ an 1 (A (3.127)
teMt = ai(t) + 20BN+ + (= 1) a1 (AT (3.128)
26N = 205(t) + 6as(B)Ai -+ (n— 2) (n — 1) ap_1 (AP (3.129)

Exemplo: Motor DC de ima permanente

Considere um motor DC controlado pela ar-
madura e tendo como carga o seu rotor.

O circuito de armadura apresenta resisténcia
R e indutancia L, o momento de inércia do
rotor é J, a velocidade angular de rotacao do Va
eixo é w e o torque é 7. A corrente de ar-
madura é i,, a tensao é v, e a forca contra °
eletromotriz induzida é e,. Nesse exemplo, 0 . .
. : e PO, Figura 3.14: Motor DC aci-
coeficiente de atrito B é considerado nulo. ..
onado pelo circuito de arma-

dura.

A lei de Newton, aplicada & parte mecanica,
permite escrever

dw
J— = 3.130
=7 ( )
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e, notando que em motores DC,

T = Ko, (3.131)
obtém-se J
w
— = Koyi, 132
Jdt Y3 (3.132)

—eq = Ri,+ L— 3.133
Vg — €q 1q + I ( )

em que a forca contraeletromotriz induzida é
eq = Kjw (3.134)

Em nao havendo perdas no motor, a poténcia elétrica deve ser igual a poténcia
mecanica,

P = €glag =TW (3.135)
Klwz’a == Kgiaw (3136)
K = Ky=K (3.137)

e, portanto, combinando e rearranjando as equagoes 3.132 a 3.137, obtém-se
o modelo do motor DC controlado pela tensao de armadura v,,

dw K
i 1
dt J'e (3.138)
di R K 1
R L AR A (3.139)
ou, na forma matricial,
A B
e
d | w 0 K w 0
— — T
dt l ia ] l K _k ] [ i | T 1 ]'Ua (3.140)

Utilizando-se os valores numéricos L = 1H, K = 2NmA~!, R = 3Q,
J = 2kgm? e v,(t) = 1V para Vt, além da condicio inicial w(0) = 1571 e
ia(0) = 0 A, a equagao diferencial a ser resolvida é dada por
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A saida de interesse é a velocidade de rotacdo do motor, w,

wity=[ 1 OHZ((?)] S>>0

(3.142)

Para obter a expressao fechada de e, necessita-se, inicialmente, determinar
M ) M

os autovalores de A, ou seja, as raizes do polinomio

A(N) = det(\I—A)
A—0 -1
= det([ 2 A+3

= MN+3\+2

t)

que sao A= —1e —2.

Pela metodologia proposta, a expressao para e? é

[02 13} 10 0
e = ap(t) 01 + i (t) 9

em que os coeficientes «;(t), i = 0,1 sao obtidos resolvendo-se

et = Oé(](t) + Oél(t) (—1)
A Oé(](t) + Oél(t) (—2)
aw®] (1 —1] 7 [e
ar(t) | 1 -2 e 2
2 e
B | e 2
. 9e—1t _ =2t ]
= e~ 1t _ o—2t

Logo, a exponencial de matriz desejada é dada por

_l’_

[0 1}
R L (26—“—@—%)[1 0

01

e )

2 1] 4 [-1 <1
9 —1]6 +l 2

(3.143)
(3.144)

(3.145)

(3.146)

(3.147)
(3.148)

(3.149)

(3.150)

(3.151)

(3.152)

(3.153)
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e a solucao do problema de contorno 3.141 é
() |:0 1]15 () t |:0 1](t T)
w(t -2 _3 w(0 / —9 3|\ 0
. =e . + | e dr 3.154
0] 0 ] HEE
O segundo termo da solucao é facilmente calculada notando que
0 1
t—[ }t 9pt _ L2t 3 ot _ 1.2t 1
-2 -3 — € =3¢ 2 ¢ T3¢ 2
/0 e Tdr = [ 2 oet 41 2t ] (3.155)
Portanto, retomando a solugao da equacao de estados,

HEENE

ta

0 1]
t t 1 2t 3 t 1 2t 1
{_2 -3 2¢" — e —5 e —35e“ — 3 0
+e [ e2t 26t + 12 62152_ t 2 ‘| [ 1 ‘|(3156)
0 1} 2
t 1 t_ 1
= e{_2 -3 S (=) (3.157)
0 et (et 1)

1,2t -t 1
5€ +e "+ 35

- [ VR (3.158)

A figura 3.15 apresenta uma comparagao entre a resposta do Motor DC obtida
por simulagao da equacao diferencial 3.141 e a solucao analitica 3.158. Note
que a velocidade angular tende ao valor 0.5 que corresponde ao ponto de

equilibrio
i w _ 0 — 0 1 w
dt | iq - -2 -3 ia

HIERERINHE

Pausa para relembrar conceitos importantes: Uma EDO linear e invariante
no tempo de ordem n pode ser transformado em um sistema de n equacoes
de primeira ordem, para o qual é facil obter a solugao explicita. Essa solucao
esta relacionada com Equagoes de Estado, Teorema de Cayley-Hamilton,
Polinémios de Matrizes, Polinomio Caracteristico, Exponencial de Matriz e
Autovalores.
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Comparacéao entre simulacéo e solugéo explicita
T T T T T . T

rotagéo | X 1000 rpm]

02

Simulada
O calculada)

0 1 2 3 4 5 6 7 8
tempo [s]

Figura 3.15: Comparacao entre a resposta do Motor DC obtida por simulagao
e pela expressao analitica.

3.6 Meétodo da média (averaging)
Considere um sistema descrito por
x = ef(x,1) (3.161)

em que € é um escalar pequeno (a solu¢ao aproximada que se obtém deve
atender as especificagbes quanto a acuracia exigida) e f é periddico em t, com

periodo T
f(x,t+7T)=1f(x,t) (3.162)

A ideia no método da média é obter uma solugao aproximada utilizando o fato
que x varia muito mais lentamente do que a variacao periédica de f ao longo
de t.

x =e(f (x)) (3.163)

em que
Al T
(f(x)) = T/O f(x,7)dr (3.164)

Exemplo

Seja um sistema descrito por

i =e(—0.52% + wsin’ (1)) (3.165)
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em que z(t) € R para cada ¢ fixo. Neste caso, como f(x,t) é de periodo ,

(f(z)) = i/ﬂﬂ (—0.5332 + xsin? (T)) dr (3.166)
= 05 (ac - $2> (3.167)

Constata-se que o modelo médio é

i =05(z—a?). (3.168)

Péndulo de Kapitsa

Um exemplo interessante é o péndulo cujo fulcro é submetido a uma vibragao
na direcao vertical de pequena amplitude, mas de frequéncia muito elevada.

Lcos(q)+acos(ot)

Asin(ot) I

ltlj_%,yb Lsin(q) )

Figura 3.16: Péndulo de Kapitsa.

Sejam L o comprimento da haste e A a amplitude da vibracdo da base na
direcao vertical, a (t) = Asin (wt) de modo que A << L.

Denotando-se g a aceleragao da gravidade local, a frequéncia natural é wg =
g

Z.
A frequéncia de vibracao w do ponto de fixacdo é suposto ser tal que
w >> wp. O movimento do péndulo é entao descrito por

L0 = Aw’sin(wt)sin® — gsin (0) (3.169)
k : .
- [LG — Aw cos (wt) sin 9} (3.170)

em que m é a massa, k a constante de atrito viscoso e 8 o angulo entre a haste
e a vertical.
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Para simplificar a notagao, definem-se algumas variaveis auxiliares

wo k A
wA’ mwo’ c ¢’ t
= Oy = 71 —e + (1) sin (0) (3.171)
T T2 . cos sin .

O modelo do péndulo de Kapitsa é reescrito como
1| _ X9 — cos (7) sin (z1)
iy | | —aBxs —a?sin(x1) + cos (1) cos (1) [x2 — cos () sin (z1)]

(3.172)
Uma vez que 7 = wt com w >> wy, pode-se obter o modelo médio calculando

(f(x)) = ;ﬂ/o% l j:; E:i; ]dT (3.173)

x2
l —afBry — a?sin (x1) — %Sin (221) ] (3.174)

de modo que se chega a

i | T2
iy | | —aBzs —a?sin(zq1) — §sin (221)

¢é interessante observar que o péndulo pode ser mantido na posicao invertida
(x1 = 0 = 7), através da vibragao vertical do ponto de fixacao da haste.

De fato, o modelo linearizado, para o ponto de equilibrio (z; =0 =), é

0 1
= . 3.175
(7,0 [ o’ =3 —af ] ( )

O polinémio caracteristico é dado por

a (f)
Ox

AN = MA+ap)+ % —a? (3.176)

Observe que o sistema é estavel para 0 < a < \% e >0.

Exemplo: Conversor elevador de tensao

O conversor elevador de tensdo (conversor boost) possui um elemento comu-
tador (tiristor ou transistor) que pode estar ligado (ON: u = 1) ou desligado
(OFF: u = 0).
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R L D
— W) () ——
LN
_—
4
\_ CH ‘
- 7z uft) — c—— %RO | v
|
/
/

Figura 3.17: Conversor boost.

O circuito varia estruturalmente de acordo com cada estado do elemento
comutador. O modelo quando u=1 (chave CH fechada) é dado por

d Z’L _% 0 iL %

— = Vi 3.177

dt [ Vo ] [ 0 —ﬁ Ve + 0 B ( )
Por outro lado, o modelo quando u = 0 (chave C'H aberta) é dado por

d | ip -1 -7 || "

— = Vi 3.178

dtlvol [(g e R ACE

Se a chave CH é comutada com periodo 1" muito menor do que as cons-
tantes de tempo do circuito, ficando DT ligado e (1 — D)T desligado, o modelo

médio é
d | i -& & 1 ir
— = |D| L +(1-D L I +
il ] ( N R i iy I
1
+ S]VB (3.179)
_% _% ] [ i % ] ( )
= b + Vi 3.180
o _R;C’ ve 0

A figura 3.18 foi obtida mediante simulagdo numérica e representa a res-
posta do modelo médio e dos modelos chaveados com frequéncias de 25rd/s
e 50rad/s para o circuito com R =5Q, L =1H, C =0.1F e Ry = 10Q.
Assumindo que a saida de interesse é V¢, a fungao de transferéncia é

1-D
G(s) = e (3.181)
1 R 1-D
L0 |52+ (glo + £) s+ 1282
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Modelo Médio: Conversor Boost

12

ot
)

=)
@

Carrente no Indutor [A]

=}
i

et
[N}

S L
2 3 4 5 6 7
Tensdo de Saida [V]

=}

=}

Figura 3.18: Comparacao entre a resposta do modelo médio e o modelo cha-
veado com diferentes frequéncias.

O conversor boost é controlado pela manipulacao do duty cycle D. Quando
D =1 (chave ON) a energia é armazenada no indutor L (o conjunto R + L
constitui uma bomba de corrente). Quando D = 0 (chave OFF) a energia
armazenada em L é passada para o conjunto R, + C. Usualmente a ideia é
medir a tensao de saida Vo = Vo e utilizar uma controlador para ajustar D
para manter a saida regulada.

O valor de V¢ para uma entrada constante Vg e D fixo, em regime estaciondrio,
é dado por

_ (@ -=-D)Ry

"~ R+ (1-D)%Ry

Portanto, pode-se conceber uma lei de controle em que D é ajustado conforme
a tensao V¢ desejada.

G(0) (3.182)

Nota-se, porém, que Vi possui uma dependéncia nao linear com relacao a D.

3.7 Linearizacao

Quando o modelo do sistema fisico é linear, sdo disponiveis varios métodos
efetivos para o projeto do controlador.

Um enfoque para projetar de controladores é, portanto, obter inicialmente um
modelo linearizado para o sistema fisico.

Embora existam véarios métodos para obter uma aproximacao linear para um
modelo nao linear, apresenta-se neste capitulo apenas o método do trunca-
mento da série de Taylor. Posteriormente serao mostrados outros métodos.
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Ganho do Conversor Boost:Rp/R=1, 2, 4, 8, 16

—
2 |—
4
175 |— g
— 16

0 02 04 06 08 1
Duty Cycle D

Figura 3.19: Caracteristicas de variacao da tensao em regime permanente,

sobre variadas cargas (diferentes cores), em fungao o duty cycle D.

Considere um sistema descrito pela EDO da forma
x = f(x,u) , x(to) =x%o (3.183)

em que x(t) € R" e u(t) € R™ para t fixo.

Se u(t) = ug é uma entrada constante, entdo a resposta xg é dada por
XE = f(XE, uE) (3184)

Adicionando-se uma perturbagao Au(t), ou u(t) = ug + Au(t), a resposta
perturbada

(xp + Ax) = f(xg + Ax, ugp + Au(t)) (3.185)

que, pela formula de Taylor e desprezando os termos superiores, permite es-
crever

Xp 4 Ax = f(xg,up) + VIf(xp, up) Ax + Vi (xp,ug) Au + o(|Ax, Au|?)
(3.186)

Notando que xg = f(xg, ug),
Ax ~ VIf(xp, up) Ax 4+ VIf(xp, up) Au (3.187)

para pequenos perturbagoes {Au, Ax} ou

Ax ~ A(xp,up) Ax + B(xg,ug) Au (3.188)
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em que A e B sao dadas por

gL .. gﬁ gﬁ - gi

1 Tn U1 Um

A=| . ;B=| 1 . (3.189)
Ofn ... Ofn Ofn ... Ofn
azl amn (XE7uE) 8UI aum (XE7uE)

Tendo-se projetado um controlador com base no modelo linearizado, a sua uti-
lizagao com o processo original requer que o valor nominal de ug seja somado
com Au e xg subtraido de x.

No caso de se ter y = h(x), procede-se de modo andlogo, fazendo-se Ay =
VTh(xg) Ax e subtraindo ¥ de y conforme indicado na figura 3.20.

x = f(x,u) P h(x) |

Controlador

Figura 3.20: Estrutura para utilizacdo do modelo linearizado usando a expan-
sao em série de Taylor.

Estabilidade estrutural

Alguns modelos nao lineares podem ser sensiveis a incertezas paramétricas,
ainda que estas sejam pequenas.

Considere o modelo escalar
P=a?—2r+1+pu (3.190)

em que p > 0 é uma perturbacdo, por exemplo, p = 10710,




Modelos dinamicos 75

O ponto de equilibrio é dado para o valor nominal y = 0 por

2> ~22+1 = 0 ou (3.191)
24+ VE—4x1

¢ = % (3.192)

-1 (3.193)

Mas, com a incerteza p = 10719, resulta que

2> —2rx+1 = 0 ou (3.194)
24+ /4—4x(1+10710

r = v 2 (1+1077) (3.195)

= 1441075 [complexos) (3.196)

Neste exemplo, o comportamento do modelo é alterado drasticamente quando
o parametro sofre uma pequena alteracdo, o que se conhece como o fenémeno
da bifurcagao.

Mais especificamente, nesse modelo, uma pequena variacao de p afeta a exis-
téncia ou nao do ponto de equilibrio.

O fenomeno apresentado é conhecido na literatura como bifurcacao sela-né
(saddle-node, fold ou tangencial bifurcation).

Az = VIfzu) Az +VEf(z 1) Au (3.197)
= 0Az+3 #L_O Au (3.198)
= 0 (3.199)

3.7.1 Validade dos modelos linearizados
Sistemas topologicamente conjugados

Em muitas aplicacoes, o modelo linearizado aproxima bem o comportamento
do modelo nao linear em uma vizinhanca suficientemente pequena do ponto
de equilibrio.

Porém, nem sempre isso é verdadeiro.

Para estudar de forma mais aprofundada o tema, introduz-se o conceito de
modelos topologicamente conjugados.

Considere 2 modelos, cada qual descrito por
x(t) = f(x(t)) (3.200)
a(t) = gla(t)) (3.201)
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em que x(t) € R" e z(t) € R" para t € R.

Assuma que ambos, 3.200 e 3.201, possuem solugoes x(7) e z(T) para 7 € [to,t)
com t > 0.

Os sistemas 3.200 e 3.201 sao ditos topologicamente semiconjugados se para
algum X C R” e Z C R" abertos, existe uma aplicacao bijetora h : X — Z tal
que

hof =goh (3.202)

ou h(f(x)) = g(h(x)).
De modo intuitivo, as solugoes de 3.200 podem ser obtidas a partir daquelas
de 3.201 por “deformacgoes” caracterizadas por h e vice-versa.

Uma funcdo continua h com a inversa h™! também continua é chamada de
homeomorfismo. No caso de h ser homeomorfica, diz se que os modelos 3.200
e 3.201 sao topologicamente conjugados.

Exemplo: Sistemas lineares

Considere os sistemas lineares

x = Fx (3.203)
= Gz (3.204)

em que F e G sao matrizes n X n.

Os modelos 3.203 e 3.204 sao topologicamente conjugados se, para F,,«n,
F=H 'GH (3.205)

ou seja, sao relacionados por uma transformacao similar (mudanga de base).

Para se estudar um sistema utilizando um modelo linearizado, deseja-se que

x = f(x) (3.206)
Ax A(xp) Ax (3.207)

sejam topologicamente conjugados em uma vizinhanga do ponto de operagao
XE.

Antes de apresentar o teorema de Hartman-Grobman, é necessario definir o
que é um ponto de equilibrio hiperbdlico.

Um ponto de equilibrio xgp em torno do qual se fez a linearizagao é dito ser

hiperbdlico se nenhum autovalor de A(xpg) possuir parte real nula (ou nao
esteja sobre o eixo imagindrio).




Modelos dinamicos 77

Teorema de Hartman-Grobman

O teorema de Hartman—Grobman (1959/1960), também conhecido como o te-
orema da linearizagao, permite caracterizar o comportamento local de sistemas
dinamicos na vizinhanca de pontos de equilibrio hiperbdlicos.

Seja x(t) € R™ a solucao de x = f(x) para um mapa suave (smooth) f :
R"™ — R" e xgp um ponto de equilibrio hiperbdlico. Entao existem vizinhangas
X(xg) C R" e Z(0) C R" e um homeomorfismo h : X — Z tais que

1. h(XE>:0,
2. hof =Aoh em que x = f(x) e Ax = AAx.

Logo o modelo original (x = f(x)) e o linearizado (Ax = AAX) siio topologi-
camente conjugados.

Um resultado imediato é que se todos os autovalores da matriz Jacobiana
A(xp) = sz (xg) possuem a parte real negativa, esse ponto de equilibrio
hiperbdlico xg é estavel.

Esse procedimento para verificagao da estabilidade é conhecido como o “pri-
meiro método de Lyapunov” (ou o “método indireto de Lyapunov”).

Em problemas de controle existem, em geral, varidveis manipuladas (aqui de-
notadas u e v).

Considere 2 modelos descritos por

x(t) = f(x(t),ult)) (3.208)
a(t) = glalt),v(t)) (3.200)

em que x(t) € R", u(t) € R™, z(t) € R" e v(t) € R™ para t € R.

Assuma que dado u(t), 3.208 e 3.209 possuem solugao (x,u) € X C R" x R™
e(z,v) €eZCR"xR™

Novamente, deseja-se fazer a associacao
z(t) = g(z(t), v(t)) e~ Ax ~ A(xp,up) Ax + B(xg,ug) Au, (3.210)

com o intuito de projetar leis de controle utilizando modelos linearizados.

Caso de controle realimentado (u(x),v(z))

Se as leis de controle sdo do tipo realimentacao de estado u(x) ou de saida
dada por y = 1(x) que leva a u(y) = u(l(x)), recai-se no caso anterior e o
teorema de Hartman-Grobman é aplicavel.
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Caso de u(t) gerado por uma EDO

Considere um processo modelado por

x(t) = £(x(t), u(t)) (3.211)

u(t) = g(x(t),u(t)) (3.212)

Tomando-se o estado aumentado x, = [x? u’]?, pode-se colocar 3.211 e 3.212
na forma

ka(t) = fa(xa(t)) (3'213)

e o teorema de Hartman-Grobman pode ser utilizado.
Contraexemplo
Considere o sistema escalar

t = f(z,u) (3.214)
= 3 (3.215)

O modelo linearizado no ponto (zg,zg) = (0,0) é

Ar = VIf(xg,up)Ax+VEf(zg,up)Au (3.216)
= 0Az +3u% . Au (3.217)

Up=
= 0 (3.218)

Aqui, a partir de um modelo controlavel obteve-se um modelo linearizado nao
controlavel.

3.8 Estabilidade de sistemas LTI
Um estado xg € dito ser ponto de equilibrio de
x(t) = f(x(t),t) (3.219)

se x(tp) = xg implica que, para Vt > t(, tem-se que x(t) = xpg.

Intuitivamente, o ponto de equilibrio é aquele em que x = 0 ou, em outras
palavras, f(xg,t) = 0.
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Para o caso particular de sistemas LTI SISO com a representagao

X = Ax+Bu (3.220)
= Cx (3.221)

e entrada nula u(t) = 0, tem-se um tnico ponto de equilibrio xg = 0 se A for
nao singular.

Os estudos dos casos de u(t) # 0 ou de quando A é singular sao deixados como
exercicio.

Um ponto de equilibrio xg é dito ser estdvel se, dado € > 0 arbitrario, 3(e) >
0 tal que
|x(to) — x| < d(e) = [|x(t) — xg|| <e&,Vt > t. (3.222)

Um ponto de equilibrio xg é dito ser assintoticamente estavel se é estavel e
existe & > 0 tal que

|x(to) — xg|| < = ||x(t) —xg|| L 0 para ¢ T oo (3.223)

Um ponto de equilibrio xg ¢ dito ser globalmente exponencialmente estével se
Ja, A > 0 tal que para Vx(tg)

|x(t) = xg| < a|x(to) — x£|| e MLV > ¢ (3.224)

Sistemas LTI SISO sao ditos globalmente assintoticamente estdveis (com certo
abuso de linguagem, pois estabilidade é propriedade de pontos de equilibrio) se
todos os autovalores da matriz de sistemas A, x, (ou, equivalentemente, todas
as rafzes A\ do polindémio caracteristico A()\)) possuem parte real negativa,
pois

x(t) = zn:MkeAkt (3.225)
k=1
y = Cx(t) (3.226)

se u(t) = 0.
No dominio transformado, tal fato se traduz na condicdo de que todos os

polos da funcao de transferéncia estao localizados estritamente no semiplano
esquerdo.

Existem varios critérios que permitem verificar se todos os polos da funcao
de transferéncia estao localizados estritamente no semiplano esquerdo, sem a
necessidade de calcula-los. Alguns desses critérios serdao apresentados em um
capitulo préprio adiante.
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3.9 Controlabilidade

Considere um sistema LTI de dimensao n descrito por
x = Ax + Bu (3.227)

com a condigao inicial x(0) = x¢ conhecida.
A representacao 3.227 ¢ dita ser controldvel se, dado um ponto qualquer x;
no espaco de estados, existe u(t), t € {O,tf}, ty >0, tal que

Xf= X(tf) (3.228)

ou seja, existe uma lei de controle u(t) que leva um estado x¢ a um outro xy,
ambos arbitrarios.

Levando-se em conta a expressao da solucao da equacao diferencial 3.227, a
férmula que expressa a transferéncia de x(0) = x¢ para x(t) = xy é

tr
Xy = eAtfx0+/ AT Bu(r) dr
0

= Al (Xo - /tf e ATBu(r) dT) (3.229)

0

ou, introduzindo a notagdao Ax = e Ats X; — Xp, a equacao 3.229 é reescrita
como

Ax = e Bixp —x (3.230)
ty
= / e ATBu(r) dr (3.231)
0
A tarefa é obter u(t) de modo que a equagao 3.231 seja satisfeita. Ressalta-

se que a solugao nao ¢ tnica, pois pode-se transitar de xp a xy percorrendo
caminhos diferentes e que correspondem a u(t) distintos.

Propoe-se a seguinte lei de controle
u(t) = BTe A" W (0, 1) ' Ax (3.232)

em que a matriz W(0,t¢) é definida por
to
Welty, ) 2 / e ATBBTATT dr (3.233)
t1

Assuma que W (t1,t2), chamada de gramiano de controlabilidade, é inversi-
vel.
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Substituindo-se a lei de controle proposta, a expressao a direita de 3.231 se

torna

ty
/ e ATBu(r)dr “ATBBT e ATTW (0, )"t Ax dr(3.234)
0

ty
0
tf
= / [
0

“ATBBTe A T dr W (0, 1) Ax(3.235)

We (O,tf)
— Ax (3.236)

que é o resultado desejado, notando que W¢(0,¢7) 7! (e‘Athf — x()) foi posto
para fora da integral por este ndao depender de 7.

Portanto, caso W¢(t1,t2) definido em 3.233 seja uma matriz invertivel para
t1 # to, é possivel transitar de x¢ a xy e, consequentemente, o sistema é
controldvel. Resta verificar se hd uma forma simples de verificar se W (1, t2)
é invertivel.

Ao invés de uma prova formal, serd mostrado que um critério simples para
verificar a controlabilidade é testar se

P <[B 'AB: ... :A"—lBD =n (3.237)

em que p(M) denota o posto da matriz.
De fato, substituindo-se a expressao da exponencial 3.122.

™A = ag(T)I+ a1 (T)A + ... + ap_1(1)A" 1 (3.238)

na expressao da gramiano de controlabilidade em 3.233, tem-se que

to T

Wty ty) = / e ATBBTe A Tdr 3.239
c(ti,t2) S , ( )

t2
= od7dr (3.240)

t1

em que

® = ap(7)B+ a1 (7)AB + ... + a,_1(T)A"'B (3.241)

Logo, a nao singularidade de W (t1, t2) esté relacionada com a nao-singularidade
de ® que, por sua vez, depende do posto de U = {B cAB: L A"‘lB}.

Detalhes de uma prova completa podem ser encontrados em (CHEN, 1970),
(HESPANHA, 2009) e (KAILATH, 1980), entre outros.
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O caso de W¢(0, c0)

Para o cédlculo de W quando o processo é estavel e invariante no tempo, note,
inicialmente, que

d
%eAt = Aeht (3.242)
que permite escrever
d
- (A'BBTeA™) = AcABBT AT 1 cATBBT AT AT (3.243)

Integrando esta expressao, e lembrando da hipétese de que A é estavel

_BBT WC WC’

oo oo
eAtBBTeATt‘;O: A / ABBT A dt + / ABBT At AT (3.244)
0 0
constata-se que
AWe + WeAT + BBT =0 (3.245)
Exemplos de verificagao da controlabilidade

Considere o exemplo do motor DC, representado por um modelo no espago de
estado com dimensao n = 2

. 0 1 0
x = [ L9 g |Xt |4 ]u (3.246)
A B
y = [0 0 1]x (3.247)
| S —
C
e que corresponde a funcao de transferéncia
Y(s) -1
= C(sI-A)"'B 3.248
= Cll-A) (3215)
-1
s —1 0
- ool[3 ] Y] eem
1
S 3.250
243542 ( )
A matriz U calculada a partir de {A,B} é
U = [B AB] (3.251)

0 1
= [1 _3] (3.252)
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e esta representacao do motor DC é controldvel uma vez que p(U) = 2.

Considere uma outra representacao do mesmo motor DC, agora com o espago
de estados de dimensao n = 3.

0 0 —6 3
x = 1 0 =11 |x+ |1 |u (3.253)
01 -6 0
—_— ——
A B
y = [0 0 1]x (3.254)
\1_/

que resulta na mesma funcao de transferéncia que 3.250, mas agora empre-
gando {A,B,C} em 3.253 e 3.254

-1

0 6 3
y S
U(3> =J[oo1]]-1 s m 1 (3.255)
(5) 0 -1 s+6 0
s+3 1

T DG+ 2)(+3) 243542 (3.256)

O fato de uma representacao no espago de estados de dimensao 3 resultar
em uma fungdo de transferéncia de ordem 2 esta relacionado com o fato de
existirem componentes que ou nao recebem entradas, ou nao produzem saidas.

No caso da representacao {A, B, C}, tendo-se em vista que

p<[B:AB:A2B =2<3=m (3.257)

O = W
_= w O

conclui-se que ela nao é controlavel. Mais detalhadamente, o cancelamento de
(s + 3) na expressio 3.256 indica que o modo e~3 nio é afetado por u(t).

3.10 Observabilidade

Por outro lado, seja um sistema LTI de dimensao n descrito por

% = Ax+Bu, (3.258)
y = Ckx, (3.259)
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com a condigao inicial x(0) = x¢ desconhecida.

A representagao é dita ser observével se as entradas u(t) e saidas y(t) sao
conhecidas em um intervalo [t1,ts], t1 # to, entdo é possivel estimar o valor de
X0-

Sabendo-se que a solugao do sistema de equacoes 3.258,

t
y(t) = CePxg + / CeA="Bu(r)dr (3.260)
0

ou seja,

t
Cerlxg =y(t) — / CeAU="Bu(r)dr (3.261)
0

v(t)
em que o termo (t) é conhecido.
Infelizmente, CeA? nao é, em geral, invertivel mesmo em casos em que a matriz

~1
C ¢é quadrada n X n, o que nao permite escrever xg = (CeAt) ~(t), para

algum t.
Multiplicando-se a equacao 3.261 pela esquerda pelo termo eATtCT, obtém-se
que
eATCT CeMlxy = eATtCTq/ (3.262)
que, integrado entre 0 e ¢t > 0, leva a
L OATr T A ATt ~T
/ et TCTCe™dr xg = e 'Cly (3.263)
0

Definindo-se a matriz gramiana de observabilidade W (t1,t2) , no caso geral,
por

Wolt, ta) 2 /t  ATTCT CeAT iy (3.264)
1
a expressao 3.263 se torna
Wo(0,)x0 = A 1CT (3.265)
e, se Wo(ty,ta) for inversivel para t; # to,
xo = Wo(0,t)er tCT (3.266)

A invertibilidade de W (t1,t2) pode ser verificada se

p(V)=n (3.267)




Modelos dinamicos 85

em que

CA
V= _ (3.268)

CAnfl

conforme argumento analoga utilizado no caso de controlabilidade, ou seja,

to
Wolt,ty) = /t A TCTCerdr (3.269)
1
v
to
= T Wdr (3.270)

Jt

Exemplo de verificagao da observabilidade

Considere o exemplo do motor DC, representado por

. 0 1 0
x = [_2 _3lx+[1]u (3.271)
—x 5
y = [10]x (3.272)
——
C
para o qual
vV - [ CCA ] (3.273)
= “ H (3.274)

cujo posto é 2. Logo, esta representacao do motor DC é observavel.

Os critérios para a verificagao de controlabilidade e de observabilidade sao
essenciais em um projeto, uma vez que, no projeto de controladores de ma-
lha fechada, a variavel manipulada v pode depender direta ou indiretamente
da saida y. Na literatura podem ser encontrados outros critérios de contro-
labilidade e de observabilidade (vide, por exemplo, (HESPANHA, 2009)).
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3.10.1 Decomposicao de Kalman

O modelo de um sistema

% = Ax + Bu (3.275)
y = Cx + Du (3.276)

pode ser reescrito, através de uma transformacao similar apropriada X = Px,
na forma

d | Xco Ag A A Xco Boo
7| Xco | =| 0 Aco As Xco |+ | Bco |u
Xz0 0 0 Azp Xz0 0

y=[0 Cco Cg |x+Du (3.277)

A decomposic¢io de Kalman leva a 4 blocos indicados por: CO = controlavel e
observavel, CO = controldavel mas nao observavel, CO = nao controlavel mas
observavel, CO = nao controlavel nem observavel.

O bloco CO nao é representado em 3.277 porque nao recebe entradas nem
produz saidas, de forma que, se for estavel, nao afeta o projeto do controlador.

3.10.2 Redugao de modelos

Nesse médulo é tratado apenas o método de reducao de modelos utilizando
balanceamento dos gramianos de controlabilidade e de observabilidade.

Modelos balanceados sao aqueles em que os gramianos de controlabilidade e
observabilidade sao iguais e diagonais.

Transformacoes similares podem tornar modelos nao balanceados em balance-
ados.

O balanceamento é 1til, por exemplo, na reducao de modelos, pois fornece
informagoes sobre os ganhos relativos de um canal em relacao a outro.

Considere um processo descrito por

— Ax+Bu (3.278)
y = Cx+Du (3.279)

e seja a transformacgio similar
x =Tz (3.280)
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Notando que x = Tz e que z = T 1x,

A B
—_— —
z = T 'ATz +T 'Bu (3.281)
C
~~
y = CTz+Du (3.282)

Usando a expressao 3.245, e multiplicando por T pela esquerda e por T—7
pela direita, obtém-se que

AW +WAT +BB” = 0 (3.283)
T 'ATW + WTTA'T 7 + T'BB'T 7 = 0 (3.284)
w w
—_— —_—
ATWT? + TWTT AT +BB” = 0 (3.285)
Logo, T transforma W segundo
W =T"'WT (3.286)
Analogamente, para o gramiano de observabilidade, tem-se
ATV+VA+C'C = 0 (3.287)
TTATT- "V + VI 'AT + TT'CTCT = o0 (3.288)
v v
ATTIVT '+ T TVTI 1A+ CTC = o (3.289)
e, portanto,
V=TIVT (3.290)
O objetivo é buscar T de modo que
V=W=A (3.291)
em que A ¢é diagonal
o1
A= (3.292)

On

Uma forma de obter T ¢ através da decomposicao em valores singulares (SVD
- Singular Value Decomposition).

1 1
Sejam as matrizes raiz quadrada W2 e V2 de W e V, respectivamente, que
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pode ser obtida via decomposigao de Cholesky (vide, por exemplo, (BERNS-
TEIN, 2009)).

(3.293)
(3.294)
Através da Decomposicao em Valores Singulares (SVD) da matriz V%W%,

obtém-se N e M
r 1 T
VW2 = MAN (3.295)

em que MM =Te N'N =1 (ou seja, M~! = M’ e N~! = N7,
Observando em 3.295 que A = MTVIWiN a transformagéao buscada é

T=W:NA"? =V TMA?
—1 -1
De fato, notando que (XY)™ 7 = (YIXT)~! = (XT) (YT)

—

W = T'wr 7T (3.296)
= A :MIVIWV:IMA 2 (3.297)
MANT NAMT
——
= A :MTVIW:IW:2V: MA ™2 (3.298)
= A M MAN'NAMTMA "z = A (3.299)
Analogamente para \Af,
Vv = TI'VT (3.300)
= A :NTWIVW:INA "2 (3.301)
NAMT MANT
——
— A :NTW2V2VIW2 NA 2 (3.302)
= A :NTNAM?MANTNA":2 = A (3.303)

Os passos para balancear um modelo no espaco de estados sao

e determinar We V (AW +WAT + BB =00u ATV+VA+CTC =0
e por SVD obter M e N tal que V3 W3 = MAN?

e a transformacao similar buscada é T = W3iNA 2 =V ZMA?

Uma vez que o sistema estd balanceado, ordena-se o conjunto {A1, A2, ...\, }
e os estados associados a A; menores (informalmente, mais “fracamente” con-
trolaveis e observaveis) sao descartados.
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3.11 Simulacao de sistemas dinamicos

Conforme foi visto, EDOs lineares admitem solugao fechada. Porém, em geral,
esse nao é o caso de modelos nao lineares. Nesses caso, a simulagao pode ser
um enfoque util. Em uma primeira avaliacao de se um modelo linearizado e

eventualmente reduzido se aproxima do processo fisico real, pode-se fazer uma
comparacao com um modelo mais completo, eventualmente nao linear.

No passado eram utilizados computadores analégicos, hoje superados pelos di-
gitais. Na simulacdo analdgica, a integracao era realizada por amplificadores
operacionais, enquanto na simulacao digital a integracao é realizada numerica-
mente, utilizando, por exemplo, o algoritmo Runge-Kutta (vide, por exemplo,
(BLUM, 1972)).

A ideia bésica é simples e consiste em representar i(t) através de blocos mate-
maticos e de roteamento de sinais, de modo que na saida do bloco integrador
seja obtido x(t).

Com o intuito de apresentar uma forma de realizar uma simulacao digital de
sistema dinamico representado por uma equacao ordindria, considere a equacao
de Van der Pol controlada

iP—p(l—aitr=0 (3.304)

A equacao 3.304 pode ser reescrita de modo que seja expressa em termos de 2
integradores independentes, fazendo-se 1 = = e xo = &, obtendo-se

x’l = X9 (3.305)
Zy = p(l—a2)zy—a1 40 (3.306)
Como pode ser visto na figura 3.21, para o caso particular da equagao de Van

der Pol controlada, basta que se alimente cada bloco integrador com sinais &
apropriados.

3.11.1 Solugao utilizando transformada de Laplace

Os sistemas do tipo LTI podem ser estudados mediante o emprego da trans-
formadas de Laplace, visto que sao representados por equagoes diferenciais
ordindrias lineares com coeficientes que nao variam com o tempo.

A transformada de Laplace é definida por

F(s) = L[f®)] (3.307)
2 /O:Oe_STf(T)dr (3.308)
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Figura 3.21: Exemplo de diagrama de simulagao: equacao de Van der Pol.

possui a propriedade

1% @)= sF(s) - 1 0) (3.:309)

Aplicando-se a transformada de Laplace aos dois lados da equacao de estados

%X = Ax + Bu (3.310)
obtém-se que
Lx] = L[Ax+ Buy] (3.311)
X(s) —x(0) = AX(s)+ BU(s) (3.312)
(sI —A)X(s) = x(0)+BU(s) (3.313)
X(s) = (sI—A)'x(0)+ (sI—A)"'BU(s) (3.314)

Notando que y(t) = Cx(t) + Du(t), a versao transformada da saida Y(s) =
L[y(t)] é dada por

Y(s) = C(sI— A) ' x(0) + (C(sI - A) "' B+ D)U(s) (3.315)
G(s)
A expressdo (5
&) — Y (s (s — AL
G(s) (s C(sI-A)'B+D (3.316)

é denominada de funcao de transferéncia do sistema e representa, no dominio
transformado “s”, uma relacao entre as grandezas de entrada e a saida.

A funcao de transferéncia é dita ser uma representacio externa de um sistema
(ou seja, envolve apenas u e y), enquanto as equagoes de estado sao ditas
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serem representagoes internas (envolvem também x).

Para simplificar a notagao, considera-se a partir desse ponto, sistemas SISO,
de modo que G(s) é 1 x 1.

No caso de x(0) = 0, a relagao entrada-saida é um mero “ganho”
Y(s) =G(s)U(s) (3.317)

e, portanto, no dominio transformado, podem-se empregar representagoes tipo
grafos como o flurograma ou fluzografo (MASON, 1956) .

A funcdo de transferéncia é uma razao de polinémios (ou uma matriz com
razoes de polinomios G;(s) no caso multivariavel, da forma

Gls) = ]1\)[8 (3.318)
_ K (s™+b1s™ L4+ 4 bm)
T St bttt bn (3.319)
_ K(s—¢) (5= Gm) (3.320)

(s =) (s—mp)

em que (; sao chamados de zeros e m; de polos do modelo.

De posse de Y (s), a funcao de saida y(t) pode ser recuperada através da
transformada inversa de Laplace

y(t) = LY (s)] (3.321)
A ideia é expressar Y(s) como uma soma de parcelas tipicas
1. £71[6(t)] =1 (delta de Dirac)

2. L7 [u(t)] = 1 (degrau unitério)

3. L1 [e‘“t} = ﬁia
4. £71 [te‘at} = (S:a)g

__Ss _
s24w?

W
s24w?
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3.11.2 Exemplo de transformada inversa de Laplace
Seja um processo cujo modelo é descrito no dominio transformado por

2s+1

e a excitagao é um degrau unitério U(s) = 1/s.
A saida Y(s) é dada por
yt) = L[Y(s)] (3.323)
L[G(s)U(s)] (3.324)
2s+1 1
= —_— - .32
£[82+58+68] (3.325)

Para obter a expressao da transformada inversa, utiliza-se a expansao em
fragoes parciais,

Bl

1 T2 3
1 r "3 3.326
524+55+6 s { + + } ( )

s+2 s+4+3 s
em que 71, 2 € T3 devem satisfazer a identidade

2s+1 1 1 ) T3
- = — 3.327
s24+55+6 s 8+2+s+3+s ( )

Existem métodos praticos para obter r1, ro e r3, sem necessitar a solucao de
um sistema de equagoes.

Um tal método é multiplicar o denominador associado a r; em ambos os lados
da equagao 3.327.

Para o caso particular de obter ro, multiplicam-se ambos os lados de 3.327 por
(s+3)

2s+1 1

_T ra
(s+2)M;M_s+2( +3)+m

Fazendo a substituicao s = —3, tem-se que

5 ™ 0 T3 0
5= M +72+ ——As¥3) (3.329)

Usando o mesmo procedimento para obter r; e r3, pode-se expressar a saida

(s3] + %3(5 +3) (3.328)
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Ccomo

2s+1 1}
|52 +55+6 s
[ _5 3 1
_ 3 2 6
- £_8+2+s+3+5]
1.5
z[ }+c
s+ 3

_5

3
s+ 2
5

3 1
2t 3t
= ey ety e
3° 2° 6l

= L

» |ovl=
| S

Relagoes entre os Dominios ¢ e Transformado s

Retomando o exemplo do motor DC, tinha-se que

A=y glem=|l]ie=[1 0]

Da expressao 3.315,

Y(s)=C(sI—A) ' 'x(0)+C(sI—A)"'BU(s)

em que
cer-a = [1a]]5 i
= {32i§§+2 32+:§s+2}
€
-1
CsI-A)"'B = |1 0}[; 3113

_ s+3 1 0
- { 52435+2 5243542 } [ 1
_
s2+3s+2

Portanto, para o motor DC, a relacao entrada-saida é dada por

1
s243s5+2

+3 1
Y(S) = { 52—7—35-1—2 5243542 } X(O) +

U(s)

(3.330)

(3.331)

(3.332)

(3.333)

(3.334)

(3.335)

(3.336)

(3.337)

(3.338)

(3.339)

(3.340)

(3.341)
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Seja agora uma entrada do tipo degrau unitario

u(t) = { (1) iig (3.342)

cuja representacao no dominio transformado é

U(s) = Llu(t)] (3.343)
= / e Tu(r)dr (3.344)
0
= / e T dr (3.345)
0
- ! (3.346)
Slo
_ é (3.347)

T T

No caso particular de condigao inicial { w(0) i.(0) } = { 1 0 } e entrada
degrau unitario, U(s) = 1/s, a expressao 3.341 permite escrever a resposta
Y (s) como sendo

1 1 1
_ +3 1
Y(s) = [ ek s B e } [ 0 ] t 3572, (3.348)

s?+3s+1
_ 3.349
s(s+1)(s+2) ( )

e, portanto, y(t) pode ser obtido pela transformada inversa de Laplace

s2+3s+1
=Lt - 3.350
y(t) s(s+1)(s+2) (8:350)
Expandindo Y (s) da expressao 3.349, tem-se que
s24+3s+1 1 T9 T3
_— = = 3.351
s(s+1)(s+2) s+s—|—1+s+2 ( )

_ (ritratrs) s2+ (3r1 +2ra +13) s + 21 (3.352)
s(s+1)(s+2)

Igualando-se os numeradores em 3.351-3.352,

ri+ro+ry = 1 (3.353)
3ri+2r94+1r3 = 3 (3.354)
2r1 = 1 (3.355)
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oury =1/2 rg=1ers=—0.5, de modo que
1 _1
ty=L"1]2 2 3.356
y(t) ls+s+1+s+2 ( )

Consultando uma tabela de transformadas inversas de Laplace (disponivel,
por exemplo, em (DORF; BISHOP, 1995), (OGATA, 1970), (FRANKLIN;
POWELL; EMAMI-NAEINI, 1986), (KUO, 1980)), constata-se que

-1 [ ] =re @ (3.357)
s+ a

e, pela linearidade aplicada a expressao 3.356

1 1
y(t) = w(t) = B +et— 56_% (3.358)
que coincide com o resultado obtido anteriormente (primeiro componente da

expressao 3.158).

Observacgao 1: Em casos em que ha atrasos puros de T unidades de tempo dos
sinais, a funcdo de transferéncia pode apresentar termos tipo exp(—1's), visto
que

LIft—T)=eT5 (3.359)
que é também do tipo polinomial, caso se interprete como
1 1
e T8 =1-Ts+ 5T232 — §T3s3 + ... (3.360)

at

Observagao 2: Considere a fungao f(t) = e * em que a > 0. A transformada

de Laplace de f(t), pela defini¢ao, é dada por

F(s) — / et F(t) dt (3.361)
OOO

= / e St qdt (3.362)
0

= / e~ stalt gp (3.363)
0

Na regiao em que (Re{s} + a) > 0, ou seja, Re{s} > —a , a integral converge

F(s) = - i - (3.364)

O semiplano caracterizado por Re{s} > —a é chamado de regiao de conver-
géncia (Region of Convergence - ROC).
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Logo, para obter a transformada inversa, o caminho da integragao (o —joo) —
(0 + joo) em
1 1 o+jw
L7HE(s)] = =— lim e S F(s)ds (3.365)
277] W= Jo g
deve ser tal que o > —a.

A expressdo em 3.365 é chamada de Integral de Bromwich ou Férmula de
Mellin (DOETSCH, 1974).

A transformada de Laplace permite representar a relagao entre a entrada
u(t) e a saida y(t) que envolve uma integral de convolugao como um simples
ganho G(s) no dominio transformado, Y(s) = G(s)U(s). A funcao de
transferéncia G(s) pode ser calculada de modo muito simples, G(s) = C(sI—
A)~"'B+D, bem como a sua inversa através da expansio em fracoes parciais.

3.11.3 Resposta a Impuslo t e s

Tanto as solugoes obtidas no dominio ¢t quanto no dominio transformado s sao
representagoes do mesmo sistema e devem estar estreitamente relacionadas. De
fato, considere uma entrada u do tipo impulsivo, ou seja, u(t) = §(¢) (funcao
delta de Dirac ou, mais rigorosamente, funcao generalizada ou distribuicao de
Dirac).

Considerando o fato (vide, por exemplo (ZEMANIAN, 1965))

/ © Fm)s(r)dr = £(0) (3.366)
obtém-se de 3.108 para o caso x(0) = 0 e u(t) = §(¢) que
y(t) = Cx(t) (3.367)
= Cer'x(0) + /0 t CeABu(r)dr (3.368)
= /O t CeATIBG(1)dr (3.369)
= CeAl-TB L (3.370)
= CeA'B (3.371)

A resposta a uma entrada impulso é denotada por

A

g(t) = y(t)|,_s = Ce*'B (3.372)
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para t > 0, supondo o sistema inicialmente em repouso.

Uma outra maneira de expressar compactamente a resposta impulso é

g(t) = CeA'B x 1(1) (3.373)
em que o sinal degrau unitario é definido por
1 ;¢t>0
1(t) = { 0 :t<0 (3.374)

Essa necessidade de incluir a condicao ¢ > 0 decorre do principio da cau-
salidade, ou seja, para indicar a auséncia da resposta antes da aplicacao da
excitacao de entrada, que no caso ocorre em t = 0.

Assumindo-se que u(t) = 0, para t < 0 pode-se notar que

y@):‘KC&Q”BMﬂm (3.375)
= /_O:o g(t —7) u(r)dr (3.376)
= [gxul(t) (3.377)

em que [f x g](t) denota a convolucdo entre as fungoes f e g, de modo que,
usando a propriedade L[[f * ¢](t)] = F(s)G(s), permite escrever

Y(s)=G(s)U(s) (3.378)

Portanto, G(s) é a transformada de Laplace da resposta a impulso g(t).

E interessante lembrar, ainda, que o polindbmio caracteristico da matriz A, «p
é o polindomio de grau n dado por

A(s) = det(sI — A) (3.379)
e que coincide com o denominador da funcao de transferéncia
G(s) = C(sI-A)"'B (3.380)
1
= ————adj(sI-A)| B .381
C det(sI— A) adj(s ) (3.381)
1
= ——Cuadj(sI—A)B .382
NG adj(s ) (3.382)

Portanto, os polos de um sistema sdo nimeros complexos que anulam o deno-
minador de G(s) e coincidem com os autovalores de A. Além disso, constata-se
que, na auséncia de entradas (u(t) = 0), a saida do sistema é uma soma ponde-
rada de exponenciais et ... eArt chamados de modos. Lembrar que, quando
ha autovalores com multiplicidade maior que 1, por exemplo, se A; possui

multiplicidade k, entdo surgem termos tFeA
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Os autovalores da matriz A sao também raizes do polinémio caracteristicos e
polos da fungao de transferéncia. A funcao de transferéncia é a transformada
de Laplace da resposta impulso. Para entrada nula, a saida de um sistema
LTI é uma soma de exponenciais com pesos dependentes da condigao inicial.
Em suma, equagoes de estado e funcoes de transferéncia se relacionam pelo
conjunto de nimeros complexos que sao os autovalores da matriz A ou os
polos do G(s).

3.12 Sistemas de segunda ordem

Um sistema de grande importéancia pratica é o de segunda ordem (ou grau).

A fungao de transferéncia de um sistema de segunda ordem LTI genérico é da
forma

G(s) = SQJFZM (3.383)
Porém, é muito conveniente reescrever 3.383 na forma
G(s) = “h (3.384)
s2 + 28wy, s + w?
pois os polos ficam descritos por
24 2w+ wd = 0 5 = 2 E 48wy — dwy (3.385)

e no caso de 0 < ¢ < 1 os polos sdao complexos conjugados e dados por

s = —&wy  jwny/1 — &2 (3.386)

sendo denotados frequentemente na forma

s = —0*+jwg (3.387)
o = &w, (3.388)

wg = wpy/l—&2 (3.389)

Os parametros ¢ e w, possuem interpretagao fisica imediata e sao chamados,
respectivamente, de coeficiente de amortecimento e frequéncia natural.

A obtencgao de £ e de wy,, a partir de a e b em 3.383, é imediata notando que

b = w2 = w,=Vb (3.390)
a a

a = Awp=—=f=—=— 3.391

w 3 2on 20 (3.391)
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Im{s}

/ x —————————————— I Joog Sjeo,sin(B)

Lugar Geométrico
de € = cos(p) = cte

Re{s}

)

Figura 3.22: Relacao entre as partes real e imaginédria de polos complexos
conjugados de um sistema de segunda ordem.

Como foi visto anteriormente, a resposta de um sistema LTI que possui um
polo em p apresenta termos (modos) tipo e”! na saida.

Como a matriz A em x = Ax + Bu é real, o polinémio caracteristico A(s)
possui coeficientes reais, de modo que, se um numero complexo s é raiz de
A(s) = 0, entao o seu complexo conjugado 5 também o é.

—otEjwat oy seja, um componente oscila-

Portanto, a saida apresenta termos e
tério sin(wgt + @) com envoltéria e 7%

Graficamente, a resposta de um sistema de segundo grau a uma excitagao do
tipo degrau unitario (3.374), quando 0 < £ < 1, apresenta a forma vista na

figura 3.23.

A resposta a um entrada degrau de um sistema linear de segunda ordem pode
ser bem caracterizada através de dois parametros, mais especificamente, £ e
W

Introduzindo a notacdo 8 = cos~! (£) tem-se que a resposta degrau apresenta
como grandezas notdveis o tempo de subida (rise time)

=720 (3.392)
Wq
e o sobressinal (overshoot, sobressinal, sobrepasso, ultrapassagem)
M, = exp(—————n) (3.393)

Vi—e'
Dadas as especificagoes de sobressinal (M) e tempo de subida (t,), os valores
de ¢ e w, podem ser obtidas aplicando-se as expressoes 3.393 e 3.392, ou por
inspecao dos graficos 3.24.

Além de t, e M,, podem ser definidos o tempo de pico ¢, e o tempo de
acomodacao ts. O tempo de acomodacao (settling time) ts é aquele que corres-
ponde ao instante em que a saida entra em uma faixa de tolerancia (no caso)
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Sistema de Segunda Ordem

1+Mp === o
/IN_
1 v H ]

\_’/ |

‘ faixa de 2% de tolerancia

0.5

, t[s]
0 t t, 5 t, 10 15

Figura 3.23: Resposta tipica de um sistema de segunda ordem. Nesse exemplo,
£=0.456 e w, =2

de 2% em relagao ao valor de regime.

Observagao importante
Notar que o sobressinal M, depende somente do coeficiente de amortecimento
¢, enquanto o tempo de subida ¢, depende de & e de wy,.

Embora ainda nao tenha sido definido formalmente, a margem de fase de um
sistema de segunda ordem ¢ calculada a partir da malha aberta

w2
L(s) = ——"2— 3.394
(s) R TR ( )
e a sua férmula é
_ 2¢
v =tan (3.395)

1
\/fo1515147252

também depende apenas de &.

Exemplo: Sistema massa + mola + amortecedor

Retomando o sistema massa+mola+amortecedor, seja fioiq = kY) € famortecedor =
by, de modo que
mij = f—by—ky (3.396)

em que f é uma forga de tracao externa.
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Figura 3.24: Gréficos M, x § e t,w, x &.

Assumindo que o corpo estd inicialmente em repouso (y = 0, y = 0) e a forca
f é aplicada a partir de t = 0, a transformada de Laplace permite escrever

(ms?+bs+ k) Y(s) = F(s) (3.397)
ou )
Y(s) m
= T 3.398
F(s) s2+2lts+k ( )
Logo os parametros £ e w,, sdo
k
n = — 3.399
w = (3.399)
b
2lw, = — (3.400)
m

A figura 3.25 apresenta as respostas de sistemas de segunda ordem com w,, = 1
e com valores de £ = 0.0,0.2,0.4,0.6,0.8, 1.0, evidenciando o efeito do coefici-
ente de amortecimento.

Vé-se, também, na figura 3.25, o significado do conceito de frequéncia natural,
no caso, w, = 1, que corresponde ao periodo de oscilacdo de P = 2 7 /w,, ~
6.28 s.

Enfim, sistemas de segunda ordem podem ser facilmente especificados me-
diante duas de suas caracteristicas: percentagem de sobressinal 4+ tempo de
subida, razao de decaimento + tempo de acomodagao, margem de fase + lar-
gura de banda, entre outras combinagoes, uma vez que sao necessarios apenas
dois parametros £ e w, para determinar a posicao dos polos.
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Efeito do £ na Resposta Degrau

15 - &=02
£=04
W\ £=0.6
L f:
k ~—
£=0.8
05 £=0.8
0
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tempo [s]

Figura 3.25: Respostas de sistemas de segunda ordem com w, = 1 mas com
variados valores de &.

3.12.1 Polos dominantes

Os modelos de segunda ordem sao, muitas vezes, tteis para o estudo de siste-
mas de ordem maior, pois muitas vezes estes podem ser aproximados, valendo-
se do conceito de polos dominantes.

Seja um sistema que possui polos py = —0 + jw, p2 = —0 — jw (0 > 0,w > 0)
além de polos p;, i = 3,...,n de modo que Re{p;} < —o, i = 3,...,n. Lem-
brando que ef€{?i}t decai muito mais rapidamente que e~ %, constata-se qu,e
ap6s um breve transitério, os modos que predominam sao eP'? e eP2?,

Considere a funcao de transferéncia
106

G) = 3105+ 2)(s £ 100)(5 T 200) (3401)

em que ha 2 polos afastados —100 e —200.

A saida Y'(s) correspondente a uma entrada degrau R(s) = 1/s é dada por

Y(s) = G(s)R(s) (3.402)

- o’ 3.403
(s +1)(s 4+ 2)(s + 100)(s + 200) (3.403)

_ § n —50.759 n 25.768 n —0.010 " 0.001 (3 404)
s s+1 s+2 54100 s+ 200 '
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A saida y(t) para t > 0 é dada, portanto, por

y(t) = 25—50.76e " +25.77e 2 —0.01e 719 4+ 0.001 e 20%(3.405)
dominante negligenciavel
~ 25-50.76e "t +25.77e7 2 1 t>0 (3.406)

uma vez que os termos —0.010 e 719 4+0.001 e 2% s30 de pequenos coeficientes
e decaem mais rapidamente quando comparado aos termos dominantes.

O cancelamento pode ser realizado diretamente na funcao de transferéncia,

levando-se em consideragao que, para frequéncias de interesse (w ~ 1,2), tem-
se que jw << 100, ou seja, (jw + 100) ~ 100
109

G = 3.407

() (s +1)(5 +2) x 100 x 200 (3.407)

50

= — 3.408

(s+1)(s+2) ( )

Deve-se ter cuidado para nao cometer o erro de meramente excluir os termos

com polos afastados ((s 4+ 100) e (s + 200) no exemplo).

106
G = G001 2)(s+100] (54200 (3409)
6
_ 1% gRraDO! (3.410)

(s+1)(s+2)

Exemplo: Polos dominantes

Com o intuito de ilustrar a utilizacao do conceito de polos dominantes, consi-
dere o diagrama de blocos visto na figura 3.26.

Controlador Processo
1/2 Y(s)

R(s) E(s) (ot | U(s)
% [ s(s+1)(s+2)

Figura 3.26: Exemplo de utilizacao do conceito de polos dominantes em pro-
jetos de controladores

O problema consiste em ajustar a posi¢ao do pardmetro a, na funcao de trans-
feréncia

Y (s) s+a

1
= —= 3.411
E(s) 2s(s+1)(s+2) ( )
1 s+a
= —-—— 3.412
283 + 352 4+ 25 ( )
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de modo que, em malha fechada com ganho negativo unitario, a resposta
degrau apresente um sobressinal de 16.3%. Se a hipdtese de polos dominantes
for valida, o que deve ser verificado a posteriori, esse sobressinal corresponde
a fazer £ = 0.5.
A funcao de transferéncia de malha fechada é

Y(s) s+a

= A1
R(s) 253 4+ 652+ 55+ a (3413)

e a expressao 3.413 deve assumir, mediante ajuste de a, o formato desejado
Ty(s) com um par de polos complexos dominantes e mais um polo afastado p,
ou seja,

s+a

Tals) = (s —p) (8% + 28wns + w?) (3414)
s+a

- 2(s —p) (82 4 28wps + w?) (3.415)

= sta (3.416)

253 + (4€w — 2p) s + (2w? — 4péw) s — 2pw?
Igualando-se os denominadores de 3.413 e 3.416, tem-se que
253 + 652 + 55 +a = 25° + (46w — 2p) s> + (2w2 — 4p§w> s —2pw?  (3.417)

e, portanto, deve-se ter

= 4éw—2p (3.418)
= 2w? —4ptw (3.419)
a = —2pw? (3.420)

Impondo a condicao de projeto, & = 0.5, resulta um sistema de 3 equacodes a

3 incégnitas

3 = w—p (3.421)
5 = 2w’ —2pw (3.422)
a = —2pw? (3.423)

que leva a w =5/6, p = —13/6 e a ~ 3. A parte real dos polos dominantes é
dada por —w,, cos(60°) = —5/12 = —0.41667 > —13/6 = —2.166 7, valendo
a aproximacao por polos dominantes. Sempre que se adota uma metodologia
de projeto que envolve aproximagoes, é importante fazer uma verificacao do
resultado obtido.
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3.12.2 Efeitos do zero

Quando se projeta um controlador utilizando conceito de polos dominantes, é
imprescindivel verificar o resultado, visto que envolve uma aproximagao.

Em particular, quando héa zeros na fungao de transferéncia, o cuidado deve ser
redobrado, como visto na figura 3.27.

Efeito do “zero”

_— 0.=025

™ undershoot

0 2 4 6 8 10 12
t[s]

Figura 3.27: Exemplo de utilizagdo do conceito de polos dominantes em pro-
jetos de controladores.

As funcoes de transferéncia utilizadas na figura 3.27 sao

1 —s+a
Gils) = S sTa (38.424)
1 s+p

em que o = 0.25; 0.35;0.45 e 3 = 1.0; 2.0.

Na pratica, sistemas de primeira e segunda ordem aproximam adequada-
mente um grande numero de processos de interesse. Além disso, o compor-
tamento desses sistemas é facilmente caracterizado por um pequeno niimero
de parametros intuitives. Em particular, sistemas de segunda ordem podem
ser especificados por £ e w,, coeficiente de amortecimento e frequéncia na-
tural, respectivamente.
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3.13 Resposta em frequéncia

O sinal senoidal tem propriedades especiais com referéncia a sistemas LTI tanto
pela facilidade que proporciona na anélise tedrica, quanto em procedimentos
experimentais.

Dado um sistema linear representado pela fungao de transferéncia G(s) com
todos os seus polos com parte real negativa, se a entrada é senoidal

u(t) = U sin(wt) (3.426)

entdo a resposta y(t) em regime permanente do sistema é também senoidal de
mesma frequéncia e dada por

y(t) = |G (jw)| Usin (wt + £G (jw)) (3.427)

Considere um sistema representado por G(s) = ]l\)fgg e seja uma entrada se-

noidal u(t) = U sin (wt) cuja transformada de Laplace é

Uw

U(s) = ——= 3.428
(5) = s (3.425)
A saida do sistema para esta entrada é entao
N(s) Uw
Y = G(s)U(s) = — 3.429
() = GOV = B ) (3.429)
N(s)U
_ (s)Uw (3.430)

(84 p1) .. (s +pp) (s — jw) (s + jw)

cuja expansao em fracoes parciais, assumindo que o conjunto de polos é cons-
tituido de polos reais distintos, polos reais com multiplicidade maior que 1 e
polos complexos conjugados, resulta em

A A, B B
Y(s) = ——— 4.+ e L
(s +p1) (s+pn)  (s+pe)  (s+pr)
C D E E*
4....4.#12 cee 4 — + — (3.431)
(s+01)" +w? (s—jw)  (s+jw)

em que os coeficientes A;, By e C e D correspondem aos polos do sistema e
os coeficientes E e E* aos polos do sinal de entrada e sao dados por

E = ;]jG(jw) (3.432)
= Lo (3.433)
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Invertendo a transformada de Laplace, obtém-se

y(t) = Are™Pi 4 Ape Pt 4
+Byre P 4 Byote PR . 4
+K1e " cos (wit + ¢1) + -+ Eetivwt 4 pre—iwt (3.434)

Como por hipdtese todos os polos do sistema tém parte real negativa, a saida
em regime permanente (t — o) serd

Yrp(t) =0+ -+ + 0+ EetIwt 4 pre—iwt (3.435)

Portanto, substituindo os valores de F e E* das equacoes 3.432 e 3.433,

U . jw U . —jw
() = 326 (76) 4 + =5 (—jw) (3.436)
que, apés simplificagao, resulta em
Yrp(t) = |G (jw)| Usin (wt + £G (jw)) (3.437)

Conclui-se que para modelos LTT estaveis, o cdlculo da resposta a uma

entrada senoidal, em regime permanente, requer apenas o ganho de amplitude
|G (jw)| e a defasagem ZG (jw).
Como os sinais periédicos podem ser decompostos em uma soma de senoides
(harmonicas nas séries de Fourier) e os sistemas lineares satisfazem o principio
da superposicao, os valores numéricos de |G (jw)| e ZG (jw) para frequéncias
variando de 0 a oo constituem uma representacao da dindmica do sistema.

3.13.1 Curvas de Bode

Em geral, quando a representagao gréfica G (jw) e apresentada na forma de
médulo e fase, sao utilizados dois sistemas de coordenadas:

Curva de Magnitude: 20 log(|G (jw)|) X logw
Curva de Fase: £G (jw) x logw

Tais graficos sdo chamados de curvas de Bode e a de magnitude é representada
em dB e, usualmente, a de fase em graus.

As curvas sao tragadas em papel monolog e a leitura do eixo das abscissas é
realizada em rad/s.

Considere a funcao de transferéncia

K (s—2z1)...(s—2m)

Gls) = (s —p1)...(s—pn)

(3.438)
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e note que

K |jw — z1] ... |[jw — zm]
ljw = p1| . [jw — pl

Para fazer esbocos graficos, é mais conveniente que se tenha somas de termos

ao invés de multiplicagoes. Assim, aplicando-se 20log(.) em ambos os lados

da expressao 3.439 tem-se que

Gjw)| =

(3.439)

20log |G(jw)| = 20log K +20log|jw — 21| + ... + 201og |jw — 2|
—201log |jw — p1| + ... + 201og |jw — py) (3.440)

O gréfico de 20log K é simplesmente uma constante.

O gréfico dos ganhos, compostos pela soma de curvas associadas a termos do
tipo 201log |jw — al, cada quais aproximéaveis pelas assintotas

e Se w << a, entao 20log [jw — a| ~ 201og |a| que é uma constante.

e Sew >> a, entao 20log |jw — a|] ~ 20logw que é uma reta usando escala
[dB] na ordenada e logw.

Para a fase, tem-se que

. B K (jw—2z1) ... (Jw — zm)
£C(w) = £ < (Jw = p1) ... (Jw — pn) ) (3.441)

= A(jw—21)4 ... + £(Jw — 2m)
—4 (jw—p1) — ... — £ (jw —pn) (3.442)

em que cada termo do tipo £ (jw — a) possui a aproximacao vista na figura
3.28 tracada para a = 10. A aproximacao da curva de fase pode utilizar os
pontos notaveis 0.2a e ba.

3.13.2 Resposta em frequéncia de um sistema de segunda ordem

Como mencionado anteriormente, os sistemas de segunda ordem desempenham
um papel muito importante na pratica e, consequentemente, sao relevantes os
conhecimentos quanto a sua caracterizagao no dominio da frequéncia.

Os pontos notaveis nas curvas de Bode de sistemas de segunda ordem sao a

frequéncia de ressonancia
wr = wpy/1 — 2€2 (3.443)

e o pico na resposta em frequéncia (usualmente apresenta-se em dB)

1

Yo rne

(3.444)
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Curvas de Bode: Sistema de 1= ordem

=
T

150w 1]48]

n
=]
T

1 oitava
I L

w
=]

107!

<
s

=]

458

26(w) ]

102 02 1 5 1P
logiw) [rad/s]

Figura 3.28: Parcela das curvas de Bode correspondentes a um termo 1/(s+a).

A figura 3.29 apresenta uma resposta em frequéncia tipica de um sistema de
2% ordem subamortecida, além de indicar o significado do pico em ressonancia
M, e a frequéncia de ressonancia w..

Se o sobressinal desejado é M), tem-se a partir da equacao 3.393 que o coefi-
ciente de amortecimento requerido é

L (3.445)

\/7r2—i—ln2Mp

que corresponde ao pico na resposta em frequéncia M, fornecido pela expres-

sao 3.444. Estando de posse do valor de £ e uma outra especificacao, como o do
tempo de subida, pode-se determinar w,, e, portanto, w,, segundo a expressao
3.443.

3.13.3 Resposta em frequéncia de um atraso de transporte

Conforme visto em 3.97, o modelo do atraso de transporte é da forma
y(t) =u(t—-T) (3.446)
e, portanto, a fungéo de transferéncia correspondente é
Y (s) = L(u(t —T)) =U(s)e T* (3.447)

Para efeito da resposta em frequéncia e tracado das curvas de Bode, nota-
se que |e™#“T| = 1, constante, ou 0dB = 20log(1). Porém, a fase é dada
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Curvas de Bode: Sistema de 2° ordem

T

20 i

1G(w) | (48]

(W) ]

- G

107 @, =1 10
logw) [rad/s]

Figura 3.29: Curvas de Bode de um processo de 2¢ ordem em que se indica o
significado do pico em ressonancia M, e a frequéncia de ressonancia w;..

por Le 3T = —T e, portanto, cresce indefinidamente com o aumento da
frequéncia w.

Uma visualizagao grafica e intuitiva é apresentada na figura 3.30, em que se
observa que um mesmo atraso de transporte de T' = 0.785 s corresponde a
diferentes valores de atraso de fase. No caso, atrasos de fase de 7 /4 rad para o
sinal sin(t + 7') em relagao ao sinal sin(t) e de /2 rad para o sinal sin(2t +7T)
em relagao ao sin(27").

sin(t)

Y.

TN
~__~

\J

~_

Airasc de /4

SN /N -

|
sin(t—nT

sin(2t)

sin(2t-T) A

T
ANIVANIY AN

Atraso de /2

Figura 3.30: Influéncia da frequéncia no valor do atraso de fase
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As curvas de Bode representam, graficamente e de modo com-
pleto, o comportamento de um sistema. Logo, as curvas de Bode
desempenham um papel muito importante em projeto de controla-
dores, uma vez que varias caracteristicas importantes do sistema,
como a ressonancia, a margem de fase e a banda passante, podem
ser facilmente visualizadas e modificadas.

3.13.4 Filtro complementar

Quando se tem dois sensores medindo uma mesma grandeza e a faixa de
frequéncia dos ruidos é diferente, existe um exemplo muito ilustrativo da im-
portancia do conceito de resposta em frequéncia. Na figura 3.31 sao apresen-

Ruido de Filtro Ruido de
Alta-Frequéncia Passa-Baixa Alta-Frequéncia
_ N e A
Vi=y+n, Vi=y+n
— 1-G(5) A
+ + n
y y
Vo=y+n, + +
—— A G(s) : G(s) "
/ LR 7\ N -y
/ b / n;—n N
Ruido de Filro Ruidode 2 % Filtro
Baixa-Frequéncia  Passa-Alta Baixa-Frequéncia Passa-Alta

Figura 3.31: Filtro complementar

tadas duas alternativas para implementacao do filtro complementar.

O sinal v; é uma medida da grandeza y perturbado com um ruido aditivo de
alta frequéncia, enquanto v é a medida de y perturbada com um ruido de
baixa frequéncia.

Um exemplo é a estimagao da velocidade baseada em dois sensores diferen-
tes: um acelerometro e um sensor de posicao. Os sinais v; e vy poderiam
corresponder a integral das medidas do acelerémetro e derivadas do sensor de
posicao. Nesse caso, a integracao possui efeito de filtro passa baixas enquanto
o derivador exacerba os ruidos.

3.13.5 Cartas de Nichols

A carta de Nichols, as vezes chamada de carta de Nichols-Black, é uma ferra-
menta grafica (dbaco) que permite a visualizagdo simultanea de caracteristicas
de malhas aberta e fechada de controle.

Seja Gpra(s) uma funcao de transferéncia de malha aberta. Dados os valores
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numéricos do médulo |G pra(jw)| e da fase LGpra(jw) para uma dada frequén-
cia w, a Carta de Nichols permite ler graficamente o médulo |Gyr(jw)| e a
fase de LG (jw) de malha fechada

Gua

=4 3.448
1+Gpa ( )

Gur
em um grafico modulo x fase. E usual utilizar a escala dB no eixo da ordenada,

Exemplo: Carta de Nichols

A figura 3.32 ilustra o aspecto de uma Carta de Nichols para a fungdo de

transferéncia 43
s
G = 3.449
MA= S5+ 1) (s +5) (3:449)

Carta de Nichols-Black

.1[:.
ot 0dB..
T 0,25 dB
ol e |l | as@f ||
P IR0 w) {o TR Tyt aB
: = \ _ggg : ; _'; ) -SdB :
of iy = e R
— B BEPPETS
. v | e
= o Mt - PRI P 1, 17 1
s [ Gio) || : et
= 1+G(jo) |
) i (o) 1] 3 AR
A0 T T Lk L g
Y P N RO AL S S A3
Pk ‘ 8048
-360 -315 270 -225 -180 -135 90 -45 0
Z2G(jw) [7]

Figura 3.32: Carta de Nichols para a funcao de transferéncia de malha aberta
1/s(s+1)(s +2).

E interessante ressaltar que curvas de Bode podem ser obtidas experimen-
talmente no laboratoério, utilizando-se um gerador de sinais senoidais e um
osciloscopio, ou de um sistema digital de geracao e aquisicao digital de sinais.

3.13.6 Largura de banda

Intuitivamente, sistemas que possuem respostas rapidas sao aqueles que ate-
nuam pouco os componentes de frequéncias mais elevadas. O grau de atenu-




Modelos dinamicos 113

acao das altas frequéncias em relacao as baixas pode ser expresso quantitati-
vamente pela largura de banda.

Dada uma funcao de transferéncia G (s), a largura de banda é a faixa (0, w.),
sendo que a frequéncia de corte w, é caracterizada por

|G (jw)| < |G (jwe)| — 3dB Yw > w. (3.450)

O conceito de largura de banda é importante uma vez que, quanto maior,
a resposta do sistema tende a ser mais rapida. Intuitivamente, tal fato estd
relacionado com a proporcionalidade inversa entre w e .

3.14 Realizagoes simples

Dadas as matrizes {A, B, C,D} de uma representagao no espaco de estados,
a funcao de transferéncia é obtida facilmente aplicando-se a férmula

G(s)=C(sI-A)"'B+D (3.451)

como foi visto em 3.315.

Por uma questao de simplicidade, vamos assumir que D = [0] e que G(s) é
escalar.

O problema de realizagao consistem em obter {A, B, C} a partir de um G(s)
dado.

Forma canonica controlavel

Considere uma fungao de transferéncia G(s) dada por

Y (s)
Ul(s)

= G(s) (3.452)

= — — (3.453)
s +a1s" 4.+ ap—18s+ap

e, note que, para condicoes iniciais nulas e utilizand0 a notacio y(® = d%y /dt®,
tem-se

y™ + a1y + 4 a1y + agy = cou (3.454)

ou

(n) —

y" = —ayyn

— . — ap_1Y — agy + cou (3.455)
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Fazendo-se a associacao

rn =y
o = y
w1 =y
segue imediatamente que
1 = yY=1x3
i’Q = y = X3
Tp-1 = y(n_l) = Tn-2
T, = y(”) = —a1Tp — ... — Ap—_122 — ApT] + CoU

Substituindo a expressao 3.455 em 3.463 e utilizando a notagao

T
X:[fL‘l Trog -+ Tp-1 ."L‘n}
tem-se
0 1 o] [o]
0 1 0 0
X = : X + U
0 0 0 1
—an —0Gp—-1 —Aanp-2 —ai 1
L J L~
A B
e
y = [ cw 00 0 0]x
C
ou seja,

x = Ax+ Bu
= Cx

Quando a matriz C possui a forma especial

C:[CO 1 ' Cp_1 Cm 0 --- 0}

(3.456)
(3.457)

(3.458)
(3.459)

(3.460)
(3.461)

(3.462)
(3.463)

(3.464)

(3.465)

(3.466)

(3.467)
(3.468)

(3.469)
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tem-se da expressao para G(s)

_ 1701
s 0
G(s) ! [ o ¢ c c :
= 0 1 n—2 n—1 :
A(S) Sn—Q
sn1 1
com ¢y =0 param+ 1<k <n—1 que resulta em
m m—1
G(s) = S T omo18  FeFas TG (3.470)
s"+ap—18" "t + ... +a1s+ag
A realizacao obtida é controlavel, pois
U = [B;AB;..; A" 'B] (3.471)
(00 - 0 1]
00 --- 10
= AN (3.472)
o1 --- *
1 = *
que tem posto n.
3.14.1 Forma canoénica observavel
Para sistemas de 1 entrada e 1 saida, G(s) é 1 x 1, tem-se que
G(s) = GT(s) (3.473)
C(sI-A)'B = BT(s1-AT)"!cT (3.474)

e chamando C = BT ¢ B = CT de modo que G(s) = C(sI — AT)"!B, tem-se
que

C BT

CAT BTAT
V= : = : (3.475)

. n—1 . n—1
C(AT) B7 (AT)
e, portanto,

vl = [B;AB;..;A" 'B| (3.476)
- U (3.477)

Como a transposicao nao altera o posto, V possui posto n e, portanto, a
representagao é observavel.
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3.14.2 Realizacao diagonal

A funcao de transferéncia pode ser expandida em fracGes parciais

mS™ 4 Cm_15™ M+ 415+ ¢

S+ ap_18" L+ ..+ ais + ag
™ Tn

+ ...+
sS—Dp1 S — Pn

G(s) =

(3.478)

(3.479)

Assumindo que p; # pj, para @ # j, para evitar a necessidade de recorrer a

forma completa da representacao de Jordan, tem-se que

Y(S) o ™ Tn
U(S) §—D1 S —Pn
ou seja,
Y(s) = Yi(s)+...+Yu(s)
T1 T'n
= U(s)+ ...+ Us
U(8) et (V)
A realizacao de
r
Gi(s)=——;i=1,.n
S—Di
é imediata,
T;=—pxr;+ru;i=1,..n
T
Assim, para x = { T1 X2 - Tp_1 Ty | pode-se escrever
[ o 00 o | [ ]
0 —p2 O 0 ro
X = . 0 |x-+ : U
0 0 0 —Pn—1 0 Tn—1
0 0 0 —Pn Tn
A B

e, para a saida, de 3.481,

y=[11 - 1 1]x

C

(3.480)

(3.481)
(3.482)

(3.483)

(3.484)

(3.485)

(3.486)

Quando o estado x estd disponivel, pode-se conceber uma estratégia de con-

trole baseado em modos, utilizando mudanca de base.
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Note que se P € R™*™ é néo singular, entao a transformacao

X =Px (3.487)
permite escrever
x = Px (3.488)
= P (Ax+ Bu) (3.489)
= PAP !X+ PBu (3.490)
—
A B

Esse tipo de transformacao é dita ser similar e os autovalores sao preservados,
ou seja,

det(\I — A) = det(A\PP~! —PAP™!) (
= det(P(\I - A)P) (
= Tdet{P) det(\I — A) det(R=1) (3.493
= det(A\I - A) (

3.14.3 Utilizacao dos parametros de Markov

Considere inicialmente a fungao de transferéncia

Bos™ + 18"+ -+ By
s osv T4t ay

G(s) =

(3.495)
Através de divisdo longa, G(s) pode ser escrita em termos de polinémio em s,

Bos™ + Bis" -+ B
s"taps" 4+t ap

= EO + (B —thﬂo)s*l +--- (3.496)

= ho4his Fhos 24 (3.497)

em que h; sao introduzidos para simplificar a notagao.
Inspecionando-se os coeficientes de s*, obtém-se que

ho = Bo (3.498)
hy = —aiho+ b (3.499)
ho = —ajhi —ashg+ B (3500)

h, = —aihg_1— aghgp_o— -+ — arhg + B (3.501)
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Portanto, a funcao de transferéncia pode ser escrita como uma soma de po-

téncias de s com os coeficientes dados pelos parametros de Markov:

G(S) = ho + hls_l + h28_2 —+ e

A matriz de Hankel, denotado H(m,n), é definida por

hi  hy .- B
ho  hy - hap
H(m,n)=| 3 ha -+ hngo
i hm hm+1 to hm-i—n—l |

Por outro lado, considere a representacao no espaco de estados
X = Ax+Bu y=0Cx
cuja representacao no dominio transformado é
G(s)=C(sI-A)"'B
Sabendo-se que
(sI— A)_1 =I1+As '+ A% 2+
a funcao de transferéncia pode ser reescrita como

G(s) = C(I+As™' +A% 2+ )B
= CB+CABs ' +CA’Bs 2+ ...

(3.502)

(3.503)

(3.504)

(3.505)

(3.506)
(3.507)

Comparando-se os termos desse polinémio em s com o que envolvia os

parametros de Markov h;, obtido anteriormente, constata-se que

hy = CAF'B

Os passos para utilizar o conceito de parametros de Markov para realizar G(s)

Sao:

e A partir do G(s) de ordem n, efetuar a divisdo longa e obter os parame-

tros de Markov {hq, ..., ha, }
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e Construir a matriz de Hankel

[y ho .- R, |
ho hs o hast
Hn+1,n)=| : Do (3.508)
hn hn+1 o h2n71
hn—l—l hn+2 et h2n

e Determinar o posto de H(n + 1,n)

n*=p{H(Mn+1,n)} (3.509)
[ ] Obter |: aq (05] e Qn* n*:H_I n*(—)i-Q e 1’L9—1 tal QUe
[al ay o o 10 - O}H(n+1,n):0 (3.510)

e Construir as matrizes A,B e C

' :
A = : - : B=| : (3.511)
0 1
B
C =10 0] (3.512)
Pode-se verificar que
U = [B AB - A"7'B|=H(@"n") (3.513)
C
CA
vV = , =1 (3.514)
CAn*fl

possuem rank n*.

Portanto, a representacao é completamente controlavel e observavel, ou seja,
a realizagdo é minima.




120  Engenharia de controle

Teorema de Silverman

Uma sequéncia infinita de parametros de Markov é realizdvel por um modelo
LTI, se e somente se existirem inteiros n e m tal que p(H(n,m)) = p(H(n +
1,m +14)) = n* para i = 1,2,.... Nesse caso, n* é a ordem da realizagao
minima.

3.14.4 Realizagao de Gilbert

Seja G(s)pxm uma funcdo de transferéncia estritamente prépria (D = Opxm)

G(s) = [gij(s)] ;i=1,..,p; j=1,...m (3.515)

A(s)=s"4a,_18 14 +ays+ag (3.516)

o minimo multiplo comum dos denominadores de g;;(s).

Assumindo-se que as raizes \;,i = 1...,r do polinémio caracteristico sdo dis-
tintas, pode-se escrever

A(s) = H (5 —X\i) (3.517)

s 1

G(s) = R; 3.518
(s) ; Py ( )

Os residuos sao obtidos fazendo-se
R; = lim (s — \;) G(s) (3.519)

S—>>\7',
Denote-se

pi == rank (R;) (3.520)

e sejam matrizes C; e B; escolhidos de modo que
R, = C,B; (3.521)
Nessas condigoes, uma realizacao controlavel {A, B, C,0} é dada por

)‘11/)1 X p1 B,
A = : :
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Exemplo
Considere a funcao de transferéncia
1 2
G(s) = [ stl s{t ] (3.523)
T (HD)(s+2)  s+2
eseja A(s)=(s+1)(s+2).
A expansao em fragoes parciais leva a identidade
1 s+2 2544
G = — 3.524
6 = GEDGery| -1 s+ (3:524)
1 1
= —R 3.525
s+1 Lt s+ 2 2 ( )
em que
1 2 0 0
R, [_1 01 ; Rg-[l 1] (3.526)
Portanto,
pr = 2 (3.527)
p2 = 1 (3.528)
e uma possibilidade de escolha de C; e B; seria
1 2 1 0 1 2
Rl_[—1 01_[0 1“—1 0] (3.529)
(of! B,
0 0 0
Rg—llll—[ll[l 1] (3.530)
B>
Cs
A realizacao diagonal de Gilbert obtida é dada por
-1 0 1 2
x = -1 0] |x+ 1 0] Ju (3.531)
[00]  [-2 (1 1]
[ -1 1 2]
= -1 x+| -1 0 ]u (3.532)
i -2 11 |
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- [10] 2]

. ~ —1 , . .
Para verificagao, basta calcular C (sI — A)™" B. Além disso, pode-se verificar
que a representacao é completamente controlavel e observavel, ou seja, é mi-
nima.

1 00
X—[O 1 1‘|X (3.533)

Para sistemas de 1 entrada e 1 saida, G(s) é 1 x 1, tem-se que
G(s) = GT(s) (3.534)
CsI-A)'B = BT(s1- AT It (3.535)

e, chamando C = BT ¢ B = CT de modo que G(s) = C(sI— AT)"!B, tem-se
que

C BT

CAT BTAT

V = : = : (3.536)
~ ‘ n—1 . n—1
C (AT) BT (AT)
e, portanto, como esperado,

vl = [B;AB;..; A" !B] (3.537)
= U. (3.538)

Como a transposicao nao altera o posto, V possui posto n e, portanto, a re-
presentacao é observavel.
Mais detalhes no artigo original:

Gilbert, E. G. Controllability and Observability in Multivariable Control Sys-
tems. S.I.A.M. Control, Ser. A, 1, p. 128-151, 1963.

E importante a habilidade de transitar entre as diferentes representagoes
no espago de estados e através das fungoes de transferéncia, visto que es-
pecificagoes diferentes se adaptam melhor a uma ferramenta em um certo
dominio do que em outro. Além disso, fungoes de transferéncia podem ser
obtidas em ensaios laboratoriais, injetando-se sinais senoidais u e observando
a relagao entre y e u (ganho e defasagem).

Em 1756, Euler Leonhard Euler (1707-1783), um dos maiores matematicos da
histéria, escreveu Elementa Calculi Variationum, em que apresenta a equa-
¢ao de Euler-Lagrange. No entanto, a primeira solucao para um problema de
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célculo de variagoes é atribuido a Sir Isaac Newton PRS (1642-1727) por ter
resolvido o problema de obter o perfil de uma figura geométrica de revolugao
que oferecesse a minima resisténcia ao movimento em um fluido, em 1687.

Em 12 de agosto de 1755, Joseph-Louis Lagrange (Giuseppe Luigi Lagrangia,
1736-1813) escreveu uma carta a Euler, apresentando um novo método para
resolver os problemas na obra Methodus inveniendi lineas curvas maximi mi-
nimive proprietate gaudentes sive solutio problematis isoperimetrici latissimo
sensu accepti de Fuler, escrito em 1744 e editado por Marcum-Michaelem
Bousquet.

Euler Lagrange Bromwich Heaviside

Em 1898, Oliver Heaviside FRS (1850-1925) apresenta o célculo operacional
e estuda o comportamento transitério de sistemas, introduzindo o conceito
andlogo ao de funcao de transferéncia.

O calculo operacional de Heaviside foi colocado em alicerces robustos por Tho-
mas John I’Anson Bromwich (1875-1929) e, em particular, a integral de con-
torno utilizada na transformada inversa é chamada de integral de Bromwich.

3.15 Exercicios

3.15.1 Exercicio: Sistema eletromecanico

Os sistemas micromecéanicos (MEMS) sao, em geral, baseados em efeitos elé-
tricos ao invés de dispositivos maiores que se valem de efeitos magnéticos.

Se o dielétrico ¢ o ar, a rigidez dielétrica é da ordem de 3E6V/m resultando
E¢ = 1e0E% ~ 40 Jm™3.

Por outro lado, utilizando indutores com nucleo de ferro, considerando satu-
racio a 1.6 Wb.m ™2, tem-se E,,, = ﬁbQSSO Jm™3.

Assim, dispositivos baseados em efeitos elétricos sdo interessantes para dispo-
sitivos de pequenas dimensoes, como os manufacturados com tecnologia mi-

croeletronica. Neste exercicio, busca-se obter um matematico na forma de um
sistema de equagoes diferenciais ordinarias para o sistema ilustrado em 3.33




124  Engenharia de controle

Figura 3.33: Um sistema fisico envolvendo elementos elétricos e mecanicos.

sabendo-se que as expressoes para 1, V e R elétricos, respectivamente, T,
Vvele € Releu 5a0

1

1
l J— 7[ 5. ‘/ J—
ele — 9 q; Vele = 20(.%')

@ ; Rac= 3R  (35%)

3.15.2 Exercicio: Modelos de péndulos

Utilizando a formulacao Lagrangiana, obter modelos para as duas modalidades
de péndulos da figura 3.34.

J
kL
S J a——
l o\ g i o, 7
AN W
B 7t Y Owm
y M
(a) ® () (@

Figura 3.34: (a) Modelo simplificado de uma ponte rolante; (b) modelo sim-
plificado para um objeto suspenso por uma fixacao elastica.
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3.15.3 [Exercicios: Solugao de equagoes diferenciais ordinarias

Obter as solugoes das seguintes equagoes diferenciais ordindrias lineares e in-

variantes no tempo.

Observagao: E interessante resolver as equagoes no dominio do tempo (t) e no
dominio transformado (s) e verificar que os resultados sdo compativeis.

1.

d2y

2— + 7y +3y = 0
y(0) =1
y(0) = 0

y+3y = 0(t)
y(0) = 0

y+3y = ul(t)
y(0) = 0

y+3y = sin(10¢t)
y(0) = 0

1
) +3y = sin|—t
Y+ 3y Sm(lO)
y(0) = 0

y+3y =
y(©0) = 0

(3.540)

(3.541)
(3.542)

(3.543)
(3.544)

(3.545)
(3.546)

(3.547)
(3.548)

(3.549)
(3.550)

(3.551)
(3.552)
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a5 élfégfqol

Figura 3.35: Sistema de 2 tanques acoplados.

3.15.4 [Exercicio: Sistema de tanques acoplados

Obter um modelo na forma de equagao de estados para o sistema de vasos
comunicantes da figura 3.35.

As entradas sao as variagoes incrementais das bombas (g1 e ¢2) e as saidas sao
as variacoes incrementais do nivel de liquido (h; e h2).

3.15.5 Exercicio: Modelo de um circuito envolvendo transformador

Considere o circuito da figura 3.36. Calcular V2/I, sabendo-se que, para o

Q

2
C/o

"
AN
oy

[ Lea

s

.

L ]
o
WA
R
T3

Figura 3.36: Um circuito elétrico com transformador.

transformador, tem-se

vy = sLqi1i1 +sMig (3.553)
vy = SsMiy + sLooio (3554)

e os pontos indicam a sua polaridade.
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3.15.6 Exercicio: Modelo de um girometro

Considere um giroscépio montado em um sistema de eixos como ilustrado na
figura 3.37.

momento angular L

atrito viscoso b

mola k  extremidade fixa

Figura 3.37: Um sistema girometro.

Obter a equacao de estado, considerando xz; = 0 e 0 e, caso resulte em um
modelo nao linear, linearize-o.

3.15.7 Exercicio: Erros em regime permanente

Calcular os erros em regime para entradas degrau e rampa, supondo que as
fungoes de transferéncia fornecidas sdo de malha aberta e a realimentacao a
ser utilizada é unitaria.

1.
G(s) = (;:12)2 (3.555)
. Gs) = 12 3.556
(s) = m (3. )

3. cio
G (s) = rIPY (3.557)

4 s+2
G(s) = TP (3.558)

3.15.8 Exercicio: Ampliadores operacionais (OpAmps)

Obter a fungao de transferéncia Y (s) /U (s) para cada circuito da figura 3.38.
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Figura 3.38: Circuitos de relevancia pratica utilizando OpAmps.

3.15.9 Exercicio: Tracado de curvas de Bode

Esbocar as curvas de Bode:

1.
G =57 o.SJ(i +10)
2.
G6)= o670

3. 1

Gls) =3 (s+1)
4, 1

G =601
5. b 0

(s24+s+1) (s +10)

(3.559)

(3.560)

(3.561)

(3.562)

(3.563)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

G =57 1)1((; +10)
Gls) = 2((ssj 21))
Gls) = (i 1 i;
6= ()
oo - L)
60 = Frs

(3.564)

(3.565)

(3.566)

(3.567)

(3.568)

(3.569)

(3.570)

(3.571)

(3.572)
(3.573)

(3.574)

(3.575)

(3.576)
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3.15.10 Exercicio: Tracado manual de curvas de Bode

Esboce manualmente, utilizando lapis e papel monolog, as curvas de Bode

G 9 <82 +0.25 + 1) —
(s) = s(s2+1.2s+9) (3.577)

3.15.11 Exercicio: Resposta em frequéncia de um filtro

Esbogar as curvas de Bode (Vy (s) é a saida e Vjy, (s) a entrada) do circuito
da figura 3.39.

o

[l

Figura 3.39: Um circuito utilizando amplificador operacional ideal.

3.15.12 Exercicio: Margens de ganho e de fase

Determinar M F e MG:
(a)

G(s) = 3.578
(b) (042
s+
G 3.579
() (s+1)(s—3) ( )
(c) 1
G(s) = 56_5 (3.580)
3.15.13 Exercicio: Especificacoes no dominio da frequéncia
Um servomecanismo possui funcao de transferéncia
A
G(s) = p00 (3.581)

s(s+10) (s + 20)
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em que A é o ganho ajustdavel do amplificador. Qual deve ser o valor de A de
modo que, ao se fechar a malha com uma realimentacao unitaria, o sistema
possua um pico de ressonancia M, de 8dB? Em que frequéncia ocorre a
ressonancia?

3.15.14 Exercicio: Solugao de EDO utilizando a transformada de La-
place

Obter a transformada inversa de Laplace, utilizando o método da expansio
em fracoes parciais

a)
s> +2s+3

Gls) = s+ 1)

(3.582)

90 (s +2)
s?(s+1) (s +3)

G(s) = (3.583)

3.15.15 Exercicio: Transformacao de representacao no espaco de es-
tado para funcao de transferéncia

Determine a funcao de transferéncia Y (s) /U (s) e discuta o resultado:

0 1 0 1

x = 0 0 2|x+]|-1]u (3.584)
~15 —23 —9

y =[5 6 1]x (3.585)

3.15.16 Exercicio: Funcao de matriz

Considere uma matriz da forma

a 1 0
A=]10 a 0 (3.586)
0 0 a
em que a € R e a # 0. Obter uma matriz B, tal que e = A.
Lembrar que
n(z) =3 EV gy (3.587)
-« n .

=1
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3.15.17 Exercicio: Resposta degrau a partir do repouso

Esbogar a resposta a uma entrada tipo degrau unitdrio u(t) para o sistema
descrito por:

x = [_g —111 X + (1)]u (3.588)
x(0) = [0 O}T (3.589)
y = [1 o}x (3.590)

3.15.18 Exercicio: Resposta a condigao inicial

Esbogar a resposta y(t) para entrada nula u(t) = 0, V¢ > 0, sabendo-se que:

x = - _g _411 X + (1) ] u (3.591)
x(0) = [11 }T (3.592)
y = :1 0 }x (3.593)

3.15.19 Exercicio: Resposta impulso

Esbocar a resposta impulso do sistema descrito pelas equagoes de estado

x = - _g _le X + (1) ] u (3.594)
x(0) = [0 O]T (3.595)
y = :1 0 }x (3.596)

3.15.20 Exercicio: Resposta degrau com condigao inicial nao nula

Esbogar a resposta y(t) para entrada degrau unitario u(t), sabendo-se que

<= |5 4] h] (3.597)
x(0) = [1 1}T (3.598)
y = [10]x (3.599)
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3.15.21 Exercicio: Propriedade da matriz companheira

Dada uma matriz quadrada A, do tipo

0 1 0 0 |
0 0 1 0
A= : ST (3.600)
0 0 0o - 1
—Qp  —0p-1 —Gp-2 -+ —@1

(a) mostrar que o seu polindémio caracteristico é

det (sI— A)=s"+ a1s"V + o+ ap_18 + an (3.601)
(b) e os autovalores sao da forma
S
A
z? (3.602)
)\n'—l

3.15.22 Exercicio: Matriz de Vandermonde

(a) Mostrar que o determinante de uma matriz de Vandermonde V

[ . 1]
Mo A
A2 ... N2
Vixn = 1 n (3.603)
)\?—1 . )\Zfl
é dado por
det (V)= [ (N—X) (3.604)
1<i<j<n

b Apresentar uma aplica ao desse resultado em problemas de sistemas de
G
controle.

3.15.23 Exercicio: Propriedade de autovalores

Mostrar que se A;, i = 1,...,n sao os autovalores de uma matriz A, «,, entao

n

det (A) = [ N\ (3.605)
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3.15.24 Exercicio: Realizagoes
Obter uma representacao do tipo
x = Ax+Bu (3.606)
y = Cx (3.607)
para o sistema cuja fungao de transferéncia é

Y(s) — s+2
CU(s) 245546

(3.608)

e verificar a controlabilidade e a observabilidade.

3.15.25 Exercicio: Cancelamentos em fungoes de transferéncia

Determine a funcao de transferéncia Y (s) /U (s) e discuta o resultado obtido:

0 1 0 1

X = 0 0 2|x+]|-1]u (3.609)
~15 —23 -9 1

y = [56 1]x (3.610)

3.15.26 Exercicio: Controlabilidade e observabilidade

Considere um processo representado no espago de estados por

1
x+ |0 |u (3.611)
0

S oo+
I e
© vwoo

=

1. Verificar se o sistema é controlavel. Caso nao seja, determinar o modo
nao controlavel.

| x (3.612)

2. Verificar se o sistema é observavel. Caso nao seja, determinar o modo
nao observavel.
3.15.27 Exercicio: Selecao de sensores

Considere o processo representado no espaco de estado por

A P O]u (3.613)

* = [1 -3 1
y = Cx (3.614)
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Assumindo que no mercado existem 4 sensores compativeis com esse pro-
cesso,

Q
(V]

I
—— o —
|

—_
[\]
[E—
~ o~
by
(=}
=
=2}
S~— S~— N— SN—

Ci = [0 1] (3.618

qual o dispéndio minimo para se conseguir monitorar todos os componentes de
x, sabendo-se que os custos dos sensores C1, Cq, Cq e Cy sao, respectivamente,
R$ 100,00, R$ 150,00, R$ 120,00 e R$ 240,007

3.15.28 Exercicio: Isolagao de falhas

Um método simples para isolar falhas de sensores é utilizar observadores de
estado. Considere um sistema que possui 3 sensores associados a matrizes Cq,
C2 (§ C3

x = Ax+Bu (3.619)
y1 = Cix (3.620)
y2 = Cox (3.621)
y3 = Csx (3.622)

Assume-se que o estado é observavel a partir de quaisquer dos sensores Cq,
Csy e C3. Denotando por Z o estado estimado e ¥;, ¢ = 1,2,3, as saidas de
cada estimador, ou seja,

X = AR+Bu+L(ys—3s) (3.623)
i = CR (3.624)
Jp = Co% (3.625)
7y = Cs% (3.626)

qual o comportamento dos sinais e; = y; — ¥;, ¢ = 1, 2, 3, se houver falha, uma
de cada vez, nos sensores 1, 2 e 37

3.15.29 Exercicio: Inser¢ao de integrador na malha

Considere o processo representado no espaco de estado por

L _ [0
1o o

y = [1 O}X (3.628)

X+1

0 ] u (3.627)




136  Engenharia de controle

Deseja-se utilizar uma lei de controle da forma

u(t) = —Kx(t) + p/ot [r(1) —y(7)] dr (3.629)

em que 7(t) é o sinal de referéncia a ser rastreada.

Obter os valores de K e de p, de modo que os polos dominantes correspondam
a uma resposta degrau com sobressinal de 16.3% e tempo de subida de 1 s.

3.15.30 Exercicio: Realizagoes

Obter uma representacao no espaco de estados na forma canoénica observavel
e também a fungao de transferéncia Y (s)/U(s)

d3y d%y dy dyu
— 4+6— +8— =2 — 3.630
as e w7 (8.630)

3.15.31 Exercicio: Realimentagao de estados

Considere um processo cuja fungao de transferéncia é

s+ 10
s3 + 3052 4+ 300s + 1000

G(s) = 100 (3.631)

1. Obter uma realizacdo {Asxs,Bsx1,Cix3, Dix1} com a propriedade de
que seja observavel mas nao controlavel.

2. Verificar se seria possivel utilizar uma lei de controle tipo realimentagao
de estados u = —Kx + r, de modo que para r(t) do tipo unitdrio, a res-
posta apresente sobressinal de aproximadamente 16% e tempo de subida
de aproximadamente 1 s.

3.15.32 Exercicio: Resposta temporal a condigao inicial nao nula

Esbogar o gréfico zo(t) x x1(t) para t > 0 do processo descrito por

. 01
X = [ 1 O]X (3.632)

T
sabendo-se que x(0) = [ 0 1 }
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3.15.33 Exercicio: Manutencao da controlabilidade sob realimentagao
de estados

Considere as matrizes A e b de dimensoes n X n e n X 1, respectivamente.
Denotando por p(M) o posto (rank) da matriz M, mostrar que

p|[b|Ab|.|A"b| =p[b| (A-Dbk)b|..| (A-Dbk)"'b| (3.633)

para qualquer k de dimensao 1 x n. Qual a relevancia dessa propriedade no
contexto de sistemas de controle?

3.15.34 Exercicio: Magnitude de sinais de controle

Considere o processo descrito por

e I P (363
y = [1 o]x (3.635)

T
1. Obtenha uma lei de controle u(t) que a partir de x(0) = [ 10 } em
T
t =0 atinja x(1) = | ~1 0|

T
2. Obtenha uma lei de controle u(t) que a partir de x(0) = [ 10 } em
T
t =0 atinja x(1071%) = | —1 0 ]

3.15.35 Exercicio: Incertezas nos sensores

Considere um processo representado no espaco de estados por

[ o 1 0
% = [_3 LS 1]u (3.636)
y = [a o|x (3.637)

em que ¢ e ¢o sao ganhos associados aos sensores que monitoram os compo-
nentes r1 e xo do estado, respectivamente.

Os sensores apresentam incertezas, de modo que
G ="+ Aci ;i =1,2 (3.638)

sendo ¢’ o valor nominal informado pelo fabricante e A¢; a incerteza devida
a fabricagao.
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Escolher a melhor opcao em termos de precisao do observador de estados a
ser implementado, considerando que ha vérias opgoes de sensores comerciais,
conforme a tabela abaixo, porém com a restricao de que c; e co devem ser do

mesmo fabricante.

Marca cpem Acp 3™ Aca
Alfasense 10 0.1 1 0.2
Betasense 5 0.2 0.2

Gamasense 1 0.3 10 0.2
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