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Prefacio

Dizia Monteiro Lobato que um pais se faz com homens e livros. Com essas
palavras em mente, foi para mim um privilégio ter sido convidado para redi-
gir o prefacio desta obra, redigida por dois colegas de destacada atuagao na
prética da Engenharia de Controle e na formacgao continuada de novos profis-
sionais para o pais. O texto é de agradavel leitura, com riqueza de exemplos,
ilustragoes claras e exposicao didatica apoiada por rigor matematico. Notas
histéricas também sao incluidas de forma muito oportuna. O contetido abarca
o uso de modelos lineares e também diversas ferramentas para tratamento de
nao linearidades, percorrendo com elegancia tanto o controle a tempo continuo
quanto o controle empregando amostragem. Também sao discutidos varios as-
pectos de relevancia para um projeto de engenharia, desde as andlises iniciais
até o comissionamento. Nesse sentido, serd de valia para profissionais e estu-
dantes, de graduacao e pés-graduacao, nos diversos campos que se relacionam
com esta transversal area de controle. Como um todo, trata-se de excelente
livro, certamente uma valiosa contribuicao para a literatura nacional.

Sao José dos Campos, 15 de agosto de 2022

Prof. Dr. Roberto Kawakami Harrop Galvao






Apresentacao

Esta obra foi concebida com vistas a propiciar uma visao integrada do pro-
blema de projeto de sistemas de controle, eficazes na pratica e solidamente
respaldada por principios fundamentais.

Busca-se apresentar primordialmente os variados enfoques amplamente utili-
zados na pratica rotineira de projeto de controladores, atentando-se, porém,
a aspectos tecnoldgicos que permeiam o meio industrial e também sem negli-
genciar o rigor formal.

O texto inclui resultados relativamente modernos da area de Sistemas e Con-
trole, tais como os esquemas de controle adaptativo e de controle robusto que
sao métodos usuais para mitigar incertezas, sem descuidar, no entanto, dos
chamados cléssicos.

Um capitulo préprio foi preparado para prover uma visao holistica de projeto
de controladores seguindo preceitos da Engenharia de Sistemas.

Em vista da atualidade, sao cobertos alguns aspectos relativos a controle por
computador, bem como de uso de sistemas baseados em conhecimento em pro-
blemas de controle.

A apresentacao dos diversos métodos de andlise e projeto requer apenas fer-
ramentas estudados nos cursos basicos de Engenharia, ou seja, Céalculo Dife-
rencial e Integral, Algebra Linear e Fungoes de Variavel Complexa.

Uma porcgao significativa do material desse livro foi concebido e utilizado em
um numero de disciplinas da drea de Sistemas e Controle do ITA e de outras
Instituicoes.

Takashi Yoneyama
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Parte 1

Introducao






Conceitos e definicoes

“The important thing in Science is not so much to obtain new facts
as to discover new ways of thinking about them. ”
— William Lawrence Bragg

O conceito de controle pode ser compreendido como um procedimento ou um
mecanismo, dependendo do contexto, para tornar adequado o comportamento
de uma entidade fisica natural ou artificial, de acordo com alguma funcionali-
dade especifica.

Por exemplo, em humanos, o mecanismo de controle da pressao arterial atua
sobre o fenomeno da circulacao sanguinea para manté-la em uma faixa ade-
quada de valores.

Um outro exemplo é o mecanismo de regulacao da glicose plasmatica envol-
vendo a participagao da insulina.

O equilibrio ecolégico, no contexto de predador-presa, é também uma manifes-
tacao de regulacao da populacao no ambito de controle dos recursos disponiveis
no habitat.

Essa obra foca primordialmente os sistemas artificiais, concebidos e construi-
dos por humanos. Sao intmeros os exemplos de sistemas tecnoldgicos que
utilizam o conceito de controle: regulacao de temperatura de uma estufa, ma-
nutencao do nivel de 4gua em um tanque de armazenamento, rastreamento de
uma trajetéria de um aviao, ventilagao pulmonar mecanica para oxigenacao
sanguinea, etc.

1.1 Conceitos, definicoes e notagao

Nesta secao sao apresentados os conceitos basicos para a compreensao dos
métodos para a realizagao de projetos envolvendo controle, bem como algumas

9
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definicGes e a notacao utilizada neste texto.

e Sistema é um conjunto de elementos interdependentes, concretos ou abs-
tratos, que formam um todo organizado. Do ponto de vista pratico, o
sistema é a parte do universo que foi isolada para estudo. O sistema

Universo
Ruidos ou Perturbactes Grandeza de Interesse
W e— e A
Sistema
U | f——————> Y
Variaveis Manipuladas Grandezas Monitoradas

Figura 1.1: Um sistema com as suas entradas e saidas.

interage com o meio ambiente através de entradas e saidas. Em vista de
este texto tratar de sistemas primordialmente tecnolégicos, as entradas
sao as variaveis manipuladas v que sao assumidas bem caracterizadas e
w que sao ruidos aleatérios ou perturbacoes indesejadas. As saidas de
interesse sao denotadas por z e as grandezas monitoradas (medidas) sao
representadas por y. Por exemplo, em um navio, pode-se manipular a
posicao do leme u, para se ajustar a direcao de movimentacgao z, por sua
vez indicada por uma bussola que fornece a leitura y, mas sofrendo per-
turbacoes w devidas as ondas do mar. O conceito de sistema é arbitrario,
de modo que, no contexto de trafego urbano, o sistema compreende ruas,
semaforos, veiculos, pedestres etc. Mas um veiculo, por exemplo, um au-
tomével, é um sistema para efeito de estudo da suas caracteristicas e as
ruas, semaforos e pedestres constituem o meio ambiente. Por sua vez,
no estudo de motores, os demais constituintes do automdvel, tais como
a embreagem, a suspensao e a bateria, constituem o meio ambiente.

e Modelo é uma representacao das caracteristicas essenciais de um sistema.
Sao exemplos tipicos a maquete para estudos arquitetonicos, os bonecos
para a composicao de pinturas e o camundongo para estudos farmacolo-
gicos. Neste texto, por focar métodos quantitativos, os modelos sao do
tipo matematico. Especificagoes de desempenho sao descricoes formais
do comportamento que se deseja que o sistema apresente. Por exemplo,
se um forno deve apresentar uma temperatura adequada para assar um
bolo, a especificagao de desempenho poderia ser a regulacao da tempe-
ratura em 180° + 5° apesar de perturbagoes como a abertura frequente
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da porta.

e Muitas vezes é utilizado o termo automdtico quando se refere a sistemas
de controle. Em principio, automatico é aquele que requer reduzida in-
tervencao do operador humano, em contraposicao ao termo manual. Por
exemplo, um sistema de ar condicionado mantém regulada a temperatura
do recinto, apesar de mudancas climaticas ou alteragoes do ntmero de
pessoas presentes na sala. Por outro lado, um ventilador simples requer
que o usudrio ajuste a velocidade (baixa, média, baixa) através de uma
chave seletora. Com o advento de ferramentas de inteligéncia artificial
e desenvolvimento de sistemas sofisticados de decisao, tem-se hoje em
dia os sistemas auténomos que realizam tarefas complexas sem a interfe-
réncia direta do operador humano. Um exemplo classico é o de veiculos
autonomos que dispoem de mecanismos de localizagao, planejamento de
rotas, desvio de obstdculos imprevistos e pedestres.

Genericamente, um problema de controle consiste de dois ingredientes prin-
cipais:
1. o sistema a ser controlado; e o

2. o comportamento desejado a ser obtido mediante as agoes de controle.

Sistema Comportamento
Fisico Desejado
(avido, estufa, circuito elétrico, (estavel, preciso, rapido, seguro,
coracgéo artificial, caixa d’agua) acurado, confiavel, barato, simples)
Modelo Especificacéo
Matematico de Desempenho
(equagdes diferenciais, equacbes (erro de regulagéo, erro de

a diferencas, diagramas de estado)  rastreamento, tempo de subida)

Figura 1.2: Formulagoes qualitativa e quantitativa do problema de controle.

A figura 1.2 mostra como os requisitos de natureza qualitativa podem ser
transformados em especificagoes quantitativas no enfoque utilizado neste livro.

Exemplos de sistemas de controle:

e 0 ferro elétrico moderno é um sistema controlado e o comportamento
desejado é que a sua temperatura seja mantida préxima a um valor
ajustado a priori, mesmo quando se passam tecidos de diferentes tipos.
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e 0 automédvel é um sistema controlado e o comportamento desejado é que
o veiculo chegue ao destino programado transportando os passageiros de
modo seguro e eficiente.

e 0 coragao artificial é um sistema fisico controlado e o comportamento de-
sejado é que o fluxo sanguineo seja ajustado de modo compativel com as
necessidades do paciente e sem provocar efeitos colaterais como hemolise.

e 0 gerador de energia elétrica acionado por um motor diesel, comum
em alguns condominios residenciais, é um sistema fisico controlado e
o comportamento desejado é que a eletricidade seja suprida com tensao
e frequéncia em uma faixa adequada, apesar da variacao da demanda.

A importancia de sistemas de controle é clara, tanto em sistemas naturais como
os construidos artificialmente. Um exemplo de controle automatico natural é
a homeostasia, que é a capacidade dos organismos de manter em equilibrio
as suas fungoes, mesmo quando ocorrem mudangas no meio (regulagao da
frequéncia cardiaca, da quantidade de glicose plasmética e fluxo urinario, en-
tre véarios outros).

Exemplo de sistemas tecnoldgicos sao variados e propiciam varias fungoes rele-
vantes a humanidade. Utilizando-se da teoria de controle automatico, podem
ser concebidos equipamentos que evitam a necessidade de operadores humanos
em ambientes hostis, como aqueles em que hé radiacdo ionizante, temperatu-
ras elevadas, gases téxicos e animais agressivos, entre outros. Os sistemas de
controle automatico podem substituir os humanos em tarefas arduas, como as
que envolvem forcas musculares grandes que podem ocasionar lesoes, exigem
acoes repetitivas que podem levar a desatencao e acidentes, envolvem risco
como o combate a incéndios etc.

1.2 Um exemplo intuitivo de projeto

Nesta secao é desenvolvido um controlador simples para um veiculo propulsi-
onado a uma hélice com velocidade de rotagao ajustavel, utilizando apenas o
bom senso e alguns conhecimentos elementares de calculo.

A ideia é apresentar a sequéncia bésica de etapas de um projeto simples de
um sistema de controle.
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Considere um veiculo propulsionado por hé-
lice, como visto na figura 1.3. O sistema fi-
sico é o veiculo e o comportamento desejado
serd a regulacao da velocidade em um va-
lor preestabelecido, apesar de incertezas tais
como rajadas de vento, irregularidades no
solo e outras perturbacgoes.

Necessita-se, inicialmente, obter um modelo

matemético. As grandezas envolvidas no mo- Figura 1.3: Exemplo de sis-
delo sao a massa m, a forca F devido & rota- tema translacional linear: vei-
¢ao da hélice com velocidade angular U e o culo propulsionado a hélice.

arrasto aerodinamico D.

Por simplicidade, nao serd incluido o efeito do atrito mecanico nos eixos das

rodas.

Nesse exemplo, o modelo matematico é obtido utilizando-se a lei de Newton,
d’X

e, assumindo que as forcas F' e D podem ser aproximadas na condicdo de
operacao pretendida por

F = aU? (1.2)

2
- 3 (Cff) (13)

o modelo matematico que descreve o movimento do veiculo é expresso por

2
mdz—X =alU? -3 (‘g) (1.4)

Equacoes diferenciais ordinarias lineares sao, em geral, faceis de serem resol-
vidas. Porém, como a equacao diferencial 1.4 nao é linear, propoe-se fazer
uma aproximacao linear em torno do ponto de operacao para simplificar os
calculos.

Adote-se como o comportamento desejado a ser apresentado pelo veiculo a
regulacao da velocidade em valor constante de Vo, = %, através da mani-
pulacao da rotacao em torno de U = Uy, da hélice.

Como a velocidade é, por definicio, V = &X

dt
2 ~ .
Viom que % = dvggm =0 e a equacao 1.4 permite escrever

tem-se no ponto de operagao
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5% ) - U, (15)

Viom = \/gUnom (1.6)

Adicionando-se um pequeno sinal u a Uyom, (0u seja, |u| < |Unom| ), 0 carrinho

ou

responde com uma alteragao z(t) em relacao a X (t) e, definindo v = ‘fl—f, a
equacao 1.4 pode ser reescrita como

> 2 2

m s (X +2)=aUnem + 1) — B Vaom + ) (1.7)

2

Notando que u? é um termo de segunda ordem, u? < U2, = + 2Unomu, €

pode—se escrever

(Unom + u)2 = UTQLom + 2Unom u + u? (1.8)

~ U2, 4 2Unom u

Analogamente, faz-se a aproximacao (Vyom +v) ~ V.2, + 2Vhom v.
Substituindo-se essas expressoes em 1.7, tem-se que

d? d?z

mos +m i Al 1+ 20Uy om U —% — 28Vhom v (1.10)

em que os cancelamentos ocorrem em vista de 1.4.
Logo, o modelo linearizado do carrinho é
d’x
mﬁ = —28Vhom v + 20Up0m u (1.11)

Lembrando que dtQ = fﬁ’ e adotando a notacao agrupada

2 Xnom
o = —2PXnom (1.12)
m
p o~ 20(Unom) (1.13)
m

obtém-se o modelo para a dinamica da velocidade do veiculo em funcao de
pequenas alteracoes na velocidade de rotagao da hélice, dado por

d
dit) =av + bu (1.14)
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Para se manter a velocidade do veiculo préximo ao valor nominal V,,,,, apesar
de perturbagoes tais como rajadas de vento e irregularidades na pista, deseja-
se projetar um controlador (regulador).

Para produzir uma agdo u, sempre que v # 0, uma proposta é adotar a estra-
tégia representada por

u = —K(Viom —V) (1.15)
- —Ku (1.16)

que corresponde a aumentar linearmente a rotagao u da hélice quando a ve-
locidade estd abaixo do valor nominal, ou seja, v < 0, e diminuir no caso
contrario.

O valor v do veiculo pode ser medido com o auxilio de um tacometro acoplado
a uma das rodas (supondo que nao ha derrapagem).

Substituindo a expressao 1.16 em 1.14, resulta que

d
dit} = av—Kv (1.17)

= (a—K)v (1.18)
para a qual se sabe que a solucao é (basta substituir em 1.18)
o(t) = el K)ty(0) (1.19)

A figura 1.4 apresenta uma simulagdo em que v(0) é o erro Vo, — V no
instante t = 0 (quando o cronémetro foi disparado).

Para ilustrar a vantagem da utilizacao da realimentacao, injetou-se no instante
t = 1.5s uma perturbacao (representando, por exemplo, passagem por um
desnivel do solo).

Simulando-se o sistema veiculo + controlador utilizando o modelo nao linear
original, constata-se que a velocidade V,,,,, é recuperada apés a perturbacao.

Tendo-se projetado o controlador, pode-se, ainda, fazer um estudo adicional
sobre o efeito do ganho K no desempenho do sistema.

Embora o erro tenda mais rapidamente a 0 quando o ganho K assume valores
maiores, conforme indicado pela expressao 1.19 é importante ressaltar que
o incremento na rotacao da hélice u pode ser inconveniente, por exemplo,
em vista do aumento do consumo de combustivel ou de limitagbes como a
saturacao do motor que aciona a hélice.

Um outro exemplo de um estudo suplementar poderia ser a andlise do efeito
de fenémenos aleatorios, tais como aqueles devidos as irregularidades no solo
e turbuléncia do ar, fatores esses que afetam o conforto dos passageiros.
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Regulador de Velocldade
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Tempao

Figura 1.4: Exemplo de projeto de um controlador para regulagao da veloci-
dade em que o efeito de uma perturbacao é rejeitada.

Nota-se na 1.4 que, embora o carro responda a perturbacao que foi aplicada,
este retorna ao valor de referéncia pela acao do controlador. Neste contexto,
diz-se que se tem um sistema automaéatico de controle, ou seja, sem a intervencao
de um operador humano.

1.3 Publico-alvo

Esta obra busca explorar os conceitos e os métodos utilizados em aplicagoes
praticas da teoria de controle, eventualmente expandindo o contetido visto em
cursos tradicionais da area.

Embora o dominio das nocoes basicas da teoria de controle facilite a leitura do
presente texto, tomou-se o cuidado para limitar os pre-requisitos para uma boa
compreensao do material a assuntos vistos, em geral, nos primeiros anos dos
cursos de Ciéncias Exatas, tais como Célculo Diferencial e Integral, Equagoes
Diferenciais Ordinérias, Algebra Linear e Célculo em uma Variavel Complexa.
Nogoes de programagao de computador sdo também muito uteis.

O enfoque bésico neste livro para abordar os problemas de controle é buscar
um tratamento inicial com modelos simplificados (tipicamente modelos linea~
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res e invariantes no tempo) e complementar, posteriormente, com mecanismos
tais como escalonamento de ganhos, estruturas anti-windup, filtros condicio-
nador de sinais, compensadores, ferramentas de inteligéncia artificial etc.

Na apresentacao de conceitos mais avangados, como controle adaptativo, con-
trole robusto, estabilidade de sistemas nao lineares e outros, buscou-se utilizar
exemplos simples, porém com tratamento formal rigoroso, sempre que nao
extrapole o escopo do livro. Por exemplo, sabe-se que a solucao da equacao
diferencial ordinaria & = Az a partir de x(0) dado é z(t) = eA* z(0). Assim, é
facil substituir essa expressao na equacao diferencial e verificar que é, de fato,
uma solugdo. Porém, um procedimento construtivo que permite obter essa
solucado de modo sistemdtico é deixado para o Apéndice.

Embora seja recomendado que os exercicios sejam resolvidos preferencialmente
a mao, podem ser usados recursos computacionais tais como MATLAB, Sci-
Lab e Python Control Systems Library para conferir as soluges. Além disso,
alguns exercicios possuem multiplas solugoes em funcao da escolha do método
utilizado e dos parametros adotados, principalmente quando se trata de proje-
tos. B interessante, nesses casos, fazer comparacoes entre os resultados obtidos
com diferentes métodos e buscar compreender os fendémenos envolvidos.

1.4 Exercicios

1.4.1 Exercicio

Cite 10 sistemas de controle que estdo presentes no ambito domiciliar (por
exemplo, controle de temperatura do forno elétrico, velocidade de rotacao do
seu toca-discos, regulador de tensao do no-break, dimmer etc.)

1.4.2 Exercicio

Cite 10 sistemas de controle que estao presentes no ambito social (por exem-
plo, pesca nao predatéria, plano de previdéncia social, dinamica populacional,
controle de trafego urbano, controle do cambio etc.)

1.4.3 Exercicio

Escolha um sistema industrial com o qual estd familiarizado e proponha que
variaveis seriam interessantes como entradas, como saidas e quais sao as po-
tenciais perturbagoes. Procure estabelecer alguns comportamentos que seriam
buscados desse sistema, mediante agoes de controle.
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Panorama historico

Com o intuito de contextualizar a importancia dos sistemas de controle, bem
como para proporcionar uma visao macroscépica de como ocorreu o seu de-
senvolvimento, apresenta-se aqui uma linha de tempo simplificada.

Sao destacados alguns dos eventos marcantes na histéria da ciéncia e da tec-
nologia, bem como as suas consequéncias.

Por exemplo, o advento da maquina a vapor de James Watt é um evento
marcante que promoveu uma série de avangos cientificos, tecnolégicos, sociais,
econdomicos e culturais. Mesmo considerando apenas uma aplicacao da ma-
quina a vapor, mais especificamente o transporte ferroviario, as implicagoes
foram globais em termos de geopolitica, economia e adaptagoes culturais.

O desenvolvimento de sistemas de novas tecnologias, incluindo os sistemas de
controle, estd fortemente ancorado na necessidade de buscar solu¢ées para os
varios problemas da sociedade (demand pull). Por outro lado, a curiosidade e
a busca de maior conhecimento da natureza também impulsionam as realiza-
¢oes cientifico-tecnoldgicas (science push). Em verdade, os dois movimentos
demand pull e science push interagem entre si e, por exemplo, a demanda por
um bom manejo do fornecimento de dgua a populagao levou ao desenvolvi-
mento de novos sistemas de bombeamento, purificagao, distribuigao, incluindo
sistemas de controle. Por outro lado, os trabalhos para o problema da dgua
levou a concepcao de bombas mais eficientes, medidores de vazao mais preci-
sos, métodos de purificagdo mais baratos e muitas outras inovagoes utilizaveis
em uma variedade de aplicacoes.

Assim, de um lado os sistemas de controle foram fruto da necessidade de ob-
ter solucoes especificas de certos problemas. Por outro lado, os avangos nos
conhecimentos sobre sistemas de controle tém proporcionado a concepcao de
novos produtos inovadores.

As principais fontes de informacoes contidas nesta se¢do sao:

19
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1. A colegao de livros editados por David C. Lindberg e Ronald L. Numbers,
Cambridge History of Science, 8 volumes, Cambridge University Press,
2013.

2. Colegdes dos artigos seminais incluidos em (MAYR, 1970), (THALER,
1974) e (BASAR, 2001).

3. Os livros do Prof. Stuart Bennett. A histdoria da Teoria de Controle
entre 1.800 e 1930 é apresentada em (BENNETT, 1979). A evolugao
entre 1930 a 1955 é tratada em (BENNETT, 1993).

4. A obra editada por Luiz Antonio Aguirre, Enciclopédia de Automdatica:
Controle e Automacao, 3 volumes, Editora Bliicher, 2007, e também
William S. Levine, The Control Handbook, CRC Press Handbook/IEEE
Press, 1996.

5. Quanto as biografias, os dados foram obtidos através de buscas na In-
ternet.

Dispositivos antigos

Os dispositivos antigos eram construidos, em geral, de modo artistico e arte-
sanal, baseado na capacidade inventiva de quem os concebeu. Um exemplo
classico é o Sistema Automético de Abertura de Portas atribuido ao matemé-
tico Heron de Alexandria (c.10-¢.70 AD). Consistia de um vaso de pressao,
conectado ao altar da chama. Quando se acendia a chama, a variacao de
pressao devido a queima movimentava dgua de um compartimento a outro, de
modo a obter uma tracao mecanica para abrir o portdao. Por curiosidade, em
1931, Horace H. Raymond e Sheldon S. Roby projetaram e obtiveram uma
patente de uma porta automatica (Apparatus for Operating Doors, 23 out
1934, n. US1978093A). Essa porta foi instalada em um restaurante de West
Haven para facilitar os garcons no atendimento aos clientes. Hoje em dia, as
portas automaticas sao largamente difundidas.

Observagao: Atribui-se a Heron a invengdo do aeolipile, que, em principio,
poderia ser considerado como uma turbina a vapor ou maquina a vapor. A
invencao de maquinas a vapor constitui um importante marco na histéria da
teoria de controle, mas que se tornou efetivo no século XVIII. Esse detalhe
ilustra a dificuldade de se organizar uma linha de tempo.
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Regulacao de temperatura

O termostato bimetalico, utilizado ainda nos dias de
hoje, foi inventado em 1830 por Andrew Ure (1778-
1857). Consiste de duas laminas de metal com co-
eficientes de dilatagdo diferentes coladas. Quando a
temperatura aumenta, a dilatacao maior de uma das
laminas faz o conjunto envergar e esse movimento
pode ser utilizado, por exemplo, para ligar ou des-
ligar o circuito de aquecimento. Em 1609, Cornelis
Jacobszoon Drebbel (1572-1633) concebeu uma in-
cubadora de ovos com termostato baseado na dila- Figura 2.1 Ex-
tacdo do mercirio para regular a temperatura. A traido da  wikipe-
estratégia de controle liga-desliga é encontrada em dia.org/wiki/Aeolipile.
um grande numero de aplicacoes, sendo que termos-

tatos bimetalicos continuam ainda em uso, apesar de chaves mais modernas
baseadas em relés e componentes semicondutores.

Atualmente, o controle de temperatura estd presente na estufa, no fogao, no
ar-condicionado, no ferro elétrico, na geladeira, no arrefecimento de moto-
res de carros, no cooler de microprocessadores e muitos outros dispositivos e
equipamentos.

Fontes de energia

Para se atuar sobre um sistema fisico para
que esse apresente o comportamento desejado,
necessita-se de fontes de energia. Antes do
advento de maquinas a vapor, a energia me-
canica para bombeamento de dgua e moenda
de graos, por exemplo, era obtida através de
cataventos e rodas d’dgua. Mecanismos enge-
nhosos como a hélice de Edmund Lee (1745)
permitiam que os cataventos ficassem alinha-
dos com a direcao do vento.

Maquina a Vapor. Ex-
traildo de www.deutsches-

d hibiti .
Thomas Newcomen (1664-1729) projetou, em museunn.de/en/exhibitions/

1712, a primeira méaquina pratica que quei-

mava combustivel para produzir movimento mecanico utilizado no aciona-
mento de bombas hidrdulicas (cilindro-pistao), melhorando o projeto idea-
lizado por Thomas Savery (c.1650-1715). As bombas eram utilizadas para
drenagem de minas.

Denis Papin (1647-1713) inventou em 1681 um mecanismo de seguranga para
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regulacao de pressao em maquinas a vapor.
James Brindley (1716- 1772) patenteou em 1758 um sistema de boia e valvula
para regular o nivel de dgua em caldeiras a vapor.

James Watt (1736-1819) inventa em 1769 uma méquina a vapor automatizada,
mais eficiente que a maquina de Newcomen, cujas valvulas eram controladas
manualmente. Além de utilizacdo para bombeamento de dgua, inventou me-
canismos para obter movimentos rotativos de eixos. Em 1788 Watt completa
o desenvolvimento do mecanismo de regulacao de velocidade de rotagao de
maquinas a vapor utilizando esferas suspensas por haste e submetidas a forca
centrifuga. O problema de hunting (oscilagoes na velocidade de rotagao) levou
ao desenvolvimento da teoria de estabilidade de Maxwell.

A invengao de maquinas a vapor contribuiu significativamente para a Revolu-
¢ao Industrial (meados do século XVIII a meados do XIX), em um processo
que levou a substituicdo de artesao por méaquinas, a producao doméstica por
estabelecimentos fabris e a lenha por cavao.

A Revolugao Industrial impulsionou o desenvolvimento tecnolégico e trans-
formou o estilo de vida da humanidade. Um exemplo notavel no campo da
automacao é o Tear de Jacquard, inventado em 1801 por Joseph Marie Jac-
quard (1752-1834). Um outro exemplo é o desenvolvimento de estradas de
ferro. A construgao (1804) da primeira locomotiva empregando uma maquina
a vapor ¢ atribuida a Richard Trevithick (1771-1833).

Medida do tempo

A medida do tempo é de grande importancia no con-
trole do plantio e da colheita, na navegacao maritima,
no monitoramento de processos quimicos, no estudo da o
evolucao clinica de doencas, no controle de processos cu- _—
lindrios e muitas outras atividades. _‘

Acredita-se que um dos primeiros relégios era solar base- hJ:

ado no movimento da sombra de algum obelisco ou uma
haste, ao longo do dia. boia | 3

.

A medida de intervalos maiores de tempo era baseadas
em mapas estrelares. Por exemplo, no Brasil, vé-se a ’ L
constelagao de Orion no verdo e a de Escorpiao no in- agua —
verno. Os reldgios de dgua (clepsydras) apareceram em

torno de 1.500 BC e relacionavam o tempo decorrido com
o nivel de dgua de um vaso em que se despejava agua a
um fluxo constante. As ampulhetas forneciam uma me-
dida do tempo baseado na passagem de areia de um compartimento a outro,

Figura 2.2: Clepsi-
dra.
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devido a agao da gravidade.

Gerbert de Aurillac (¢.946-1003), Papa Sylvester 11, é creditado como o inven-
tor do primeiro relégio totalmente mecanico em 996.

Em torno de 1500, Peter Henlein (1485-1542) construiu os primeiros relégios
pequenos e portateis de bronze e usando mecanismos de mola. Em geral eram
relégios ornamentais usados pela alta sociedade e alguns eram pomandros
(porta perfumes, do francés, pomme d’ambre, maga de ambar).

Christiaan Huygens (1629-1695) constréi, em 1656, um relégio preciso baseado
no periodo de oscilagao de um péndulo.

O relojoeiro William Clement (1657-1709) melhorou significativamente o fun-
cionamento dos relégios introduzindo o mecanismo de escape (ou ancora de
escape).

Em 1927 o primeiro relégio baseado em oscilagoes do cristal de quartzo foi
construido por W.A. Marrison e J. W. Horton no Laboratério da Bell Te-
lephone (detalhes em Marrison, W.A. The Crystal Clock, Proc. Nat. Acad.
Sci. USA, v. 16, n. 7, 1930 pp. 496-507).

O primeiro relégio atéomico, baseado em caesium-133, foi construido por Louis
Essen em 1955 no National Physical Laboratory (Reino Unido), alcangando
precisdes da ordem de +107? s/dia.

Avangos da Matematica

No enfoque quantitativo da Teoria de Controle, a Matematica desempenha um
papel primordial.

Aqui sdo mencionados apenas trés exemplos de
ferramentas amplamente utilizadas nos projetos de
controladores para ilustrar a importancia da mate-
matica:

e fungoes de transferéncia

e equacao de Euler-Lagrange

e critérios para verificacao de estabilidade

Figura 2.3: Governador
de Watt. Obtido de wi-
kipedia.org.

Como serd visto a frente, um conceito muito
importante na Teoria de Controle é o de Funcdo
de Transferéncia, formalizado por Thomas John
I’Anson Bromwich (1875-1929) a partir do cdl-
culo operacional de Oliver Heaviside (1850-1925),
utilizando a transformada de Laplace (Bronwich,
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T.J.I’A., Normal Coordinates in Dynamical Systems, Proc. London Math.
Soc, 1917).

A equacgao de Euler-Lagrange apresentada é uma poderosa ferramenta para
a modelagem de sistemas que se deve a Leonhard Paul Euler (1707-1783) e
Joseph Louis Lagrange (Giuseppe Lodovico Lagrangia, 1736-1813). A equacao
de Euler-Lagrange permite a obtencao de equagoes diferenciais que descrevem
o comportamento fisico de sistemas com base no principio da estacionaridade
da ag¢ao de William Rowan Hamilton (1805-1865).

A garantia de estabilidade é um dos principais desafios encontrados no projeto
de sistemas de controle.

Em 1840, o astronomo Sir George Biddell Airy (1801-1892) desenvolveu um
mecanismo para apontar o seu telescopio para objeto celestes de modo a com-
pensar automaticamente a rotacao da Terra. Foi constatado por Airy que um
projeto inadequado da lei de controle utilizado para apontar o telescépio re-
sultava em oscilacoes sustentadas. Ao estudar esse fenémeno, Airy se tornou
um dos primeiros cientistas a discutir o fenémeno de oscilagoes.

Em 1868, James Clerk Maxwell (1831-1879) apresentou um artigo com uma
analise matematica rigorosa da estabilidade de um sistema de controle re-
alimentado, utilizado para manter regulada a velocidade de rotacdao de uma
maquina a vapor, usando esferas que se deslocavam com a forga centrifuga. Tal
mecanismo foi chamado, na época, de governors (Maxwell, J.C. On Governors,
Proceedings of the Royal Society of London, 1867-1868, v.16, pp. 270-283.

Em 1876, Ivan Alekseyevich Vyshnegradskii (1832-1895) também logrou obter,
independentemente de Maxwell, um critério de estabilidade para governadores
utilizados em méquinas a vapor (Vishnegradskii, I.A. On controllers of direct
action (em russo). IIzvestiya St. Petersburg Technological Inst., v. 1, 1877 pp.
21-62.

Em 12 de setembro de 1892, Aleksandr Mikhailovich Lyapunov (1857-1918)
defendeu a sua tese de doutorado The general problem of the stability of mo-
tion junto a Universidade de Kharkov e publicado inicialmente pela Kharkov
Mathematical Society. A tese foi traduzida para o francés, Davaux, E. Pro-
bleme général de la stabilité du mouvement (Annales de la Faculté des Sciences
de Toulouse, v.2, n.9, 1907, pp. 203-474 e para o inglés (a partir do texto em
francés), Fuller, A.T. The general problem of the stability of motion. Int. J.
Control, v. 55, n.3, 1992, pp. 531-773.

Eletricidade

Anyos Istvan Jedlik (1800-1895) é considerado o inventor de motores DC e em
1827, construiu o que ele chamou de auto-rotor eletromagnético. Um motor
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realmente operacional foi construido por Moritz Hermann (ou Boris Semyo-
novich von Jacobi, 1801-1874) em 1834. O hoje em dia onipresente motor
de indugao com gaiola de esquilo foi inventado por Mikhail Osipovich Dolivo-
Dobrovolsky (1861-1919) em 1889.

Thomas Alva Edison (1847-1931) era um inventor e empresario. Entre as
suas contribuicoes estao o sistema de energia elétrica, fondgrafo, lampada elé-
trica, filmadora (Kinetograph), bateria etc. Charles Proteus Steinmetz ([Karl
August Rudolph Steinmetz, 1865-1923) era um matemadtico e engenheiro ele-
tricista que fomentou o uso de AC que permitiu a expansao da industria de
energia elétrica nos EUA.

Antes do advento da energia elétrica, a transmissao de energia era um grande
problema. No inicio da revolucao industrial utilizavam-se polias e correias
para a distribuicao de energia.

Em 1938, Otto Hahn (1879-1968) e Fritz Straf-
mann (1902-1980) descobriram o fenémeno da fissao
nuclear. Logo depois, em 1942, a equipe liderada
por Enrico Fermi construiu, em Chicago, o reator
nuclear Chicago Pile-1. Iniciava-se entao a era nu-
clear, com grandes potenciais de geracao de energia
elétrica, além de producao de radioisétopos para tra-
tamento médico, artefatos bélicos e propulsao de na-  Figura 2.4:  Jedlik’s
vios, entre outras aplicagoes. Porém, acidentes como “glectromagnetic — self-
os de Three Mile Island, Chernobil e Fukushima tém  rotor”, 1828, Museu
sensibilizado a populagao em termos de seguranca.  de Artes Aplicadas,

Budapeste.
A menos do problema de descarte do combustivel ra-

dioativo exaurido, usinas nucleares sao consideradas

limpas em termos de emissao de gases que provocam o efeito estufa. Outras
modalidades de geracao de energia elétrica limpa sdao a hidroelétrica, fotovol-
taica e edlica.

Observacao: Embora a transmissao de energia elétrica seja hegemonica, par-
ticularmente quando se envolvem distancias longas, é interessante notar que
o calor de vaporizacao da dgua é 2.27 MJ/kg. Sem contar o calor devido ao
superaquecimento do vapor, um fluxo de 1kg/s transporta 2.27 MJ/s, corres-
pondendo a poténcia de 2.270.000 W, razao pela qual ainda se utilizam muitas
caldeiras. Por exemplo, uma caldeira de 15 ton/h = 15.000/;kg/3.600s =
4.2 kg/s.
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Motor de combustao interna

O primeiro motor de combustao interna que atingiu sucesso comercial foi
aquele desenvolvido por Jean Joseph Etienne Lenoir (1822-1900) em 1858,
embora ja existissem outros projetos, como o de Francois Isaac de Rivaz (1752-
1828), baseado em hidrogénio. O primeiro motor de quatro tempos e utilizando
combustivel liquido foi desenvolvido por Nikolaus August Otto (1832-1891) em
1876.

O ferro, o carvao e a energia a vapor sao iconi-
cos da primeira revolugao industrial, do século
XVIII a meados de XIX. A segunda revolugao
industrial, de meados do século XIX a meados
do século XX, pode ser caracterizada pela in-
tensa utilizagao do aco, da eletricidade e do pe-
tréleo (caldeiras e motores) em um sem nuimero
de novas aplicagoes e produtos, incluindo o trans-
porte em massa e desenvolvimento de aeroplanos.

O processo desenvolvido em 1856 por Sir
Henry Bessemer FRS (1813-1898) para reduzir
o teor de carbono de ferro gusa fundido ha-
via tornado eficaz a producgéao barata de aco.

Figura 2.5: Arnott’s fac-
tory at North Strathfi-
eld, Sydney, in the 1920s
MAAS Collection, Photo:
Milton Kent.

Sao caracteristicas da época a producao em
massa, estabelecimento de padroes, dissemina-
¢ao do conceito de pecas de reposicao e métodos
de linha de producao, introduzido em 1913 por
Henry Ford (1863-1947) para a producao do au-
tomével Model T.

Aplicagoes navais

Os desafios trazidos pela industria naval contribuiram significativamente para
o desenvolvimento da Teoria de Controle. Cornelis Jacobszoon Drebbel (1572-
1633) ja havia projetado, em torno de 1620, o que é considerado o primeiro
submarino do mundo.

Jean Joseph Léon Farcot (1824-1908) é considerado um dos pioneiros no pro-
jeto de servomecanismos, tendo desenvolvido mecanismos para movimentar
lemes de navio de vérias toneladas a partir do comando do timoneiro. (Far-
cot, J.J.L. Le servo-moteur ou Moteur Asservi, J. Baudry, 1873).
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Em 1866 Robert Whitehead inventou o primeiro torpedo autopropulsionado
utilizando ar comprimido e iniciou a primeira fabrica desse tipo de artefato.
Em 1890 os torpedos foram dotados de giroscopio para melhorar o seu con-
trole direcional. Em 1877, Louis Brennan patenteou um sistema para regular
a profundidade de navegacgao do torpedo em 12 pés.

Nikolai (Nicolas) Fyodorovich Minorsky (1885-1970) introduziu o controlador
de 3 termos para posicionar lemes de navios, sendo considerado o inventor do
controle PID (Proporcional, Integral e Derivativo). Minorsky, N. Directional

stability of automatically steered bodies. Journal of the American Society of
Naval Engineers, v.42, n.2, 1922, pp. 280-309.

O termo servomecanismo foi popularizado por Harold Locke Hazen (1901-
1980) através da publicagdo: Hazen, H. L. Theory of servomechanisms. J.
Franklin Institute, v. 218, 1934, pp.209-331. Notar, porém, que em 1873 Jean
Joseph Léon Farcot (1824-1908) havia publicado o livro Le Servo-Moteur. Far-
cot era engenheiro e empresario e concebeu servomecanismos para movimentar
pesados lemes de navios. (Farcot, J. Le servo-moteur: ou, moteur-asservi, ses
principes constitutifs - variantes diverses application & la manoeuvre des gou-
vernails. J. Baudry, 1873. Reimpressao Forgotten Books, 2018).

Aeronautica

Em 8 de agosto de 1709, o balao de ar quente construido por Bartolomeu de
Gusmao, algou na corte de Dom Joao V de Portugal, em Lisboa.

Em 24 de setembro de 1852, Baptiste Jules Henri Jacques Giffard (1825-1882)
voou 27 km entre Paris e Elancourt no seu dirigivel propelido por uma maquina
a vapor.

Julio César Ribeiro de Souza
(1843-1887) concebeu o dirigivel Le
Victoria (homenagem & esposa, Vic-
toria Hippolita do Valle), que pos-
sufa um formato dissimétrico favora-
vel para avancgar contra o vento.

Em 1890, Clément Ader (1841-
1925), construiu Eole, um averoplano
equipado com um motor a vapor.
Ader conseguiu decolar, mas ndo
consequiu controlar a Fole.

Alberto Santos Dumont (1873-1932), Figura 2.6:b'Voo do S/Zmo; Du‘rlilhont
no seu dirigivel No. 5, ganhou o pré- 10 5¢" 14-bis.  Extraido de wikipe-

mio Deutsch de la Meurthe do Aero dia.org/wiki /Voo_do_14_bis.jpg.
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Clube da Franca por ter voado de
Saint-Cloud ao Torre Eiffel Tower e retornado em 30 minutos.

Em 17 de dezembro de 1903, os irmaos Orville (1871-1948) e Wilbur (1867-
1912) conseguiram voar, de modo controlado, por 6 km em uma area de Kitty
Hawk, North Carolina, apds ser lancado por uma catapulta. O Wright Flyer
possuia um mecanismo de controle em 3 eixos.

Em 23 de outubro de 1906, Alberto Santos-Dumont (1873-1932) decolou e
pousou com sucesso o seu aeroplano 14-bis, voando por 60m a uma altura de
5m no Chateau de Bagatelle, Bois de Boulogne, Paris, ganhando o prémio
Deutsch-Archdeacon.

A estabilidade é um tema de extrema relevancia em aerondutica e, em 1911,
George Hartley Bryan (1864-1928) publicou um livro abrangendo esse tema
(Bryan, G.H. Stability in Aviation: an Introduction to Dynamical Stability as
Applied to the Motions of Aroplanes. Macmillan, London, 1911.

Entre 1952 e 1956, Heinrich Focke (1890-1979) foi contratado pelo Centro
Técnico Aeroespacial (CTA), onde desenvolveu, em 1951, o aeroplano de de-
colagem vertical chamado de Convertiplano e, em 1956, o Helicéptero BF-1
batizado de Beija-Flor.

A Turbina a Jato foi inventada por Sir Frank Whittle (1907-1996) e por Hans
J. P. von Ohain (1911-1998). O primeiro aeroplano a jato foi o He 178, que
voou em 1939 com uma turbina von Ohain produzindo 4.9 kN de empuxo.

O Laboratério de Radiagao (Radiation Laboratory) foi construido no cam-
pus do Massachusetts Institute of Technology (MIT), em 1940, para resolver
problemas de processamento de sinais e controle relacionado com o o posicio-
namento de canhoes e processamento de dados de Radar.

Um grande nimero de resultados importantes relacionados com métodos no
dominio da frequéncia foi desenvolvido nesse laboratorio, como descrito em
James, Nichols, and Phillips. Theory of Servomechanisms, 1947.

Enquanto trabalhava no projeto cooperativo MIT/Corporag¢do Sperry, em
1941, Albert C. Hall (1914-1992) percebeu a importancia dos efeitos deletérios
do ruido em sistemas de controle e de processamento de sinais. Utilizando
técnicas no dominio da frequéncia, Hall projetou um efetivo sistema de radar.

Em 1911, Elmer Ambrose Sperry (1860-1930), fundou a Sperry Gyroscope
Company. Ainda durante a Primeira Guerra Mundial, a Sperry Gyroscope
Company desenvolveu o primeiro sistema de controle de navios, denominado
de Metal Mike. Os esforgos militares impulsionaram significativos desenvolvi-
mento em uma miriade de areas estratégicas, incluindo a Teoria de Controle.
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Foguetes e satélites

Em 1960, Charles Stark “Doc” Draper (2 de outubro de 1901-25 de julho
de 1987) inventou o sistema de navegagao inercial utilizando giroscépios e
aceleréometros, muito utilizados ainda hoje em navegacao, apesar do advento
de dispositivos como giro-LASER, GPS e outras invengoes modernas. Em
1953, Draper e sua equipe puderam testar o sistema de navegagao inercial
Space Inertial Reference Equiment (SPIRE) em um bombardeiro B-29.
Assume-se que o foguete foi inventado por volta de
1000 DC, na forma de flechas propulsionados por pdl-
vora. Em torno de 1405 DC, Konrad Kyeser (1366-7)
escreveu o livro Bellifortis, sobre a tecnologia mili-
tar, e incluiu descrigoes de foguetes.

Vérias variantes de foguetes e pirotécnicos foram
descritas em Artis Magnae Artilleriae pars prima
(Grande arte de artilharia, parte I), de Kazimierz
Siemienowicz (c. 1600-c. 1651), impresso em Ams-
terdam em 1650.

Em 16 de margo de 1926 foi langado o primeiro fo-

guete de combustivel liquido projetado por Robert Figura 2.7:  Satélite
Hutchings Goddard (1882-1945). In 1943, iniciou-se Sputnik 1, obtido de
a producao do famoso foguete V-2 (Vergeltungswaffe wikipedia.org/wiki.

2 ou arma de vinganca 2) pela equipe coordenada

por Wernher Magnus Maximilian Freiherr von Braun

(1912-1977), que permitia atingir alvos a 300 km carregando 1.000 kg de ex-
plosivos.

O primeiro satélite artificial, o Sputnik 1, foi lancado do cosmédromo de Bai-
konur no Cazaquistao, pela Unido Soviética, em 4 de outubro de 1957. Era
uma esfera de 58 cm de diametro e 83.6 kg de massa.

Em 12 de abril de 1961 foi lancado o Vostok I, levando o cosmonauta Yuri
Alekseyevich Gagarin (1934-1968) para um voo orbital de 48 min ao redor da
Terra.

No Natal de 1968, Frank Frederick Borman II (1928-), James Arthur Lovell
Jr. (1928-) e William Alison Anders (1933-) circum-navegaram a Lua a bordo
do Apollo 8. Em 20 de julho de 1969, Neil Alden Armstrong (1930-2012) pisou
no solo lunar, durante a missao do Apollo 11, cunhando a famosa frase: “Um
pequeno passo para um homem, um salto gigantesco para a humanidade”.

O primeiro astronauta brasileiro é Marcos Cesar Pontes (1963-), que partiu
para a Estacao Espacial Internacional (ISS) em 30 de margo de 2006, a bordo
da nave russa Soyuz TMA-8, e retornou no dia 8 de abril, a bordo da nave
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Soyuz TMA-T.

Eletronica

Os engenheiros que trabalham hoje em dia com Sistemas de Controle estao
familiarizados com notagoes tais como 1 mH, 5 2,2 A, 5V, 3 C, 10 uF, 100
Hz, 3 G, 7 Oe e 9 Wb, relacionados com alguns dos precursores de eletricidade
e magnetismo (Henry, Ohm, Ampere, Volta, Coulomb, Faraday, Hertz, Gauss,
Oersted e Weber, respectivamente).

Em 1799, Alessandro Giuseppe Antonio Anastasio Volta (1745-1827) demons-
tra a sua bateria (pilha de discos intercalados de zinco, cobre e dgua salgada).
Hoje em dia baterias empregando outros compostos sao usadas em pilhas mais
compactas e eficientes.

Em 1845, Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887) for-
mulou as conhecidas leis que levam o seu nome quando
ainda era estudante na Universidade de Konigsberg.

Em 1906, Lee de Forest (26 de agosto de 1873-30 de
junho de 1961) concebe “Audion”, que é uma valvula
termoionica tipo triodo. Com o advento da valvula
termoidnica a eletronica tem uma rapida expansao em
termos de novos produtos, incluindo equipamentos de
audio e de radio.

No campo de receptores de radio, em 1914, Edwin
Howard Armstrong (1890[2]-1954) solicitou uma pa-
tente sobre circuitos regenerativos (ou seja, com reali-
mentagdo negativa), concedida em 1906 (Wireless Re- Figura 2.8: Valvula
ceiving System, n. US 1113149A). Em 1931, Armstrong Termoionica Audion,
obteve a patente do sistema receptor superheterodino, obtido de wikipe-
Radio Signaling System, n. US 1941066A. Em 1933, dia.org/wiki/Audion.
recebeu também a patente do FM de banda larga.

Telecomunicagoes

A era dos semicondutores inicia-se em 1947 com os trabalhos de William Brad-
ford Shockley (1910-1989), John Bardeen (1908-1991) ¢ Walter Houser Brat-
tain (1902-1987), que desenvolveram o primeiro transistor efetivo nas depen-
déncia dos laboratérios Bell. Julius Edgar Lilienfeld (1882-1963) depositou
uma solicitagdo de patente de um transistor de efeito de campo (FET) em
1925, no Canad4, mas um dispositivo operacional ainda nao havia sido apre-
sentado.

Em 1971, a Intel introduziu o primeiro microprocessador comercial, 4004 de
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4 bits, desenvolvido por Federico Faggin (1941-), Marcian Edward “Ted” Hoff
Jr. (1937-), Stanley Mazor (1941-) e Masatoshi Shima (1943-).

A transmissao, recepc¢ao, armazenamento, recuperagao, processamento e pro-

tecao de informacgoes é muito relevante no projeto de controladores. Um exem-

plo 6bvio é o controle remoto, mas, mesmo para um sistema simples de con-

trole, o sensor deve “comunicar” com o moddulo de controle de modo a ter
)

pouca distorc¢ao, sofrer pouca interferéncia de ruidos, ter velocidade adequada

de transmissao etc.

Em 1876, Alexander Graham Bell (1847-1922) obteve a patente do telefone.
Porém, em 11 de junho de 2002, o Congresso dos Estados Unidos, através da
resolucdo N°. 269, reconheceu Antonio Santi Giuseppe Meucci (1808-1889)
como o verdadeiro inventor, uma vez que Meucci havia vendido o protétipo
a Bell por volta de 1870. Em 1875, registrou a patente de um telégrafo.
Em 1837, Sir William Fothergill Cooke (1806-1879) e
Charles Wheatstone (1802-1875) obtiveram uma pa-
tente conjunta, apés uma acirrada disputa sobre a pri-
mazia da invengao do telégrafo de 5 agulhas. As agu-
lhas eram movidas eletromagneticamente. A letra se-
lecionada era a que ficava na interseccao da direcao
apontada por 2 das agulhas (as demais agulhas perma-
neciam em uma posigao neutra).

In 1835, Samuel Finley Breese Morse (1791-1872), con-
cebeu um método de representar letras e nimeros atra-
vés de pontos e tragos (cédigo Morse: - — =a, —++- =
b, — . —: = ¢, etc). Utilizando esse método, Morse ob-
teve uma patente de telégrafo eletromagnético em 1873. Figura 2.9: Transis-
Em comunicagoes telefonicas a longas distancias, existe 1, Obtido de com-

a necessidade de amplificagao do sinal de voz, mas que puterhistory.com.
também amplifica o ruido. Para resolver esse problema

em amplificadores repetidores, Harold Stephen Black

(1898-1983) mostrou a efetividade da realimentagdo negativa em 1927. A rea-
limentacao negativa é um conceito de fundamental importancia na Teoria de
Controle.

Em 14 de agosto de 1894, Oliver Joseph Lodge (1851-1940) transmitiu sinais
de rddio em um encontro da Associagdo Britanica para o Avanco da Ciéncia
na Universidade de Oxford e obteve a patente US 609.154 de 1898, Electric
Telegraphy.

Em 1896, Guglielmo Giovanni Maria Marconi, Marquis of Marconi (1874-1937)
requereu a patente britanica No. 12,039, concedida em 1897, Improvements
in Transmitting Electrical Impulses and Signals, and in Apparatus therefor.
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Computador digital

Em 1854, George Boole (1815-1864) desenvolveu a Teoria da Algebra de Boole
(Boole, G. An Investigation of the Laws of Thought. Walton e Maberly, 1854)
e em 1822, Charles Babbage (1791-1871) apresentou um modelo funcional do
Difference Engine, que era uma maquina mecéanica para produgao automatica
de tabelas matematicas. Em 1837, Babbage descreveu, mas nao construiu, o
Analytical Engine, um sucessor para o Difference Engine que possuia unidade
l6gico-aritmética, controle de fluxo de execucao e memoria.

Em 1936, Turing concebeu uma maquina digital abstrata que utilizava instru-
¢Oes armazenadas na memoria para sequenciar as suas operacoes.

Em 1941, Konrad Zuse (1910-1995) logrou construir um computador digital
controlado por programa, chamado Z3.

Em 21 de junho de 1949, foi utilizado com
sucesso o computador de programa arma-
zenado Small-Scale Ezxperimental Machine
(SSEM), construido pela Universidade de
Manchester e apelidado de “Baby”.

Em 1944, John William Mauchly (1907-
1980) e John Adam Presper Eckert Jr (1919-
1995) propuseram a construgao do Electronic
Discrete Variable Automatic Computer (ED-
VAC), utilizando a arquitetura de John von Figura 2.10: Computador
Neumann (Margittai Neumann Janos Lajos, digital Zezinho, obtido de
1903-1957). Foi entreque em 1949 ao Ballis-
tic Research Laboratory. Era um computa-
dor eletronico de uso geral utilizando o con-
ceito de programa armazenado. O EDVAC utilizava aproximadamente 6.000
tubos de vacuo e 12.000 diodos, consumia 56 kW de poténcia, ocupava 45.5m?
de area e pesava 7.850 kg.

http://www.aeitaonline.com.br.

Em 1960, no IME, é apresentado um computador hibrido desenvolvido como
o trabalho final do curso de engenharia eletronica, construido por José A.
M. Mendonga, Jorge M. Barreto, Herbert B. Fiuza, Edison Dytz, Méario M.
Alencastro e Walter M. Lace, sob a orientacdo dos professores Antonio M.
M. Chaves, Antoénio J. D. Amarante, Danilo Marcondes, Rubens T. Carrilho,
Werther A. Vervloet e Dr. Helmut T. Schreyer.

Em 1961, no ITA, é apresentado o Zezinho, um computador digital desen-
volvido como o trabalho final do curso de engenharia eletronica, construido
pelos formandos Alfred Volkmer, Andras G. Vaséarhelyi, Fernando V. Souza e
José E. Ripper Filho, orientado pelos professores Tien Wei Chu e Richard R.
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Wallauschek.

No dia 29 de outubro de 1969, ARPAnet enviou a primeira mensagem de um
computador na UCLA para um outro em Stanford. A tecnologia de rede de
computadores evoluiu rapidamente e, em 1970, Robert Elliot Kahn (1938-) e
Vinton Gray Cerf (1943-) propuseram o Transmission Control Protocol and
Internet Protocol, or TCP/IP. Em 1 de janeiro de 1983, a ARPANET adotou
a TCP/IP e a rede de redes evoluiu para a Internet.

A terceira revolucao industrial, de meados do século XX a inicio do século
XXI, é um efeito conjunto de varios fatores, incluindo a disseminacao de equi-
pamentos eletronicos, avangos na tecnologia de semicondutores, a energia nu-
clear, a disseminacao do computador digital e efeitos decorrentes disso, como
a robdtica, Internet, além da descoberta de novos fenémenos fisicos, como a
supercondutividade e light amplification by stimulated emission of radiation
(LASER), que impulsionaram o desenvolvimento de novos processos e produ-
tos. Trata-se de uma época muito criativa, com inovagoes na industria far-
macéutica, imagiologia médica, exploracoes espaciais, mecanizacao agricola,
automacao bancdria, controle de trafego e de cargas, armamentos inteligentes
etc.

Industria 4.0

A inddustria 4.0 é a quarta revolugdo industrial, resultado da amalgamacao de
varias tecnologias avancadas, tais como a inteligéncia artificial, aprendizado
de maquina, a computacao em nuvem, big data, internet das coisas, robdtica
autonoma, realidade virtual, realidade aumentada, manufatura aditiva, proto-
tipacao rapida, energia limpa, sustentabilidade etc.

2.1 TIFAC

O primeiro evento na area de Controle Automatico foi realizado na Univer-
sidade de Heidelberg entre os dias 25 e 29 de setembro de 1956 sob o titulo
Regelungstechnik — Moderne Theorien und thre Verwendbarkeit. Neste evento
0s participantes assinaram um acordo para a criagdo de uma organizagao in-
ternacional e foi estruturado um Comité Provisério sob a presidéncia de Victor

Broida, responsével por fundar a International Federation of Automatic Con-
trol (IFAC).

Em 12 de setembro de 1957 foi realizada a Primeira Assembleia Geral, em
Paris, no Conservatoire National des Arts et Métiers, com a participacao de
delegados de 18 paises. A Primeira Assembleia Geral convocou a reunido
constituinte em Paris. Nessa assembleia foram votados os Estatutos e eleito o
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primeiro presidente, Harold Chestnut.

O primeiro Congresso Mundial da IFAC ocorreu em Moscou entre os dias 27
de junho e 7 de julho de 1960.

A Sociedade Brasileira de Automatica (SBA) foi fundada em 1975 e é uma
National Member Organization (NMO) da IFAC no Brasil.

2.2 Livros-textos pioneiros

O Prof. Dr. Luis Antonio Aguirre (AGUIRRE, 2015a) oferece uma andlise
aprofundada e contextualizada dos livros pioneiros da drea de sistemas de
controle.

Alguns livros publicados antes de 1950 sao:

e Tolle, M. Die Regelung der Kraftmaschinen, Springer Verlag, Berlin,
1909.

e Oldenbourg, R. C. and Sartorius, H. The dynamics of automatic controls.
The American Society of Mechanical Engineers, 1948.

e Smith, E. S. Automatic control engineering. New York: McGraw Hill,
1944.

e Bode, H. W. Network analysis and feedback amplifier design. D. Van
Nostrand Company, 1945.

e Hall, A. C. The Analysis and synthesis of linear servomechanisms. The
MIT Press, 1943.

e James, H. M., Nichols, N. B., Phillips, R. S. Theory of servomechanisms.
McGraw Hill, 1947.

e Eckman, D. P. Principles of industrial process control. John Wiley and
Sons, 1945.

e Lauer, H., Lesnick, R., Matson, L. Servomechanism fundamentals. Mc-
Graw Hill, 1947.

e Leonhard, A. Die selbsttitige regelung. Springer Verlag, 1940.

e MacColl, L. A. Fundamental theory of servomechanisms. D. Van Nos-
trand, 1945.
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2.3 Controle no Brasil

O ensino de Controle Automético no Brasil iniciou-se, possivelmente, em 1953,
no Instituto Tecnolégico de Aerondutica (ITA), quando foi oferecida a disci-
plina Controle Automdtico, ministrada pelo professor americano Edward Wil-
son Kimbark, que foi o primeiro Chefe da Divisao de Engenharia Eletronica.

Em 1957, o professor Luiz Valente Boffi organizou o primeiro grupo para edu-
cagdo e pesquisa em Controle Automético do Brasil, no Departamento de
Engenharia Eletronica do ITA.

Posteriormente, na Escola Politécnica da USP, os primeiros cursos de controle
automatico foram lecionados em 1970, pelos professores Plinio Benedito de
Lauro Castrucci e Luis Augusto Gées Calmon de Barros Barreto.

Também em 1970, foi lecionado o primeiro curso de controle automatico na
Unicamp, pelo professor Manoel Sobral, que foi o primeiro diretor da entao
Faculdade de Engenharia de Campinas, da Unicamp, e foi também o primeiro
a criar um Departamento de Automacdo em uma universidade brasileira.

Na Universidade do Brasil, em 1963, hoje Universidade Federal do Rio de Ja-
neiro (UFRJ), foi criada a Coordenagao dos Programas de Pés-Graduagao em
Engenharia (COPPE).

Alguns livros de autores do Brasil Embora néo se analise detalhadamente como
apresentado em (AGUIRRE, 2015a), acredita-se que a lista cronolégica dos li-
vros escritos por autores brasileiros, apesar de varias omissoes, possa prover
um retrato de como se desenvolveu o ensino de Sistemas, Controle e Automa-
¢ao.

No ambito do tema Sistemas Dindmicos, o excelente texto de autoria de autoria
de Jacob Palis Jr. e Welington de Melo, editado pelo Instituto de Matematica
Pura e Aplicada (IMPA), proporciona uma base sélida, incluindo os célebres
resultados de Mauricio Matos Peixoto e Stephen Smale, entre outros.

Boffi, L. V. e Coutinho, J. A. M. FElementos de Andlise de Sistemas
Lineares. ETEGIL, 1966.

e Castrucci, P. B. L. Controle automdtico: teoria e projeto. Edgar Bliicher,
1969.
e Sighieri, L. e Nishinari, A. Controle automdtico de processo industriais

- Instrumentac¢ao. Edgar Bliicher, 1973.

Castrucci, P. B. L. e Batista, L. Controle linear método bdsico. Edgar
Bliicher, 1980.




36

Engenharia de controle

Bottura, C. P. Principios de controle e servomecanismos. Guanabara
Dois, 1982.

Bottura, C. P. Andlise linear de sistemas. Guanabara Dois, 1982.
Castrucci, P. B. L. e Sales, R. M. Controle digital. Edgar Bliicher, 1990.

Castrucci, P. B. L. e Curti, R. Sistemas nao lineares. Edgar Bliicher,
1991

Barczak, C. L. Controle digital de sistemas dindamicos projeto e andlise.
Edgar Bliicher, 1995.

Hemerly, E. M. Controle por computador de sistemas dinamicos. Edgar
Bliicher,1996.

Cruz, J. J. Controle robusto multivaridvel. Edusp, 1996.
Miyagi, P. E. Controle programdvel. Edgar Bliicher, 1996.

Nascimento Jr, C. L. e Yoneyama, T. Inteligéncia artificial em controle
e automagao. Edgar Bliicher, 2000.

Aguirre, L.A. Introducdo a Identificacao de Sistemas: Técnicas Lineares
e nao Lineares Aplicadas a Sistemas. Teoria e Aplicacdo. Editora da

UFMG, 2000.

Faleiros, A. C. e Yoneyama, T. Teoria matemdtica de sistemas. Arte e
Ciéncia, 2002.

Kienitz, K. H. Andlise de circuitos — um enfoque de sistemas. Manole,
2002.

Coelho, A. A. R. e Coelho, L. S. Identificacio de sistemas dindmicos
lineares. Editora da UFSC, 2004.

Geromel, J. C. e Palhares, A. G. B. Andlise linear de sistemas dinamicos.
Edgar Bliicher, 2004.

Alves, J. L. L. Instrumentac¢do, controle e automacdo de processos. LTC,
2005.

Bazanella, A. S. e Silva Jr., J. M. G. -Sistemas de controle: principios e
métodos de projeto. Editora da UFRGS, 2005.

Campos, M. C. M. e Teixeira, H. C. G. - Controles tipicos de equipamen-
tos e processos industriais. Edgar Bliicher, 2006.
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Aguirre, L. A. (ed.). Enciclopédia de automdtica, colegao de 3 volumes.
Edgar Bliicher, 2007, publicado com os apoios da SBA e FAPESP.

Geromel, J. C. e Korogui, R. H. Controle linear de sistemas dindmicos.
Edgar Bliicher, 2011.

Baumaister, J. e Leitao, A. C. G. Introducado a teoria de controle e pro-
gramacao dinamica. IMPA, 2014.

Palis Jr., J. e Melo, W.C. Introducdo aos sistemas dindmicos. IMPA,
1978.

Bonatti, I. S., Lopes, A. e Peres, P. L. D. Linearidade em sinais e siste-
mas. Edgar Bliicher, 2015.

Rios Neto, A. Controle étimo de sistemas dinamicos. Clube dos Autores,
2017.

Garcia, C. Controle de processos industriais - Vol. 1: Estratégias Con-
vencionais. Edgar Bliicher, 2017 e Controle de processos industriais -
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2.5 Exercicios

2.5.1 Exercicio

Este capitulo apresentou alguns dos marcos relevantes no desenvolvimento de
sistemas de controle. Comente sobre os possiveis impactos de sistemas de
controle nos seguintes campos

1. Novas fontes de energia

2. Sustentabilidade

3. Mao de obra especializada
4. Comunicacao digital

5. Qualidade da vida

6. Exploracao espacial

7. Robdtica

8. Veiculos auténomos

2.5.2 Exercicio

Liste 5 novas tecnologias que tem recebido atencao nos ultimos anos e comente
sobre o potencial impacto na sociedade do futuro, incluindo consideragoes
sobre a Teoria de Controle Automatico.
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Modelos dinamicos

“All models are wrong, but some are useful.”

— George Box

Modelos sao representagoes das caracteristicas essenciais do fenémeno em es-
tudo. Por exemplo, maquetes podem ser utilizadas por arquitetos para estudar
uma nova obra. Um farmacologista pode usar o camundongo como modelo
para estudar os efeitos de um novo medicamento. Um pintor pode utilizar
bonecos articulados como modelo para compor um novo quadro.

Considerando o objetivo deste livro de tratar a andlise e o projeto de sistemas
de controle de modo quantitativo, os modelos requeridos sao do tipo matema-
tico.

Os modelos matematicos utilizados aqui sao predominantemente aqueles cons-
tituidos por equagoes diferenciais ordindrias deterministicas de dimensao finita
e invariantes com o tempo.

Porém, na pratica, os sistemas fisicos podem apresentar fenémenos tais como
nao linearidades, variagoes espacialmente distribuidas, atrasos nas respostas,
perturbagoes aleatdrias e parametros que variam com o tempo, entre outras
possibilidades.

Logo, algumas simplificacbes podem ser necessarias:

1. Sistemas em que as grandezas de interesse dependem simultaneamente
do tempo e a posicao no espaco, modeladas por equagoes diferenciais
parciais, sao aproximados por modelos com parametros concentrados.
Por exemplo, as tensdes v(t, z) e correntes i(t, x) para cada posigdo x ao
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longo de uma linha de transmissao em cada instante ¢ sao dadas por

0 0 . .

gt b®) = —Lypita) - Rilt.z) (3.1)
) 0

%Z(tyx) = _Cav(t?x) - GU(t,fL’) (32)

em que R [Q/km], L [mH/km], C [nF/km], e G [uS/km] sao res-
pectivamente a resisténcia, indutancia, capacitancia e condutancia por
comprimento do segmento da linha. Uma aproximacao seria cascatear
vérios médulos (R, L, C, G) de parametros concentrados, cada uma mo-
delando, por exemplo, 1 km da linha.

Quando as frequéncias envolvidas de v e ¢ sdo baixas, o comprimento de
onda pode ser muito maior que o comprimento da linha, caso em que v
e 1 seriam iguais em qualquer trecho da linha.

Figura 3.1: Aproximagao por um modelo de parametros concentrados.

Em casos de processos que envolvem vibragao, é frequente o uso do
método de decomposicao em modos.

No caso mais simples de uma viga homogénea engastada em um extremo
e livre no outro, o movimento é descrito por

%y(t, x)

o*y(t, x)
ot2

EI
ozt

=—pA (3.3)
em que E é o médulo de elasticidade, I o momento de inércia, p a
densidade do material da viga e A a area da seccao transversal. Os

modos de vibragao, nesse caso, podem ser vistos na figura 3.2.

. Quando o modelo do sistema varia com o tempo, os parametros da equa-

cao diferencial também variam com o tempo. Se a variagao é periddica e
de frequéncia elevada, podera ser utilizado o modelo médio. Um exem-
plo é o caso de fontes chaveadas, em que a frequéncia de chaveamento
¢ muito maior do que as constantes de tempo do restante do circuito.
Em um outro processo, a variacao pode ser muito lenta em comparagao
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Figura 3.2: Estudo de modelos a parametros distribuidos mediante decompo-
sicao de modos. No caso, modos de vibragao de uma viga engastada

com a dinamica das variaveis de interesse, podendo-se utilizar um mo-
delo congelado. Por exemplo, o atrito em mancais de maquinas rotativas
tende a crescer com o tempo, mas esse processo €, em geral, muito mais
lento do que a dinamica do eixo do rotor.

3. Atrasos no tempo levam a equagoes diferenciais do tipo

x = f(x(t),x(t - 1T)) (3.4)
x(1) =xo(r) 7€ [-T,0] (3.5)

que significa dimensao infinita (deve-se fornecer xo(7) em infinitos valo-
res de 7). Quando for possivel utilizar a transformada de Laplace (siste-
mas lineares invariantes no tempo), tem-se que L[f(t — T| = e T F(s),
que pode ser tratado de modo relativamente simples.

3.1 Modelos de tempo continuo

Uma vez que os sistemas fisicos de interesse envolvem grandezas que variam
com o tempo, os modelos buscam expressar essa caracteristica de modo direto
ou indireto através da utilizacao de parametros que representam o tempo.

Na prética sao utilizadas as equagoes diferenciais no caso de modelos de tempo
continuo (y(t),t € R) e equagdes a diferencas no caso de tempo discreto
(y[k], k € N) em que y = h(x).

3.1.1 Equagoes diferenciais ordinarias

Os modelos de tempo continuo estudados neste livro sao representagoes ba-
seadas em equagoes diferenciais ordinarias (EDO), ou seja, as grandezas de
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interesse evoluem no tempo t conforme

dy  dy
— .., —,y,u,t) =0, 3.6
(L ) (36)
em que y é a saida, u é a entrada, t é o tempo e F' alguma fungdo que busca
descrever o comportamento do sistema. (OBS: Para simplificar a notagao, y e
u sdo assumidas pertencerem a R) nesta Segao.

O sistema ¢é dito ser linear se a funcao F' assume a forma particular

d" a1t d

2V al(t)w_‘? NI an_l(t)dit/ Fan(t)y —bo(tu(t) =0 (3.7
ou seja, dky/dtk, k=0,1,...,n nao estao multiplicados entre si e nem partici-
pam como argumento de fung¢oes que nao sejam da forma f(§) = a& + 3, com

a e f € R. Por exemplo f(£) =sin(§), f(§) =log(§) e f(§) = &9 com q # 1.

Caso os parametros ag(t), k = 1,2,...,n nao dependam explicitamente de ¢,
ou seja, ai, ..., a, sa4o numeros reais, os sistemas sao denominados LTI (Linear
Time Invariant).

As vezes, sistemas invariantes no tempo sao referidos como sendo sistemas
autonomos.

dny dnfly dy
—+4a et ap_1— +any = u(t 3.8
T T g A F any = u(t) (3.8)
~ . . . . d am
Ressalta-se que a equacao 3.8 poderia incluir também termos do tipo Fr, ..., G

caso em que se teria um novo u(t) constituido da combinagao desses.
Uma notagao muito usada para simplificar a escrita é usar ¢ no lugar de %,

2 n .
1 no lugar de ZTQ e y(™ no lugar de %, ou seja,

dy d*y -1y _ A"y ) _ 4"y
T = : =—= (3.9
y= 5 =3 Py prres T (39)
de modo que a expressao 3.8 pode ser reescrita mais compactamente
v+ ay™ Y 4t an syt an ol an1d + any = u (3.10)

Os modelos, tanto os de tempo continuo quanto os de tempo discreto, podem
ser obtidos através de dois enfoques principais:

e o de caixa branca (ou transparente); e

e 0 de caixa preta (ou caixa opaca).
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No caso de enfoque caixa branca, admite-se que sao conhecidas as leis fisicas
que regem o comportamento do sistema que se encontra no seu interior (por
exemplo, Leis de Kirchhoff, Lei de Newton, principio da minima agao, equacgao
de continuidade, conservagao da energia etc.)

No caso de enfoque caixa preta, busca-se obter o modelo a partir dos registros
dos sinais de entrada e da saida do sistema (caixa) (por exemplo, uma sequén-
cia de pares entrada-saida {u[k], y[k]}r=12, . obtidas com a utilizacdo de um
equipamento digital para aquisi¢ao de dados).

O procedimento para obter modelos utilizando o enfoque caixa preta é cha-
mado, usualmente, de identificacdo. Na pratica é comum o emprego de méto-

. Ajuste buscando @ Leis
Q@. consisténcia . ) Fisicas
1 .
. )

v

.
Entrada Saida Entrada N Saida
------- - Caixa Branca 1------#=

Figura 3.3: Enfoques para obtencao de modelos matematicos.

dos hibridos, em que se combinam os enfoques de caixa preta e de caixa preta,
as vezes chamado de caixa cinza (ou translicida). Por exemplo, a luz dos co-
nhecimentos das leis fisicas, pode-se conhecer a estrutura do modelo buscado,
mas os seus parametros sao determinados a partir de registros de entrada e
saida (no caso, mediante identificacdo paramétrica).

Antes de apresentar alguns métodos de modelagem, é interessante mencionar
duas frases encontradas no livro Luyben, W.L. Process Modeling, Simulation
and Control for Chemical Engineers. McGraw Hill, 1989:

1. The simplest control system that will do the job is the best.

2. You must understand the process before you can control it.

Este livro busca tratar o problema de projeto de controlados utilizando
métodos quantitativos, de modo que é imprescindivel a disponibilidade de
modelos matematicos. Os modelos matematicos predominantes nesta obra
sao do tipo Equacoes Diferenciais Ordinarias lineares e invariantes no tempo,
obtidos eventualmente por aproximagoes de modelos mais gerais.
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3.2 Modelagem usando leis fisicas

Nessa secao serao explorados alguns métodos de modelagem utilizando o en-
foque “caixa branca” utilizando leis fisicas bem conhecidas.

3.2.1 Leis de Kirchhoff

Exemplo: Circuito de Sallen-Key

Considere o circuito apresentado na figura 3.4, que possui dois armazenadores
de energia (2 capacitores) e cujo modelo pode ser obtido utilizando-se as Leis
de Kirchhoff (vide, por exemplo, (DESOER, 1969)).

Figura 3.4: Circuito de Sallen-Key.

Segundo a Lei de Kirchoff para correntes, tem-se que
i1 —ig—i3 =0 (3.11)

Pela Lei de Kirchoff para tensoes, e lembrando que a entrada de corrente em
um OpAmp (Amplificador Operacional) é quase zero, em face ddesua impe-
déancia elevada de entrada, e também que a diferenca de potencial entre os
seus terminais + e - é negligencidvel em face do seu elevado ganho, obtém-se
o conjunto de equacoes

1
—u+ Riy + Ris + §y =0 (3.12)
—vg+uv1+y = 0 (3.13)

1
—vy+Ris+-y = 0 (3.14)

2
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O comportamento tensao-corrente dos elementos do circuito é descrito por

i» = Cin (3.15)
i3 = C% (3.16)

e, portanto, combinando as equagoes 3.12 e 3.11, obtém-se

1

Ri1 + Rig + §y = u (3.17)
1

R (ig +i3) + Ris + iy = u (3.18)
1

RCU1 + RCy + §y = u (3.19)

Combinando-se as equagoes 3.11 a 3.19, pode-se escrever

i C 1

R (CRCg - 2y> +ROj+ Sy =u (3.20)
e a equacao diferencial que descreve o circuito da figura 3.4 pode ser colocada
na forma padrao

R2C%j+ RCy+y =2u (3.21)

Esse circuito é um filtro de segunda ordem muito utilizado na pratica e cujo
comportamento podera ser mais bem estudado apds o capitulo sobre resposta
em frequéncia.

Um fato importante na obtencao desse modelo é que nao foi considerada a
possivel saturagdo do OpAmp. Por exemplo, se a alimentagdo do OpAmp for
de £15V, nao é conveniente que a saida y se aproxime desses valores.

3.2.2 Modelagem usando o conceito de Lagrangiano

A modelagem baseada no conceito de Lagrangiano é muito frequente em véarias
areas da Engenharia e tratamentos formais do método podem ser encontrados
em livros como (GOLDSTEIN, 1980).

Esse método de modelagem é baseado no principio da minima acdo ou de
Hamilton, segundo o qual fenémenos fisicos cuja evolugao é representada por
coordenadas q minimizam a expressao

Alal= [ etatt. a0, vy (3.22)

0
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em que o Lagrangiano L é a diferenca entre as energias cinética 1" e potencial
U,
L=T-U (3.23)

Uma condicao necessaria para que uma fungao q(¢) seja solugao do problema
de minimizacdo de A(q) é que satisfaca a equacdo de Euler-Lagrange (no
sentido estendido em relagao ao Apéndice A)

d (az) oL R _, (3.24)

at\oq) 9q " 9q

O termo R (termo de Rayleigh ) estard presente se houver dissipacao de energia
para o meio ambiente, usualmente como metade da poténcia dissipada e () séo
forgas externas (forcas, torques, tensdo, corrente, pressao, vazao etc.).

Observagao: Apresenta-se no Apéndice A uma condicdo necessdria para que
uma fungao x(t) seja um ponto estacionério para o problema de minimizacao

de
J[x] = /t ’ c(x(t),%x(t),t) dt (3.25)

0

A condigao necessdria para otimalidade de x* é conhecida como a equacio de

Euler-Lagrange
d [ Oc Jc
~ =)= = 2
dt (8){) ox 0 (3:26)

x=x*

Para a modelagem de sistemas, faz-se a associagao

X ~ q (3.27)
c ~ L (3.28)
J(x) ~ A(q) (3.29)

Um tratamento mais rigoroso desse problema pode ser encontrado, por exem-
plo, em (BLISS, 1980), (GOLDSTEIN, 1980), (YOUNG, 1969), entre outros.

A formulagao mais geral que inclui os termos R e () pode ser encontrado em

(WELLSTEAD, 1979).

Exemplo: Maquina de Atwood

Para ilustrar o procedimento, considere o sistema de polias ilustrado na figura
3.5, em que a corda que une as massas mj e meo possui comprimento L.
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Utilizando-se conceitos béasicos de fisica, pode-se escrever as expressoes para
as energias cinética T' e potencial U para esse sistema:

1 1
T = 5mlq2 + erﬂf (3.30)
U = —migq—mag(L—q) (3.31)

em que g é o deslocamento e ¢ é a velocidade.

U=0

O T
L-q
m;

mo

Figura 3.5: Maquina de Atwood.

A expressao do Lagrangiano para a maquina de Atwood é

L = T-U (3.32)
1 <2 + 1 22 —+
= 2m1q 2m2q
+m1gq +mag (L — ) (3.33)
e, portanto, fazendo-se
d (oL oL
21 === 3.34
dt < aq > dq ( )
em que
oL
87q = mig — mag (3.35)
oL

d (oL . .
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obtém-se a equacao diferencial que descreve o seu comportamento

(m1 +ma)§—mig+mog=0 (3.38)
.. mi1 — Mmy

== % 3.39

q mi + mso I ( )

Exemplo: Péndulo Simples

Seja um péndulo simples com haste rigida, conforme ilustrado na figura 3.6.

U=0 ,T\ X

Posigdo de™ |~
Repouso

Figura 3.6: Péndulo simples.

Verifica-se pela figura 3.6 que

x = Lsin(0) (3.40)
= —Lcos(0) (3.41)

em que L é o comprimento da haste, m é a massa da esfera, g é a aceleragao
da gravidade e 0 é o angulo da haste com a vertical.

As expressOes para a energia cinética T e a potencial U sao

1 1 .
T = 5m(a’72+92):§mL292 (3.42)
U = —mgL cos(0) (3.43)

Logo o Lagrangiano é dado por

1 )
L= §mL292 + mgL cos(0) (3.44)
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Os termos necessérios para aplicar a condicao de Euler-Lagrange sao

oL

20 = —mgL sin(0) (3.45)
OL 12 (3.46)
00

d (oL 25

Tem-se, portanto, que o modelo do péndulo simples é
mL*0 + mgLsin(8) = 0 (3.48)
0= —% sin(0) (3.49)

subsubsectionExemplo: Péndulo com Haste Eldstica De modo analogo ao
exemplo anterior (Péndulo Simples), seja agora o caso em que a haste é eldstica

Figura 3.7: Péndulo com haste elastica.

As expressoes para T e U sao

1 )
T = Sm (2 + (L+¢)%0?) (3.50)
1
U = —mg(L+e)cos(0)+ 5]{362 (3.51)
Logo, o Lagrangiano é dado por

L= %m (é2 + (L + 6)292> +mg(L + e) cos(0) — %k€2 (3.52)

Os termos necessérios para aplicar a condicao de Euler-Lagrange sao
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L
Oe
L
00
L
0é
L
00

da oy _
dt \ 9¢ |
d oLy _
at\oo )

mg cos(0) — ke + m(L + €)6?
—mg(L + ) sin(0)
me

m(L + ¢)%0

m(L + €)éd +m(L + ¢)%0

(3.53)
(3.54)
(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

Substituindo-se esses termos na equagao de Euler-Lagrange, obtém-se que

mé — mg cos(0) + ke — m(L + ¢)0? = 0
m(L + €)éd + m(L + €)% + mg(L + €) sin(0) = 0

(3.59)
(3.60)

O modelo pode ser colocado na forma de espago de estados definindo-se, por

exemplo, x = [e € 0 0].

Exemplo: Péndulo Duplo

Considere agora um péndulo duplo como a ilustrada na figura 3.8 Considere

U=0 l

.

yi-

Figura 3.8: Péndulo duplo.
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o péndulo duplo ilustrado na figura 3.8, em que se verifica que

€1
€2
Y1
Y2

= L;psin(0;)

= L;sin(01) + Lo sin(02)
= —Ljcos(61)

= —Ljcos(01) — Lycos(02)

As expressoes para a energia cinética T e a potencial U sdo

T

1 . . 1 . .
§m1(3312 + y12) + §m2(3:22 + 922)
1

S A6y S [1363 + 1363
+2L1 L6105 cos(01 — 02)]
migyi + magy2

—(mq1 + ma)gLi cos(01)

—magLo cos(02)

Calculando-se os termos

oL oc oL oc d(oc) d(oc
0017 0057 904 " 90, dt

06, ) ' dt \ 96,

(3.71)

e utilizando-se as equagoes de Euler-Lagrange, obtém-se o modelo do péndulo

duplo

Exemplo:

(my + mQ)Llél + mgLg cos(01 — 02) +
—i—mngé% sin(01 — 02) + (my + mg)g sin(67)
Lgég + Llél COS(el — 92) — Llé% sin(91 — 92) +g Sin(92) (3.74)

Massa + Mola + Amortecedor

(3.72)
(3.73)

Embora o modelo para um sistema massa+mola+amortecedor possa ser ob-
tido facilmente pela utilizacao das Leis de Newton, apresenta-se aqui a versao

baseada no Lagrangiano.

As expressoes para a energia cinética T' e a potencial U sao

T = =mg*

U = —k¢

(3.75)

(3.76)
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f
] m —b—@

Q0

Figura 3.9: Sistema massa, mola e amortecedor.

Como existe um amortecedor, hé dissipacao de energia e
1
R = -b¢’
9 q

Logo o Lagrangiano é dado por
1 1
L= 2 Zk 2
2mq 9 q

Aplicando-se a condi¢do de Euler-Lagrange

4 (L) 9L IR _
dt \ g dqg 04
em que
oL
9~
o _ .
ag ~ ™
da oLy _ .
at\ag) — M
R .
g — M

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

(3.81)
(3.82)

(3.83)

obtém-se o modelo para o sistema massa + mola + amortecedor (Q = f)

mg—+bg+kq=f

Exemplo: Circuito RLC

(3.84)

O método do Lagrangiano é aplicavel também para o caso de circuitos elétricos

Nesse exemplo adota-se como a grandeza bésica a carga q.

As expressoes T e U sao

1
T = -L¢
5 L4

1 2

(3.85)

(3.86)
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Figura 3.10: Circuito RLC Série.

Logo o Lagrangiano é dado por

1 1
[,:*Lafi 2
2 2c!

(3.87)

Aplicando-se a férmula de Euler-Lagrange com ) = v obtém-se o modelo do

circuito RLC série

1

Exemplo: Um Sistema Eletro-Mecanico

(3.88)

A utilizagdo do conceito de Lagrangiano é particularmente interessante para
modelagem de sistemas que envolvem simultaneamente componentes de dife-

rentes naturezas (elétrica, pneumatica, hidraulica, mecanica).

Considere o sistema eletromecanico ilustrado na figura 3.11 e que envolve gran-

dezas eletromagnéticas e mecanicas.

Figura 3.11: Um sistema eletromecanico acoplado.

Notar que movimento da massa m devido a atracao magnética afeta o valor

da indutancia L(z).
O Lagrangiano é da forma

Elétrica Mecanica
——

1 2 2 2
£—2[L(z)q +mz° — kz”|

(3.89)
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Os elementos dissipadores de energia sao o resistor e o amortecedor

1 1
R = 5Rq;? + Ebzﬁ (3.90)

Pela féormula de Euler-Lagrange, tem-se

d (0L oL OR

=)y o= 2 - L(2)d ;= 91
dt(&j) 8q+ 9 v — L(z)§+Rg=v (3.91)
d (oL\ oL OR R 1dL 5
dt<6>_8+8 = 0o mEdbithm o =0 (392

O modelo do sistema eletro-mecanico obtido das equagoes 3.91 e 3.92 é dado
por

L(z)§+Ri = v (3.93)

1dL
i+ bitkz—-—¢ = 0 3.94
mZ+ bz + kz 52,4 (3.94)

3.2.3 Modelagem utilizando analogia

Diferentes sistemas podem ser descritos por
equacoes diferenciais com a mesma estrutura, po- Ve
rém com parametros (coeficientes) distintos.

Como exemplos, considere os trés sistemas ilus- v c
trados na figura 3.12, descritos pelas equagoes:

d2’uc dvo 1 1
1. L a2 +RW+6UC_ 61)

d%iy, 1 dig, 1, _ 1.
2. O + 7%F + 1 = 1t

3. mbE 4ok + ke = f

Nota-se nessas equagoes que a estrutura é idén-

tica, mas os parametros (coeficientes das equa- Figura 3.12: Trés siste-
¢oes diferenciais) sao distintos. mas: Circuito Série, Cir-
Logo, ajustando-se os valores numéricos dos coe- cuito Paralelo e Massa-
ficientes, a solucdo da EDO seria numericamente Mola-Amortecedor.
idéntica.

Esse conceito pode ser usado para utilizar circuitos elétricos para simular dis-
positivos mecanicos, hidraulicos e pneumaticos.

No passado era comum o uso de computadores analdgicos que eram capa-
zes de tracar a respostas de equagoes diferenciais mediante a interconexao de
integradores, somadores, inversores e outros dispositivos.
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Analogia eletromecéanica

1. Analogia forga-tensao: Se a grandeza f for associada a v (com correcao

%) as solugoes das EDQO’s 1 e 3 serdo as mesmas se, numericamente,

L=m,R=be} =k

2. Analogia forga-corrente: Se a grandeza f for associada a v (com corregao

%) as solugoes das EDQ’s 1 e 2 serdo as mesmas se, numericamente,

C=m,R'=bel—k

Variaveis de esforgo e de fluxo

De modo generalizado, dado um componente, podem ser definidas varidveis
de esforgo e de fluxo (ou across e through), por exemplo, tensdo X corrente ou
forga x velocidade.

Em alguns textos, as varidveis de esforco sao referidas como varidveis “entre”
(effort, across), denotadas e(t), como a diferenca de tensao, de pressao e de
temperatura). As varidveis de fluxo sao referidas como de “através” (flow,
through), denotadas f(t), como a corrente, o fluxo de fluido e o fluxo de calor).

Além de e(t) e de f(t), sao importantes as seguintes grandezas:
e Poténcia Instantanea: P(t) = e(t)f(t)
e Energia Transferida: E(t) = [j P(7)dr
e Fluxo Acumulado: q(t) = [§ f(7)dr

e Esforco Acumulado: p(t) = [ e(r)dr

Exemplo

Se a grandeza f for associada a i (com corregao %) as solugoes das EDO’s 1 e
2 serao as mesmas se, numericamente, C' = m, % =be % =k e, além disso,

e Poténcia Instantanea: P(t) = v(t)i(t)
e Energia Transferida: E(t) = [j P(7)dt

dq

e Fluxo Acumulado (carga elétrica): ¢(t) = fg f(r)dr oui= %

e Esforco Acumulado (fluxo magnético): ¢(t) = [i e(r)dr ou v = %
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O método pode ser adaptado a sistemas térmicos (resisténcia térmica R,
capacitancia térmica C, varidvel entre = T, temperatura, varidvel através =
1, fluxo de calor Q):

T = Ri (3.95)
dTl’
i = C— 3.96
p (3.96)
e a sistemas hidraulicos (resisténcia R, capacidade volumétrica C, varidvel
entre = p, pressao, varidvel através = q, vazao, como ja visto anteriormente
no exemplo de tanques.

3.2.4 Atraso de transporte

Um importante fené6meno encontrado, por vezes, na pratica é o de atraso puro
ou de transporte.

Um exemplo de situagdo em que ocorre o atraso de transporte encontra-se
ilustrado na figura 3.13, em que, com periodicidade T', um corante é injetado
no fluxo de dgua. Um sensor baseado na absorbancia de um feixe luz detecta
a presenca da dgua colorida como o sinal u(t). Quando o plugue de dgua
colorida atinge o sensor na saida da tubulagao é gerado o sinal y(t). Nota-se

Tinta
Pulsada com
Periodo T

. Sensor 1
— )
A +

Agua

N
Atraso de Transporte de T *

Figura 3.13: Devido ao tempo para o plugue de dgua corada percorrer a tubu-
lacao, a leitura do segundo sensor (em verde) é atrasada em relagao ao primeiro
(em vermelho).

pelo gréfico da figura 3.13 que o pico do sinal y(¢) ocorre com atraso de 0
unidades de tempo, em relagao ao sinal u(t). Nesse exemplo, a forma de onda
de y(t) é mais “alargada” do que u(t) em vista de a tinta ter se difundido para
a vizinhanca do plugue.

Caso a forma de onda de y(t — 0) seja a mesma que de u(t), ter-se-d o caso de
atraso puro, ou seja,
y(t) = u(t — 0) (3.97)
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3.3 Validacao de modelos

Os modelos devem caracterizar “adequadamente” o fenémeno fisico sob estudo.
Porém o qualificativo “adequadamente” necessita ser tornado mais preciso.

e O modelo deve ser o mais simples possivel, conforme preconizado pelo
principio da Navalha de Ockham (William of Ockham, 1287-1347). Mo-
delos complexos e que levam em consideracao efeitos negligencidveis di-
ficultam o projeto sem o devido beneficio.

o prudente estabelecer figuras de mérito para uma analise da adequagao
do modelo escolhido. Por exemplo, calculando a diferenca entre as res-
postas do modelo e do processo para uma mesma excitacao. Quando se
utiliza simulacao como em casos em que nao hé acesso a todo o processo,
pelo menos alguns sensores, atuadores ou processadores reais podem ser
incorporados para que os resultados seja mais préximos aqueles a serem
observados no campo.

e O modelo pode ser considerado validado, de fato, quando o projeto é
incorporado ao processo fisico e o resultado atende as especificagoes téc-
nicas preestabelecidas.

3.4 Incertezas em modelos

As leis de controle determinadas com o uso de modelos inadequados podem
apresentar desempenho aquém do esperado quando utilizado com os processos
reais.

Entre os diversos exemplos de fatores que contribuem para a degradagao do
desempenho estao

e Sinais que se afastam muito do ponto de operagao. E exemplo uma mola
que obedece a lei de Hooke para pequenos tracionamentos (f = kx) mas
tende a ficar mais dura se for muito solicitada ( f= k:x3) e, eventual-
mente, pode se romper. Um outro exemplo é o fato de que intensidades
muito grandes de campo magnético tendem a produzir saturacao do nu-
cleo ferromagnético, alterando a indutancia de reatores.

e Ruidos desconsiderados. Sao exemplos as vibragoes da plataforma onde
estd instalado o equipamento, interferéncias devidas a campos eletro-
magnéticos geradas por centelhamento em maquina de solda a ponto,
rajadas de vento, entre outros.
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e Valores nominais discrepantes. Sao exemplos os componentes eletroni-
cos comerciais que podem apresentar tolerancias grandes, por exemplo,
capacitor com C = 1.0 uF £+ 20 % ou utilizacdo de insumos com baixa
pureza.

e Fenomenos nao modelados. Sao exemplos folga de engrenagem, atrito
seco, modos de flexdo de vigas, anisotropia do meio, entre outros.

e Variagoes lentas com o tempo. Sao exemplos o envelhecimento de com-
ponentes, o deslocamento do centro de massa devido ao consumo de
combustivel, oscilagoes climaticas, entre outras possibilidades.

e Desconsideracao dos atrasos de transporte. Sao exemplos a demora na
recepcao de sinais devido a localizagdao remota do sensor, utilizacao de
rede internet para transmissao de dados, tempo de processamento para
célculo do sinal de controle, entre outras possibilidades.

o Utilizacao inadequada. Sao exemplos a operagao de veiculos com excesso
de passageiros, auséncia de protecao em ambientes hostis, manutencao
de baixa qualidade, entre outros, levando a variagoes incertas e desco-
nhecidas dos parametros do modelo.

A modelagem de sistemas pode ser auxiliada por ferramentas tais como os
grafos de ligagao (bond graphs), analogia e fluxografo (flowgraph). Exis-
tem, ainda, ambientes de software especificos para modelagem de sistemas,
muitos dos quais gratuitos, que ja possuem varios componentes prontos que
podem ser interligados graficamente.

3.5 Solucao de EDOs lineares

O comportamento de sistemas dinamicos de tempo continuo sao frequente-
mente descritos por equagdes diferenciais ordindrias (EDOs).

A solugao de uma EDO tipica (representando sistemas LTT)
y(”) + aly("_l) + ..t an1y+ay =u (3.98)

pode ser obtida através de varios métodos.

Neste texto serao apresentados apenas dois métodos, em vista da importancia
destes no contexto de problemas de controle:

e via formulag@o no espacgo de estados; e
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e através da utilizagcao da transformada de Laplace.

Ambos os métodos sao detalhadamente estudados em obras tais como (CHEN,
1970), (OGATA, 1970), (SHINNERS, 1972), (KUO, 1980), (FRANKLIN;
POWELL; EMAMI-NAEINI, 1986) (DORF; BISHOP, 1995) e (HESPANHA,
2009), entre outros.

3.5.1 Espaco de estados

Embora a equagao diferencial ordinaria de n-ésima ordem 3.98 possa ser tra-
tada diretamente, aqui optou-se por transforma-la em n equacoes de primeira
ordem, mediante o artificio de se fazer

T =y (3.99)

T2 = 9 (3.100)

z, = y v (3.101)
em que §y = %, J = ‘22732/ e, a partir de n = 3, é usual utilizar a notagao
ym) — @y

Nessas condicoes, tomando-se derivadas em ¢ nas equacoes 3.99, obtém-se o
sistema de equacoOes diferenciais

:t'l = y = T2 (3.102)
.fi]Q = y = I3 (3.103)
1 = y(”) = —aly(”_l) — e — Q1Y — apy +u (3.104)

= —QTyp — ... — Qp_1T2 — ApT1 + U (3.105)

O vetor x = [z1 T3 ... 2,]7, serd chamado de estado. No contexto de Enge-
nharia de Controle, estado é um conjunto de grandezas de um sistema que,
se conhecidas em um instante, permite que se determine o valor futuro dessas
grandezas, caso sejam fornecidas os sinais de entrada).

Intuitivamente, estado é aquele conjunto de grandezas que, se for conhecido
em um certo instante ¢, os valores futuros z(7), 7 > t podem ser determinados
caso conhega as entradas u(o), o € [t, 7]

Utilizando-se a notagao matricial, as expressoes 3.102 a 3.105 podem ser agru-
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padas na forma

[0 1 0 o | [o]
0 0 1 0 0
X = : : : o x+ | |u (3.106)
0 0 0 1
—ap —Qp—1 —Gp—2 -+ —a1 1
——
A B
De 3.102 a 3.105 , depreende-se também que
y=[10 - 0 0]x (3.107)
C

Sera visto mais adiante que a representacao no espaco de estados x = Ax+Bu
nao é unica (por exemplo, uma representacao diferente pode ser obtida fazendo
se uma transformacao similar z = Px em que P é nao singular).

A solugao do sistema de equagoes diferenciais ordinarias 3.106 pode ser deter-
minada, por exemplo, pelo método construtivo utilizando a iteracao de Picard
apresentado no Apéndice B.

Aqui, sera apenas verificado através de substituicao que a expressao
t
x (t) = eAx (0) +/ AT Bu(r)dr (3.108)
0

satisfaz
x = Ax + Bu (3.109)

com a condigao inicial x(0).
De fato, notando que a varidvel de integracao é 7 e nao t, a equagao 3.108 é
reescrita como

x(t) = eAlx(0)+ e /t e ATBu(7)dr (3.110)

0
= A <x (0) + /0 t e—ATBu(T)dT> (3.111)

Diferenciando-se a expressao 3.110 em ¢, obtém-se

t
x = At (x (0) +/ e_ATBu(T)dT> +eAle™ABy  (3.112)
0

X

x = Ax+Bu (3.113)

Portanto, de fato, a expressao 3.108 é a solucao de 3.109.
Necessita-se, agora, de um método eficiente para caracterizar e(At)
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3.5.2 Exponencial de matriz

Na expressao 3.108 estd presente um termo denotado e,
E conveniente mencionar que, por defini¢io (BARNETT, 1990),

1 1
AST 4+ At + S AT+ 5Ai"ti” o (3.114)

e que o polinémio caracteristico A(\) de uma matriz A, x, é dado por

A(\) = det(\I— A) (3.115)
= N4\ '+ tap\+a, (3.116)

Seja agora A(M) definido por

AM) =M" +ayM" ! + .+ an 1M+ anLusn (3.117)

em que M é uma matriz quadrada n x n. (Note que A : C' — C, enquanto

A R — R™ ™ mas os coeficientes a;,7 = 1,2, ...,n s80 0s mesmos.)

O teorema de Cayley-Hamilton (vide Apéndice C) afirma que
A(A)=0 (3.118)

Para P(M) um polinémio matricial de ordem qualquer, pode-se escrever a
identidade

P(M) = Q(M)A(M) + R(M) (3.119)

em que a maior poténcia de R(M) em 3.119 é (n — 1).

Nota-se, agora, que para o caso M = A

P(A) = QA)BHAT +R(A) (3.120)
= R(A) (3.121)

ou seja, um polinémio P(A) de ordem arbitraria, por exemplo, e ou A%,
pode ser escrito com poténcias de A até grau n — 1.

Portanto a exponencial de matriz e pode ser expressa como uma soma pon-
derada por pesos ay(t) de poténcias A*¥ de A para k = 1,2,...n — 1, ou
seja,

eA = ag(O)I 4 a1 (A + az()A% + - + a1 (H)A™ ! (3.122)
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Os coeficientes ag(t), k =0,1,...,n — 1 podem ser determinados resolvendo-se

o sistema de n equagdes com o mesmo formato que a expressao 3.122
M= ap(t) F a1+ a4 o (AT (3.123)
6/\2t = Ozo(t) + o (t))\g + ag(t)A% —+ -+ Oén_l(t)/\g_l (3.124)

et = ap(t) + () + aa(®A; + - a1 (HATT (3.125)

em que A\;, k =1,...,n sao os autovalores de A, «n.

Caso os autovalores sejam distintos, ¢ # j — A; # Aj, o sistema em 3.125 serd
de n equagdes a n incognitas.

Resolvendo-se o sistema de equacgoes 3.123 obtém-se as expressoes para ag(t)

em funcdo de eMt, ..., et e colecionando-se os termos em et obtém-se
n
A =" Myt (3.126)
k=1

em que M sao matrizes com entradas reais.

Se houver auto-valores com multiplicidades maiores que 1, entao, deve-se uti-
lizar as expressoes derivadas.

Por exemplo, se A; possui multiplicidade 3 (< n), entao deriva-se 2 vezes em
\; a expressao eM? para se obter 3 equacoes.

et = ag(t) + ar()hi + aa(®)A] + -+ an 1 (A (3.127)
teMt = ai(t) + 20BN+ + (= 1) a1 (AT (3.128)
26N = 205(t) + 6as(B)Ai -+ (n— 2) (n — 1) ap_1 (AP (3.129)

Exemplo: Motor DC de ima permanente

Considere um motor DC controlado pela ar-
madura e tendo como carga o seu rotor.

O circuito de armadura apresenta resisténcia
R e indutancia L, o momento de inércia do
rotor é J, a velocidade angular de rotacao do Va
eixo é w e o torque é 7. A corrente de ar-
madura é i,, a tensao é v, e a forca contra °
eletromotriz induzida é e,. Nesse exemplo, 0 . .
. : e PO, Figura 3.14: Motor DC aci-
coeficiente de atrito B é considerado nulo. ..
onado pelo circuito de arma-

dura.

A lei de Newton, aplicada & parte mecanica,
permite escrever

dw
J— = 3.130
=7 ( )
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e, notando que em motores DC,

T = Ko, (3.131)
obtém-se J
w
— = Koyi, 132
Jdt Y3 (3.132)

—eq = Ri,+ L— 3.133
Vg — €q 1q + I ( )

em que a forca contraeletromotriz induzida é
eq = Kjw (3.134)

Em nao havendo perdas no motor, a poténcia elétrica deve ser igual a poténcia
mecanica,

P = €glag =TW (3.135)
Klwz’a == Kgiaw (3136)
K = Ky=K (3.137)

e, portanto, combinando e rearranjando as equagoes 3.132 a 3.137, obtém-se
o modelo do motor DC controlado pela tensao de armadura v,,

dw K
i 1
dt J'e (3.138)
di R K 1
R L AR A (3.139)
ou, na forma matricial,
A B
e
d | w 0 K w 0
— — T
dt l ia ] l K _k ] [ i | T 1 ]'Ua (3.140)

Utilizando-se os valores numéricos L = 1H, K = 2NmA~!, R = 3Q,
J = 2kgm? e v,(t) = 1V para Vt, além da condicio inicial w(0) = 1571 e
ia(0) = 0 A, a equagao diferencial a ser resolvida é dada por
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A saida de interesse é a velocidade de rotacdo do motor, w,

wity=[ 1 OHZ((?)] S>>0

(3.142)

Para obter a expressao fechada de e, necessita-se, inicialmente, determinar
M ) M

os autovalores de A, ou seja, as raizes do polinomio

A(N) = det(\I—A)
A—0 -1
= det([ 2 A+3

= MN+3\+2

t)

que sao A= —1e —2.

Pela metodologia proposta, a expressao para e? é

[02 13} 10 0
e = ap(t) 01 + i (t) 9

em que os coeficientes «;(t), i = 0,1 sao obtidos resolvendo-se

et = Oé(](t) + Oél(t) (—1)
A Oé(](t) + Oél(t) (—2)
aw®] (1 —1] 7 [e
ar(t) | 1 -2 e 2
2 e
B | e 2
. 9e—1t _ =2t ]
= e~ 1t _ o—2t

Logo, a exponencial de matriz desejada é dada por

_l’_

[0 1}
R L (26—“—@—%)[1 0

01

e )

2 1] 4 [-1 <1
9 —1]6 +l 2

(3.143)
(3.144)

(3.145)

(3.146)

(3.147)
(3.148)

(3.149)

(3.150)

(3.151)

(3.152)

(3.153)
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e a solucao do problema de contorno 3.141 é
() |:0 1]15 () t |:0 1](t T)
w(t -2 _3 w(0 / —9 3|\ 0
. =e . + | e dr 3.154
0] 0 ] HEE
O segundo termo da solucao é facilmente calculada notando que
0 1
t—[ }t 9pt _ L2t 3 ot _ 1.2t 1
-2 -3 — € =3¢ 2 ¢ T3¢ 2
/0 e Tdr = [ 2 oet 41 2t ] (3.155)
Portanto, retomando a solugao da equacao de estados,

HEENE

ta

0 1]
t t 1 2t 3 t 1 2t 1
{_2 -3 2¢" — e —5 e —35e“ — 3 0
+e [ e2t 26t + 12 62152_ t 2 ‘| [ 1 ‘|(3156)
0 1} 2
t 1 t_ 1
= e{_2 -3 S (=) (3.157)
0 et (et 1)

1,2t -t 1
5€ +e "+ 35

- [ VR (3.158)

A figura 3.15 apresenta uma comparagao entre a resposta do Motor DC obtida
por simulagao da equacao diferencial 3.141 e a solucao analitica 3.158. Note
que a velocidade angular tende ao valor 0.5 que corresponde ao ponto de

equilibrio
i w _ 0 — 0 1 w
dt | iq - -2 -3 ia

HIERERINHE

Pausa para relembrar conceitos importantes: Uma EDO linear e invariante
no tempo de ordem n pode ser transformado em um sistema de n equacoes
de primeira ordem, para o qual é facil obter a solugao explicita. Essa solucao
esta relacionada com Equagoes de Estado, Teorema de Cayley-Hamilton,
Polinémios de Matrizes, Polinomio Caracteristico, Exponencial de Matriz e
Autovalores.
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Comparacéao entre simulacéo e solugéo explicita
T T T T T . T

rotagéo | X 1000 rpm]

02

Simulada
O calculada)

0 1 2 3 4 5 6 7 8
tempo [s]

Figura 3.15: Comparacao entre a resposta do Motor DC obtida por simulagao
e pela expressao analitica.

3.6 Meétodo da média (averaging)
Considere um sistema descrito por
x = ef(x,1) (3.161)

em que € é um escalar pequeno (a solu¢ao aproximada que se obtém deve
atender as especificagbes quanto a acuracia exigida) e f é periddico em t, com

periodo T
f(x,t+7T)=1f(x,t) (3.162)

A ideia no método da média é obter uma solugao aproximada utilizando o fato
que x varia muito mais lentamente do que a variacao periédica de f ao longo
de t.

x =e(f (x)) (3.163)

em que
Al T
(f(x)) = T/O f(x,7)dr (3.164)

Exemplo

Seja um sistema descrito por

i =e(—0.52% + wsin’ (1)) (3.165)
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em que z(t) € R para cada ¢ fixo. Neste caso, como f(x,t) é de periodo ,

(f(z)) = i/ﬂﬂ (—0.5332 + xsin? (T)) dr (3.166)
= 05 (ac - $2> (3.167)

Constata-se que o modelo médio é

i =05(z—a?). (3.168)

Péndulo de Kapitsa

Um exemplo interessante é o péndulo cujo fulcro é submetido a uma vibragao
na direcao vertical de pequena amplitude, mas de frequéncia muito elevada.

Lcos(q)+acos(ot)

Asin(ot) I

ltlj_%,yb Lsin(q) )

Figura 3.16: Péndulo de Kapitsa.

Sejam L o comprimento da haste e A a amplitude da vibracdo da base na
direcao vertical, a (t) = Asin (wt) de modo que A << L.

Denotando-se g a aceleragao da gravidade local, a frequéncia natural é wg =
g

Z.
A frequéncia de vibracao w do ponto de fixacdo é suposto ser tal que
w >> wp. O movimento do péndulo é entao descrito por

L0 = Aw’sin(wt)sin® — gsin (0) (3.169)
k : .
- [LG — Aw cos (wt) sin 9} (3.170)

em que m é a massa, k a constante de atrito viscoso e 8 o angulo entre a haste
e a vertical.
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Para simplificar a notagao, definem-se algumas variaveis auxiliares

wo k A
wA’ mwo’ c ¢’ t
= Oy = 71 —e + (1) sin (0) (3.171)
T T2 . cos sin .

O modelo do péndulo de Kapitsa é reescrito como
1| _ X9 — cos (7) sin (z1)
iy | | —aBxs —a?sin(x1) + cos (1) cos (1) [x2 — cos () sin (z1)]

(3.172)
Uma vez que 7 = wt com w >> wy, pode-se obter o modelo médio calculando

(f(x)) = ;ﬂ/o% l j:; E:i; ]dT (3.173)

x2
l —afBry — a?sin (x1) — %Sin (221) ] (3.174)

de modo que se chega a

i | T2
iy | | —aBzs —a?sin(zq1) — §sin (221)

¢é interessante observar que o péndulo pode ser mantido na posicao invertida
(x1 = 0 = 7), através da vibragao vertical do ponto de fixacao da haste.

De fato, o modelo linearizado, para o ponto de equilibrio (z; =0 =), é

0 1
= . 3.175
(7,0 [ o’ =3 —af ] ( )

O polinémio caracteristico é dado por

a (f)
Ox

AN = MA+ap)+ % —a? (3.176)

Observe que o sistema é estavel para 0 < a < \% e >0.

Exemplo: Conversor elevador de tensao

O conversor elevador de tensdo (conversor boost) possui um elemento comu-
tador (tiristor ou transistor) que pode estar ligado (ON: u = 1) ou desligado
(OFF: u = 0).
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Figura 3.17: Conversor boost.

O circuito varia estruturalmente de acordo com cada estado do elemento
comutador. O modelo quando u=1 (chave CH fechada) é dado por

d Z’L _% 0 iL %

— = Vi 3.177

dt [ Vo ] [ 0 —ﬁ Ve + 0 B ( )
Por outro lado, o modelo quando u = 0 (chave C'H aberta) é dado por

d | ip -1 -7 || "

— = Vi 3.178

dtlvol [(g e R ACE

Se a chave CH é comutada com periodo 1" muito menor do que as cons-
tantes de tempo do circuito, ficando DT ligado e (1 — D)T desligado, o modelo

médio é
d | i -& & 1 ir
— = |D| L +(1-D L I +
il ] ( N R i iy I
1
+ S]VB (3.179)
_% _% ] [ i % ] ( )
= b + Vi 3.180
o _R;C’ ve 0

A figura 3.18 foi obtida mediante simulagdo numérica e representa a res-
posta do modelo médio e dos modelos chaveados com frequéncias de 25rd/s
e 50rad/s para o circuito com R =5Q, L =1H, C =0.1F e Ry = 10Q.
Assumindo que a saida de interesse é V¢, a fungao de transferéncia é

1-D
G(s) = e (3.181)
1 R 1-D
L0 |52+ (glo + £) s+ 1282
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Modelo Médio: Conversor Boost
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Figura 3.18: Comparacao entre a resposta do modelo médio e o modelo cha-
veado com diferentes frequéncias.

O conversor boost é controlado pela manipulacao do duty cycle D. Quando
D =1 (chave ON) a energia é armazenada no indutor L (o conjunto R + L
constitui uma bomba de corrente). Quando D = 0 (chave OFF) a energia
armazenada em L é passada para o conjunto R, + C. Usualmente a ideia é
medir a tensao de saida Vo = Vo e utilizar uma controlador para ajustar D
para manter a saida regulada.

O valor de V¢ para uma entrada constante Vg e D fixo, em regime estaciondrio,
é dado por

_ (@ -=-D)Ry

"~ R+ (1-D)%Ry

Portanto, pode-se conceber uma lei de controle em que D é ajustado conforme
a tensao V¢ desejada.

G(0) (3.182)

Nota-se, porém, que Vi possui uma dependéncia nao linear com relacao a D.

3.7 Linearizacao

Quando o modelo do sistema fisico é linear, sdo disponiveis varios métodos
efetivos para o projeto do controlador.

Um enfoque para projetar de controladores é, portanto, obter inicialmente um
modelo linearizado para o sistema fisico.

Embora existam véarios métodos para obter uma aproximacao linear para um
modelo nao linear, apresenta-se neste capitulo apenas o método do trunca-
mento da série de Taylor. Posteriormente serao mostrados outros métodos.




Modelos dinamicos 73

Ganho do Conversor Boost:Rp/R=1, 2, 4, 8, 16

—
2 |—
4
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— 16
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Figura 3.19: Caracteristicas de variacao da tensao em regime permanente,

sobre variadas cargas (diferentes cores), em fungao o duty cycle D.

Considere um sistema descrito pela EDO da forma
x = f(x,u) , x(to) =x%o (3.183)

em que x(t) € R" e u(t) € R™ para t fixo.

Se u(t) = ug é uma entrada constante, entdo a resposta xg é dada por
XE = f(XE, uE) (3184)

Adicionando-se uma perturbagao Au(t), ou u(t) = ug + Au(t), a resposta
perturbada

(xp + Ax) = f(xg + Ax, ugp + Au(t)) (3.185)

que, pela formula de Taylor e desprezando os termos superiores, permite es-
crever

Xp 4 Ax = f(xg,up) + VIf(xp, up) Ax + Vi (xp,ug) Au + o(|Ax, Au|?)
(3.186)

Notando que xg = f(xg, ug),
Ax ~ VIf(xp, up) Ax 4+ VIf(xp, up) Au (3.187)

para pequenos perturbagoes {Au, Ax} ou

Ax ~ A(xp,up) Ax + B(xg,ug) Au (3.188)
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em que A e B sao dadas por

gL .. gﬁ gﬁ - gi

1 Tn U1 Um

A=| . ;B=| 1 . (3.189)
Ofn ... Ofn Ofn ... Ofn
azl amn (XE7uE) 8UI aum (XE7uE)

Tendo-se projetado um controlador com base no modelo linearizado, a sua uti-
lizagao com o processo original requer que o valor nominal de ug seja somado
com Au e xg subtraido de x.

No caso de se ter y = h(x), procede-se de modo andlogo, fazendo-se Ay =
VTh(xg) Ax e subtraindo ¥ de y conforme indicado na figura 3.20.

x = f(x,u) P h(x) |

Controlador

Figura 3.20: Estrutura para utilizacdo do modelo linearizado usando a expan-
sao em série de Taylor.

Estabilidade estrutural

Alguns modelos nao lineares podem ser sensiveis a incertezas paramétricas,
ainda que estas sejam pequenas.

Considere o modelo escalar
P=a?—2r+1+pu (3.190)

em que p > 0 é uma perturbacdo, por exemplo, p = 10710,
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O ponto de equilibrio é dado para o valor nominal y = 0 por

2> ~22+1 = 0 ou (3.191)
24+ VE—4x1

¢ = % (3.192)

-1 (3.193)

Mas, com a incerteza p = 10719, resulta que

2> —2rx+1 = 0 ou (3.194)
24+ /4—4x(1+10710

r = v 2 (1+1077) (3.195)

= 1441075 [complexos) (3.196)

Neste exemplo, o comportamento do modelo é alterado drasticamente quando
o parametro sofre uma pequena alteracdo, o que se conhece como o fenémeno
da bifurcagao.

Mais especificamente, nesse modelo, uma pequena variacao de p afeta a exis-
téncia ou nao do ponto de equilibrio.

O fenomeno apresentado é conhecido na literatura como bifurcacao sela-né
(saddle-node, fold ou tangencial bifurcation).

Az = VIfzu) Az +VEf(z 1) Au (3.197)
= 0Az+3 #L_O Au (3.198)
= 0 (3.199)

3.7.1 Validade dos modelos linearizados
Sistemas topologicamente conjugados

Em muitas aplicacoes, o modelo linearizado aproxima bem o comportamento
do modelo nao linear em uma vizinhanca suficientemente pequena do ponto
de equilibrio.

Porém, nem sempre isso é verdadeiro.

Para estudar de forma mais aprofundada o tema, introduz-se o conceito de
modelos topologicamente conjugados.

Considere 2 modelos, cada qual descrito por
x(t) = f(x(t)) (3.200)
a(t) = gla(t)) (3.201)




76  Engenharia de controle

em que x(t) € R" e z(t) € R" para t € R.

Assuma que ambos, 3.200 e 3.201, possuem solugoes x(7) e z(T) para 7 € [to,t)
com t > 0.

Os sistemas 3.200 e 3.201 sao ditos topologicamente semiconjugados se para
algum X C R” e Z C R" abertos, existe uma aplicacao bijetora h : X — Z tal
que

hof =goh (3.202)

ou h(f(x)) = g(h(x)).
De modo intuitivo, as solugoes de 3.200 podem ser obtidas a partir daquelas
de 3.201 por “deformacgoes” caracterizadas por h e vice-versa.

Uma funcdo continua h com a inversa h™! também continua é chamada de
homeomorfismo. No caso de h ser homeomorfica, diz se que os modelos 3.200
e 3.201 sao topologicamente conjugados.

Exemplo: Sistemas lineares

Considere os sistemas lineares

x = Fx (3.203)
= Gz (3.204)

em que F e G sao matrizes n X n.

Os modelos 3.203 e 3.204 sao topologicamente conjugados se, para F,,«n,
F=H 'GH (3.205)

ou seja, sao relacionados por uma transformacao similar (mudanga de base).

Para se estudar um sistema utilizando um modelo linearizado, deseja-se que

x = f(x) (3.206)
Ax A(xp) Ax (3.207)

sejam topologicamente conjugados em uma vizinhanga do ponto de operagao
XE.

Antes de apresentar o teorema de Hartman-Grobman, é necessario definir o
que é um ponto de equilibrio hiperbdlico.

Um ponto de equilibrio xgp em torno do qual se fez a linearizagao é dito ser

hiperbdlico se nenhum autovalor de A(xpg) possuir parte real nula (ou nao
esteja sobre o eixo imagindrio).
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Teorema de Hartman-Grobman

O teorema de Hartman—Grobman (1959/1960), também conhecido como o te-
orema da linearizagao, permite caracterizar o comportamento local de sistemas
dinamicos na vizinhanca de pontos de equilibrio hiperbdlicos.

Seja x(t) € R™ a solucao de x = f(x) para um mapa suave (smooth) f :
R"™ — R" e xgp um ponto de equilibrio hiperbdlico. Entao existem vizinhangas
X(xg) C R" e Z(0) C R" e um homeomorfismo h : X — Z tais que

1. h(XE>:0,
2. hof =Aoh em que x = f(x) e Ax = AAx.

Logo o modelo original (x = f(x)) e o linearizado (Ax = AAX) siio topologi-
camente conjugados.

Um resultado imediato é que se todos os autovalores da matriz Jacobiana
A(xp) = sz (xg) possuem a parte real negativa, esse ponto de equilibrio
hiperbdlico xg é estavel.

Esse procedimento para verificagao da estabilidade é conhecido como o “pri-
meiro método de Lyapunov” (ou o “método indireto de Lyapunov”).

Em problemas de controle existem, em geral, varidveis manipuladas (aqui de-
notadas u e v).

Considere 2 modelos descritos por

x(t) = f(x(t),ult)) (3.208)
a(t) = glalt),v(t)) (3.200)

em que x(t) € R", u(t) € R™, z(t) € R" e v(t) € R™ para t € R.

Assuma que dado u(t), 3.208 e 3.209 possuem solugao (x,u) € X C R" x R™
e(z,v) €eZCR"xR™

Novamente, deseja-se fazer a associacao
z(t) = g(z(t), v(t)) e~ Ax ~ A(xp,up) Ax + B(xg,ug) Au, (3.210)

com o intuito de projetar leis de controle utilizando modelos linearizados.

Caso de controle realimentado (u(x),v(z))

Se as leis de controle sdo do tipo realimentacao de estado u(x) ou de saida
dada por y = 1(x) que leva a u(y) = u(l(x)), recai-se no caso anterior e o
teorema de Hartman-Grobman é aplicavel.
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Caso de u(t) gerado por uma EDO

Considere um processo modelado por

x(t) = £(x(t), u(t)) (3.211)

u(t) = g(x(t),u(t)) (3.212)

Tomando-se o estado aumentado x, = [x? u’]?, pode-se colocar 3.211 e 3.212
na forma

ka(t) = fa(xa(t)) (3'213)

e o teorema de Hartman-Grobman pode ser utilizado.
Contraexemplo
Considere o sistema escalar

t = f(z,u) (3.214)
= 3 (3.215)

O modelo linearizado no ponto (zg,zg) = (0,0) é

Ar = VIf(xg,up)Ax+VEf(zg,up)Au (3.216)
= 0Az +3u% . Au (3.217)

Up=
= 0 (3.218)

Aqui, a partir de um modelo controlavel obteve-se um modelo linearizado nao
controlavel.

3.8 Estabilidade de sistemas LTI
Um estado xg € dito ser ponto de equilibrio de
x(t) = f(x(t),t) (3.219)

se x(tp) = xg implica que, para Vt > t(, tem-se que x(t) = xpg.

Intuitivamente, o ponto de equilibrio é aquele em que x = 0 ou, em outras
palavras, f(xg,t) = 0.
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Para o caso particular de sistemas LTI SISO com a representagao

X = Ax+Bu (3.220)
= Cx (3.221)

e entrada nula u(t) = 0, tem-se um tnico ponto de equilibrio xg = 0 se A for
nao singular.

Os estudos dos casos de u(t) # 0 ou de quando A é singular sao deixados como
exercicio.

Um ponto de equilibrio xg é dito ser estdvel se, dado € > 0 arbitrario, 3(e) >
0 tal que
|x(to) — x| < d(e) = [|x(t) — xg|| <e&,Vt > t. (3.222)

Um ponto de equilibrio xg é dito ser assintoticamente estavel se é estavel e
existe & > 0 tal que

|x(to) — xg|| < = ||x(t) —xg|| L 0 para ¢ T oo (3.223)

Um ponto de equilibrio xg ¢ dito ser globalmente exponencialmente estével se
Ja, A > 0 tal que para Vx(tg)

|x(t) = xg| < a|x(to) — x£|| e MLV > ¢ (3.224)

Sistemas LTI SISO sao ditos globalmente assintoticamente estdveis (com certo
abuso de linguagem, pois estabilidade é propriedade de pontos de equilibrio) se
todos os autovalores da matriz de sistemas A, x, (ou, equivalentemente, todas
as rafzes A\ do polindémio caracteristico A()\)) possuem parte real negativa,
pois

x(t) = zn:MkeAkt (3.225)
k=1
y = Cx(t) (3.226)

se u(t) = 0.
No dominio transformado, tal fato se traduz na condicdo de que todos os

polos da funcao de transferéncia estao localizados estritamente no semiplano
esquerdo.

Existem varios critérios que permitem verificar se todos os polos da funcao
de transferéncia estao localizados estritamente no semiplano esquerdo, sem a
necessidade de calcula-los. Alguns desses critérios serdao apresentados em um
capitulo préprio adiante.
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3.9 Controlabilidade

Considere um sistema LTI de dimensao n descrito por
x = Ax + Bu (3.227)

com a condigao inicial x(0) = x¢ conhecida.
A representacao 3.227 ¢ dita ser controldvel se, dado um ponto qualquer x;
no espaco de estados, existe u(t), t € {O,tf}, ty >0, tal que

Xf= X(tf) (3.228)

ou seja, existe uma lei de controle u(t) que leva um estado x¢ a um outro xy,
ambos arbitrarios.

Levando-se em conta a expressao da solucao da equacao diferencial 3.227, a
férmula que expressa a transferéncia de x(0) = x¢ para x(t) = xy é

tr
Xy = eAtfx0+/ AT Bu(r) dr
0

= Al (Xo - /tf e ATBu(r) dT) (3.229)

0

ou, introduzindo a notagdao Ax = e Ats X; — Xp, a equacao 3.229 é reescrita
como

Ax = e Bixp —x (3.230)
ty
= / e ATBu(r) dr (3.231)
0
A tarefa é obter u(t) de modo que a equagao 3.231 seja satisfeita. Ressalta-

se que a solugao nao ¢ tnica, pois pode-se transitar de xp a xy percorrendo
caminhos diferentes e que correspondem a u(t) distintos.

Propoe-se a seguinte lei de controle
u(t) = BTe A" W (0, 1) ' Ax (3.232)

em que a matriz W(0,t¢) é definida por
to
Welty, ) 2 / e ATBBTATT dr (3.233)
t1

Assuma que W (t1,t2), chamada de gramiano de controlabilidade, é inversi-
vel.
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Substituindo-se a lei de controle proposta, a expressao a direita de 3.231 se

torna

ty
/ e ATBu(r)dr “ATBBT e ATTW (0, )"t Ax dr(3.234)
0

ty
0
tf
= / [
0

“ATBBTe A T dr W (0, 1) Ax(3.235)

We (O,tf)
— Ax (3.236)

que é o resultado desejado, notando que W¢(0,¢7) 7! (e‘Athf — x()) foi posto
para fora da integral por este ndao depender de 7.

Portanto, caso W¢(t1,t2) definido em 3.233 seja uma matriz invertivel para
t1 # to, é possivel transitar de x¢ a xy e, consequentemente, o sistema é
controldvel. Resta verificar se hd uma forma simples de verificar se W (1, t2)
é invertivel.

Ao invés de uma prova formal, serd mostrado que um critério simples para
verificar a controlabilidade é testar se

P <[B 'AB: ... :A"—lBD =n (3.237)

em que p(M) denota o posto da matriz.
De fato, substituindo-se a expressao da exponencial 3.122.

™A = ag(T)I+ a1 (T)A + ... + ap_1(1)A" 1 (3.238)

na expressao da gramiano de controlabilidade em 3.233, tem-se que

to T

Wty ty) = / e ATBBTe A Tdr 3.239
c(ti,t2) S , ( )

t2
= od7dr (3.240)

t1

em que

® = ap(7)B+ a1 (7)AB + ... + a,_1(T)A"'B (3.241)

Logo, a nao singularidade de W (t1, t2) esté relacionada com a nao-singularidade
de ® que, por sua vez, depende do posto de U = {B cAB: L A"‘lB}.

Detalhes de uma prova completa podem ser encontrados em (CHEN, 1970),
(HESPANHA, 2009) e (KAILATH, 1980), entre outros.
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O caso de W¢(0, c0)

Para o cédlculo de W quando o processo é estavel e invariante no tempo, note,
inicialmente, que

d
%eAt = Aeht (3.242)
que permite escrever
d
- (A'BBTeA™) = AcABBT AT 1 cATBBT AT AT (3.243)

Integrando esta expressao, e lembrando da hipétese de que A é estavel

_BBT WC WC’

oo oo
eAtBBTeATt‘;O: A / ABBT A dt + / ABBT At AT (3.244)
0 0
constata-se que
AWe + WeAT + BBT =0 (3.245)
Exemplos de verificagao da controlabilidade

Considere o exemplo do motor DC, representado por um modelo no espago de
estado com dimensao n = 2

. 0 1 0
x = [ L9 g |Xt |4 ]u (3.246)
A B
y = [0 0 1]x (3.247)
| S —
C
e que corresponde a funcao de transferéncia
Y(s) -1
= C(sI-A)"'B 3.248
= Cll-A) (3215)
-1
s —1 0
- ool[3 ] Y] eem
1
S 3.250
243542 ( )
A matriz U calculada a partir de {A,B} é
U = [B AB] (3.251)

0 1
= [1 _3] (3.252)
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e esta representacao do motor DC é controldvel uma vez que p(U) = 2.

Considere uma outra representacao do mesmo motor DC, agora com o espago
de estados de dimensao n = 3.

0 0 —6 3
x = 1 0 =11 |x+ |1 |u (3.253)
01 -6 0
—_— ——
A B
y = [0 0 1]x (3.254)
\1_/

que resulta na mesma funcao de transferéncia que 3.250, mas agora empre-
gando {A,B,C} em 3.253 e 3.254

-1

0 6 3
y S
U(3> =J[oo1]]-1 s m 1 (3.255)
(5) 0 -1 s+6 0
s+3 1

T DG+ 2)(+3) 243542 (3.256)

O fato de uma representacao no espago de estados de dimensao 3 resultar
em uma fungdo de transferéncia de ordem 2 esta relacionado com o fato de
existirem componentes que ou nao recebem entradas, ou nao produzem saidas.

No caso da representacao {A, B, C}, tendo-se em vista que

p<[B:AB:A2B =2<3=m (3.257)

O = W
_= w O

conclui-se que ela nao é controlavel. Mais detalhadamente, o cancelamento de
(s + 3) na expressio 3.256 indica que o modo e~3 nio é afetado por u(t).

3.10 Observabilidade

Por outro lado, seja um sistema LTI de dimensao n descrito por

% = Ax+Bu, (3.258)
y = Ckx, (3.259)
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com a condigao inicial x(0) = x¢ desconhecida.

A representagao é dita ser observével se as entradas u(t) e saidas y(t) sao
conhecidas em um intervalo [t1,ts], t1 # to, entdo é possivel estimar o valor de
X0-

Sabendo-se que a solugao do sistema de equacoes 3.258,

t
y(t) = CePxg + / CeA="Bu(r)dr (3.260)
0

ou seja,

t
Cerlxg =y(t) — / CeAU="Bu(r)dr (3.261)
0

v(t)
em que o termo (t) é conhecido.
Infelizmente, CeA? nao é, em geral, invertivel mesmo em casos em que a matriz

~1
C ¢é quadrada n X n, o que nao permite escrever xg = (CeAt) ~(t), para

algum t.
Multiplicando-se a equacao 3.261 pela esquerda pelo termo eATtCT, obtém-se
que
eATCT CeMlxy = eATtCTq/ (3.262)
que, integrado entre 0 e ¢t > 0, leva a
L OATr T A ATt ~T
/ et TCTCe™dr xg = e 'Cly (3.263)
0

Definindo-se a matriz gramiana de observabilidade W (t1,t2) , no caso geral,
por

Wolt, ta) 2 /t  ATTCT CeAT iy (3.264)
1
a expressao 3.263 se torna
Wo(0,)x0 = A 1CT (3.265)
e, se Wo(ty,ta) for inversivel para t; # to,
xo = Wo(0,t)er tCT (3.266)

A invertibilidade de W (t1,t2) pode ser verificada se

p(V)=n (3.267)
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em que

CA
V= _ (3.268)

CAnfl

conforme argumento analoga utilizado no caso de controlabilidade, ou seja,

to
Wolt,ty) = /t A TCTCerdr (3.269)
1
v
to
= T Wdr (3.270)

Jt

Exemplo de verificagao da observabilidade

Considere o exemplo do motor DC, representado por

. 0 1 0
x = [_2 _3lx+[1]u (3.271)
—x 5
y = [10]x (3.272)
——
C
para o qual
vV - [ CCA ] (3.273)
= “ H (3.274)

cujo posto é 2. Logo, esta representacao do motor DC é observavel.

Os critérios para a verificagao de controlabilidade e de observabilidade sao
essenciais em um projeto, uma vez que, no projeto de controladores de ma-
lha fechada, a variavel manipulada v pode depender direta ou indiretamente
da saida y. Na literatura podem ser encontrados outros critérios de contro-
labilidade e de observabilidade (vide, por exemplo, (HESPANHA, 2009)).
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3.10.1 Decomposicao de Kalman

O modelo de um sistema

% = Ax + Bu (3.275)
y = Cx + Du (3.276)

pode ser reescrito, através de uma transformacao similar apropriada X = Px,
na forma

d | Xco Ag A A Xco Boo
7| Xco | =| 0 Aco As Xco |+ | Bco |u
Xz0 0 0 Azp Xz0 0

y=[0 Cco Cg |x+Du (3.277)

A decomposic¢io de Kalman leva a 4 blocos indicados por: CO = controlavel e
observavel, CO = controldavel mas nao observavel, CO = nao controlavel mas
observavel, CO = nao controlavel nem observavel.

O bloco CO nao é representado em 3.277 porque nao recebe entradas nem
produz saidas, de forma que, se for estavel, nao afeta o projeto do controlador.

3.10.2 Redugao de modelos

Nesse médulo é tratado apenas o método de reducao de modelos utilizando
balanceamento dos gramianos de controlabilidade e de observabilidade.

Modelos balanceados sao aqueles em que os gramianos de controlabilidade e
observabilidade sao iguais e diagonais.

Transformacoes similares podem tornar modelos nao balanceados em balance-
ados.

O balanceamento é 1til, por exemplo, na reducao de modelos, pois fornece
informagoes sobre os ganhos relativos de um canal em relacao a outro.

Considere um processo descrito por

— Ax+Bu (3.278)
y = Cx+Du (3.279)

e seja a transformacgio similar
x =Tz (3.280)
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Notando que x = Tz e que z = T 1x,

A B
—_— —
z = T 'ATz +T 'Bu (3.281)
C
~~
y = CTz+Du (3.282)

Usando a expressao 3.245, e multiplicando por T pela esquerda e por T—7
pela direita, obtém-se que

AW +WAT +BB” = 0 (3.283)
T 'ATW + WTTA'T 7 + T'BB'T 7 = 0 (3.284)
w w
—_— —_—
ATWT? + TWTT AT +BB” = 0 (3.285)
Logo, T transforma W segundo
W =T"'WT (3.286)
Analogamente, para o gramiano de observabilidade, tem-se
ATV+VA+C'C = 0 (3.287)
TTATT- "V + VI 'AT + TT'CTCT = o0 (3.288)
v v
ATTIVT '+ T TVTI 1A+ CTC = o (3.289)
e, portanto,
V=TIVT (3.290)
O objetivo é buscar T de modo que
V=W=A (3.291)
em que A ¢é diagonal
o1
A= (3.292)

On

Uma forma de obter T ¢ através da decomposicao em valores singulares (SVD
- Singular Value Decomposition).

1 1
Sejam as matrizes raiz quadrada W2 e V2 de W e V, respectivamente, que
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pode ser obtida via decomposigao de Cholesky (vide, por exemplo, (BERNS-
TEIN, 2009)).

(3.293)
(3.294)
Através da Decomposicao em Valores Singulares (SVD) da matriz V%W%,

obtém-se N e M
r 1 T
VW2 = MAN (3.295)

em que MM =Te N'N =1 (ou seja, M~! = M’ e N~! = N7,
Observando em 3.295 que A = MTVIWiN a transformagéao buscada é

T=W:NA"? =V TMA?
—1 -1
De fato, notando que (XY)™ 7 = (YIXT)~! = (XT) (YT)

—

W = T'wr 7T (3.296)
= A :MIVIWV:IMA 2 (3.297)
MANT NAMT
——
= A :MTVIW:IW:2V: MA ™2 (3.298)
= A M MAN'NAMTMA "z = A (3.299)
Analogamente para \Af,
Vv = TI'VT (3.300)
= A :NTWIVW:INA "2 (3.301)
NAMT MANT
——
— A :NTW2V2VIW2 NA 2 (3.302)
= A :NTNAM?MANTNA":2 = A (3.303)

Os passos para balancear um modelo no espaco de estados sao

e determinar We V (AW +WAT + BB =00u ATV+VA+CTC =0
e por SVD obter M e N tal que V3 W3 = MAN?

e a transformacao similar buscada é T = W3iNA 2 =V ZMA?

Uma vez que o sistema estd balanceado, ordena-se o conjunto {A1, A2, ...\, }
e os estados associados a A; menores (informalmente, mais “fracamente” con-
trolaveis e observaveis) sao descartados.
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3.11 Simulacao de sistemas dinamicos

Conforme foi visto, EDOs lineares admitem solugao fechada. Porém, em geral,
esse nao é o caso de modelos nao lineares. Nesses caso, a simulagao pode ser
um enfoque util. Em uma primeira avaliacao de se um modelo linearizado e

eventualmente reduzido se aproxima do processo fisico real, pode-se fazer uma
comparacao com um modelo mais completo, eventualmente nao linear.

No passado eram utilizados computadores analégicos, hoje superados pelos di-
gitais. Na simulacdo analdgica, a integracao era realizada por amplificadores
operacionais, enquanto na simulacao digital a integracao é realizada numerica-
mente, utilizando, por exemplo, o algoritmo Runge-Kutta (vide, por exemplo,
(BLUM, 1972)).

A ideia bésica é simples e consiste em representar i(t) através de blocos mate-
maticos e de roteamento de sinais, de modo que na saida do bloco integrador
seja obtido x(t).

Com o intuito de apresentar uma forma de realizar uma simulacao digital de
sistema dinamico representado por uma equacao ordindria, considere a equacao
de Van der Pol controlada

iP—p(l—aitr=0 (3.304)

A equacao 3.304 pode ser reescrita de modo que seja expressa em termos de 2
integradores independentes, fazendo-se 1 = = e xo = &, obtendo-se

x’l = X9 (3.305)
Zy = p(l—a2)zy—a1 40 (3.306)
Como pode ser visto na figura 3.21, para o caso particular da equagao de Van

der Pol controlada, basta que se alimente cada bloco integrador com sinais &
apropriados.

3.11.1 Solugao utilizando transformada de Laplace

Os sistemas do tipo LTI podem ser estudados mediante o emprego da trans-
formadas de Laplace, visto que sao representados por equagoes diferenciais
ordindrias lineares com coeficientes que nao variam com o tempo.

A transformada de Laplace é definida por

F(s) = L[f®)] (3.307)
2 /O:Oe_STf(T)dr (3.308)
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Figura 3.21: Exemplo de diagrama de simulagao: equacao de Van der Pol.

possui a propriedade

1% @)= sF(s) - 1 0) (3.:309)

Aplicando-se a transformada de Laplace aos dois lados da equacao de estados

%X = Ax + Bu (3.310)
obtém-se que
Lx] = L[Ax+ Buy] (3.311)
X(s) —x(0) = AX(s)+ BU(s) (3.312)
(sI —A)X(s) = x(0)+BU(s) (3.313)
X(s) = (sI—A)'x(0)+ (sI—A)"'BU(s) (3.314)

Notando que y(t) = Cx(t) + Du(t), a versao transformada da saida Y(s) =
L[y(t)] é dada por

Y(s) = C(sI— A) ' x(0) + (C(sI - A) "' B+ D)U(s) (3.315)
G(s)
A expressdo (5
&) — Y (s (s — AL
G(s) (s C(sI-A)'B+D (3.316)

é denominada de funcao de transferéncia do sistema e representa, no dominio
transformado “s”, uma relacao entre as grandezas de entrada e a saida.

A funcao de transferéncia é dita ser uma representacio externa de um sistema
(ou seja, envolve apenas u e y), enquanto as equagoes de estado sao ditas
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serem representagoes internas (envolvem também x).

Para simplificar a notagao, considera-se a partir desse ponto, sistemas SISO,
de modo que G(s) é 1 x 1.

No caso de x(0) = 0, a relagao entrada-saida é um mero “ganho”
Y(s) =G(s)U(s) (3.317)

e, portanto, no dominio transformado, podem-se empregar representagoes tipo
grafos como o flurograma ou fluzografo (MASON, 1956) .

A funcdo de transferéncia é uma razao de polinémios (ou uma matriz com
razoes de polinomios G;(s) no caso multivariavel, da forma

Gls) = ]1\)[8 (3.318)
_ K (s™+b1s™ L4+ 4 bm)
T St bttt bn (3.319)
_ K(s—¢) (5= Gm) (3.320)

(s =) (s—mp)

em que (; sao chamados de zeros e m; de polos do modelo.

De posse de Y (s), a funcao de saida y(t) pode ser recuperada através da
transformada inversa de Laplace

y(t) = LY (s)] (3.321)
A ideia é expressar Y(s) como uma soma de parcelas tipicas
1. £71[6(t)] =1 (delta de Dirac)

2. L7 [u(t)] = 1 (degrau unitério)

3. L1 [e‘“t} = ﬁia
4. £71 [te‘at} = (S:a)g

__Ss _
s24w?

W
s24w?
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3.11.2 Exemplo de transformada inversa de Laplace
Seja um processo cujo modelo é descrito no dominio transformado por

2s+1

e a excitagao é um degrau unitério U(s) = 1/s.
A saida Y(s) é dada por
yt) = L[Y(s)] (3.323)
L[G(s)U(s)] (3.324)
2s+1 1
= —_— - .32
£[82+58+68] (3.325)

Para obter a expressao da transformada inversa, utiliza-se a expansao em
fragoes parciais,

Bl

1 T2 3
1 r "3 3.326
524+55+6 s { + + } ( )

s+2 s+4+3 s
em que 71, 2 € T3 devem satisfazer a identidade

2s+1 1 1 ) T3
- = — 3.327
s24+55+6 s 8+2+s+3+s ( )

Existem métodos praticos para obter r1, ro e r3, sem necessitar a solucao de
um sistema de equagoes.

Um tal método é multiplicar o denominador associado a r; em ambos os lados
da equagao 3.327.

Para o caso particular de obter ro, multiplicam-se ambos os lados de 3.327 por
(s+3)

2s+1 1

_T ra
(s+2)M;M_s+2( +3)+m

Fazendo a substituicao s = —3, tem-se que

5 ™ 0 T3 0
5= M +72+ ——As¥3) (3.329)

Usando o mesmo procedimento para obter r; e r3, pode-se expressar a saida

(s3] + %3(5 +3) (3.328)
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Ccomo

2s+1 1}
|52 +55+6 s
[ _5 3 1
_ 3 2 6
- £_8+2+s+3+5]
1.5
z[ }+c
s+ 3

_5

3
s+ 2
5

3 1
2t 3t
= ey ety e
3° 2° 6l

= L

» |ovl=
| S

Relagoes entre os Dominios ¢ e Transformado s

Retomando o exemplo do motor DC, tinha-se que

A=y glem=|l]ie=[1 0]

Da expressao 3.315,

Y(s)=C(sI—A) ' 'x(0)+C(sI—A)"'BU(s)

em que
cer-a = [1a]]5 i
= {32i§§+2 32+:§s+2}
€
-1
CsI-A)"'B = |1 0}[; 3113

_ s+3 1 0
- { 52435+2 5243542 } [ 1
_
s2+3s+2

Portanto, para o motor DC, a relacao entrada-saida é dada por

1
s243s5+2

+3 1
Y(S) = { 52—7—35-1—2 5243542 } X(O) +

U(s)

(3.330)

(3.331)

(3.332)

(3.333)

(3.334)

(3.335)

(3.336)

(3.337)

(3.338)

(3.339)

(3.340)

(3.341)
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Seja agora uma entrada do tipo degrau unitario

u(t) = { (1) iig (3.342)

cuja representacao no dominio transformado é

U(s) = Llu(t)] (3.343)
= / e Tu(r)dr (3.344)
0
= / e T dr (3.345)
0
- ! (3.346)
Slo
_ é (3.347)

T T

No caso particular de condigao inicial { w(0) i.(0) } = { 1 0 } e entrada
degrau unitario, U(s) = 1/s, a expressao 3.341 permite escrever a resposta
Y (s) como sendo

1 1 1
_ +3 1
Y(s) = [ ek s B e } [ 0 ] t 3572, (3.348)

s?+3s+1
_ 3.349
s(s+1)(s+2) ( )

e, portanto, y(t) pode ser obtido pela transformada inversa de Laplace

s2+3s+1
=Lt - 3.350
y(t) s(s+1)(s+2) (8:350)
Expandindo Y (s) da expressao 3.349, tem-se que
s24+3s+1 1 T9 T3
_— = = 3.351
s(s+1)(s+2) s+s—|—1+s+2 ( )

_ (ritratrs) s2+ (3r1 +2ra +13) s + 21 (3.352)
s(s+1)(s+2)

Igualando-se os numeradores em 3.351-3.352,

ri+ro+ry = 1 (3.353)
3ri+2r94+1r3 = 3 (3.354)
2r1 = 1 (3.355)
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oury =1/2 rg=1ers=—0.5, de modo que
1 _1
ty=L"1]2 2 3.356
y(t) ls+s+1+s+2 ( )

Consultando uma tabela de transformadas inversas de Laplace (disponivel,
por exemplo, em (DORF; BISHOP, 1995), (OGATA, 1970), (FRANKLIN;
POWELL; EMAMI-NAEINI, 1986), (KUO, 1980)), constata-se que

-1 [ ] =re @ (3.357)
s+ a

e, pela linearidade aplicada a expressao 3.356

1 1
y(t) = w(t) = B +et— 56_% (3.358)
que coincide com o resultado obtido anteriormente (primeiro componente da

expressao 3.158).

Observacgao 1: Em casos em que ha atrasos puros de T unidades de tempo dos
sinais, a funcdo de transferéncia pode apresentar termos tipo exp(—1's), visto
que

LIft—T)=eT5 (3.359)
que é também do tipo polinomial, caso se interprete como
1 1
e T8 =1-Ts+ 5T232 — §T3s3 + ... (3.360)

at

Observagao 2: Considere a fungao f(t) = e * em que a > 0. A transformada

de Laplace de f(t), pela defini¢ao, é dada por

F(s) — / et F(t) dt (3.361)
OOO

= / e St qdt (3.362)
0

= / e~ stalt gp (3.363)
0

Na regiao em que (Re{s} + a) > 0, ou seja, Re{s} > —a , a integral converge

F(s) = - i - (3.364)

O semiplano caracterizado por Re{s} > —a é chamado de regiao de conver-
géncia (Region of Convergence - ROC).
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Logo, para obter a transformada inversa, o caminho da integragao (o —joo) —
(0 + joo) em
1 1 o+jw
L7HE(s)] = =— lim e S F(s)ds (3.365)
277] W= Jo g
deve ser tal que o > —a.

A expressdo em 3.365 é chamada de Integral de Bromwich ou Férmula de
Mellin (DOETSCH, 1974).

A transformada de Laplace permite representar a relagao entre a entrada
u(t) e a saida y(t) que envolve uma integral de convolugao como um simples
ganho G(s) no dominio transformado, Y(s) = G(s)U(s). A funcao de
transferéncia G(s) pode ser calculada de modo muito simples, G(s) = C(sI—
A)~"'B+D, bem como a sua inversa através da expansio em fracoes parciais.

3.11.3 Resposta a Impuslo t e s

Tanto as solugoes obtidas no dominio ¢t quanto no dominio transformado s sao
representagoes do mesmo sistema e devem estar estreitamente relacionadas. De
fato, considere uma entrada u do tipo impulsivo, ou seja, u(t) = §(¢) (funcao
delta de Dirac ou, mais rigorosamente, funcao generalizada ou distribuicao de
Dirac).

Considerando o fato (vide, por exemplo (ZEMANIAN, 1965))

/ © Fm)s(r)dr = £(0) (3.366)
obtém-se de 3.108 para o caso x(0) = 0 e u(t) = §(¢) que
y(t) = Cx(t) (3.367)
= Cer'x(0) + /0 t CeABu(r)dr (3.368)
= /O t CeATIBG(1)dr (3.369)
= CeAl-TB L (3.370)
= CeA'B (3.371)

A resposta a uma entrada impulso é denotada por

A

g(t) = y(t)|,_s = Ce*'B (3.372)
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para t > 0, supondo o sistema inicialmente em repouso.

Uma outra maneira de expressar compactamente a resposta impulso é

g(t) = CeA'B x 1(1) (3.373)
em que o sinal degrau unitario é definido por
1 ;¢t>0
1(t) = { 0 :t<0 (3.374)

Essa necessidade de incluir a condicao ¢ > 0 decorre do principio da cau-
salidade, ou seja, para indicar a auséncia da resposta antes da aplicacao da
excitacao de entrada, que no caso ocorre em t = 0.

Assumindo-se que u(t) = 0, para t < 0 pode-se notar que

y@):‘KC&Q”BMﬂm (3.375)
= /_O:o g(t —7) u(r)dr (3.376)
= [gxul(t) (3.377)

em que [f x g](t) denota a convolucdo entre as fungoes f e g, de modo que,
usando a propriedade L[[f * ¢](t)] = F(s)G(s), permite escrever

Y(s)=G(s)U(s) (3.378)

Portanto, G(s) é a transformada de Laplace da resposta a impulso g(t).

E interessante lembrar, ainda, que o polindbmio caracteristico da matriz A, «p
é o polindomio de grau n dado por

A(s) = det(sI — A) (3.379)
e que coincide com o denominador da funcao de transferéncia
G(s) = C(sI-A)"'B (3.380)
1
= ————adj(sI-A)| B .381
C det(sI— A) adj(s ) (3.381)
1
= ——Cuadj(sI—A)B .382
NG adj(s ) (3.382)

Portanto, os polos de um sistema sdo nimeros complexos que anulam o deno-
minador de G(s) e coincidem com os autovalores de A. Além disso, constata-se
que, na auséncia de entradas (u(t) = 0), a saida do sistema é uma soma ponde-
rada de exponenciais et ... eArt chamados de modos. Lembrar que, quando
ha autovalores com multiplicidade maior que 1, por exemplo, se A; possui

multiplicidade k, entdo surgem termos tFeA
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Os autovalores da matriz A sao também raizes do polinémio caracteristicos e
polos da fungao de transferéncia. A funcao de transferéncia é a transformada
de Laplace da resposta impulso. Para entrada nula, a saida de um sistema
LTI é uma soma de exponenciais com pesos dependentes da condigao inicial.
Em suma, equagoes de estado e funcoes de transferéncia se relacionam pelo
conjunto de nimeros complexos que sao os autovalores da matriz A ou os
polos do G(s).

3.12 Sistemas de segunda ordem

Um sistema de grande importéancia pratica é o de segunda ordem (ou grau).

A fungao de transferéncia de um sistema de segunda ordem LTI genérico é da
forma

G(s) = SQJFZM (3.383)
Porém, é muito conveniente reescrever 3.383 na forma
G(s) = “h (3.384)
s2 + 28wy, s + w?
pois os polos ficam descritos por
24 2w+ wd = 0 5 = 2 E 48wy — dwy (3.385)

e no caso de 0 < ¢ < 1 os polos sdao complexos conjugados e dados por

s = —&wy  jwny/1 — &2 (3.386)

sendo denotados frequentemente na forma

s = —0*+jwg (3.387)
o = &w, (3.388)

wg = wpy/l—&2 (3.389)

Os parametros ¢ e w, possuem interpretagao fisica imediata e sao chamados,
respectivamente, de coeficiente de amortecimento e frequéncia natural.

A obtencgao de £ e de wy,, a partir de a e b em 3.383, é imediata notando que

b = w2 = w,=Vb (3.390)
a a

a = Awp=—=f=—=— 3.391

w 3 2on 20 (3.391)
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Im{s}

/ x —————————————— I Joog Sjeo,sin(B)

Lugar Geométrico
de € = cos(p) = cte

Re{s}

)

Figura 3.22: Relacao entre as partes real e imaginédria de polos complexos
conjugados de um sistema de segunda ordem.

Como foi visto anteriormente, a resposta de um sistema LTI que possui um
polo em p apresenta termos (modos) tipo e”! na saida.

Como a matriz A em x = Ax + Bu é real, o polinémio caracteristico A(s)
possui coeficientes reais, de modo que, se um numero complexo s é raiz de
A(s) = 0, entao o seu complexo conjugado 5 também o é.

—otEjwat oy seja, um componente oscila-

Portanto, a saida apresenta termos e
tério sin(wgt + @) com envoltéria e 7%

Graficamente, a resposta de um sistema de segundo grau a uma excitagao do
tipo degrau unitario (3.374), quando 0 < £ < 1, apresenta a forma vista na

figura 3.23.

A resposta a um entrada degrau de um sistema linear de segunda ordem pode
ser bem caracterizada através de dois parametros, mais especificamente, £ e
W

Introduzindo a notacdo 8 = cos~! (£) tem-se que a resposta degrau apresenta
como grandezas notdveis o tempo de subida (rise time)

=720 (3.392)
Wq
e o sobressinal (overshoot, sobressinal, sobrepasso, ultrapassagem)
M, = exp(—————n) (3.393)

Vi—e'
Dadas as especificagoes de sobressinal (M) e tempo de subida (t,), os valores
de ¢ e w, podem ser obtidas aplicando-se as expressoes 3.393 e 3.392, ou por
inspecao dos graficos 3.24.

Além de t, e M,, podem ser definidos o tempo de pico ¢, e o tempo de
acomodacao ts. O tempo de acomodacao (settling time) ts é aquele que corres-
ponde ao instante em que a saida entra em uma faixa de tolerancia (no caso)
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Sistema de Segunda Ordem

1+Mp === o
/IN_
1 v H ]

\_’/ |

‘ faixa de 2% de tolerancia

0.5

, t[s]
0 t t, 5 t, 10 15

Figura 3.23: Resposta tipica de um sistema de segunda ordem. Nesse exemplo,
£=0.456 e w, =2

de 2% em relagao ao valor de regime.

Observagao importante
Notar que o sobressinal M, depende somente do coeficiente de amortecimento
¢, enquanto o tempo de subida ¢, depende de & e de wy,.

Embora ainda nao tenha sido definido formalmente, a margem de fase de um
sistema de segunda ordem ¢ calculada a partir da malha aberta

w2
L(s) = ——"2— 3.394
(s) R TR ( )
e a sua férmula é
_ 2¢
v =tan (3.395)

1
\/fo1515147252

também depende apenas de &.

Exemplo: Sistema massa + mola + amortecedor

Retomando o sistema massa+mola+amortecedor, seja fioiq = kY) € famortecedor =
by, de modo que
mij = f—by—ky (3.396)

em que f é uma forga de tracao externa.
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Figura 3.24: Gréficos M, x § e t,w, x &.

Assumindo que o corpo estd inicialmente em repouso (y = 0, y = 0) e a forca
f é aplicada a partir de t = 0, a transformada de Laplace permite escrever

(ms?+bs+ k) Y(s) = F(s) (3.397)
ou )
Y(s) m
= T 3.398
F(s) s2+2lts+k ( )
Logo os parametros £ e w,, sdo
k
n = — 3.399
w = (3.399)
b
2lw, = — (3.400)
m

A figura 3.25 apresenta as respostas de sistemas de segunda ordem com w,, = 1
e com valores de £ = 0.0,0.2,0.4,0.6,0.8, 1.0, evidenciando o efeito do coefici-
ente de amortecimento.

Vé-se, também, na figura 3.25, o significado do conceito de frequéncia natural,
no caso, w, = 1, que corresponde ao periodo de oscilacdo de P = 2 7 /w,, ~
6.28 s.

Enfim, sistemas de segunda ordem podem ser facilmente especificados me-
diante duas de suas caracteristicas: percentagem de sobressinal 4+ tempo de
subida, razao de decaimento + tempo de acomodagao, margem de fase + lar-
gura de banda, entre outras combinagoes, uma vez que sao necessarios apenas
dois parametros £ e w, para determinar a posicao dos polos.
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Efeito do £ na Resposta Degrau

15 - &=02
£=04
W\ £=0.6
L f:
k ~—
£=0.8
05 £=0.8
0
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tempo [s]

Figura 3.25: Respostas de sistemas de segunda ordem com w, = 1 mas com
variados valores de &.

3.12.1 Polos dominantes

Os modelos de segunda ordem sao, muitas vezes, tteis para o estudo de siste-
mas de ordem maior, pois muitas vezes estes podem ser aproximados, valendo-
se do conceito de polos dominantes.

Seja um sistema que possui polos py = —0 + jw, p2 = —0 — jw (0 > 0,w > 0)
além de polos p;, i = 3,...,n de modo que Re{p;} < —o, i = 3,...,n. Lem-
brando que ef€{?i}t decai muito mais rapidamente que e~ %, constata-se qu,e
ap6s um breve transitério, os modos que predominam sao eP'? e eP2?,

Considere a funcao de transferéncia
106

G) = 3105+ 2)(s £ 100)(5 T 200) (3401)

em que ha 2 polos afastados —100 e —200.

A saida Y'(s) correspondente a uma entrada degrau R(s) = 1/s é dada por

Y(s) = G(s)R(s) (3.402)

- o’ 3.403
(s +1)(s 4+ 2)(s + 100)(s + 200) (3.403)

_ § n —50.759 n 25.768 n —0.010 " 0.001 (3 404)
s s+1 s+2 54100 s+ 200 '
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A saida y(t) para t > 0 é dada, portanto, por

y(t) = 25—50.76e " +25.77e 2 —0.01e 719 4+ 0.001 e 20%(3.405)
dominante negligenciavel
~ 25-50.76e "t +25.77e7 2 1 t>0 (3.406)

uma vez que os termos —0.010 e 719 4+0.001 e 2% s30 de pequenos coeficientes
e decaem mais rapidamente quando comparado aos termos dominantes.

O cancelamento pode ser realizado diretamente na funcao de transferéncia,

levando-se em consideragao que, para frequéncias de interesse (w ~ 1,2), tem-
se que jw << 100, ou seja, (jw + 100) ~ 100
109

G = 3.407

() (s +1)(5 +2) x 100 x 200 (3.407)

50

= — 3.408

(s+1)(s+2) ( )

Deve-se ter cuidado para nao cometer o erro de meramente excluir os termos

com polos afastados ((s 4+ 100) e (s + 200) no exemplo).

106
G = G001 2)(s+100] (54200 (3409)
6
_ 1% gRraDO! (3.410)

(s+1)(s+2)

Exemplo: Polos dominantes

Com o intuito de ilustrar a utilizacao do conceito de polos dominantes, consi-
dere o diagrama de blocos visto na figura 3.26.

Controlador Processo
1/2 Y(s)

R(s) E(s) (ot | U(s)
% [ s(s+1)(s+2)

Figura 3.26: Exemplo de utilizacao do conceito de polos dominantes em pro-
jetos de controladores

O problema consiste em ajustar a posi¢ao do pardmetro a, na funcao de trans-
feréncia

Y (s) s+a

1
= —= 3.411
E(s) 2s(s+1)(s+2) ( )
1 s+a
= —-—— 3.412
283 + 352 4+ 25 ( )
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de modo que, em malha fechada com ganho negativo unitario, a resposta
degrau apresente um sobressinal de 16.3%. Se a hipdtese de polos dominantes
for valida, o que deve ser verificado a posteriori, esse sobressinal corresponde
a fazer £ = 0.5.
A funcao de transferéncia de malha fechada é

Y(s) s+a

= A1
R(s) 253 4+ 652+ 55+ a (3413)

e a expressao 3.413 deve assumir, mediante ajuste de a, o formato desejado
Ty(s) com um par de polos complexos dominantes e mais um polo afastado p,
ou seja,

s+a

Tals) = (s —p) (8% + 28wns + w?) (3414)
s+a

- 2(s —p) (82 4 28wps + w?) (3.415)

= sta (3.416)

253 + (4€w — 2p) s + (2w? — 4péw) s — 2pw?
Igualando-se os denominadores de 3.413 e 3.416, tem-se que
253 + 652 + 55 +a = 25° + (46w — 2p) s> + (2w2 — 4p§w> s —2pw?  (3.417)

e, portanto, deve-se ter

= 4éw—2p (3.418)
= 2w? —4ptw (3.419)
a = —2pw? (3.420)

Impondo a condicao de projeto, & = 0.5, resulta um sistema de 3 equacodes a

3 incégnitas

3 = w—p (3.421)
5 = 2w’ —2pw (3.422)
a = —2pw? (3.423)

que leva a w =5/6, p = —13/6 e a ~ 3. A parte real dos polos dominantes é
dada por —w,, cos(60°) = —5/12 = —0.41667 > —13/6 = —2.166 7, valendo
a aproximacao por polos dominantes. Sempre que se adota uma metodologia
de projeto que envolve aproximagoes, é importante fazer uma verificacao do
resultado obtido.
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3.12.2 Efeitos do zero

Quando se projeta um controlador utilizando conceito de polos dominantes, é
imprescindivel verificar o resultado, visto que envolve uma aproximagao.

Em particular, quando héa zeros na fungao de transferéncia, o cuidado deve ser
redobrado, como visto na figura 3.27.

Efeito do “zero”

_— 0.=025

™ undershoot

0 2 4 6 8 10 12
t[s]

Figura 3.27: Exemplo de utilizagdo do conceito de polos dominantes em pro-
jetos de controladores.

As funcoes de transferéncia utilizadas na figura 3.27 sao

1 —s+a
Gils) = S sTa (38.424)
1 s+p

em que o = 0.25; 0.35;0.45 e 3 = 1.0; 2.0.

Na pratica, sistemas de primeira e segunda ordem aproximam adequada-
mente um grande numero de processos de interesse. Além disso, o compor-
tamento desses sistemas é facilmente caracterizado por um pequeno niimero
de parametros intuitives. Em particular, sistemas de segunda ordem podem
ser especificados por £ e w,, coeficiente de amortecimento e frequéncia na-
tural, respectivamente.
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3.13 Resposta em frequéncia

O sinal senoidal tem propriedades especiais com referéncia a sistemas LTI tanto
pela facilidade que proporciona na anélise tedrica, quanto em procedimentos
experimentais.

Dado um sistema linear representado pela fungao de transferéncia G(s) com
todos os seus polos com parte real negativa, se a entrada é senoidal

u(t) = U sin(wt) (3.426)

entdo a resposta y(t) em regime permanente do sistema é também senoidal de
mesma frequéncia e dada por

y(t) = |G (jw)| Usin (wt + £G (jw)) (3.427)

Considere um sistema representado por G(s) = ]l\)fgg e seja uma entrada se-

noidal u(t) = U sin (wt) cuja transformada de Laplace é

Uw

U(s) = ——= 3.428
(5) = s (3.425)
A saida do sistema para esta entrada é entao
N(s) Uw
Y = G(s)U(s) = — 3.429
() = GOV = B ) (3.429)
N(s)U
_ (s)Uw (3.430)

(84 p1) .. (s +pp) (s — jw) (s + jw)

cuja expansao em fracoes parciais, assumindo que o conjunto de polos é cons-
tituido de polos reais distintos, polos reais com multiplicidade maior que 1 e
polos complexos conjugados, resulta em

A A, B B
Y(s) = ——— 4.+ e L
(s +p1) (s+pn)  (s+pe)  (s+pr)
C D E E*
4....4.#12 cee 4 — + — (3.431)
(s+01)" +w? (s—jw)  (s+jw)

em que os coeficientes A;, By e C e D correspondem aos polos do sistema e
os coeficientes E e E* aos polos do sinal de entrada e sao dados por

E = ;]jG(jw) (3.432)
= Lo (3.433)
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Invertendo a transformada de Laplace, obtém-se

y(t) = Are™Pi 4 Ape Pt 4
+Byre P 4 Byote PR . 4
+K1e " cos (wit + ¢1) + -+ Eetivwt 4 pre—iwt (3.434)

Como por hipdtese todos os polos do sistema tém parte real negativa, a saida
em regime permanente (t — o) serd

Yrp(t) =0+ -+ + 0+ EetIwt 4 pre—iwt (3.435)

Portanto, substituindo os valores de F e E* das equacoes 3.432 e 3.433,

U . jw U . —jw
() = 326 (76) 4 + =5 (—jw) (3.436)
que, apés simplificagao, resulta em
Yrp(t) = |G (jw)| Usin (wt + £G (jw)) (3.437)

Conclui-se que para modelos LTT estaveis, o cdlculo da resposta a uma

entrada senoidal, em regime permanente, requer apenas o ganho de amplitude
|G (jw)| e a defasagem ZG (jw).
Como os sinais periédicos podem ser decompostos em uma soma de senoides
(harmonicas nas séries de Fourier) e os sistemas lineares satisfazem o principio
da superposicao, os valores numéricos de |G (jw)| e ZG (jw) para frequéncias
variando de 0 a oo constituem uma representacao da dindmica do sistema.

3.13.1 Curvas de Bode

Em geral, quando a representagao gréfica G (jw) e apresentada na forma de
médulo e fase, sao utilizados dois sistemas de coordenadas:

Curva de Magnitude: 20 log(|G (jw)|) X logw
Curva de Fase: £G (jw) x logw

Tais graficos sdo chamados de curvas de Bode e a de magnitude é representada
em dB e, usualmente, a de fase em graus.

As curvas sao tragadas em papel monolog e a leitura do eixo das abscissas é
realizada em rad/s.

Considere a funcao de transferéncia

K (s—2z1)...(s—2m)

Gls) = (s —p1)...(s—pn)

(3.438)
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e note que

K |jw — z1] ... |[jw — zm]
ljw = p1| . [jw — pl

Para fazer esbocos graficos, é mais conveniente que se tenha somas de termos

ao invés de multiplicagoes. Assim, aplicando-se 20log(.) em ambos os lados

da expressao 3.439 tem-se que

Gjw)| =

(3.439)

20log |G(jw)| = 20log K +20log|jw — 21| + ... + 201og |jw — 2|
—201log |jw — p1| + ... + 201og |jw — py) (3.440)

O gréfico de 20log K é simplesmente uma constante.

O gréfico dos ganhos, compostos pela soma de curvas associadas a termos do
tipo 201log |jw — al, cada quais aproximéaveis pelas assintotas

e Se w << a, entao 20log [jw — a| ~ 201og |a| que é uma constante.

e Sew >> a, entao 20log |jw — a|] ~ 20logw que é uma reta usando escala
[dB] na ordenada e logw.

Para a fase, tem-se que

. B K (jw—2z1) ... (Jw — zm)
£C(w) = £ < (Jw = p1) ... (Jw — pn) ) (3.441)

= A(jw—21)4 ... + £(Jw — 2m)
—4 (jw—p1) — ... — £ (jw —pn) (3.442)

em que cada termo do tipo £ (jw — a) possui a aproximacao vista na figura
3.28 tracada para a = 10. A aproximacao da curva de fase pode utilizar os
pontos notaveis 0.2a e ba.

3.13.2 Resposta em frequéncia de um sistema de segunda ordem

Como mencionado anteriormente, os sistemas de segunda ordem desempenham
um papel muito importante na pratica e, consequentemente, sao relevantes os
conhecimentos quanto a sua caracterizagao no dominio da frequéncia.

Os pontos notaveis nas curvas de Bode de sistemas de segunda ordem sao a

frequéncia de ressonancia
wr = wpy/1 — 2€2 (3.443)

e o pico na resposta em frequéncia (usualmente apresenta-se em dB)

1

Yo rne

(3.444)
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Curvas de Bode: Sistema de 1= ordem

=
T

150w 1]48]

n
=]
T

1 oitava
I L

w
=]

107!

<
s

=]

458

26(w) ]

102 02 1 5 1P
logiw) [rad/s]

Figura 3.28: Parcela das curvas de Bode correspondentes a um termo 1/(s+a).

A figura 3.29 apresenta uma resposta em frequéncia tipica de um sistema de
2% ordem subamortecida, além de indicar o significado do pico em ressonancia
M, e a frequéncia de ressonancia w..

Se o sobressinal desejado é M), tem-se a partir da equacao 3.393 que o coefi-
ciente de amortecimento requerido é

L (3.445)

\/7r2—i—ln2Mp

que corresponde ao pico na resposta em frequéncia M, fornecido pela expres-

sao 3.444. Estando de posse do valor de £ e uma outra especificacao, como o do
tempo de subida, pode-se determinar w,, e, portanto, w,, segundo a expressao
3.443.

3.13.3 Resposta em frequéncia de um atraso de transporte

Conforme visto em 3.97, o modelo do atraso de transporte é da forma
y(t) =u(t—-T) (3.446)
e, portanto, a fungéo de transferéncia correspondente é
Y (s) = L(u(t —T)) =U(s)e T* (3.447)

Para efeito da resposta em frequéncia e tracado das curvas de Bode, nota-
se que |e™#“T| = 1, constante, ou 0dB = 20log(1). Porém, a fase é dada
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Curvas de Bode: Sistema de 2° ordem

T

20 i

1G(w) | (48]

(W) ]

- G

107 @, =1 10
logw) [rad/s]

Figura 3.29: Curvas de Bode de um processo de 2¢ ordem em que se indica o
significado do pico em ressonancia M, e a frequéncia de ressonancia w;..

por Le 3T = —T e, portanto, cresce indefinidamente com o aumento da
frequéncia w.

Uma visualizagao grafica e intuitiva é apresentada na figura 3.30, em que se
observa que um mesmo atraso de transporte de T' = 0.785 s corresponde a
diferentes valores de atraso de fase. No caso, atrasos de fase de 7 /4 rad para o
sinal sin(t + 7') em relagao ao sinal sin(t) e de /2 rad para o sinal sin(2t +7T)
em relagao ao sin(27").

sin(t)

Y.

TN
~__~

\J

~_

Airasc de /4

SN /N -

|
sin(t—nT

sin(2t)

sin(2t-T) A

T
ANIVANIY AN

Atraso de /2

Figura 3.30: Influéncia da frequéncia no valor do atraso de fase
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As curvas de Bode representam, graficamente e de modo com-
pleto, o comportamento de um sistema. Logo, as curvas de Bode
desempenham um papel muito importante em projeto de controla-
dores, uma vez que varias caracteristicas importantes do sistema,
como a ressonancia, a margem de fase e a banda passante, podem
ser facilmente visualizadas e modificadas.

3.13.4 Filtro complementar

Quando se tem dois sensores medindo uma mesma grandeza e a faixa de
frequéncia dos ruidos é diferente, existe um exemplo muito ilustrativo da im-
portancia do conceito de resposta em frequéncia. Na figura 3.31 sao apresen-

Ruido de Filtro Ruido de
Alta-Frequéncia Passa-Baixa Alta-Frequéncia
_ N e A
Vi=y+n, Vi=y+n
— 1-G(5) A
+ + n
y y
Vo=y+n, + +
—— A G(s) : G(s) "
/ LR 7\ N -y
/ b / n;—n N
Ruido de Filro Ruidode 2 % Filtro
Baixa-Frequéncia  Passa-Alta Baixa-Frequéncia Passa-Alta

Figura 3.31: Filtro complementar

tadas duas alternativas para implementacao do filtro complementar.

O sinal v; é uma medida da grandeza y perturbado com um ruido aditivo de
alta frequéncia, enquanto v é a medida de y perturbada com um ruido de
baixa frequéncia.

Um exemplo é a estimagao da velocidade baseada em dois sensores diferen-
tes: um acelerometro e um sensor de posicao. Os sinais v; e vy poderiam
corresponder a integral das medidas do acelerémetro e derivadas do sensor de
posicao. Nesse caso, a integracao possui efeito de filtro passa baixas enquanto
o derivador exacerba os ruidos.

3.13.5 Cartas de Nichols

A carta de Nichols, as vezes chamada de carta de Nichols-Black, é uma ferra-
menta grafica (dbaco) que permite a visualizagdo simultanea de caracteristicas
de malhas aberta e fechada de controle.

Seja Gpra(s) uma funcao de transferéncia de malha aberta. Dados os valores
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numéricos do médulo |G pra(jw)| e da fase LGpra(jw) para uma dada frequén-
cia w, a Carta de Nichols permite ler graficamente o médulo |Gyr(jw)| e a
fase de LG (jw) de malha fechada

Gua

=4 3.448
1+Gpa ( )

Gur
em um grafico modulo x fase. E usual utilizar a escala dB no eixo da ordenada,

Exemplo: Carta de Nichols

A figura 3.32 ilustra o aspecto de uma Carta de Nichols para a fungdo de

transferéncia 43
s
G = 3.449
MA= S5+ 1) (s +5) (3:449)

Carta de Nichols-Black

.1[:.
ot 0dB..
T 0,25 dB
ol e |l | as@f ||
P IR0 w) {o TR Tyt aB
: = \ _ggg : ; _'; ) -SdB :
of iy = e R
— B BEPPETS
. v | e
= o Mt - PRI P 1, 17 1
s [ Gio) || : et
= 1+G(jo) |
) i (o) 1] 3 AR
A0 T T Lk L g
Y P N RO AL S S A3
Pk ‘ 8048
-360 -315 270 -225 -180 -135 90 -45 0
Z2G(jw) [7]

Figura 3.32: Carta de Nichols para a funcao de transferéncia de malha aberta
1/s(s+1)(s +2).

E interessante ressaltar que curvas de Bode podem ser obtidas experimen-
talmente no laboratoério, utilizando-se um gerador de sinais senoidais e um
osciloscopio, ou de um sistema digital de geracao e aquisicao digital de sinais.

3.13.6 Largura de banda

Intuitivamente, sistemas que possuem respostas rapidas sao aqueles que ate-
nuam pouco os componentes de frequéncias mais elevadas. O grau de atenu-
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acao das altas frequéncias em relacao as baixas pode ser expresso quantitati-
vamente pela largura de banda.

Dada uma funcao de transferéncia G (s), a largura de banda é a faixa (0, w.),
sendo que a frequéncia de corte w, é caracterizada por

|G (jw)| < |G (jwe)| — 3dB Yw > w. (3.450)

O conceito de largura de banda é importante uma vez que, quanto maior,
a resposta do sistema tende a ser mais rapida. Intuitivamente, tal fato estd
relacionado com a proporcionalidade inversa entre w e .

3.14 Realizagoes simples

Dadas as matrizes {A, B, C,D} de uma representagao no espaco de estados,
a funcao de transferéncia é obtida facilmente aplicando-se a férmula

G(s)=C(sI-A)"'B+D (3.451)

como foi visto em 3.315.

Por uma questao de simplicidade, vamos assumir que D = [0] e que G(s) é
escalar.

O problema de realizagao consistem em obter {A, B, C} a partir de um G(s)
dado.

Forma canonica controlavel

Considere uma fungao de transferéncia G(s) dada por

Y (s)
Ul(s)

= G(s) (3.452)

= — — (3.453)
s +a1s" 4.+ ap—18s+ap

e, note que, para condicoes iniciais nulas e utilizand0 a notacio y(® = d%y /dt®,
tem-se

y™ + a1y + 4 a1y + agy = cou (3.454)

ou

(n) —

y" = —ayyn

— . — ap_1Y — agy + cou (3.455)
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Fazendo-se a associacao

rn =y
o = y
w1 =y
segue imediatamente que
1 = yY=1x3
i’Q = y = X3
Tp-1 = y(n_l) = Tn-2
T, = y(”) = —a1Tp — ... — Ap—_122 — ApT] + CoU

Substituindo a expressao 3.455 em 3.463 e utilizando a notagao

T
X:[fL‘l Trog -+ Tp-1 ."L‘n}
tem-se
0 1 o] [o]
0 1 0 0
X = : X + U
0 0 0 1
—an —0Gp—-1 —Aanp-2 —ai 1
L J L~
A B
e
y = [ cw 00 0 0]x
C
ou seja,

x = Ax+ Bu
= Cx

Quando a matriz C possui a forma especial

C:[CO 1 ' Cp_1 Cm 0 --- 0}

(3.456)
(3.457)

(3.458)
(3.459)

(3.460)
(3.461)

(3.462)
(3.463)

(3.464)

(3.465)

(3.466)

(3.467)
(3.468)

(3.469)
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tem-se da expressao para G(s)

_ 1701
s 0
G(s) ! [ o ¢ c c :
= 0 1 n—2 n—1 :
A(S) Sn—Q
sn1 1
com ¢y =0 param+ 1<k <n—1 que resulta em
m m—1
G(s) = S T omo18  FeFas TG (3.470)
s"+ap—18" "t + ... +a1s+ag
A realizacao obtida é controlavel, pois
U = [B;AB;..; A" 'B] (3.471)
(00 - 0 1]
00 --- 10
= AN (3.472)
o1 --- *
1 = *
que tem posto n.
3.14.1 Forma canoénica observavel
Para sistemas de 1 entrada e 1 saida, G(s) é 1 x 1, tem-se que
G(s) = GT(s) (3.473)
C(sI-A)'B = BT(s1-AT)"!cT (3.474)

e chamando C = BT ¢ B = CT de modo que G(s) = C(sI — AT)"!B, tem-se
que

C BT

CAT BTAT
V= : = : (3.475)

. n—1 . n—1
C(AT) B7 (AT)
e, portanto,

vl = [B;AB;..;A" 'B| (3.476)
- U (3.477)

Como a transposicao nao altera o posto, V possui posto n e, portanto, a
representagao é observavel.
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3.14.2 Realizacao diagonal

A funcao de transferéncia pode ser expandida em fracGes parciais

mS™ 4 Cm_15™ M+ 415+ ¢

S+ ap_18" L+ ..+ ais + ag
™ Tn

+ ...+
sS—Dp1 S — Pn

G(s) =

(3.478)

(3.479)

Assumindo que p; # pj, para @ # j, para evitar a necessidade de recorrer a

forma completa da representacao de Jordan, tem-se que

Y(S) o ™ Tn
U(S) §—D1 S —Pn
ou seja,
Y(s) = Yi(s)+...+Yu(s)
T1 T'n
= U(s)+ ...+ Us
U(8) et (V)
A realizacao de
r
Gi(s)=——;i=1,.n
S—Di
é imediata,
T;=—pxr;+ru;i=1,..n
T
Assim, para x = { T1 X2 - Tp_1 Ty | pode-se escrever
[ o 00 o | [ ]
0 —p2 O 0 ro
X = . 0 |x-+ : U
0 0 0 —Pn—1 0 Tn—1
0 0 0 —Pn Tn
A B

e, para a saida, de 3.481,

y=[11 - 1 1]x

C

(3.480)

(3.481)
(3.482)

(3.483)

(3.484)

(3.485)

(3.486)

Quando o estado x estd disponivel, pode-se conceber uma estratégia de con-

trole baseado em modos, utilizando mudanca de base.




Modelos dinamicos 117

Note que se P € R™*™ é néo singular, entao a transformacao

X =Px (3.487)
permite escrever
x = Px (3.488)
= P (Ax+ Bu) (3.489)
= PAP !X+ PBu (3.490)
—
A B

Esse tipo de transformacao é dita ser similar e os autovalores sao preservados,
ou seja,

det(\I — A) = det(A\PP~! —PAP™!) (
= det(P(\I - A)P) (
= Tdet{P) det(\I — A) det(R=1) (3.493
= det(A\I - A) (

3.14.3 Utilizacao dos parametros de Markov

Considere inicialmente a fungao de transferéncia

Bos™ + 18"+ -+ By
s osv T4t ay

G(s) =

(3.495)
Através de divisdo longa, G(s) pode ser escrita em termos de polinémio em s,

Bos™ + Bis" -+ B
s"taps" 4+t ap

= EO + (B —thﬂo)s*l +--- (3.496)

= ho4his Fhos 24 (3.497)

em que h; sao introduzidos para simplificar a notagao.
Inspecionando-se os coeficientes de s*, obtém-se que

ho = Bo (3.498)
hy = —aiho+ b (3.499)
ho = —ajhi —ashg+ B (3500)

h, = —aihg_1— aghgp_o— -+ — arhg + B (3.501)
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Portanto, a funcao de transferéncia pode ser escrita como uma soma de po-

téncias de s com os coeficientes dados pelos parametros de Markov:

G(S) = ho + hls_l + h28_2 —+ e

A matriz de Hankel, denotado H(m,n), é definida por

hi  hy .- B
ho  hy - hap
H(m,n)=| 3 ha -+ hngo
i hm hm+1 to hm-i—n—l |

Por outro lado, considere a representacao no espaco de estados
X = Ax+Bu y=0Cx
cuja representacao no dominio transformado é
G(s)=C(sI-A)"'B
Sabendo-se que
(sI— A)_1 =I1+As '+ A% 2+
a funcao de transferéncia pode ser reescrita como

G(s) = C(I+As™' +A% 2+ )B
= CB+CABs ' +CA’Bs 2+ ...

(3.502)

(3.503)

(3.504)

(3.505)

(3.506)
(3.507)

Comparando-se os termos desse polinémio em s com o que envolvia os

parametros de Markov h;, obtido anteriormente, constata-se que

hy = CAF'B

Os passos para utilizar o conceito de parametros de Markov para realizar G(s)

Sao:

e A partir do G(s) de ordem n, efetuar a divisdo longa e obter os parame-

tros de Markov {hq, ..., ha, }
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e Construir a matriz de Hankel

[y ho .- R, |
ho hs o hast
Hn+1,n)=| : Do (3.508)
hn hn+1 o h2n71
hn—l—l hn+2 et h2n

e Determinar o posto de H(n + 1,n)

n*=p{H(Mn+1,n)} (3.509)
[ ] Obter |: aq (05] e Qn* n*:H_I n*(—)i-Q e 1’L9—1 tal QUe
[al ay o o 10 - O}H(n+1,n):0 (3.510)

e Construir as matrizes A,B e C

' :
A = : - : B=| : (3.511)
0 1
B
C =10 0] (3.512)
Pode-se verificar que
U = [B AB - A"7'B|=H(@"n") (3.513)
C
CA
vV = , =1 (3.514)
CAn*fl

possuem rank n*.

Portanto, a representacao é completamente controlavel e observavel, ou seja,
a realizagdo é minima.
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Teorema de Silverman

Uma sequéncia infinita de parametros de Markov é realizdvel por um modelo
LTI, se e somente se existirem inteiros n e m tal que p(H(n,m)) = p(H(n +
1,m +14)) = n* para i = 1,2,.... Nesse caso, n* é a ordem da realizagao
minima.

3.14.4 Realizagao de Gilbert

Seja G(s)pxm uma funcdo de transferéncia estritamente prépria (D = Opxm)

G(s) = [gij(s)] ;i=1,..,p; j=1,...m (3.515)

A(s)=s"4a,_18 14 +ays+ag (3.516)

o minimo multiplo comum dos denominadores de g;;(s).

Assumindo-se que as raizes \;,i = 1...,r do polinémio caracteristico sdo dis-
tintas, pode-se escrever

A(s) = H (5 —X\i) (3.517)

s 1

G(s) = R; 3.518
(s) ; Py ( )

Os residuos sao obtidos fazendo-se
R; = lim (s — \;) G(s) (3.519)

S—>>\7',
Denote-se

pi == rank (R;) (3.520)

e sejam matrizes C; e B; escolhidos de modo que
R, = C,B; (3.521)
Nessas condigoes, uma realizacao controlavel {A, B, C,0} é dada por

)‘11/)1 X p1 B,
A = : :
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Exemplo
Considere a funcao de transferéncia
1 2
G(s) = [ stl s{t ] (3.523)
T (HD)(s+2)  s+2
eseja A(s)=(s+1)(s+2).
A expansao em fragoes parciais leva a identidade
1 s+2 2544
G = — 3.524
6 = GEDGery| -1 s+ (3:524)
1 1
= —R 3.525
s+1 Lt s+ 2 2 ( )
em que
1 2 0 0
R, [_1 01 ; Rg-[l 1] (3.526)
Portanto,
pr = 2 (3.527)
p2 = 1 (3.528)
e uma possibilidade de escolha de C; e B; seria
1 2 1 0 1 2
Rl_[—1 01_[0 1“—1 0] (3.529)
(of! B,
0 0 0
Rg—llll—[ll[l 1] (3.530)
B>
Cs
A realizacao diagonal de Gilbert obtida é dada por
-1 0 1 2
x = -1 0] |x+ 1 0] Ju (3.531)
[00]  [-2 (1 1]
[ -1 1 2]
= -1 x+| -1 0 ]u (3.532)
i -2 11 |
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- [10] 2]

. ~ —1 , . .
Para verificagao, basta calcular C (sI — A)™" B. Além disso, pode-se verificar
que a representacao é completamente controlavel e observavel, ou seja, é mi-
nima.

1 00
X—[O 1 1‘|X (3.533)

Para sistemas de 1 entrada e 1 saida, G(s) é 1 x 1, tem-se que
G(s) = GT(s) (3.534)
CsI-A)'B = BT(s1- AT It (3.535)

e, chamando C = BT ¢ B = CT de modo que G(s) = C(sI— AT)"!B, tem-se
que

C BT

CAT BTAT

V = : = : (3.536)
~ ‘ n—1 . n—1
C (AT) BT (AT)
e, portanto, como esperado,

vl = [B;AB;..; A" !B] (3.537)
= U. (3.538)

Como a transposicao nao altera o posto, V possui posto n e, portanto, a re-
presentacao é observavel.
Mais detalhes no artigo original:

Gilbert, E. G. Controllability and Observability in Multivariable Control Sys-
tems. S.I.A.M. Control, Ser. A, 1, p. 128-151, 1963.

E importante a habilidade de transitar entre as diferentes representagoes
no espago de estados e através das fungoes de transferéncia, visto que es-
pecificagoes diferentes se adaptam melhor a uma ferramenta em um certo
dominio do que em outro. Além disso, fungoes de transferéncia podem ser
obtidas em ensaios laboratoriais, injetando-se sinais senoidais u e observando
a relagao entre y e u (ganho e defasagem).

Em 1756, Euler Leonhard Euler (1707-1783), um dos maiores matematicos da
histéria, escreveu Elementa Calculi Variationum, em que apresenta a equa-
¢ao de Euler-Lagrange. No entanto, a primeira solucao para um problema de
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célculo de variagoes é atribuido a Sir Isaac Newton PRS (1642-1727) por ter
resolvido o problema de obter o perfil de uma figura geométrica de revolugao
que oferecesse a minima resisténcia ao movimento em um fluido, em 1687.

Em 12 de agosto de 1755, Joseph-Louis Lagrange (Giuseppe Luigi Lagrangia,
1736-1813) escreveu uma carta a Euler, apresentando um novo método para
resolver os problemas na obra Methodus inveniendi lineas curvas maximi mi-
nimive proprietate gaudentes sive solutio problematis isoperimetrici latissimo
sensu accepti de Fuler, escrito em 1744 e editado por Marcum-Michaelem
Bousquet.

Euler Lagrange Bromwich Heaviside

Em 1898, Oliver Heaviside FRS (1850-1925) apresenta o célculo operacional
e estuda o comportamento transitério de sistemas, introduzindo o conceito
andlogo ao de funcao de transferéncia.

O calculo operacional de Heaviside foi colocado em alicerces robustos por Tho-
mas John I’Anson Bromwich (1875-1929) e, em particular, a integral de con-
torno utilizada na transformada inversa é chamada de integral de Bromwich.

3.15 Exercicios

3.15.1 Exercicio: Sistema eletromecanico

Os sistemas micromecéanicos (MEMS) sao, em geral, baseados em efeitos elé-
tricos ao invés de dispositivos maiores que se valem de efeitos magnéticos.

Se o dielétrico ¢ o ar, a rigidez dielétrica é da ordem de 3E6V/m resultando
E¢ = 1e0E% ~ 40 Jm™3.

Por outro lado, utilizando indutores com nucleo de ferro, considerando satu-
racio a 1.6 Wb.m ™2, tem-se E,,, = ﬁbQSSO Jm™3.

Assim, dispositivos baseados em efeitos elétricos sdo interessantes para dispo-
sitivos de pequenas dimensoes, como os manufacturados com tecnologia mi-

croeletronica. Neste exercicio, busca-se obter um matematico na forma de um
sistema de equagoes diferenciais ordinarias para o sistema ilustrado em 3.33




124  Engenharia de controle

Figura 3.33: Um sistema fisico envolvendo elementos elétricos e mecanicos.

sabendo-se que as expressoes para 1, V e R elétricos, respectivamente, T,
Vvele € Releu 5a0

1

1
l J— 7[ 5. ‘/ J—
ele — 9 q; Vele = 20(.%')

@ ; Rac= 3R  (35%)

3.15.2 Exercicio: Modelos de péndulos

Utilizando a formulacao Lagrangiana, obter modelos para as duas modalidades
de péndulos da figura 3.34.

J
kL
S J a——
l o\ g i o, 7
AN W
B 7t Y Owm
y M
(a) ® () (@

Figura 3.34: (a) Modelo simplificado de uma ponte rolante; (b) modelo sim-
plificado para um objeto suspenso por uma fixacao elastica.
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3.15.3 [Exercicios: Solugao de equagoes diferenciais ordinarias

Obter as solugoes das seguintes equagoes diferenciais ordindrias lineares e in-

variantes no tempo.

Observagao: E interessante resolver as equagoes no dominio do tempo (t) e no
dominio transformado (s) e verificar que os resultados sdo compativeis.

1.

d2y

2— + 7y +3y = 0
y(0) =1
y(0) = 0

y+3y = 0(t)
y(0) = 0

y+3y = ul(t)
y(0) = 0

y+3y = sin(10¢t)
y(0) = 0

1
) +3y = sin|—t
Y+ 3y Sm(lO)
y(0) = 0

y+3y =
y(©0) = 0

(3.540)

(3.541)
(3.542)

(3.543)
(3.544)

(3.545)
(3.546)

(3.547)
(3.548)

(3.549)
(3.550)

(3.551)
(3.552)
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a5 élfégfqol

Figura 3.35: Sistema de 2 tanques acoplados.

3.15.4 [Exercicio: Sistema de tanques acoplados

Obter um modelo na forma de equagao de estados para o sistema de vasos
comunicantes da figura 3.35.

As entradas sao as variagoes incrementais das bombas (g1 e ¢2) e as saidas sao
as variacoes incrementais do nivel de liquido (h; e h2).

3.15.5 Exercicio: Modelo de um circuito envolvendo transformador

Considere o circuito da figura 3.36. Calcular V2/I, sabendo-se que, para o

Q

2
C/o

"
AN
oy

[ Lea

s

.

L ]
o
WA
R
T3

Figura 3.36: Um circuito elétrico com transformador.

transformador, tem-se

vy = sLqi1i1 +sMig (3.553)
vy = SsMiy + sLooio (3554)

e os pontos indicam a sua polaridade.




Modelos dinamicos 127

3.15.6 Exercicio: Modelo de um girometro

Considere um giroscépio montado em um sistema de eixos como ilustrado na
figura 3.37.

momento angular L

atrito viscoso b

mola k  extremidade fixa

Figura 3.37: Um sistema girometro.

Obter a equacao de estado, considerando xz; = 0 e 0 e, caso resulte em um
modelo nao linear, linearize-o.

3.15.7 Exercicio: Erros em regime permanente

Calcular os erros em regime para entradas degrau e rampa, supondo que as
fungoes de transferéncia fornecidas sdo de malha aberta e a realimentacao a
ser utilizada é unitaria.

1.
G(s) = (;:12)2 (3.555)
. Gs) = 12 3.556
(s) = m (3. )

3. cio
G (s) = rIPY (3.557)

4 s+2
G(s) = TP (3.558)

3.15.8 Exercicio: Ampliadores operacionais (OpAmps)

Obter a fungao de transferéncia Y (s) /U (s) para cada circuito da figura 3.38.
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Figura 3.38: Circuitos de relevancia pratica utilizando OpAmps.

3.15.9 Exercicio: Tracado de curvas de Bode

Esbocar as curvas de Bode:

1.
G =57 o.SJ(i +10)
2.
G6)= o670

3. 1

Gls) =3 (s+1)
4, 1

G =601
5. b 0

(s24+s+1) (s +10)

(3.559)

(3.560)

(3.561)

(3.562)

(3.563)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

G =57 1)1((; +10)
Gls) = 2((ssj 21))
Gls) = (i 1 i;
6= ()
oo - L)
60 = Frs

(3.564)

(3.565)

(3.566)

(3.567)

(3.568)

(3.569)

(3.570)

(3.571)

(3.572)
(3.573)

(3.574)

(3.575)

(3.576)
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3.15.10 Exercicio: Tracado manual de curvas de Bode

Esboce manualmente, utilizando lapis e papel monolog, as curvas de Bode

G 9 <82 +0.25 + 1) —
(s) = s(s2+1.2s+9) (3.577)

3.15.11 Exercicio: Resposta em frequéncia de um filtro

Esbogar as curvas de Bode (Vy (s) é a saida e Vjy, (s) a entrada) do circuito
da figura 3.39.

o

[l

Figura 3.39: Um circuito utilizando amplificador operacional ideal.

3.15.12 Exercicio: Margens de ganho e de fase

Determinar M F e MG:
(a)

G(s) = 3.578
(b) (042
s+
G 3.579
() (s+1)(s—3) ( )
(c) 1
G(s) = 56_5 (3.580)
3.15.13 Exercicio: Especificacoes no dominio da frequéncia
Um servomecanismo possui funcao de transferéncia
A
G(s) = p00 (3.581)

s(s+10) (s + 20)
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em que A é o ganho ajustdavel do amplificador. Qual deve ser o valor de A de
modo que, ao se fechar a malha com uma realimentacao unitaria, o sistema
possua um pico de ressonancia M, de 8dB? Em que frequéncia ocorre a
ressonancia?

3.15.14 Exercicio: Solugao de EDO utilizando a transformada de La-
place

Obter a transformada inversa de Laplace, utilizando o método da expansio
em fracoes parciais

a)
s> +2s+3

Gls) = s+ 1)

(3.582)

90 (s +2)
s?(s+1) (s +3)

G(s) = (3.583)

3.15.15 Exercicio: Transformacao de representacao no espaco de es-
tado para funcao de transferéncia

Determine a funcao de transferéncia Y (s) /U (s) e discuta o resultado:

0 1 0 1

x = 0 0 2|x+]|-1]u (3.584)
~15 —23 —9

y =[5 6 1]x (3.585)

3.15.16 Exercicio: Funcao de matriz

Considere uma matriz da forma

a 1 0
A=]10 a 0 (3.586)
0 0 a
em que a € R e a # 0. Obter uma matriz B, tal que e = A.
Lembrar que
n(z) =3 EV gy (3.587)
-« n .

=1
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3.15.17 Exercicio: Resposta degrau a partir do repouso

Esbogar a resposta a uma entrada tipo degrau unitdrio u(t) para o sistema
descrito por:

x = [_g —111 X + (1)]u (3.588)
x(0) = [0 O}T (3.589)
y = [1 o}x (3.590)

3.15.18 Exercicio: Resposta a condigao inicial

Esbogar a resposta y(t) para entrada nula u(t) = 0, V¢ > 0, sabendo-se que:

x = - _g _411 X + (1) ] u (3.591)
x(0) = [11 }T (3.592)
y = :1 0 }x (3.593)

3.15.19 Exercicio: Resposta impulso

Esbocar a resposta impulso do sistema descrito pelas equagoes de estado

x = - _g _le X + (1) ] u (3.594)
x(0) = [0 O]T (3.595)
y = :1 0 }x (3.596)

3.15.20 Exercicio: Resposta degrau com condigao inicial nao nula

Esbogar a resposta y(t) para entrada degrau unitario u(t), sabendo-se que

<= |5 4] h] (3.597)
x(0) = [1 1}T (3.598)
y = [10]x (3.599)
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3.15.21 Exercicio: Propriedade da matriz companheira

Dada uma matriz quadrada A, do tipo

0 1 0 0 |
0 0 1 0
A= : ST (3.600)
0 0 0o - 1
—Qp  —0p-1 —Gp-2 -+ —@1

(a) mostrar que o seu polindémio caracteristico é

det (sI— A)=s"+ a1s"V + o+ ap_18 + an (3.601)
(b) e os autovalores sao da forma
S
A
z? (3.602)
)\n'—l

3.15.22 Exercicio: Matriz de Vandermonde

(a) Mostrar que o determinante de uma matriz de Vandermonde V

[ . 1]
Mo A
A2 ... N2
Vixn = 1 n (3.603)
)\?—1 . )\Zfl
é dado por
det (V)= [ (N—X) (3.604)
1<i<j<n

b Apresentar uma aplica ao desse resultado em problemas de sistemas de
G
controle.

3.15.23 Exercicio: Propriedade de autovalores

Mostrar que se A;, i = 1,...,n sao os autovalores de uma matriz A, «,, entao

n

det (A) = [ N\ (3.605)
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3.15.24 Exercicio: Realizagoes
Obter uma representacao do tipo
x = Ax+Bu (3.606)
y = Cx (3.607)
para o sistema cuja fungao de transferéncia é

Y(s) — s+2
CU(s) 245546

(3.608)

e verificar a controlabilidade e a observabilidade.

3.15.25 Exercicio: Cancelamentos em fungoes de transferéncia

Determine a funcao de transferéncia Y (s) /U (s) e discuta o resultado obtido:

0 1 0 1

X = 0 0 2|x+]|-1]u (3.609)
~15 —23 -9 1

y = [56 1]x (3.610)

3.15.26 Exercicio: Controlabilidade e observabilidade

Considere um processo representado no espago de estados por

1
x+ |0 |u (3.611)
0

S oo+
I e
© vwoo

=

1. Verificar se o sistema é controlavel. Caso nao seja, determinar o modo
nao controlavel.

| x (3.612)

2. Verificar se o sistema é observavel. Caso nao seja, determinar o modo
nao observavel.
3.15.27 Exercicio: Selecao de sensores

Considere o processo representado no espaco de estado por

A P O]u (3.613)

* = [1 -3 1
y = Cx (3.614)
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Assumindo que no mercado existem 4 sensores compativeis com esse pro-
cesso,

Q
(V]

I
—— o —
|

—_
[\]
[E—
~ o~
by
(=}
=
=2}
S~— S~— N— SN—

Ci = [0 1] (3.618

qual o dispéndio minimo para se conseguir monitorar todos os componentes de
x, sabendo-se que os custos dos sensores C1, Cq, Cq e Cy sao, respectivamente,
R$ 100,00, R$ 150,00, R$ 120,00 e R$ 240,007

3.15.28 Exercicio: Isolagao de falhas

Um método simples para isolar falhas de sensores é utilizar observadores de
estado. Considere um sistema que possui 3 sensores associados a matrizes Cq,
C2 (§ C3

x = Ax+Bu (3.619)
y1 = Cix (3.620)
y2 = Cox (3.621)
y3 = Csx (3.622)

Assume-se que o estado é observavel a partir de quaisquer dos sensores Cq,
Csy e C3. Denotando por Z o estado estimado e ¥;, ¢ = 1,2,3, as saidas de
cada estimador, ou seja,

X = AR+Bu+L(ys—3s) (3.623)
i = CR (3.624)
Jp = Co% (3.625)
7y = Cs% (3.626)

qual o comportamento dos sinais e; = y; — ¥;, ¢ = 1, 2, 3, se houver falha, uma
de cada vez, nos sensores 1, 2 e 37

3.15.29 Exercicio: Inser¢ao de integrador na malha

Considere o processo representado no espaco de estado por

L _ [0
1o o

y = [1 O}X (3.628)

X+1

0 ] u (3.627)
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Deseja-se utilizar uma lei de controle da forma

u(t) = —Kx(t) + p/ot [r(1) —y(7)] dr (3.629)

em que 7(t) é o sinal de referéncia a ser rastreada.

Obter os valores de K e de p, de modo que os polos dominantes correspondam
a uma resposta degrau com sobressinal de 16.3% e tempo de subida de 1 s.

3.15.30 Exercicio: Realizagoes

Obter uma representacao no espaco de estados na forma canoénica observavel
e também a fungao de transferéncia Y (s)/U(s)

d3y d%y dy dyu
— 4+6— +8— =2 — 3.630
as e w7 (8.630)

3.15.31 Exercicio: Realimentagao de estados

Considere um processo cuja fungao de transferéncia é

s+ 10
s3 + 3052 4+ 300s + 1000

G(s) = 100 (3.631)

1. Obter uma realizacdo {Asxs,Bsx1,Cix3, Dix1} com a propriedade de
que seja observavel mas nao controlavel.

2. Verificar se seria possivel utilizar uma lei de controle tipo realimentagao
de estados u = —Kx + r, de modo que para r(t) do tipo unitdrio, a res-
posta apresente sobressinal de aproximadamente 16% e tempo de subida
de aproximadamente 1 s.

3.15.32 Exercicio: Resposta temporal a condigao inicial nao nula

Esbogar o gréfico zo(t) x x1(t) para t > 0 do processo descrito por

. 01
X = [ 1 O]X (3.632)

T
sabendo-se que x(0) = [ 0 1 }
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3.15.33 Exercicio: Manutencao da controlabilidade sob realimentagao
de estados

Considere as matrizes A e b de dimensoes n X n e n X 1, respectivamente.
Denotando por p(M) o posto (rank) da matriz M, mostrar que

p|[b|Ab|.|A"b| =p[b| (A-Dbk)b|..| (A-Dbk)"'b| (3.633)

para qualquer k de dimensao 1 x n. Qual a relevancia dessa propriedade no
contexto de sistemas de controle?

3.15.34 Exercicio: Magnitude de sinais de controle

Considere o processo descrito por

e I P (363
y = [1 o]x (3.635)

T
1. Obtenha uma lei de controle u(t) que a partir de x(0) = [ 10 } em
T
t =0 atinja x(1) = | ~1 0|

T
2. Obtenha uma lei de controle u(t) que a partir de x(0) = [ 10 } em
T
t =0 atinja x(1071%) = | —1 0 ]

3.15.35 Exercicio: Incertezas nos sensores

Considere um processo representado no espaco de estados por

[ o 1 0
% = [_3 LS 1]u (3.636)
y = [a o|x (3.637)

em que ¢ e ¢o sao ganhos associados aos sensores que monitoram os compo-
nentes r1 e xo do estado, respectivamente.

Os sensores apresentam incertezas, de modo que
G ="+ Aci ;i =1,2 (3.638)

sendo ¢’ o valor nominal informado pelo fabricante e A¢; a incerteza devida
a fabricagao.
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Escolher a melhor opcao em termos de precisao do observador de estados a
ser implementado, considerando que ha vérias opgoes de sensores comerciais,
conforme a tabela abaixo, porém com a restricao de que c; e co devem ser do

mesmo fabricante.

Marca cpem Acp 3™ Aca
Alfasense 10 0.1 1 0.2
Betasense 5 0.2 0.2

Gamasense 1 0.3 10 0.2




4

Modelos de tempo discreto

“The events in our lives happen in a sequence in time, but in their sig-
nificance to ourselves they find their own order the continuous thread
of revelation.”

— Eudora Welty

Um exemplo tipico de sistemas de tempo discreto, doravante referido apenas
como sistemas discretos, é a caderneta de poupanca.
Seja p[k] o recurso que um poupador possui em um certo banco, no més k.

A dinémica de p[k] pode ser representada por
plk+1] = (14 p) plk] + d[k] — r[K]

em que p é a taxa de juros + corregdo monetaria, d[k] sdo os depdsitos e r[k]
0s resgates.

Ainda que os sistemas discretos sejam utilizados em uma ampla gama de apli-
cacoes, aqui o foco sera o controle por computador.

4.1 Equagoes a diferencas

Um sistema discreto pode ser modelado por uma equagao a diferengas com
recorréncia, ou seja, os valores presentes da grandeza de interesse (y[k]) de-
pendem dos seus valores anteriores e das excitagoes (entradas) u[k]

(4.1)
O maior atraso em y é a ordem da equacao a diferencas, no caso, n.

139
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Um exemplo de um sistema discreto (nao linear) é
ylk] = y[k — 12y[k — 2] + k sin(27 y[k — 1]) (4.2)

Assim como no caso de EDO, o modelo ¢é dito linear e invariante no tempo
(LTT) se f ¢é linear e nao depende de k, ou seja, é da forma

ylk] = —ayylk —1] —agylk — 2] — ... — apylk — n] +
AR
+boulk] + bru[k — 1] + boulk — 2] + ... + bpulk —m]  (4.3)
MA

em que a; € R e bj € R sao constantes, ¢ =1,2,....,ne j=0,1,2,...,m.

Na expressao do modelo, uma parte do valor de y[k] é a combinagao dos valores
anteriores de y[.] (autorregressao, auto-regression - AR), enquanto uma outra
é a combinagao dos valores recentes de u[.] em uma janela de tempo (média
movel dos ultimos valores de u[i], moving-average - MA).

Modelos nessa forma sao muitas vezes referidas como ARM A (Auto-Regressive
Mowing Average).

1

Denotando o operador atrasador por ¢—*, o modelo pode ser escrito na forma

ylk] + a1q ty[k] + asq 2y[k] + ... + ang "y[k]
= boulk] + brg~ tulk] + ... + by "ulk] (4.4)

Definindo-se os polindmios

Alg™") = 1+aqg " +ag?+ . +ang" (4.5)
B(g') = bo+big " +bag P+ A bmg " (4.6)

o modelo de um sistema discreto pode ser expresso de modo compacto

A(g ylk] = Blg")ulk] (4.7)

4.1.1 Modelos no espago de estados

Uma equacao a diferencas de ordem n pode ser reescrita como n equacoes de
ordem 1.

Para ilustrar o processo, considere o caso particular den=4e by =0

ylk] = —awylk — 1] — agylk — 2] — azylk — 3] — aqy[k — 4] +
+brulk — 1] (4.8)
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A condigao by = 0 significa que nao ha resposta instantanea y[k] a uma exci-
tagao u[k].

T
Seja o vetor xi = [ x1k] xolk] =x3lk] x4lk] } , obtido mediante a associa~
cao

xik] = ylk—3];x2[k] = y[k — 2] ;x3[k] = ylk — 1] ;xa[k] = y[k] (4.9)

Por inspecao, constata-se que

xall] = ylk -3 =xalk— 1] (4.10)
xoll] = ylk—2] = xslk— 1] (4.11)
xsll] = ylk—1] = xafk— 1] (4.12)
xq[k] = ylk] (4.13)

= —mylk — 1] — agy[k — 2] — azy[k — 3] — asy[k — 4] +
+hyulk — 1] (4.14)

em que a ultima linha pode ser reescrita substituindo-se y por x ou

X4[k] = —a1X4[k — 1] — a2X3[I{7 — 1] — CL3X2[k‘ — 1] — a4X1 [I{Z — 1] +
+brulk — 1] (4.15)

Em notacao matricial, tem-se que

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
x[k] = 0 0 0 1 x[k—1]+ 0 ulk — 1] (4.16)
—a4 —az —a —ai b1
—_——
A B
ylk] = [0 0 0 1 ]x[K] (4.17)
~—

Observagao: Caso by # 0, adiciona-se boulk] na expressao da saida y[k] =
Cxlk] + boulk] ou y[k] = Cx[k] + Dulk].

A equacao de estado é de recorréncia,
x[k + 1] = Ax[k] + Bulk] (4.18)
e dadas

1. a condigao inicial x[0] = xq e
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2. a sequeéncia de entradas {u[0], ..., u[k — 1]}

é imediato obter a expressao para um termo genérico x[k] na forma fechada

x[l] = Axg+ Bu[0] (4.19)

x[2] = Ax[1]+ Bu[l] = A%xy + ABu[0] + Bul[l] (4.20)

x[3] = Ax[2]+ Bu[2] = A’x¢ + A?Bu[0] + ABu[l] + Bu[2] (4.21)
k—1

x[4 = AFxy+ Z AR1TIBy 4] (4.22)
=0

Exemplo de resposta a uma sequéncia degrau

Considere o modelo de tempo discreto

x[/f+1]:[_0'(6) ”x[kw ﬂu[k] (4.23)
ylk] = | 1 0 | ulk] (4.24)

A resposta a sequéncia u[k] = 1Vk encontra-se ilustrada na figura 4.1.
3

25

L ]
* e %0 0000

i
-

05

Figura 4.1: Exemplo de resposta degrau de um sistema discreto. O Eixo da
abscissa é o conjunto de niimeros naturais.

4.1.2 Estabilidade de modelos discretos

Em vista de se ter
x[k] = APxq (4.25)
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o modelo serd estavel se |\; (Apxn)| < 1;i=1,2,...,n ou, em outras palavras,
se todos os autovalores de A estiverem contidos no circulo unitario no plano
complexo.

Se a saida de interesse é dada por y[k] = Cx[k], entao

k—1
y[k] = CA¥xo + > CAM1""Buli] (4.26)
=0

e, para xg = 0 e entrada tipo pulso unitario (delta de Kronecker),

1 k=0
ulk] —{ 0 k0 (4.27)
tem-se que a resposta é
y[k] . CA* B (4.28)

Pode-se verificar que o modelo é BIBO estavel se a resposta a pulso é limitada.

Seja entrada limitada |u[k]| < M;, 0 < M; < co. A saida correspondente é

k—1
’y[k‘]‘ = | Y. cA"'"By (4.29)
i=0
k—1 )
< Z‘CA’f—l—ZB]Ml (4.30)
1=0

Se a resposta impulso ¢ limitada, | CA¥"17'B | < My, 0 < M, < oo, entdo
k—1
| ylk] | <30 Mo My = k MpMy < oo (4.31)
i=0

4.1.3 Controlabilidade de modelos discretos

A verificacao da controlabilidade é imediata, pois se a ordem do modelo é n e
sao dados xg e Xy, respectivamente o ponto inicial e o final desejados,

x;— A"xg = A" 'Bu[0] + A" *Bu[l] + ... + ABu[n — 2] + Bu[n — 1] (4.32)
de modo que se

p[B AB .- A"2B A"IB|=n (4.33)
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pode-se determinar a lei de controle desejada {u[0], u[1],...,u[n — 1]}.
Porém, deve se ter cuidado, pois, por definicdo, controlabilidade se refere
a capacidade de levar qualquer estado xg a origem.

O modelo, x[k + 1] = Oy xp x[k] + Bpx1 u[k], segundo essa definicao é contro-
lavel (logo, o termo atingibilidade é preferivel em alguns casos).

4.1.4 Observabilidade

A verificagao da observabilidade (capacidade de determinar x(y a partir de
medidas yli], i = 1,2,...,n) também é imediata.

Por simplicidade, seja {u[i]} = 0 e assuma que sao fornecidas n medigoes,

y[0] = Cxog (4.34)
y[l] = Cx[1] = CAxg (4.35)
yln] = Cz[n] = CA" xg (4.36)
Assuma que o posto
C
CA
p =n
CAn—l

Nesse caso, imediatamente,

-1

C y[0]
cA yl1]
X0 = . .
cA! yln —1]

Em principio, para obter o valor de x[k] de um modelo de ordem n, observavel,
basta que se disponha de n medicoes da saida, {y[k], ..., y[k +n — 1]}.

Porém, uma forma mais pratica de se obter uma estimativa do estado é através
do uso de observadores de estados.

Observadores de estados sdo também conhecidos como Estimadores de Estado
ou ainda como Observadores de Luenberger.
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Nota-se que os modelos de estados no tempo continuo e no tempo discreto
sao muito semelhantes. Enquanto no tempo continuo tem-se et, no caso
discreto tem-se A*. O efeito da excitacao u continua sendo via convolugao
com integracao [ no caso continuo e somatéria Y no caso discreto. A regiao
de estabilidade é o semiplano esquerdo no caso continuo e o circulo unitario
no caso discreto. Os testes de controlabilidade e de observabilidade sao
idénticos.

4.2 Transformadas Z
A solugao de equagoes diferenciais ordindrias invariantes no tempo que mode-
lam processos LTI pode ser estudada com o uso de transformada de Laplace.

No caso de processos de tempo discreto, modelado por equagoes a diferencas,
utiliza-se a transformada Z.

Dada uma sequéncia { f[k] }x=0,12,...a transformada Z (convenciona-se, usual-
mente, denotar Z | f[k]]| por F(z)) é definida por

Z [ flk]] = i AL Em (4.37)
k=0

O conceito de fungoes geradoras era conhecido ha longa data (de Moivre, 1730)
e foi reintroduzido em 1947 por Witold Hurewicz, sendo batizado de transfor-
mada Z por Ragazzini, J.R. e Zadeh, L.A. da Universidade de Columbia em
1952.

Exemplo: Transformada de degrau discreto

ulk] = { é Z i 8 (4.38)

Diretamente da definicao de transformada Z

U) = 124127 412724 .. (4.39)
1
= T (4.40)
V4
= 4.41
po— (4.41)

Os modos mais simples para obter a transformada inversa de F'(z) é a divisao
longa e expansao em fragoes parciais, embora exista a férmula de inversao.
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4.2.1 Propriedades da transformada Z

Embora existam muitas propriedades da transformada Z, restringe-se aqui
aquelas mais utilizadas na Teoria de Controle.

e Linearidade: Z[af[k] + Bg[k]] = aF(2) + BG(z)

e Deslocamento no tempo: Z[ f[k + 1|ulk]] = zF(z) — zf[0].

Em geral, propriedades de transformada 7 sao facilmente verificadas

diretamente.

No caso, considere as sequéncias

FIK] = fl0), fIO], £12), -
fIk] = S, f12], f13] -
Constata-se imediatamente que
F(z) = Z[f[K]
= flO]+ f[)27" + fl2272 + f13]7°
2F(z) = Zf[)]+f{1]+f[2]z_1+f[3] s
F(z) = Z[f[k]

e, logo por inspecio, F(z) = zF(z) — zf]0).

e Transformada da potenciagao:

Z[ak]

e Teorema do valor final:

= %V talz F a4

= 1+ (az7 )4 (az7H)?+ ...
z

z—aQ

foo = lim(z ~ 1E(2)

e Transformada da convolugao: (f * g)[k] = F(2)G(2)

(4.49)
(4.50)

(4.51)

Mais detalhes, outras propriedades e tabela de transformadas Z podem ser
encontradas, por exemplo, em (HEMERLY, 1996), (CADZOW; MARTENS,
1970), (FRANKLIN; POWELL; EMAMI-NAEINI, 1986) e muitos outros tex-

tos.
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4.3 Modelo no dominio z
Considere um modelo no espaco de estados
x[k+1] = Ax[k]+Bulk] ; y[k] = Cx[k] (4.52)

Aplicando-se a transformada Z, tem-se que

Z[x[k]] = Z[Ax[k]+ Bulk]] (4.53)
2X(z) —zxg = AX(z)+BU(2) (4.54)

ou seja,
X(z) = (21— A) 'xo+ (21 — A) "' BU(2) (4.55)

Lembrando que y = Cx, tem-se que Y (z) = CX(z) e o modelo é descrito no
dominio transformado por

Y(2) =C (21— A) 'xg+ C (21— A) ' BU(z) (4.56)
G(z)

obtendo-se, como no caso de tempo continuo, a fungao de transferéncia G(z)

G(z)=C((:I-A)"'B (4.57)

Exemplo de fungao de transferéncia

Considere o modelo de tempo discreto

k41 = [_82 0%9]x[k:]+[(1)]u[k] (4.58)
S ——
A B
ylk] = [1 0 ]x[K (4.59)
C

Tem-se imediatamente que

G(z) = 58 (4.60)
= C(z:I-A)'B (4.61)
- @t 1 (4.62)




148  Engenharia de controle

4.4 Transformada inversa de Z

Dadas a fungao de transferéncia G(z) e uma entrada U(z), tem-se imediata-
mente que a saida, no dominio transformado, é dada por

Y(z) = G(2)U(z) (4.63)

assumindo condicoes iniciais nulas.

Para obter a sequéncia de saida y[k] = Z7![Y(z)], pode-se utilizar o mesmo
método apresentado no caso de tempo continuo, ou seja, expansao em fragoes
parciais com termos tipicos:

" [o[k]]

1 (delta de Kronecker)

o Z71 [ulk]] = — i r  (degrau unitério)
bt
k 1
o Z~ 1 [ka u :| = w’ﬁ
z-1 k kll = 1—2~1 cos(w)
d [COS( w)u[ H — 1-22"Tcos(w)+2—2
. —1lgj
b Zil [Sln(kw)u[kﬂ = 172;—1 czlsn(%arz—2
Exemplo
Seja um processo cuja fungao de transferéncia é G(z) = m e a entrada
u[k] é um degrau unitario.
Lembrando que Zulk]] = %7, tem-se que
1 z
Y = 4.64
(=) 2-032-01 21 (4.64)
- : (4.65)

(z—05)(z+0.2)(z—1)
—1.4286 —0.2381 1.6667

p— 4.
2—0.5+2+0.2+z—1 (4.66)

Pela tabela, Z[a*] = de modo que

ylk] = Z7'Y(2)] (4.67)
~1.4286 —0.2381  1.6667
= z! + + (4.68)

z—0.5 z+0.2 z—1
= —1.42862(0.5)""1 —0.23812(—0.2)""1 +1.6667 k > 1 (4.69)
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Pausa para relembrar conceitos importantes: No caso continuo, utilizava-se
a transformada de Laplace e no caso discreto a transformada z. Nota-se
que L{ f(t)} = J5° f(T)e™*" dr enquanto Z{ f[k] } = 3272, flilz*, de modo
que se observa, novamente, exponenciacao e integracao no caso continuo e
potenciagao e somatoria no caso discreto.

4.5 Alguns textos historicos

John Ralph Ragazzini (1912-1988) é considerado o

pioneiro na area de sistemas de controle para mode- ,‘;
los de tempo discreto.

Junto com Lotfi Aliasker Zadeh (1921-2017), apre-
sentado mais a frente na secao que trata de conjun-
tos nebulosos, propos, em 1952, a transformada Z.

\

N

Figura 4.2: J. R. Ra-
gazzini.

Entre os livros mas antigos sobre controle de mode-
los discretos estao:

e Ragazzini, J. R. e Zadeh, L. A. The analysis of
sampled-data system. Transactions of the American Institute of Elec-

trical Engineers, Part II: Applications and Industry, v. 71, n. 5, p.
225-234, 1952.

o Jury E. I. Theory and Application of the Z-
Transform Method. John Wiley and Sons, 1964.
4.6 Exercicios

4.6.1 Exercicio: Sequéncia de Fibonacci

Considere a equagao a diferencas (que gera a sequéncia de Fibonacci)

ulk] = wulk—1]+ulk —2] (4.70)
uld)] = 0 (4.71)
u[l] = 1 (4.72)

Escrever o termo geral na forma

ulk] = A} + ap)b (4.73)
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4.6.2 Exercicio: Resposta a condigao inicial

Obter uma expressao para o termo genérico y[k|

ylk] + 0.3y[k—1]—0.4y[k —2] =0 (4.74)
ylo] = 1 (4.75)
y[1] = -1 (4.76)

4.6.3 Exercicio: Resposta a entrada delta de Kronecker

Obter uma expressao para o termo genérico y[k| de

ylk] + 0.3y[k —1] —0.4y[k — 2] = ulk — 1] (4.77)
ylo] = 0 (4.78)
y[ll] = 0 (4.79)

sabendo-se que a excitacao é caracterizada por

ulk] = { é :;8 (4.80)

4.6.4 Exercicio: Resposta a excitagao degrau

Obter uma expressao para o termo genérico y[k], sabendo-se que ulk] =
1,k >0

gkl + 0.3y[k — 1] — 04ylk — 2] = ulk — 1] (4.81)
ylo] = 0 (4.82)
y[ll] = -0 (4.83)

4.6.5 Exercicio: Resposta a excitacao rampa

Obter uma expressao para o termo genérico y[k|, sabendo-se que ulk] =
k, Vk > 0 (Entrada u tipo rampa)

ylk] + 0.3y[k —1] — 0.4y[k — 2] = ulk — 1] (4.84)
ylo] = 1 (4.85)
y[] = -1 (4.86)




Modelos de tempo discreto 151

4.6.6 Exercicio: Resposta a condigao inicial

Obter uma expressao para o termo genérico y[k|

ylk] + ylk—11+05y[k—2] =0 (4.87)
ylo] = 1 (4.88)
y1] = -1 (4.89)

4.6.7 Exercicio: Transformada inversa em Z

Obter e[k] aplicando a transformada inversa em Z

1.
B z(z—1)
EG) = a5 1005
2.
B(z) = 22 —22+4+1
3. .
EG) = e
4.
E(z) = 0.5z
(z—1)(z—0.5)
> B — 0.5
)= DG 05
6.
B(2) 0.5(z + 2)
T D)z —05)
i B 0.5
e e R
8.
B(z) = 0.5(z 4+ 0.5)

(z —0.5)3
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4.6.8 Exercicio: Espago de estados

Colocar na forma de espaco de estados,

x[k+1] = Ax[k] + Bul] (4.90)
ylk] = Cx (4.91)

as seguintes equagoes a diferencas
1. ylk] = 1.5y[k — 1] + 0.56 y[k — 2] = ulk — 1]
2. ylk] +ylk = 1]+ y[k = 2] + y[k — 3] = Sulk - 1]

3. ylk] — 1.5ylk — 1] + 0.56 y[k — 2] = u[k — 1] + 0.2 u[k — 2]

4.6.9 Exercicio: Funcao de transferéncia discreta

Obter a funcao de transferéncia Y(z)/U(z) a partir da equacao a diferengas
1. ylk] = 3ylk — 1] + 2y[k — 2] = 2u[k — 1]

2. ylk] — 1.5y[k — 1] — 0.56 y[k — 2] = 2ufk — 1] — 1.12u[k — 2]

4.6.10 Exercicio: Fungao de transferéncia discreta

Obter a funcao de transferéncia T'(z) = EE;;
0 1 0 0 0
0 0o 1 0 0
x[k] = 0 0o o0 1 x[k—1]+ 0 ulk — 1] (4.92)
-02 —-04 0.1 08 0.1
ylk] = [0 0 1 1 [x[K] (4.93)

4.6.11 Exercicio: Estabilidade

Indicar para que valores de « os seguintes modelos sao estaveis:

2. G(z) = =2

3. y[k] = 0.7y[k — 1] + ay[k — 2] = u[k — 1]
4. ylk] — 0.7y[k — 1] + aylk — 2] = ulk — 1] — 2u[k — 2]




5

Identificacao de modelos

“All identification is for control and ownership..”
— Bryant McGill

Identificacao, no contexto desta obra, é o processo de construir um modelo para
um dado sistema a partir dos registros de pares entrada-saida, { u(t), y(t) }to<t<t,
ou { ulk], y[k] }o<ko<k,-

Em geral, podem ser agrupadas em duas categorias.

1. Identificacao paramétrica: tendo-se escolhido a estrutura do modelo,
0s seus parametros sao estimados a partir dos dados disponiveis. Por
exemplo, se a estrutura escolhida é um sistema LTI de segunda ordem,
busca-se estimar £ e wy,.

2. Identificagdo nao paramétrica: a partir dos pares entrada-saida, busca-se
diretamente um mapa que os relacione. Por exemplo, um algoritmo de
aprendizado pode ser utilizado para ajustar uma rede neural artificial
que represente esse mapa entrada-saida.

5.1 Meétodos elementares

Sistemas simples, por exemplo, do tipo LTI de uma entrada e uma saida,
podem ser identificados por experimentos simples, como:

e Excitar o processo com sinais u(t) do tipo degrau e observar a resposta.
Caso a resposta se aproxime aquela caracteristica de 2* ordem, o so-
bressinal, o tempo de subida e o erro em regime permanente permite
determinar K, £ e w, de

T(s) K

- 32 + 2501113 + w%

(5.1)

153
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e Excitar o processo com sinais senoidais em uma ampla faixa de frequén-
cias e ajustar assintotas as curvas de Bode.

e Excitar o processo com um ruido branco e obter o grafico da funcao
de correlagdo cruzada entrada-saida. Estando u(t) e y(t) na condi-
¢ao de estacionaridade no sentido amplo, a resposta impulso do pro-
cesso ¢ dada por h(t) = Ryy(t), em que Ryy(t) = Elu(t)y(t —t)] =
% fOT u(T)y(r — t)dr para T suficientemente grande. O detalhamento
deste método foge ao escopo deste livro e os interessados sao referidos aos
textos (AGUIRRE, 2015b), (EYKOFF, 1974), (GOODWIN; PAYNE,
2012) e (LJUNG, 1998).

5.2 Identificacao de modelos de tempo discreto

Neste capitulo sao tratados apenas os métodos paramétricos, ou seja, a es-
trutura do modelo é assumida conhecida e os seus parametros sao estimados
através das medidas das entradas e as correspondentes saidas.

Com a intensificacao do uso de equipamentos digitais em controle, a identifica-
¢ao de modelos de tempo discreto tem ganhado cada vez mais espaco na teoria
e aplicacao de sistemas de controle, competindo com métodos de discretizagao
de modelos obtidos invocando leis fisicas.

A leitura deste capitulo requer alguns conhecimentos bésicos da teoria de pro-
babilidade e de processos estocasticos que pode ser encontrado em livros textos
tais como (PAPOULIS, 1984), (GNEDENKO; KHINCHIN, 2013) e (DUR-
RETT, 2019)

1. Dado um espago de probabilidade (2, F, P), uma varidvel aleatéria real
¢ uma funcdo X : @ — R ou X (w) com w € . Porém, aqui e como em
muitos textos, o argumento w é omitido.

2. O valor esperado de uma variavel aleatoria X é definido como
E[X] = / X () P(dw) (5.2)
Q
= [ erx(epae (5.3)

em que fx é a fungao densidade de probabilidade de X (£ é apenas uma
varidvel de integragao).

3. Variaveis aleatérias X normalmente distribuidas, denotadas por X ~
N(u,0?), sdo as que possuem densidade de probabilidade fx expressa
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por . o
fx(z) = 3 (5 (5.4)

o21

4. Uma sequéncia i.i.d. de varidveis aleatérias { X[0], X[1],...} é aquela
em que X[i] e X[j] possuem distribuicoes idénticas e, além disso, X[i] e
X[j] sao varidveis aleatérias independentes, Vi # j.

5. Quando as variaveis X e Y possuem distribuicao normal, a nao correla-
gao (corr(X,Y) =0) implica independéncia.

6. A notagao utilizada para a matriz de covarianca é cov(X) = E[(X —

E[X])(X — E[X])T]

7. Quando duas varidveis aleatorias X e Y sao correlacionadas, o conheci-
mento de Y afeta a probabilidade de X. Assim, a esperanca condicional
de X dado Y é denotada E[X|Y] (que é uma nova varidvel aleatéria).

5.2.1 Estimador de minimos quadrados

Neste moédulo serd apresentado apenas o caso de estimacao de parametros de
uma classe de modelos lineares utilizando o método dos minimos quadrados.

Considere um sistema SISO descrito por

Aa)ylkl =B (¢7) ulk) + wlk] (5.5)

em que A e B sdo polindémios em ¢!

A (q_l) = l4aig +... +apg ™" (5.6)
B (q—l) = bo+big o+ bpg " (5.7)

e ¢! representa o operador atrasador unitério, y[k] é a saida, u[k] é o sinal de
entrada e w[k] ~ N(0, 1) sdo ruidos independentes identicamente distribuidos
(i.i.d.).

Essa expressao pode ser colocada em uma forma mais conveniente

ay

ok = [yl =1 - ylk—n] ulk] - ulk—m] ] +ulk] (58)
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Suponha que os registros dos sinais de saida e da entrada, respectivamente,
{y[0],...,y[N]} e {u]0],...,u[N]} com N > n sao fornecidos.

Entao, empilhando-se as expressoes 5.8 com y[N] no topo e decrescendo até
y[n], tem-se que

T
Y =[ylN] yN-1] - yln] |
T
0= [ a an bo b ] (5.9)
T
W= | w[N] w[N-1] wn] | (5.10)
—y[N —1] —y[N —n] u[N] u[N —m]
—y[N — 2] —y[N —n—1] | u[N — 1] u[N —m — 1]
A= :
—yln — 1] —yl[0] uln] ufn —m]
(5.11)
tem-se a representacao compacta
Y=A0+W. (5.12)

A matriz Aé(N—n+1)x (n+m+1)com N —n+1>n+m+ 1, ou seja,
o sistema possui muito mais equacoes do que incégnitas e nao haveria como
satisfazer todas elas simultaneamente.

As inconsisténcias sao, em geral, devidas aos ruidos w[k] desconhecidos.

A ideia, portanto, é utilizar o método dos minimos quadrados, de modo que,
quando o comprimento dos registros IV é grande, o efeito do ruido é reduzido.

O valor de © que minimiza ||Y — A8]|%, denotado 0, deve satisfazer a condigao

d 2
— Y — APO

=0 (5.13)
=0

Desenvolvendo o lado esquerdo dessa condicao, obtém-se que

d

— (Y —-A0)" (Y - A¥0) = 0 (5.14)
do -
0=0
% (Y7Y —2Y"A0 +67AT A0) = 0 (5.15)
0=0
(—2ATY + 2ATAe) =0 (5.16)
0=0
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A expressdo de © que minimiza o erro quadratico é, portanto,

0= (ATA)_1 ATY (5.17)

Essa é a expressao do EMQ (Estimador de Minimos Quadrados ou Least Squa-

-1
res Estimator - LSE) e a matriz At = (ATA> AT é conhecida como a
pseudoinversa de Moore-Penrose de A.

Algumas propriedades do

EMQ (LSE):

e Uma estimativa 0 de 0 ¢ dita ser nio polarizada se F {é] = 0.

EB] = B

= F

I
@

e cov(0) = (ATA)!

Lembrando que 0=

_(ATA) ! ATY] (5.18)

(ATA0+ W)} (5.19)

s
:(ATA) (ATA) 0+ (ATA)" 1W] (5.20)
(ATA)" 1(AT ) e+(ATA)_1Eij'O (5.21)

(5.22)

-1
(ATA) ATY e Y = A0 + W, pode-se escrever

0 - E[0)] = E[ATA)'ATWWTA(ATA)]

(ATA)TATE[WWT]AATA) !
(ATA)TTATA(ATA)
(ATA)™? (5.23)

e Teorema de Gauss-Markov:

A estimativa obtida pelo MQE, 6, é Otima na classe de estimadores
lineares nao polarizados (ou se © = AY tal que E[0] = 0,V0, entao

cov(0) < cov(0)).

Note, inicialmente, que

0 =E[0] = E[AY] (5.24)
= E[A(A0+W)] (5.25)
= AA6 + E[W] (5.26)
= AA® (5.27)
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Em vista de © = AA®, conclui-se que AA =Te, por outro lado,

cov(A) = E[(6 - E[6])(6 - E[6)"] (5.28)

= E[(AY 0)(AY — 0)7] (5.29)

= E[AWWTAT] (5.30)

= AAT (5.31)
uma vez que

AY -0 = AAO+W)—0 (5.32)

— (AA)P+AW -9 (5.33)

= 04+ AW -0 (usando AA =1) (5.34)

= AW. (5.35)

Seja agora A definido por A = A — (ATA)"1A7 ¢ note que AA =0
pois AA =1.

Lembrando que havia sido mostrado que cov(A) = AAT, tem-se que

cov(A) = AAT (5.36)

A+ (ATA)TTATA + (ATA)TTAT)T (5.37)

= AAT 4 (ATA)! (5.38)

AAT + cou(0) (5.39)

Logo, cov(0) > cov(8), pois AAT > 0.

e O teorema de Gauss-Markov permite concluir que a estimativa 0 ¢ BLUE
- Best Linear Unbiased Estimator.

5.2.2 Regioes de confianca para EMQ

A identificagdo paramétrica de modelos resulta em incertezas quando hé pre-
senca de ruido.

Assim, é importante que se estime a regiao de confianca das estimativas com
algum grau de significancia.

Por exemplo, saber que um parametro possui dispersao de 10.0 £+ 0.1 permite
a realizagdo de um projeto melhor do que no caso de 10.0 £ 1.0.

Assuma que se estd utilizando o método do EMQ), caracterizado por

Y = AO+W (5.40)
6 = (ATA)'ATY (5.41)
W = Y-—AB (5.42)

em que W ~ N(0,0°T).
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Sabendo-se que cov(8) = (ATA)™!, tem-se

(6 —6) ~N(0,02 (ATA)™) (5.43)
Logo, adotando se a faixa de significancia de 0.95, e denotando P = (AT A)~1,
tem-se

0; € (@ — 20+\/Dis, 0; — 20\/Pii)
Caso com o desconhecido

(5.44)

Agora, ndo somente o 0, mas também o2 deve ser estimado:

N—-—m+1
9 1
g

= > ok (5.45)
N-—m =

Necessita-se, ainda, dos seguintes resultados auxiliares (WITTE; WITTE,

2017):

e “Se {u[k]}k:m’_._’]\-, é tal que ulk] ~ N(0,1), entao Z{jf:l ulk] ~ x%”
e “Seu~N(0,1)ev~ X?V’ entao

2

(5.46)
tem distribuigao ¢ de estudante com N graus de liberdade (tx)”
Faca-se a associagao

6._0 | Nomt1
u=—ev=— w[k]? (5.47)
Pii A
Nessas condiges, u ~ N(0,1) e v ~ x%_,, e
6, — 0 1
v - AT (5.48)
e /i \/ Ly e
N—m
6, -0 1
= (5.49)
Dii o Wk
N—m
8,0

(5.50)
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Consultando-se tabelas estatisticas, pode-se obter k, correspondente a regiao
de confianga com nivel de significancia alpha da distribuicao tn_,.

O valor verdadeiro estaria com significancia o em
0; = (@‘ — ka/piit , 0; + kavpiﬁ) (5.51)

Observacao: Existem outros métodos de estimacao de parametros, tais como
o da maxima verosimilhanga (mazimum likelihood) e MAP (méximo a priori).

5.2.3 Minimos quadrados recursivos

A expressiao (ATA)"1AT nao é conveniente pois a estimativa 0 no instante
k + 1 teria que ser recalculada usando todos os pares (y[i],u[i]) para i =
0,k + 1.

Se B[k] é a estimativa com as informacoes {y[0], ..., y[k]} e {u[0],..., u[k]}, a
ideia é obter 0k + 1] a partir de O[k], y[k + 1], ulk + 1].

Seja a matriz Py definida por
-1
P, — (A{Ak) (5.52)

em que Ay é construida a partir de {y[0], ..., y[k]} e {u[0], ..., u[k]}.

A matriz Ap4q possui uma linha a mais do que Ay, ou seja,

A
Apl = [ aifl ] (5.53)

Analogamente, agrega-se a nova medida y[k + 1] ao vetor Yy

Yy

Jik 1] (5.54)

Yip =

Lema de inversao de matrizes:

Sejam M, xn, bpx1 € Chx1 tais que det (M + bcT) #0el+ c’A1b #0.

Nestas condicoes pode-se mostrar que
! -1 Tar—11) ' M-1heIng—1
(M+be") =M™~ (1+"™™M'b) M ~'be’M (5.55)

—1
A ideia é utilizar esse lema para reescrever (AZHAkH)
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A matriz de covarianca do erro é dada por
-1
Pr = (AL Ak (5.56)
N\ -1
A
| AT || o (5.57)
Ay |
-1
(AgAk + ak+1akT+1) (5.58)
Praji1af.
I— - T19%+1 P, (5'59)
(1 + ak+1Pkak+1>
uma vez que agﬂPkakH é um escalar.
Por outro lado,
. -1
Ok +1] = (A;}F+1Ak+1) Al Y (5.60)
— T -1 T Yy
= (Ak+1Ak+1) [ Ak Ak+1 } y[k‘+ 1] (561)
1 Y
= (AgAk+ak+1ag+1) [ Al app } y[k;—il] ] (5.62)
Pkakﬂagﬂ T
— |1- T Py (ALY +apylk +1])(5.63)
(1 + ak+1Pkak+1)
Pkak+1akT+1 ~
= |1- - (1K) + Pragyay[k +1])  (5.64)
(1 + ak+1Pkak+1)
N P N
— B[k + Rt ylk+1] - af, 0k])  (5.65)
(1 + ak+1Pkak+1>
Para a ultima passagem, usou-se a seguinte simplificacao
Prayia);
1 P by glk 1) = Pragylk 1] (5.60)
(1 + akHPkakH)
ja que
escalar escalar
T T
aj1Pragi1 Pragpylk + 1] = Prag1 aj Pragyr y[k + 1] (5.67)
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Definindo-se
-1
Kii1 = PrAg (1+al, Prags) (5.68)

nota-se que a expressao do EMQ recursivo é a mesma do filtro de Kalman.

inovacao

~

Ok +1] = O[k] + Kyy1 (y[k + 1] - af,,0[k]) (5.69)
A matriz de covarianca do erro é dada recursivamente por
Prq = [I - KkHA;{H} P, (5.70)

Observagao:

e Modelos tendem a variar com o tempo, mesmo que lentamente, de modo
que dados “antigos” podem nao contribuir para melhorar a estimacao.

e Uma solugao é “esquecer” as medidas antigas utilizando o forgetting fac-

tor 0 < A< 1:
N N P N
Ok + 1] = O[K] + hak+1 (ylk +1) —afy,0k])  (5.71)
(1 + A a%HPkakH)
Exemplo

Considere o modelo de tempo discreto

00 012 1

x[k+1] = 1 0 —0.74 | x[k]+ | 0 |u (5.72)
01 15 0

ylk] = [0 0 1 |x[k] (5.73)

cuja representacao na forma ARMA é
ylk + 1] = —=1.50y[k] + 0.74y[k — 1] — 0.12y[k — 2] + 1.00ulk — 2]  (5.74)

Aplicando-se o método de identificacdo por minimos quadrados recursivos,
obtém-se o grafico da figura 5.1.
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Identificacdo Recursiva MQ

1.5
1.00
______________________________ 0.74
T
[ e
<
=
1.50
0 10 20 30 40 50

Figura 5.1: Identificagdo pelo método de minimos quadrados recursivos.

5.3 Identificacao pelo método do subespacgo

A partir de medidas de sinais de entrada u[k] e de saida y[k], deseja-se estimar
o modelo SISO no espago de estados {A,B,C,D}

em que x[k] é n x 1.

Supondo x[k] e {u[k]} conhecidos, pode-se escrever

x[k+1] = Ax[k]+ Bulk] (5.77)
x[k+2] = Ax[k+ 1]+ Bulk+ 1]

=  A%x[k] + ABu[k] + Bulk + 1] (5.78)
x[k+3] = Ax[k+ 2]+ Bulk + 2]

= A3x[k] + A’Bulk] + ABulk + 1] + Bu[k +2] (5.79)

x[k+N] = AVx[k]+ Nijl AN By [k + 4] (5.80)
=0
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Portanto, multiplicando-se por C & esquerda, tem-se que

ylk + N]|

Para simplificar a notacao definem-se Yn, VN, Hn e Un

Cx[k] + Dulk]
CAx[k] + CBu[k] + Dulk + 1]

CA?x[k] + CABu[k] + CBu[k + 1] + Du[k + 2|

(5.81)
(5.82)
(5.83)

CA’x[k] + CA*Bulk] + CABu[k + 1] + CBu[k + 2] +
+Dulk + 3]

(5.84)

N—-1
CAVx[k] + > CAN"'""Bulk+i]+Dulk+ N]  (5.85)

1=0

y[k] C
ylk + 1] CA
ylk + 2] — CA? x[k]
y[k + N| CAY
YN VN
[ D 0 0 o[ wkl |
CB D 0 0 ulk + 1]
+ CAB CB D 0 ulk + 2]
CAN-IB cAM?B cAYB D || ulk+ N]
Hy Un
(5.86)
de modo que em notacao compacta, para cada instante k, tem-se
Yy =Vuyx[k] +HyUy (5.87)

A matriz V possui uma estrutura que lembra a matriz de observabilidade e

os elementos da matriz Hy contém respostas impulso CAB.

Os parametros a serem estimados sao Vy e Hy.

A ideia é coletar dados desde o instante k até k + N, com N suficientemente
grande para que se possa aplicar, por exemplo, o método dos minimos qua-

drados.
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Agrupando-se lado a lado os Y correspondentes a x[k] e Uy para vérios
instantes k, podem ser construidas as matrizes de dados Y e U, na forma

ylk] ylk+1 - ylk+ M]
ylk + 1] ylk + 2] e ylk+ M+ 1]
Y = | ylk+2]  ylk+3] - ylk+M+2] (5.88)
| ylk+N] ylk+ N+ 1 - ylk+ M+ N]
[ k] uk+1 - ulk+M] |
ulk + 1] ulk + 2] <o ulk+ M+ 1]
U = ulk + 2] ulk + 3] <o ulk+ M+ 2] (5.89)
Wb N wlk+N+1) e ulkd MAN]
Definindo-se
X =[xk xk+1] - x[k+M] | (5.90)

pode-se escrever utilizando-se as definicées de Y e U
Y =Vyx+HyU (5.91)
Se x é medido, entao a obtencao de Vy e Hy a partir de 5.91 poderia ser

feita diretamente pelo método de minimos quadrados.

Porém, se x nao é disponivel, entao o problema de estimar V e Hy a partir
de 5.91 é mais intricado e foge ao escopo deste livro.

Um tratamento sistematico desse caso pode ser encontrado em Qin, S. J. An

Overview of Subspace Identification. Comp. and Chemical Engineering., v.
30, 2006, p. 1502-1513.

Embora existam métodos nao paramétricos, como o dos casos que empregam
redes neurais artificiais, que permitem casar modelos (model matching)
a relacgao entre os registros de entradas e saidas, esta secao buscou a iden-
tificagcao de parametros de modelos na forma de equacoes a diferencas. E
importante ressaltar que uma identificacao acurada e precisa requer ade-
quada quantidade de informagoes também acuradas e precisas.

5.4 Algumas notas historicas

Em 1809, Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) publicou um trabalho que
apresentava um tratamento sobre o método dos minimos quadrados sob a hipé-
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tese de erros normalmente distribuidos. (Gauss, J. C. F. Teoria de movimento
de corpos celestres movendo em sec¢oes conicas ao redor do sol (em latim).
Friedrich Perthes e 1. H. Besser, Hamburgo, 1809).

Porém, em 1805, Adrien-Marie Legendre (1752-1833) j4 tinha publicado um
livro em que o método de ajustar curvas a uma série de dados era apresentado
no apéndice (Legendre, A. M. Novos métodos para a determinacao de orbitas
de cometas (em francés). F. Didot, 1805.

Um fato curioso é que o retrato de Legendre que tem circulado em variados
meios de publicagdo é, em verdade, do politico Louis Legendre (1752-1797),
nao sendo do matematico Adrien-Marie Legendre.

Em 1821, Gauss apresentou uma prova do teorema de Gauss-Markov que mos-
tra a otimalidade do método de minimos quadrados, conforme a primeira parte
da sua obra: Gauss, C. F. A teoria da combinagcao menos afetada por erros de
observagao (em latim). Societas Regia Scientiarum Gottingensis, 1821.

O teorema foi redescoberto em 1900 por Andrey Andreyevich Markov (1856-
1922), famoso pelos processos de Markov (Markov, A .A. Extensao da lei dos
grandes numeros para quantidades dependentes (em russo). lzvestiya Fiziko-
matematicheskogo obschestva pri Kazanskom universitete, v.15, 1906, pp. 135-
156.

Em 1933, Andrey Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987) publicou o livro que
estabeleceu uma formulagao axiomaética para a Teoria de Probabilidades (Kol-
mogorov, A. Foundations of the probability theory (em alemao). Julius Sprin-
ger, 1933).

Uma excelente referéncia na lingua portuguesa é (AGUIRRE, 2015b) e, na
lingua inglesa, (LJUNG; SODERSTROM, 1984).

Markowv
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5.5 Exercicios

5.5.1 Exercicio: Ajuste de retas usando o método de minimos qua-
drados

Assuma que em algum experimento de laboratério é sabido que
y=axr+b (5.92)

emquexr € ReyeR.

Repetindo-se o experimento N vezes, obtém-se um conjunto de pares entrada-
saida

C:{(x1,y1),(:v2,y2),...,(xN,yN)} (5'93)

Devido a erros de medida, cada par (z;,y;) possui uma incerteza aditiva wj.

Ao invés de marcar os pontos em um papel milimetrado e ajustar a reta que
mais aproxima esses pontos usando uma régua, mostrar como o método dos
minimos quadrados pode ser utilizado para obter as estimativas a e b.

Observagao: O conjunto de medidas satisfaz:

1 r1 w1
yf — xz m + w2 (5.94)
YN TN WN

Y A

5.5.2 Exercicio: Identificagao paramétrica pela resposta degrau

Um certo sistema linear invariante no tempo, de 2% ordem, sem zeros, foi
ensaiado no laboratério injetando-se na entrada um sinal u(t) do tipo degrau
unitario. A saida y(t) correspondente encontra-se na figura 5.2. Esbogar a
saida y(t), em regime permanente (¢ 1 00), quando o sinal de excitacao u(t) é
agora de forma senoidal, u(t) = 5sin(2t).

5.5.3 Exercicio: Identificagao paramétrica pelas curvas de Bode

Excitou-se um sistema LTI de segunda ordem com um gerador de sinais se-
noidais e com o auxilio de um osciloscépio, e tracaram-se as curvas de Bode
da figura 5.3. Apresentar modelos desses sistemas na forma de uma funcéo de
transferéncia.
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Resposta a Entradda Tipo Degrau Unitario
07 -

06

05 /
04

03 /
02

01 /

0 02 04 06 08 1 12 14 15
Tempo [s]

Saida y(t)

Figura 5.2: Resposta degrau de um sistema de segunda ordem.

5.5.4 Exercicio: Método dos minimos quadrados

Aplicou-se um sinal u[k] em um sistema de tempo discreto LTI de segunda
ordem e registrou-se o sinal de saida y[k]. O registro dos sinais encontra-se na
tabela a seguir.

Tabela 5.1: Registros de pares entrada-saida de um sistema LTI de segunda
ordem

kK ulk v
0 1.000000 0.700000
1 0.830258 -0.439742
2 0.933023 0.791610
3 1.110557 -0.094803
4 1.207818 0.519340
5
6
7
8
9

0.776472 -0.370270
1.252132  1.115390
1.132029 -0.609886
0.986427  0.756670
0.960956 -0.181629
10 0.956479  0.448792
11 0.939378  0.021957
12 1.004609 0.376130

Identificar os parametros do modelo na forma ARMAX utilizando o método
da batelada (usando a pseudoinversa de Moore-Penrose).
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Exercicio de Identificacdo: Sistema de Segunda Ordem

0

-10

-20

Magnitude [dB)

Phase (deg)

1071 10° 101
Frequency (rad/s)

Figura 5.3: Curvas de Bode - Sistema LTI de 2% ordem.

5.5.5 [Exercicio: Identificagcao

Excitou-se um sistema LTI de segunda ordem com um gerador de sinais se-
noidais e com o auxilio de um osciloscépio, tracou-se as curvas de Bode da
figura 5.4. Apresentar modelos desses sistemas na forma de uma funcao de

transferéncia.

5.5.6 Exercicio: Método do EMQ recursivo

Repetir o exercicio anterior, utilizando-se, porém, o método dos minimos qua-
drados recursivo.

5.5.7 [Exercicio: Regiao de confianga da estimativa

Estimar a regiao de confianga das estimativas obtidas no exercicio anterior.

5.5.8 Algumas observacoes

O campo de estudos de métodos de identificagdao é extenso e varios conceitos
e técnicas importantes estao omitidas neste capitulo.

Por outro lado é comum que, na préatica, a modelagem e identificacao ocupem
recursos e esforcos substanciais em um projeto de sistema de controle.

Em alguns projetos de maior porte, o dispéndio na obtengao de um modelo
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Exercicio de Identificacdo: Sistema de Segunda Ordem
20T e

o
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20 |
40
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80
80
100 -
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Figura 5.4: Curvas de Bode - Sistema LTI de 2% ordem.

confidvel pode vir a significar uma fatia substancial do orgamento.

Por exemplo, no projeto de aeronaves, hd eventuais gastos com testes em tineis
de vento ou CFD estensivo, construgao de ironbirds, construcao de modelos
em escala, construgao de protétipos instrumentados e ensaios em voo, entre
outras possibilidades.

Recomenda-se, portanto, aqueles que se interessam por esse tépico, a leitura
de obras tais como (AGUIRRE, 2015b), (COELHO; COELHO, 2016), (GO-
ODWIN; PAYNE, 2012) e (LJUNG, 1998).
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6

Critérios de estabilidade para
modelos LTI

“The cost of stability is often diminished opportunities for growth.”
— Sheryl Sandberg

Conforme visto anteriormente no Capitulo 3, um ponto de equilibrio xg de
% = f(x) ¢ dito ser estavel se, dado d € R arbitrério, existe €(d) € R tal que
se || x(to) —xg|| <9, entao || x(t) — xg|| < £(d) para Vt > ty.

Sistemas lineares invariantes no tempo
x = Ax (6.1)

possuem um Unico ponto de equilibrio xp = 0 se A é nao singular, mas
infinitos pontos {xg € Ker(A)} se det(A) = 0 e constituem um subespago do
espaco de estados.

Observagao:

Sistemas nao lineares podem ter miultiplos pontos de equilibrio isolados.

Por exemplo, o sistema escalar
L 3
T=x—2x (6.2)

possui trés pontos de equilibrio: 0, —1 e +1.

A solucao de modelos LTI

x = Ax ;x(to) =x0 (6.3)
y = Cx (6.4)

173
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é da forma

y(t) = e’ (6.5)
k=1

e sao estaveis se os todos os autovalores A; possuem parte real negativa.

No dominio transformado, tal fato se traduz na condicao que todos os polos
da funcao de transferéncia estao localizados no semiplano esquerdo (SPE).
Uma vez que a obtengao das raizes de A(s) pode ser trabalhosa, principalmente
quando sao envolvidos parametros literais, é interessante que se disponha de
métodos para verificar se todas as raizes do polinémio caracteristico A(\) =
0 est@o localizados no semiplano esquerdo (nesse caso, A(\) é dito ser de
Hurwitz).

Neste capitulo é tratado apenas o caso SISO (single input single output).

Observagao

A pertinéncia das raizes de A(s) ao SPE nao garante a estabilidade de sistemas
variantes no tempo (sistemas ndo auténomos).

Considere o sistema cujo modelo é

i‘l = —I1 — 62t£€2 (66)
l"g = —X9 (67)
com a condigdo inicial x = [0 1]T
A solugao de 9 = —x9 é 22(t) = e tao(0), ou substituindo z2(0) = 1
za(t) =e”! (6.8)

Portanto, usando esse resultado em 6.7,

.@1 = —I1 — €2t{L'2 (6.9)
= —gy — et (6.10)
= - —¢e 1 oo (6.11)

6.0.1 Critério de estabilidade de Routh-Hurwitz
O critério de Routh-Hurwitz permite verificar se todas as raizes de um polino-
mio caracteristico (ou os polos de uma funcao de transferéncia)

A(s) = aps" +a1s" '+ ...+ a,_1sta+n (6.12)

com a; > 0, Vi = 0,...,n estao no semiplano esquerdo sem resolver a equacao
A(s) = 0, bastando examinar uma tabela construida de modo sistemético.
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Mais especificamente, basta verificar se nao hé troca de sinais na primeira
coluna de

S ap a2 Q4 -+ OGp—4 Ap-2 0An
s 1 a4 az as -+ ap—s apn_y1 O
s by by by - b%,1 b%
sn3 ¢t ¢ c3 - Cnog
: (6.13)
3
S pr P2 P3
2
S q1 Qg2
81 71
0 $1
em que
__ aiaz—apas _ aiag—apas
b1 = o by = o (6.14)
__ biaz—aibs _ bias—aibs
Cl —_— T 62 —_— T tee (6.15)
e assim por diante. (6.16)

Este critério é conhecido como o de Routh-Hurwitz e demonstracgoes rigorosas
do critério de Routh-Hurwitz podem ser encontradas em (SCHWARZ; FRI-

EDLAND, 1965), (CHAPELLAT; MANSUR; BHATTACHARYYA, 1990).
Uma demonstragao simples é apresentada no Apéndice D.

6.0.2 Exemplo

Seja um processo cuja relacao entrada-saida é dada, no dominio transformado,

por
K

T(s) =

(s) st 4+ 253 + 652 +4s + K
Para determinar para quais os valores K o sistema é estavel, deve-se verificar
quando o polinémio A(s) = s* + 2s3 4+ 652 + 45 + K = 0 tem todas as raizes
no semiplano esquerdo (SPE), montando-se o arranjo de Routh-Hurwitz

(6.17)

st 1 6 K

s3 2 4

82 4 = 2><6§1><4 K = 2><K;1><0 (618)
1 1 _ 4x4—-2xK

s — LK = oK

s0 K

Logo, o processo é estavel se 0 < K < 8.
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6.0.3 Critério de Kharitonov

Este resultado é 1til quando os coeficientes do polinémio caracteristico A(s)
possui incertezas.

Considere, entao, uma familia de polinémios caracteristicos de grau n

P 1

Al{ag,as,...},{a1,a3..}](s) = aps” + ars" ' +ags" >+ ... +a, (6.19)

em que cada coeficiente a; pode assumir valores constantes entre a®® e qa*
0 <a™ <a; <ai™™ (6.20)
parai=1,...,n.
ejam ainda os conjuntos de coeficientes organizados como a seguir
Sej d juntos d ficient g d g
D _ max . min _max _min
P— {G‘O ,(]/2 ,a/4 ,CLG ,} (621)
min _max _min _max
P = {ao ,ay™ ay™ ag ,} (6.22)
T max . min _max _ min
I: {al ,CL3 ,a5 ,a7 ,} (623)
_ min _max _min _max
I = {al yag -, Ay, Ay } (624)

Critério de Kharitonov Todos os polinémios A[{ag, az....} , {a1, as,...}](s) serdo
Hurwitz se os seguintes quatro polinémios forem Hurwitz

A[P,I)(s), A[P, I)(s), AP, I|(s), A[P, I](s) (6.25)
A prova desse resultado pode ser encontrado no artigo original de (KHARI-
TONOV, 1978), ou em (YEUNG; WANG, 1987).
6.0.4 Exemplo

Suponha que, em vista de incertezas nos valores dos componentes utilizados,
tem-se que

A(s) = (140.05)s* +(2+0.2)s> + (6 £0.3)s* + (4 £ 0.1)s + (54 0.4) (6.26)

ou seja,
ap € [0.95,1.05] (6.27)
ap € [1.8,2.2] (6.28)
a; € [5.7,6.3] (6.29)
as € [3.9,4.1] (6.30)
ay € [4.6,5.4] (6.31)
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Nesse caso, as raizes de A(s) = 0 estarao todos no semiplano esquerdo se todos
0s polinémios

P = 1.055>+5.75+54 (6.32)
P = 0.955°+6.35+4.6 (6.33)
T = 225439 (6.34)
I = 18s+4.1 (6.35)

(6.36)

forem Hurwitz.

6.0.5 Caso de tempo discreto

O modelo é estavel se os autovalores (Raizes de A(z) = det(zI — A) = 0)
estiverem no circulo unitario (Re[z]? + Im[z]? < 1), jd que [AN(A)] < 1 =
AF 50,k — oo.

Existem testes andlogos ao de Routh-Hurwitz no caso continuo, porém signi-
ficativamente mais trabalhosos de aplicar, por exemplo:

1. Jury, E. 1. Inners and stability of dynamic system. Wiley, 1974.

2. Liénard, A. e Chipart, M. H. Sobre o sinal da parte real das raizes de
uma equacao algébrica (em francés). J. Math. Pures Appl, v.10, n.6,
1914, pp. 291-346.

Outra possibilidade ¢é utilizar a transformacao

z—1
= 6.37
W= (6.37)

para mapear o circulo unitario para o semiplano esquerdo (SPE) e utilizar o
critério de Routh-Hurwitz.

6.0.6 Exemplo

Considere o problema de determinar o valor de ganhos K de modo que o
processo do diagrama de blocos da figura 6.1 seja estavel.

R(@) +(T:_ . 6) Y@

Figura 6.1: Estudo da estabilidade em func¢éo do ganho K.
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em que
z
G(z2) = 57—
Gl = o oa
Fazendo-se a substituicao
14w
- 6.38
P= (6.38)
obtém-se no plano W que
— 5K (1 —w?
Gw) = (1= w?) (6.39)

(2-5K)w?+9w+5K+9

Utilizando-se o critério de Routh-Hurwitz, obtém-se que h& estabilidade se
—1.8< K <0.4.

6.0.7 Critério de Nyquist

O critério de Nyquist é muito utilizado por permitir interpretacao grafica di-
reta, por levar a definicbes importantes como a margem de fase e margem de
ganho, bem como pela possibilidade de extensao ao caso multivariavel.

Seja G4(s) uma fungao de transferéncia em malha aberta com P polos no se-
miplano direito e I' o contorno de Nyquist, a ser percorrido por s no sentido
horério O.

Nessas condicoes e de acordo com o critério de Nyquist, o nimero de polos

da funcao de transferéncia de malha fechada Gy(s) = 14?&28()5)7 resultante da
realimentagao unitaria de G,(s), é Z, dado por
Z=N[-1,0]+P (6.40)

em que N [—1,0] é o nimero de enlagamentos do ponto —1 pela curva A =
G, ().

Este resultado encontra-se apresentado de modo mais rigoroso no apéndice D.

Verificagao intuitiva do critério de Nyquist

Considere uma fungao f(s) mapeando um contorno fechado I' que contém P
polos (se p é polo f(p) — oo, p — p) e Z zeros (se z é um zero, f(z) = 0),
conforme ilustrado na figura 6.2.

A medida que s percorre o contorno fechado I" em que ha Z zeros e P polos
no seu interior, a sua imagem f(I') circunda a origem N = Z — P vezes, em
que N é contado + se os sentido de percurso forem coincidentes — e no caso
contrério.




Critérios de estabilidade para modelos LTI 179

4 Imis} fis) 4 Imif(s)}

Re{f(s)}

™

X//

)

N
T

Figura 6.2: Verificagao intuitiva do Critério de Nyquist

Uma vez que a funcao de transferéncia de malha fechada G ¢ dada por

Ga(s)
_—L ————_- '41
a condicao a ser testada é se o denominador de
f(s) =14 Gqul(s) (6.42)

possui zeros no SPE (lembrando que zeros de 1+ G, (s) s@o os polos de G (s)).
Na condicao representada por 6.40, verifica-se o enlacamento do ponto —1 e
tomando f(s) = G4(s) ao invés de se fazer f(s) = 1+ G,(s), que, em verdade,
é uma simples translagao de 1.

Como s tais que 14+-G4(s) = 0 sao os polos de malha fechada G, Z é associado
ao polo de malha fechada, enquanto P é associado a polos de G,, pois, se
G(s) — oo, entao f(s) — oc.

Como se deseja verificar se ha polos de Gy no SPE, busca-se demarcar o SPD
usando o contorno de Nyquist, ilustrado na figura 6.3.

Im{s} Ggs) Im{G,(s)}
—
R=o00
Re{s} Re{G,(s)}
—x—0-0— _— —
'\Contorno
de Nyquist

Figura 6.3: Mapeamento do contorno de Nyquist pela funcao de transferéncia
de malha aberta G,(s), ilustrando os enlaces do ponto critico (—1,0).
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No exemplo da figura 6.3, P = 1 (hd um polo de malha aberta no SPD)
e a imagem G, (T") estd circundando o ponto critico —1 uma vez no sentido
concordante aquele do percurso do contorno de Nyquist.

Logo, N[-1,0] = 1.

Tem-se, portanto,

N = Z-P (6.43)
1 = Z-1 (6.44)

e, conclui-se que Z (numero de polos de malha fechada) é 2 (ou, instavel para
ganhos K pequenos em KGg4(s)).

Por outro lado, se o ganho de malha (K) for aumentado, o ponto —1 serd
circundado 1 vez no sentido anti-horario, caso em que

N = Z-P (6.45)
1 = Z—(-1) (6.46)

resultando em Z = 0. (Fazendo-se uso das regras do método lugar geométrico
das raizes, nota-se que, a medida de K aumenta, os zeros que estdao no SPE
atraem os ramos).

Caso a fungao de transferéncia de malha aberta possua polos imaginéarios pu-
ros ou polo na origem, o contorno deve ser acrescido de desvios infinitesimais,
pois o contorno I' ndo deve passar por singularidades.

Um método para o tracado da curva de Nyquist é esbogar antes as curvas
de Bode, embora muitos prefiram um procedimento direto a partir das con-
figuracoes de polos e zeros do processo. Além disso, é recomendavel também
verificar se o critério de estabilidade baseado na curva de Nyquist estd compa-
tivel com o LGR (ou seja, o nimero de polos no semiplano direito informado
pelo LGR é o mesmo daquele determinado pelo critério de Nyquist).

A seguir sao apresentados alguns casos didaticos de aplicacao do critério de
Nyquist.

Exemplo - Caso simples de primeira ordem

A funcéo de transferéncia, nesse caso, é da forma

1

Gls) :Ks+a

(6.47)

e, portanto, considerando s = jw, um ramo comega para w = 0 no ponto % e
tende para a origem a medida que w — 0o, aproximando com angulo de —90°
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(intuitivamente ﬁ ~ —je, se M for muito grande, ji que jM + a ~ jM).
Note-se que, para qualquer valor de K > 0, a imagem do contorno de Nyquist
nao enlaca o ponto critico —1, sendo, portanto, estavel.

20log |G(jeo) | &

[dB] log(w)

":‘ PED)
—20log(a) i -
_\=\ Crtico RefG(o)]

/
] 0.2a 5a log(w) -

0

-90

Figura 6.4: Curva de Nyquist correspondendo a um sistema de primeira ordem.

Exemplo - Polo na origem

Se a funcao de transferéncia possui um polo na origem s = 0, entao o contorno
de Nyquist deve incluir um pequeno desvio de modo que nao inclua singula-
ridades, ji que na apresentagao formal que utiliza o teorema de Cauchy nao
deve haver singularidades no contorno.

O contorno adaptado pode ser visto a esquerda da figura 6.5. No exemplo, a
funcao de transferéncia é

1
Gs)=K——F—— 6.48
() s(s+1)(s+2) (6.48)
e, portanto, se s = jw = je, entdo G(jw) tem como seu denominador,

je(je+ 1)(je+ 2) ~ 2je.
Ou seja, |G(jw)| ~ —jM com M “muito grande”.

Na figura a direita de 6.5, esse fato é representado pelo inicio do ramo no ponto

A.

Para w — oo tem-se que |G(jw)| — 0 aproximando-se da origem pelo angulo
de —270°, correspondendo a %3

Note-se que se o ganho K for aumentado, vai haver, eventualmente, o enlaca-
mento do ponto critico —1, significando que a partir de um certo valor de K
o sistema serd instével.
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Im[G(j)]
D

Ponto
Critico

Re[G(jo)]
_’

/7
_~"Contomo
ct--— de Nyquist

Figura 6.5: Curva de Nyquist correspondendo a um sistema de terceira ordem
com um polo na origem.

Exemplo - Polo no semiplano direito
Considere o processo cuja funcao de transferéncia é

Gls) = K - ! 1 (6.49)

que possui um polo no SPD em malha fechada para ganhos K pequenos.

Im[s] IM[G(je)]

Ponto
Critico

B=C Re[G(jw)]
-
A=D\ -1 0

7
,,/Contorno
ol i de Nyquist

Figura 6.6: Curva de Nyquist correspondendo a um sistema com um polo no
SPD.

Exemplo - Polos imaginarios puros

Como o contorno de Nyquist nao deve conter singularidades, é necessario que
sejam introduzidos desvios em torno dos polos imagindrios puros, conforme
visto a esquerda da figura 6.7.

Uma das caracteristicas desse tipo de sistema é que a imagem do contorno de
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Nyquist pode apresentar assintotas com angulos diferentes de k£ 90°, como é o
caso na 6.7.

As letras A, B, C' e D indicam a associagao entre os pontos notaveis no
plano s e no plano G(jw) Nota-se na figura 6.7 que o contorno de Nyquist foi

\ Ponto
Y Critico
v

Re[g] Re[G(jm)]

7
.“ Contorno
de Nyquist

Figura 6.7: Curva de Nyquist correspondendo a um sistema que possui um
par de polos no eixo imaginério.

modificado de modo a nao conter singularidades.

Exemplo - Polo duplo na origem

Como visto anteriormente, quando se percorre k vezes um contorno I" ao redor
de p polos, a sua imagem através de G(jw), as vezes denotado G(I'), percorre
a origem de kp vezes (no sentido contrario).

Portanto, ao se percorrer o desvio com a forma de semicirculo (180°) em torno
do polo duplo na origem, verifica-se que a sua imagem deve descrever 360°.
Tal situacao € ilustrada na figura 6.8, em que o semicirculo D — A é mapeado
no circulo D — A.

6.0.8 Margens de fase e de ganho

Considerando-se a conveniéncia de trabalhar com a resposta em frequéncia,
pode-se invocar o critério de Nyquist para incorporar especificacoes de robustez
quanto a perda de estabilidade, expresso por dois indicadores: margem de fase
e margem de ganho.

Margem de ganho: é o inverso da magnitude do ntimero complexo Gpra (jwo)
quando wy é tal que £G (jwy) = —180°.

A margem de ganho representa o ganho adicional que ainda mantém o sistema
estavel, quando a malha for fechada com realimentacao unitéria.

Margem de fase: é a quantidade de atraso de fase que pode ser introduzido na
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Imis] . 0 IM[G(jo)] A
-~ —
Polo Duplo N
na Origem ) N Ponto
\ Critico
/A | Rels] B=C Re[G (jo)]

v
. “Contomno
de Nyquist

Figura 6.8: Curva de Nyquist correspondendo a um sistema que possui polo
na origem de multiplicidade 2.

situagao |G 4 (jwo)| = 1, de modo que o sistema continua estdvel, quando a
malha for fechada com realimentacao unitdria.

As margens de ganho e de fase podem ser obtidas graficamente das curvas de
Nyquist, Bode e na carta de Nichols, como visto na figura 6.9.

Nyauist Bode
1 AlG|dB

o
Q5 0

15

270 25 -180 135 90 45

Figura 6.9: Leitura direta das margens de ganho e de fase das curvas de
Nyquist, Bode e da carta de Nichols.

No caso de um sistema de segunda ordem caracterizado por (£, wy, ), a condi¢ao
|G a4 (jwo)| = 1 ocorre para

wo = wn\/\/ 1+ 484 —2¢2 (6.50)

e a margem de fase v é dada por

1 3
V14T — 2¢2

v = tan~

(6.51)
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Uma aproximacao util para v (em graus) que vale para £ pequeno é

v =100 x & (6.52)

6.1 BIBO - Estabilidade

Por simplicidade, admite-se aqui que o sistema é SISO (Single Input, Single
Output), ou seja, C é 1 xn e B én x 1, na equagao de estados

%X = Ax+Bu (6.53)
y = Cx (6.54)

Como visto anteriormente, a solucao do sistema de equacoes diferenciais 6.54,
para a condigao x(0) = 0, é dada por

¢
y(t) = CeAlx(0) + / CeA-Bu(r)dr (6.55)
0
No caso de ser ter uma entrada nao nula mas limitada, ou seja,

|u(t)| < Unmax < 00 (6.56)

tem-se que
t
y(t):/ CGA(tiT)BU(T)dT (6.57)
0

Em cada instante de tempo ¢, nota-se que

ly(t)| = /O t CeABu(r)dr (6.58)
< /0 t CeA=IBu(r)| dr (6.59)
< /0 t CeA"TBU, x| dr (6.60)
< /0 t CeA(t_T)B‘dT U (6.61)
e, portanto, se
/0 t ‘CeA(t’T)B’ dr < M ; ¥t >0 (6.62)

a saida y serd limitada

[y(t)] < M Upax < 00; V>0 (6.63)
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Diz-se, nesse caso, que o sistema é BIBO estavel (Bounded Input Bounded
Output).

Lembrando que a resposta impulso é dada por y(t) = CeAB, depreende-se
de 6.62 que o sistema é BIBO estavel se a resposta impulso é limitada, o que
acontece se todos os autovalores de A estiverem no semiplano esquerdo.

A pertinéncia dos polos da fungao de transferéncia (ou os autovalores da
matriz de sistema A) ao SPE é critério de estabilidade apenas para modelos
LTI.

Se o sistema é linear mas variante no tempo (ou seja, nao auténomo), esse
critério nao é aplicavel. Embora seja simples obter através de métodos
numeéricos as raizes de um polinémio cujos coeficientes sao numéricos, tal
nao acontece quando estes sao literais.

Os métodos baseados em resposta em frequéncia (curvas de Bode, critério
de Nyquist e cartas de Nichols) permitem a determinagao das margens de
ganho e de fase que se relacionam com o “grau” de estabilidade.

6.2 Algumas personalidades ilustres

1868 James Clerk Maxwell FRSE FRS (1831 Edimburgo-1879 Cambridge)
apresenta o primeiro artigo com uma analise matemaética rigorosa de um sis-
tema de controle realimentado.

1877 Ivan Alekseevich Vyshnegradsky (1831-1895) publicou “O regulyatorakh
pryamogo deystiva” (“On Direct-Action Regulators”), envolvendo condigoes de
estabilidade para uma maquina a vapor com regulador centrifugo. A sua ana-
lise da estabilidade de reguladores utiliza enfoque de equagoOes diferenciais e
foi realizada independentemente de J. C. Maxwell.

1877 Edward John Routh (1831-1907) recebeu o Prémio Adams pelo seu tra-
balho A treatise on the stability of a given state of motion, particularly steady
motion, editado pela McMillan, London. Routh foi Senior Wrangler no Mathe-
matical Tripos em que Maxwell ficou em segundo lugar. Routh orientou cerca
de 700 alunos, dos quais 480 foram Wranglers dentre os 900 Wranglers dos 30
anos de sua carreira.

1895 Adolf Hurwitz (1859-1919) publica a obra Uber die Bedingungen, un-
ter welchen eine Gleichung nur Wurzeln mit negativen reellen Theilen besitzt.
Mathematische Annalen, v. 46, 1895, pp. 273-284.

1922 Nikolai Fyodorovich Minorsky (1885-1970) introduz o controlador de trés
termos, mais tarde popularizados como controladores PID. Resultados sobre
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controle nao linear estdo contidos em Introduction to non-linear mechanics:
Topological methods, analytical methods, non-linear resonance, relaxation o0s-
cillations, J.W. Edwards, 1947.

Aurel Boleslaw Stodola (1859-1942) estudou o problema de regulacao de tur-
binas de 4gua em Stodola, A. B. Ueber die Regulierung von Turbinen. Schwei-
zerische Bauzeitung, v. 2, n. 17, 1893, pp. 113-117.

1932 Harry Nyquist (1889-1976) propde a teoria da regeneragao e apresenta o
critério de estabilidade de Nyquist. Os conceitos de margem de fase de ganho
decorrem desse critério de estabilidade.

Stodola Nyquist Routh Hurwitz  Wyshnegradskii - Minorsky

6.3 Exercicios

6.3.1 Exercicio: Critério de Routh-Hurwitz

Estudar o comportamento quanto a estabilidade, em funcao do parametro
K € (0,00):

1.
G (s) = 5212;2 (6.64)
2.
(s+1)(s++3
G(s) = K~ = 1)<(82 - 1)) (6.65)
> (s+1)(s+2)
G =K 513 (6.66)
4.
G(s) = K552+_21 (6.67)
5.
(5) = 18 (6.68)
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' G(s) = K;ill
7. 2
SEELAL ] el
8.
-2
9.

paraoscasosa>b>0,b>a>0eab<0

v G(s)= KEHDE+2(6+3)
(52 + 1)
11. )2
Gs) = K:ES(;— )1)
12.
G(s) = KU ;1)2
13.
G(s) = K& ;1)2
14.
Gls) =Kz +(11)?SS—)|- 10)
15.
SRS
16.
Gls) — K5 HD) (5 +40)

s3 (s + 100) (s -+ 200)

(6.69)

(6.70)

(6.71)

(6.72)

(6.73)

(6.74)

(6.75)

(6.76)

(6.77)

(6.78)

(6.79)




Critérios de estabilidade para modelos LTI 189

17.
. _ <82+28+5) 6.50
(s) = 3(34—4)(5—1-5)(34—1)2 (6.80)
18.
M (6.81)
3 (s +6)* '
19.
G(s) = (5= ) (6.82)
(s+1)(0.2s+1) '
20.
2
G(s) = K(“”Sjl) (6.83)
21.
Gs)= —B=s) (6.84)
(s+1)(s+2) '
22.
K(s+1
Gls) = s (s34 33(2 —:_12)3 - 16) (6:85)
23.
G(s) = S(SKU (6.86)
24.
K (1-5) ¢~ 0-1s
G =2 (6.87)

6.3.2 Exercicio: Polinémios de Hurwitz

Determinar os valores de K para que as equagoes possuam raizes com a parte
real negativa

a)
s' 488 4352 + 25+ K =0 (6.88)

b)
S+ (5+K)s*+7s+184+9K =0 (6.89)

c)

S+ 3Ks? +(K+2)s+4=0 (6.90)
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6.3.3 Exercicio: Sistema realimentado PD

Considere um sistema descrito pela equacao diferencial ordinaria

——= +3=5+2— = u (6.91)
a ser controlado segundo

d
u = —pr—KDd—ZZ (6.92)

Usando o critério de Routh-Hurwitz, indicar graficamente a regiao Q C R? de
modo que o sistema realimentado seja estdvel para (Kp, K7) € €. Observa-
cao: Esse sistema se refere a uma estrutura de controle de uma planta com
realimentagao tacométrica)

6.3.4 Exercicio: Estudo de estabilidade

Verificar se a fungao de transferéncia em malha aberta dada em 6.93 é estavel,
em malha fechada com realimentagao unitaria, para algum valor de K € R e
N e Z.

H%]:Vl (S —+ g)
STV, [(s T k)2 kﬂ

G(s)=K (6.93)

6.3.5 Exercicio: Estabilidade em malha fechada

Determinar quais sao os valores do ganho K > 0 tais que o processo descrito
por G(s) seja estavel quando operado em malha fechada com ganho unitério
na realimentacao:

(a)

Y(s) _ K
R(s) s34+ Ks2+2Ks+ K (6.94)
(b)
Y(s) _ 5(1—s)
R(s) s%4+2s3+ Ks2+4Ks—5K (6.95)
()
(52 + 25+ 5)
Gl =K (6.96)

s(s+4)(s+5)(s+1)
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6.3.6 Exercicio: Critério de Nyquist

Assumindo que o sistema serd operado em malha fechada com realimentacao
unitéria (H(s) = 1), analisar a estabilidade utilizando o critério de Nyquist:

1.

 K(s—1)
2. K 2)
s+
C6)=F st 10 (6.98)
3. i
Gls) = (s+2) (s> +4) (6.99)
4. K 2)
s+
5. " )
1
Gs) = Ble 1 (6.101)
s3(s+4)
6. K( D
s+
= .102
Gls) 2 (s+2)(s2+4) (6.102)
7. K(s? 4 1)
s°4+1
)= i )61 (6.103)
6.3.7 Exercicio: Critério de Kharitonov
Considere a familia de modelos descritos por
A(s) = s + ars* + ags® + azs® + ass + as (6.104)

Verificar se todos os membros dessa familia de modelos incertos sao estaveis:

1. A(s) =g + a184 + a233 + a332 + a48 + a5 em que

ap = [1;1.1] (6.105)
4 = [8:8 (6.106)
az = [24; 24] (6.107)
as = [32; 32] (6.108)
as = [20; 20] (6.109)
a = [4;4] (6.110)
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6.3.8 Exercicio: Critério de Kharitonov

Considere a familia de modelos descritos por
A(s) = 8% + a8 + ags + as (6.111)

Qual o maior valor da incerteza « admissivel para que essa familia de modelos
permanega estavel?

ap = 6 (6.112)
ay = 11 (6.113)
a3 = 6o« (6.114)

(6.115)

6.3.9 Exercicio: Margens de Fase e de Ganho

Determinar os valores das margens de ganho e de fase:

1.
G =120, i 2)(s+3)
2. 1
G(5) =12 s
3,
Clo)— 12 543

(s+1)(s+2)(s+4)(s+5)

6.3.10 Exercicio: Estabilidade de sistema com atraso

Considere um sistema com atraso de transporte descrito por

e—Ts

G(s) = (6.116)

Qual é o méaximo valor admissivel para T' de modo que o sistema, ao ser
realimentado unitariamente, ainda seja estavel?




7

Métodos de Lyapunov

“It is a truth universally acknowledged that stability requires far more
effort to restore than to disrupt..”
— Simon Spurrier

Esta sec@o busca apresentar duas classes de métodos para andlise da estabili-
dade proposta por Alexandr Mikhailovich Lyapunov, cujo trabalho foi publi-
cado em 1892 e possui diversas tradugoes (LYAPUNOV, 1992).

Aqui serdo tratados apenas os casos de sistemas de tempo continuo, embora
existam adaptacoes para os casos de tempo discreto.

Os métodos de Lyapunov permitem a investigacao da estabilidade de sistemas
nao lineares ndo auténomos (invariantes no tempo) ou nao.

Em particular, sistemas lineares nao autéonomos sao também trataveis pelos
métodos de Lyapunov, o que nao é possivel com métodos baseados na locali-
zacao dos polos.

Os métodos de Lyapunov sao também tteis para mitigar os problemas de in-
certezas na modelagem, mesmo quando o processo controlado é modelado por
sistemas LTI, como o caso da utilizacao de controle adaptativo.

Um aspecto tedrico interessante, nesse enfoque, é a validade do método de
aproximacao utilizando a expansao em série de Taylor de f(x,u) para o es-
tudo da estabilidade, bem como para o projeto de controladores.

7.1 Primeiro método de Lyapunov

O primeiro método de Lyapunov, também conhecido como o método indireto
ou método da linearizacdo, permite investigar a estabilidade local de um sis-
tema nao linear através do seu modelo linearizado obtido pelo truncamento

193
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da expansao em série de Taylor.

Como visto anteriormente, sob adequadas condigoes sobre f de x = f(x), o te-
orema de Hartman-Grobman garante que algumas conclusoes obtidas usando
o modelo linearizado pode ser transferido para o modelo nao linear original.
Trata-se de um resultado de grande relevancia pratica, pois serve de base para
projetos de controladores, utilizando modelos linearizados em torno do ponto
de operacao nominal.

Considere um sistema do tipo

x = f(x,u) (7.1)

f(XE, uE) =0

em que ug € uma funcao constante, ou seja, um sistema com ponto de equili-
brio em (xg, ug).

O modelo linearizado em torno deste ponto de equilibrio (xg,ug), em termos
de perturbacoes Ax e Au, é dado por

. of
Ax = I Ax + 7 Au + o (|Ax], [|Aul) (7.3)

(xg,uE)

(xg,ur)

A B

conforme visto anteriormente, fazendo-se u = ug + Au e x = Xg + AX.

Tendo-se obtido o modelo linearizado do sistema representado por 7.1 em torno
do ponto de equilibrio (xg,ug),

1. Se o modelo linearizado 7.3 é assintoticamente estavel (os autovalores de
A estdo no interior do semiplano esquerdo), entao o sistema original 7.1
é assintoticamente estdvel na vizinhanca de (xg, ug).

2. Se o modelo linearizado 7.3 é instavel (os autovalores de A estdo no
interior do semiplano direito), entao o sistema original 7.1 é instavel na
vizinhanga de (xg,ug).

3. Se algum autovalor de A esté localizado sobre o eixo imaginario, nada se
pode afirmar sobre a estabilidade do sistema original 7.1 usando esse mé-
todo. Nesse caso, pode-se tentar utilizar o conceito de variedade central
(vide, por exemplo, (KHALIL, 1992) ou (SAASTRY, 1999)).

A prova do primeiro método de Lyapunov é um corolario imediato do
teorema de Hartman-Grobman (ver, por exemplo, (KREYSZIG, 1978), (AR-
NOLD, 1973), (BALAKRISHNAN;, 1981)).
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Exemplo: Péndulo simples

Seja um péndulo com haste rigida, massa m e comprimento L, sob efeito de
aceleragao de gravidade g, uniforme na direcao vertical, ilustrado na figura
7.1 e descrito, na auséncia de atrito, pelo sistema de equagoes diferenciais nao
lineares

o = —%sin(ml) (7.5)

Os pontos de equilibrio sdo da forma (k7,0), k =
0,1,2,... e amatriz A indicado em 7.3 é dada por

B 0 1
A= [ —4Zcos(x1) 0 Lllm (7.6)

Em torno de xg = (0,0) tem-se que os autovalo-
res sao

A — Og Lioxt+Z-0@n 5
7 0 L Figura 7.1: Um péndulo

simples de haste rigida.
Logo os autovalores sao A = £ \/% e a parte real
¢ nula (nao hiperbdlica).
Portanto, o primeiro método de Lyapunov nao permite garantir a estabilidade
do sistema original.

Em torno do outro ponto de equilibrio (correspondendo ao péndulo invertido),
xg = (m,0), tem-se que

0 1 2 g g
A [g 0] Mg 0= a=x Y (7.8)

e, portanto, hd um autovalor no semiplano direito e, de fato, o ponto de
equilibrio (7,0) ¢é instavel (péndulo invertido).
7.2 Segundo método de Lyapunov

O segundo método de Lyapunov, também conhecido como o Método Direto,
¢é baseado em um conceito andlogo ao de “energia”.
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Exemplo preliminar

Considere, para efeito de ilustragao preliminar, o mesmo péndulo visto ante-
riormente, mas agora com um coeficiente de atrito viscoso b > 0,

2
mL% + b% +mgsin® =0 (7.9)

em que 0 é o angulo entre a haste do péndulo e a vertical.

As energias cinética e potencial sao dadas, respectivamente, por

2
1 5 (do
- - & 1
E. 2mL <dt> (7.10)
E, = mgh (7.11)
= mgL(1l —cos0) (7.12)

A energia total é a soma das energias potencial e cinética,
Er=FE.+ E, (7.13)

e se verifica por calculos simples que a sua variagdo no tempo é

2

dETr do
—=—-L|—] b<0 7.14
dt ( dt ) - ( )

e, se o atrito é nulo,
2
do do

—L|— ] b=0=—=0 7.15
<dt> 7t (7.15)

Portanto, a energia do péndulo decresce sempre que % # 0, tendendo a Er

minimo que, no caso ocorre para (8, %) = (0,0), e também dg—tT =0.

Pode-se verificar, utilizando o 1° método, que os autovalores estarao localiza-
dos no semiplano esquerdo, se b > 0

7.2.1 Funcoes positivo definidas

Para que se apresente o Segundo Método de Lyapunov de modo mais rigoroso,
sao necessarias algumas definigoes sobre propriedades das fungoes que serao
utilizadas para realizar a analogia com a expressao de energia (embora nao seja
sempre adequado fazer tal associacao, por exemplo, em sistemas econémicos
e populacionais).
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e Uma funcao V : R® — R é dita ser positivo definida em uma vizinhanca
B(0, p) da origem com raio p se Vx € B(0,p), V(x) >0e V(x) =0=
x =0.

e Uma funcao V : R” — R é dita ser positivo semidefinida em uma vizi-
nhanga B(0, p) da origem com raio p se Vx € B(0,p), V(x) > 0 mas
Vix)=0+%x=0.

e Uma fungdo V : R” — R é dita ser globalmente positivo definida se é
positivo definida em B(0, p) com p T oo.

e Uma fungdo V : R™ — R é dita ser negativo definida em uma vizinhanca
B(0, p) da origem com raio p se —V ¢ positivo definida.

em que a ou vizinhanga (ou bola) de raio p em torno de um ponto x é carac-
terizado formalmente por B(x,p) = {z € R"| ||z — x|| < p}.

Uma das escolhas mais populares para V' na utilizagao do critério de Lyapunov
¢é a forma quadrética

V(x) =x'Qx (7.16)
em que Q,x, ¢ uma matriz simétrica.
Se essa expressao resultar em uma fungao V positivo definida, entao Q é dita
ser positivo definida e denotada Q > 0.

Um teste 1util para verificar a positividade de uma matriz é que todos os
menores principais de Q sejam positivos (critériolde Sylvester)

qi1 >0 (7.17)
@2 (7.18)
q12 422

q11 q12 413
Q12 g2 q23 | >0 (7.19)
q13 423 Q33

Outras definigoes podem ser obtidas combinando os qualificativos positivo,
negativo, globalmente e prefixo semi, por exemplo, a matriz Q é globalmente
negativo definida

-1 0
Q:l 0 _1] (7.20)

uma vez que x' Qx = — (2% + x3) < 0 para ¥x € R? — {0}.
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A notacdo M = 0 é usada para indicar que uma matriz M € R™*" é positivo
definida, ao invés de M > 0, uma vez que R"*™ é apenas parcialmente orde-
nado, diferentemente de x’ Mx € R.

A notagdo M > N é usada para indicar que M — N > 0.

7.2.2 Caso de sistemas auténomos (invariantes no tempo)

Considere um sistema de ordem n (ou seja, x(t) € R™), descrito pela EDO

% = f(x) (7.21)
£(0) =0 (7.22)

Nao hé perda de generalidade em assumir £(0) = 0 porque é possivel reali-
zar uma translagao dos eixos do sistema de coordenadas obtendo-se a funcao
f(x) £ f(x +xg) com a propriedade que f(0) = f(xz) = 0.

Segundo método de Lyapunov

A origem do sistema representado por 7.22 é
estavel em uma vizinhanca B(0, p), se existe
uma funcao continua V : R® — R tal que

e V' ¢ positivo definida em B(0, p)

e continua em relacao a t

. @ = VxX é negativo semidefinida

em B(0, p)

Figura 7.2: Relagao entre a
curva de nivel de V' e as vizi-
nhancas envolvidas na prova do

Por defini¢do, um ponto de equilibrio 0 é es- 2° método de Lyapunov.
tavel se dado € > 0 arbitrario, 3d(¢) > 0 tal

que x(tp) € B(0,6) = x(t) € B(0,¢).

Assuma que é dado um ¢ > 0 e seja 9B(0, ¢)

a fronteira de B(0,¢), como ilustrada na figura 7.2.

Esbogo da prova

Seja Viyin 0 minimo de V' (x) para x € 9B(0,¢) e note que V(x) < Vipin = X €
B(0,¢).

Seja ¢ tal que Vx € B(0,9), V(x) < Vmin. Se x(tgp) € B(0,6), entao
V(x(t)) < Vimin para t > tg, pois dv(d);(t)) 0 e V(x(ty)) < V(x(t)) para
t>to.

Portanto x(t) € B(0,¢), Vt > tp.
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Observagoes

e Uma funcao V que satisfaz as condigoes (i) a (iii) é chamada de fung¢do

de Lyapunov.

e Se na condicio em 7.2.2 a funcdo V (x(t)) é negativo definida em B(0, p),
entdo a estabilidade é assintética. As vezes, quando V(x(t)) é apenas
semidefinida, o resultado pode ser aprimorado mediante o uso do lema

de Barbalat, Apéndice F.

e Se a fungao V é radialmente ilimitada (radially unbounded), ou seja, se
V(x) — oo para x — 00, entao a origem é globalmente estével.

e Situagoes em que V(x) = 0 em uma certa regidao podem, as vezes, serem
tratadas pelo principio de La Salle (vide, por exemplo, (SLOTINE; LI,

1991), (KHALIL, 1992)).

Exemplo: Sistema unidimensional

Considere o sistema unidimensional (z € R)

&= —o(x)

(7.23)

em que a fungao o : R — R é tal que £0(&) >0, VE#0

Utilizando como a fung¢ao candidata de Lyapunov,

V(z) = 2?
que é positivo definida, obtém-se que

dV(z(t)) dx
—ar - 203

dt
=—=2xz(t)c(z(t) <0

ou seja, o sistema é assintoticamente estavel.

(7.24)

Exemplo: Sistema massa + mola nao linear + amortecedor nao linear

Considere o modelo de sistema massa + mola + amortecedor e, ao invés de
uma caracteristica linear da mola, seja f,, = kz e do amortecedor f, = bz,
em que ambas sao fungoes nao necessariamente lineares

fm = g(x)
fa = h(l‘)

(7.27)
(7.28)
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tais que h e g sdo continuas, h(0) =0, g(0) =0, zh(x) >0 e zg(zx) > 0.
O movimento da massa é descrito por

G+ h(@) +g(z) =0 (7.29)

Usando a notacao x1 = = e xo = &, obtém-se a representacdo no espaco de
estados

a:‘l = I (730)
gy = —g(x1) —h(z2) (7.31)

Lembrando que a expressao da energia total (cinética+potencial) pode ser
usada como a funcao candidata de Lyapunov, seja

V(o) = a3+ [ g (7.32)

Pode-se verificar que V' assim definida é positivo definida e, também, constata-
se que (0,0) é ponto de equilibrio.
Aplicando-se o segundo método de Lyapunov, tem-se que

V = X9%9 + g(xl)x'l (7.33)
= w3 (—g(z1) — h(22)) + g(21) (22) (7.34)
= —.I‘Qh (.2132) (7.35)

que é negativo semidefinida.

A expressao 7.35 indica que V (z1(t), z2(t)) diminui, sempre que componente
x9 nao for nulo, ou seja, o amortecedor esta dissipando energia para o meio
ambiente.

Exemplo: Utilizagao do primeiro e segundo métodos de Lyapunov

1 = —ad— (7.36)
Ty = 11— T (7.37)

O ponto (0,0) é de equilibrio e o problema é verificar se este é estavel.

Pelo primeiro método de Lyapunov, tem-se que o modelo linearizado ¢é

. _2p2 9,2
Ax = l ?1371 _gi%] Ax (7.38)
b @1m2)=(00)
- [(1) S]Ax (7.39)
——

A
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Os autovalores de A sao obtidos de det(A\I — A) = 0 ou seja, A = 0 multipli-
cidade 2.

Como os autovalores de A estao sobre o eixo imagindrio no plano s, nada se
pode afirmar sobre a estabilidade do ponto (0,0) baseado no primeiro método
de Lyapunov.

Porém, a expressao 7.39 pode ser reescrita como

Azr; = 0 (7.40)
Azy = Az (7.41)
e, se a condigdo inicial for (Az;(0),Az(0)) = (1,0), resulta de 7.40 que
Az =1 para Vt > 0.
Logo, de 7.41, tem-se que
Axg(t) =t (7.42)
que tende a co a medida que t — oo.

Em outras palavras, usando o modelo linearizado, concluir-se-ia (esquecendo
que h& um autovalor em cima do eixo imaginario) que a origem é instével.

Porém, pelo segundo método de Lyapunov, utilizando as equacdes de estado
originais (néo lineares) 7.36 e 7.37 e propondo a funcao candidata

V (21, x2) = 227 + x5 (7.43)
tem-se que
Vo= 4171 + 4:1:%1:‘2
= 4z (—xi’ — x%) + 43 (:Jcl — x%)
= —dg] —dxiad + dxy o — 4a$§
= —4 (scil — $g)
que é negativo definida.

Logo, o ponto de equilibrio é, de fato, assintoticamente estével, contrastando
com o comportamento do modelo linearizado.

Sistemas nao lineares podem apresentar varios pontos de equilibrio isolados
um do outro e frases do tipo “o sistema € estdvel” devem ser reservadas
apenas para os casos em que todos os seus pontos de equilibrio sao estdveis.
E conveniente lembrar que é necessario fazer translacoes de modo que o ponto
de equilibrio esteja em 0 no novo sistema de coordenadas. O insucesso em
encontrar uma funcao candidata V' nao significa que o sistema é instavel, pois
o critério de Lyapunov, se satisfeito, é condicao suficiente para a estabilidade
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7.2.3 Estabilidade de sistemas nao auténomos (variantes com o tempo)

A selecao do instante inicial £y pode influenciar a resposta de sistemas variantes
no tempo e, consequentemente, fazem-se necessarias definicoes adicionais.

Um ponto de equilibrio xg é dito ser uniformemente estavel se dado ¢ > 0
arbitrario, 35(¢) > 0 (independente de ty) tal que, para qualquer ¢y € R

|x(to) — xg| < d = ||x(t) — xp| <e,Vt >t (7.48)

Novamente é possivel admitir xg = 0

Uma funcao V : R™ x Rt — R ¢ dita ser localmente positivo definida se
V(0,t) =0 e 3V, : R™ — R positivo definida, de modo que

Vix,t) > Vi(x), Vt >t (7.49)

Uma fungao V : R® x RT — R ¢ dita ser decrescente se V(0,t) = 0 e IV :
R™ — R positivo definida, de modo que

V(x,t) < Vg(x), ¥t >0 (7.50)
Nessas condigoes, o sistema de ordem n (ou seja, x(t) € R™)

x = £(x(t), 1) (7.51)
£(0,0) =0 (7.52)

é uniformemente estdvel em uma vizinhanga B(0,p) se existe uma funcao
continua V : R” x RT — R tal que

e V' é localmente positivo definida em B(0, p)

e V ¢ decrescente

e V(x(t)) possui derivadas continuas em relacao a t
. %V(x(t)) é negativo semidefinida em B(0, p)

A demonstracdo no caso de sistemas nao auténomos é bastante intricada e
pode ser encontrada em livros tais como (KHALIL, 1992), (SLOTINE; LI,
1991), (VIDYASAGAR, 1985) e (SAASTRY, 1999), entre outras obras.

7.3 Identificacao de modelos de tempo continuo

O segundo método de Lyapunov pode ser utilizado para identificacao de sis-
temas de tempo continuo no espaco de estados.
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7.3.1 Minimos quadrados de tempo continuo
Identificacao de sistemas estaticos

Considere o sistema estatico linear, escalar (y € R) descrito por
y(t) = Ou(t) (7.53)

em que 0 € R é uma constante e t € [to, tf}.

O problema é obter uma estimativa 0 de 8, minimizando o erro quadrético

1 ty
=3,

J(6) [y(t) — Bu(t)]” dt (7.54)

Uma condicao necessaria para que 0 seja um ponto estaciondrio é

dJ

LA . 7.55
5 (7.55)

0

Essa condicao se torna, no presente problema,

dJ

2 = % t:f % [y(t) — Bu(r)] 2 dt (7.56)
_ % /t Y % [42(6) — 20y (Hu(t) + 0%2(1)] dt (7.57)
_ % /t Tyt + 20u2(1)| dt (7.58)
_ 0 (7.59)
e a estimativa de 0 é dada por
0 — M (7.60)

ﬁ? u?(1)dr

Identificagao recursiva

Técnicas de estimagao que utilizam todos os dados {u(7),y(7)}r ¢ [1o,,] de
uma vez so sao conhecidas como de “batelada”, em contraste as “recursivas” que
utilizam em cada instante ¢ > 0, os dados {u(7), y(7) }r<t.

Se o instante presente é t = t;, em vista de 7.60, tem-se que @(t) ¢é dado por

~

6(1) / "2 (r)dr = / L )u(r)dr (7.61)

to to
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que derivado em ¢, leva & EDO que descreve a dinamica de 8(t) :

% <§ (1) /t: uQ(T)dT> = % ( t: y(T)u(T)dT) (7.62)
t -t
%é(t) - (/to “2(7)d7> (-0 @’ (0) + y(t)u(o)) (7.63)

Persisténcia da excitagao

Se o sinal u(t) for identicamente nulo, tem-se na equagao que descreve a dina-
mica de 0(t) a situacao 8, 0 que nao é permitido.

Logo, a entrada u(t) deve afetar suficientemente o sistema de forma que pos-
sam ser estabelecidas relacoes entre as entradas u e as saidas y.

Uma entrada w com tais caracteristicas é chamada de persistentemente exci-
tante.

Um exemplo de sinal persistentemente excitante é, u(t) = §(t — tp),
t t
/ Enydr = | 8 —to)dr =1 (7.64)
to to
e a equacao para 5(1&) se torna
d ~ .
50 =-0() u?(t) + y(t)u(t) (7.65)
Conceito de consisténcia

O ponto de equilibrio da equacao para 0 é obtido de

()@() y(tu(t) = 0 (7.66)
u?(1)8(t) + Bu(t)u(t) = 0 (7.67)
o(1) 0 (7.68)

Em vista de 0 ser constante, se ¢(t) é definido como @(t) = 0(¢) — 0, tem-se
que

=10 (7.69)
e, lembrando que y = Bu, obtém-se uma EDO para ¢
$ =8 (7.70)
= —0u®+yu (7.71)
= —0u’ + 0u? (7.72)
= —¢u? (7.73)
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Convergéncia da estimativa

Para estudar a estabilidade de ¢(t) = —¢u?, adote a funcdo candidata de
Lyapunov
V = ¢ (7.74)
Derivando-se V' em relacao a t, resulta
. d 9
V = aqﬁ (7.75)
= 2¢¢ (7.76)
= —2¢%u? (7.77)

Constata-se pelo lema de Barbalat que (neste caso) ¢(t) — 0, ou 8(t) — ©
(valor verdadeiro) para t — oo.

Como 6 converge para o valor verdadeiro 0, diz-se que a identificagao (estima-
¢ao) é consistente. Mas, em principio, convergéncia # consisténcia.

Identificagao de sistemas dinamicos: caso escalar

Considere um processo com modelo escalar linear, z € R,u € R, |u(t| < M
para Vt,

& =ax+bu (7.78)
em que a < 0 e b sao constantes desconhecidas.
Tanto o estado = quanto a entrada u sdo assumidos disponiveis (medidos).

Seja a proposta de dinamica para a estimativa

T =az +bu (7.79)
e tome-se como meta fazer a(t) — a e b(t) — b, para t — co.
Nessas condigoes, o erro e(t) = z(t) — Z(t) satisfaz
¢ = (az+bu)— (a:ﬁ + Eu) (7.80)

Somando e subtraindo o termo aZ na equacao de e, obtém-se
¢=a(@-2)+@-a)F+ (b-b)u (7.81)

Por conveniéncia, sejam as variaveis auxiliares

Q)

(t) (7.82)
(t) (7.83)

)

v = b-
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que permite escrever
é=ae+ ¢(t)T +Y(t)u (7.84)
),

A partir dos sinais conhecidos e(t), Z(t) e u
tagao (F, e Fp):

deseja-se obter as leis de adap-

= ¢=Fy(e,7,u,a) (7.85)
= ¢ = Fy(e,&,u,b) (7.86)

o). Q)

O sistema de equagoes descrevendo (e, ¢, 1)) se torna

€ = ae+ T+ Yu (7.87)
¢ = Fu(e,T,u,q) (7.88)
) = Fyle,@,u,b) (7.89)

Para que o ponto (e, ¢, 1) = (0,0, 0) seja de equilibrio, Fy, e F, devem se anular
para e = 0 (a ser verificado a posteriori).

Seja a funcao candidata de Lyapunov

1
Vie,d.w) = 5 (¢ + 6 +47) (7.90)
Derivando-se V' em relacao a t, tem-se que
V = eé+ ¢p+ Ypsi (7.91)
= e(ae+ ¢T + Yu) + ¢F,(e, & u,d) + v Fy(e, 7, u, b) (7.92)

— aé® + |p(eF + Fale, 3,u,3) )} + {w(eu%—Fb(e,f,u,g)) (7.93)

Propondo Fi(.) e Fy(.) da forma

Fy(e,z,u,a) = —e(t)z(t) (7.94)
Fy(e, z, u,/l;)

I
|
s
—~
~
g
—~
~
~—
EN|
Ne)
Ot
~—

tem-se que
V = a’<0 (7.96)

Com a utilizacao do lema de Barbalat é possivel estabelecer que

tToo

e—0 (7.97)

De fato, derivando-se V, obtém-se
V = 2aeé (7.98)
= 2ae(ae + ¢T + Yu) (7.99)

que é limitado, pois
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1. No instante inicial, V(e(0), ¢(0),%(0)) < N para algum N > 0. Como
V <0, decorre que as fungodes e(t), ¢(t) e ¥(t) sao limitadas.

2. |u(t)| < M por hipédtese.

3. e = x — T é limitada e, como a < 0, x é também limitada, permitindo
concluir que & é limitada.

Uma vez que V é limitada, V é uniformemente continua e, pelo lema de Bar-
balat, V = —ae? — 0, ou e(t) — 0.
Identificagao de sistemas dinamicos: caso vetorial

Considere o sistema linear

% = Ax + Bu (7.100)

em que A e B sdo matrizes constantes desconhecidas e |u| < M.
Assume-se, ainda, que Re{\{A}} <0

Como no caso escalar, seja a proposta de dinamica para a estimativa

X = AX + Bu (7.101)

~

com a meta de fazer A(t) — A e B(t) — B, para t — oco.

Como antes, defina o erro
e(t) =x(t) — x(t) (7.102)

A equagao da dinamica de e(t) é

¢ = (Ax+Bu)- (A% +Bu) (7.103)
= Ax-%)+(A-A)%+(B-B)u (7.104)
Por conveniéncia, sao introduzidas as notacoes
®(t) = A—A (7.105)
v(t) = B-—-B (7.106)

A equagao do erro é reescrita, portanto, na forma
é=Ae+®(t)x+ Y(t)u (7.107)
Analogamente ao caso escalar, sao buscadas as leis de adaptagéao

A = @ (7.108)
B = ¥ (7.109)
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Propoe-se como a funcgao candidata de Lyapunov
Ve, ® ¥)=e'Pe+tr{®’®+ v'W} (7.110)

com P > 0, sendo que deve ser feita, a posteriori, a verificagdo de que 0 é
ponto de equilibrio.

A derivada temporal de V é dada por

V = él'PetelPe+2tr{®d’® + 01w} (7.111)
= (Ae+ ®x+ Pu) Pe+e'P(Ae+ ®X + Tu) +
+2tr{®T® + ¥ W} (7.112)
= e'(ATP + PA)e +
-Q
+2(®% + Tu) Pe + 2tr{®7 & + ¥ ¥} (7.113)

= —e"Qe+2[e"Po% + 1{dT®} + " PWu + tr{ BT W}|7.114)
A matriz P pode ser obtida resolvendo-se
ATP +PA=-Q (7.115)

para algum Q < O.
A solugao P de 7.115 é tinica e positivo definida pois, por hipdtese, A possui
todos os autovalores no semiplano esquerdo.

Os termos indesejados em 7.114 sao eliminados adotando-se as leis de adapta-
cao

& = —Pex! (7.116)
¥ = —Peul (7.117)
uma vez que
. T
r{®T®} = —tr{(Pex”) @} (7.118)
= —tr{xe’P®} (7.119)

e, notando que para a e 8 em R",
tr{anx1Bixn} = Ba (7.120)
pode-se escrever que

tr{(R),, ., (eTP<1>)1 } = e'Pd% (7.121)

Xn
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Analogamente, obtém-se que tr{07 ¥} = e’ PWu.

Substituindo-se tr{®T®} = —e"P®x e tr{¥TW} = e’ PWu na expressio de
V em 7.114,

V = —e'Qe+2 {eTPi’x +tr{®T®} + " PTu + tr{\i!T\Il}}(7.122)
= —e’Qe+2[e"Px — " Pox + ' PUu— " PUu}| (7.123)
= —ef'Qe (7.124)
que € negativo semidefinida.

Considerando, ainda, que (e, ®,¥) = (0,0,0) ¢é ponto de equilibrio, pelo
critério de Lyapunov, o sistema é estavel, utilizando a lei de adaptacao 7.116
e 7.117.

Exemplo de identificagao paramétrica

x = [_(2) _;]XJr[}]u (7.125)

(7.126)

Seja o modelo

considerado desconhecido a menos do fato de que ¢ linear de segunda ordem,
invariante no tempo, com uma entrada ujx1 e o estado x é mensurado a todo
o instante.

Utilizando-se a lei de adaptacgao 7.116 e 7.117, obteve-se o resultado apre-
sentado graficamente em 7.3.

De fato, as estimativas da matriz A = [a;;] tendem para os valores verdadeiros
a1 =0, aj2 =1, a1 = —2 e agg = —3, bem como as da matriz B = [b;] para
os valores by = by = 1.

7.4 Backstepping

Embora o backstepping tenha sido estudado de modo implicito em alguns
artigos anteriores, a formulagao tipica vista hoje em dia é devida a
e Sussmann, H. J. e Kokotovic, P. V. The peakingphenomenon and the

global stabilization of nonlinear systems. IEEE Transactions on Auto-
matic Control, v. 36, n. 4, p. 424-440, 1991.

Para se ter uma boa perspectiva sobre o tema, recomenda-se o artigo

e Kokotovic, P. V. (1992). The joy of feedback: nonlinear and adaptive.
IEEE Control Systems Magazine, v. 12, n. 3, p. 7-17, 1992.
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Matrix B

Identificagéo - Tempo Continuo
T T T

-2.0

-3.0

300

1.0

0 50 100 150 200 250 300
Tempo [s]

Figura 7.3: Exemplo de Identificagdo de um sistema LTI.

7.4.1 Exemplo tntrodutoério de backstepping

Considere o modelo nao linear de dimensao 2 descrito por

B = adxy (7.127)

iy = u (7.128)

No caso de sistemas de segunda ordem sao necessarias duas fases.

Em uma primeira fase, um pseudocontrole v é utilizado no lugar de xo da
primeira equacao.

O pseudocontrole v é escolhido de modo que o ponto de equilibrio da primeira
equagao modificada (com v noi lugar de x2) seja estabilizada.

Fase 1:
Assume nesta fase que x5 pode ser visto como um controle virtual v, ou seja,

T = x?v

Com o intuito de estudar a estabilidade, adote-se a funcao candidata de Lya-
punov
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Derivando-se V o z1(t) em relagao a t, resulta que

d

£V1 (xl(t)) = a:lirl (7.129)

= v (7.130)

Escolhendo v = —x2, obtém-se que

4y, (z1(t)) = =25 < 0

dt !

Fase 2:

Pela Fase 1, sabe-se que, se v = —x%, entdo o sistema representado pela
primeira linha de 7.127 seria estével.

Idealmente deseja-se que, através da manipulagao de u, xo se aproxime de v,
cuja expressao serd denotada por q(z1) = —22.

Em outras palavras, deseja-se fazer zo tender a g(x) através da escolha de u.

Defina o erro e como a diferenca e = 2 — g(x1) e note que

e = x2—q(x) (7.131)
xo = e+q(z1) (7.132)
O modelo original é, portanto,
i = iy (7.133)
= 23 (e+q(z1)) (7.134)
o = u (7.135)

Por outro lado, como &9 = u, pode-se escre3ver a partir de 7.131 que
¢ = u—q(x) (7.136)
Nas varidveis {z1,e} a dindmica é descrita por

i1 = xt (e+q(x1)) (7.137)
é = u—q(z) (7.138)

A funcao candidata de Lyapunov é escolhida de modo que aproveita a parte
referente a x1 ji obtida anteriormente (Vj(z1)), ou seja,

e
(/2(1’1,6) = Vl(xl)—f-fz (7139)
2 2
x] e
- n,c 14
> + 5 >0 (7.140)




212 Engenharia de controle

e a sua derivada é dada por

@‘/Q(Il,e) = xli‘1+€é

Substituindo-se &1 e é, tem-se

i) = o (% (e + a(a1)) + e (u = d(21))

dt
= gzie+ziq(z1) + eu — eg(x)
Da Fase 1, ¢(z1) = —2?%, de modo que
d
Ve = aletat(—af) +eu—ei()

= —x? + (:E‘ll +u— Q(xl)) e
Fazendo-se
u:(j(xl)—x%—e

obtém-se que

d .
“Valare) = —af+ (ol +u—g(an))e
= 2% —e?<0

e o modelo original foi estabilizado com o controle

u = (z)—azi—e
q(z1) — 21 — 22 + q(21)

. 4 2
—2z1%1 — 2] — 22 — 77

= _lel — 2.%[11%2 — 27 — xo

7.4.2 Caso geral

Considere um modelo na forma

o1 = f(x1) +g(x1)z2
To = u

(7.141)

(7.142)
(7.143)

(7.144)

(7.145)

(7.152)
(7.153)

Assuma que existe g(z1) tal que ¢(0) = 0 e para algum Vj(z1) > 0, diferencia-

vel e radialmente ilimitada, é satisfeita a condigao

dVi(ni(t) _ dv
dt dr, !
dvi

T dn [f(21) + g(z1)q(21)] <0

(7.154)

(7.155)
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Assim como no Exemplo Introdutério, deseja-se usar x5 como um controle
virtual, ou seja, manipular v de modo que z2 — gq(z1).

Definindo e = x5 —¢q(z1), obtém-se a mesma equagao do Exemplo Introdutério,

d1 = f(z1) + g(z1) (e + q(21)) (7.156)
e = u—q(n) (7.157)

Aproveitando a fungao V) fornecida, seja Va(z1,e) = Vi (z1) + %, e note que

d A%
p = i ' 1
5 V221 €) i, St ee (7.158)
A% )
. [f(xl) + g(x1) (e + Q(xl))} +e (u—q(21))(7.159)
_dh dVy
= dxlf(fﬂl) + dxlg(l‘l)Q(l‘l) +
V1 <0
A%
+ d—tlg(xl) +u— Q(ﬂfl)] e (7.160)
B
Fazendo-se o
__%n . .
u= dxlg(l’l) + ¢(z1) —e
obtém-se que
Vg(xl,e) =V - 62 <0
Expandindo o controle estabilizante u, obtém-se a férmula
v
u = *dflg(xl) +d(z1) —e (7.161)
Z1
A% dq .
= T —— T — 162
dmlg(xl) tog Tt q(x1) (7.162)
. dV1 dq
= ng(fl) + Zer [f(z1) + g(@1)ze] — 22 +q(z1)  (7.163)
dV1 dq dq
= T - - - .164
dxlg(l’l) + dxlf(ﬂfl) + dmg(a?l)xz z2 +q(z1) (7.164)

Exemplo: Considere o mesmo modelo utilizado anteriormente

i = iy (7.165)
iy = wu (7.166)
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ou seja, f(r1) = 0 e g(z1) = 23, e tome-se a mesma funcio candidata de
Lyapunov,
1
Vi= 51’%
Verifica-se que g(z1) = —? é adequado e pela férmula obtida anteriormente
dVi dq dq
__dn dq. 49 _ 7.167
u dmlg(l‘l) + dxlf(fﬁl) + dwlg(fﬂl)@ x2 +q(z1) (7.167)
= —zya® - 22 X yadey — ;o — 23 (7.168)
= —af—2zlzy — 22 — 2 (7.169)

que ¢é igual ao obtido anteriormente em 7.151.

7.4.3 Caso de realimentacao estrita

O método do backstepping é também aplicavel a sistemas da forma

i1 = fi(z1) + g1(21)22 (7.170)
iy = fa(z1,22) + g2(21, 22)73 (7.171)
(7.172)

Tpor = fao1(@n,®o, 0 Tn1) + guo1 (21, 22, Tpo1) 2, (7.173)
Tp = fn($17$27~--7$n71,9§n)+gn(x1,x2,...,xn,1,a:n)u (7.174)

Os termos g(z1,...,xx) ndo devem se anular pois a solu¢do envolve termos
g,?l(xl, ey Tk

Exemplo de ordem 2

Considere o problema de estabilizar o sistema modelado por

T, = fl(.%'l)—l-gl(.%'l)ZCQ (7.175)
T2 = fo(x1,72) + g2(w1, 220 (7.176)

Pela Fase 1, assuma que existe g(x1) e Vi(z1), tal que

dVi

p [fi(z1) + g(z1)q1(2z1)] <0

Definindo e = z3—¢q(z1) obtém-se uma equagao similar ao dos casos anteriores,
com a unica diferenca do termo entre colchetes.

i1 = f(z1) +g(x1) (e +q(z1)) (7.177)
[fa(x1, 22) 4 ga(z1, w2)u] — ¢(21) (7.178)

e
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Tomando-se como a funcao candidata de Lyapunov, novamente aproveitando

a disponibilidade de V;(z1)

2
e
Va(zy,e) = Vi(xr)+ 5 (7.179)

obtém-se que (omitindo-se os argumentos de f1, f2, 91 € g2)

d v,
ZValare) = d—:);:'cﬁeé (7.180)

= vai [fl +a1 (e + Q(m))] + e [f2 + gou — ¢(x1)](7.181)
dvy

= dry [f1+91)q(x1)] +

Vl <0

dV; .
—1—6[%191 + f2 + g2u — ¢(z1)] (7.182)

De modo similar aos casos anteriores, propoe-se a lei de controle

1 [ dV;
u = —— (191 + fo—qx1) + e) (7.183)
g2 \ dzy
1 (dWr dq dq
N e A - 7.184
s (d:clgl + fo i, fi dxlg1$2 +x2 —q(z1) ]| ( )

que, substituido na equacao de Va, leva a
d ( )= 2 ¢
—Va(z1,e) =V —e
dt 21 !
e o modelo é estabilizado.

OBS: Note que a lei de controle 7.184 apresenta certa complexidade.

7.4.4 Controle adaptativo com backstepping

O método backstepping pode ser utilizado para projeto de controladores adap-
tativos.

Aqui, um procedimento simples ¢ ilustrado através de um exemplo.

Considere o modelo

r = ef(l'l)—i-xg (7185)
Fo = u (7.186)
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em que f: R — R é diferenciavel e 8 é um parametro real desconhecido.

A mesma metodologia anterior é aplicdvel e toma-se inicialmente um pseudo-
controle v no lugar de xs.
71 =0f(x1) +v

Seja agora uma funcao candidata de Lyapunov

1
W= ix%
Derivando-se V' no tempo e propondo v = —0 f(x1) — x1, tem-se que
Vi = xyi? (7.187)
= 21 (0f(z1) +v) (7.188)
= —17 <0 (7.189)

Deseja-se agora que xo se aproxime de v mediante manipulacao de u (ja que
v foi usado como um pseudocontrole no lugar de x».

Denotando v = ¢1(z1), pode-se definir o erro

e = x2—q(z1) (7.190)
Ty = e+ q(z) (7.191)
e obtém-se o sistema
71 = 0f(x1)+e+q(z) (7.192)
¢ = u—qi(z) (7.193)

lembrando que 9 = u.

Propondo-se a funcao candidata de Lyapunov

1 1
‘/2 = if% + 562
e derivando-se V5 em relacao a t,
Vo = aid+eé (7.194)
= z1(0f(x1)+e+q(z1)) +e(u—di(z1)) (7.195)
= 21 (0f(z1) + qi(z1)) + e (1 +u— ¢1(z1)) (7.196)
Substituindo-se g(z1) = —x1 — 0f(z1) e adotando-se u = —x1 + ¢(x1) — e

resulta que

Vo = —a?—¢* <0 (7.197)
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Porém, 0 nao é conhecido e, portanto, pelo principio da equivaléncia a certeza,
substitui-se 0 por uma estimativa 0 na expressao q(z1) = —x1 — 0f(x1)

Gi(21) = 1 — 0f (1)
A nova expressao para (&) é
T = ef(xl) + x9
= 0f(z1) +e+qi(x1)

e para (¢é) é .
é=u—q(z1)

Seja, 0=0-0 e note que 0= @, ja que O é constante.

Uma expressao para 0 serd obtida através do critério de Lyapunov.
Para analisar a estabilidade de

i1 = 0f(z1) +e+qi(z)

¢ = u—q ()

® = a ser definido
adote-se a funcao candidata de Lyapunov
V:% (x%+62+52)
Calculando-se a derivada de V' em relacao ao tempo,
V = 2@ +eé+ 00
tem-se que

Vo= a1 (0f(a1) +e+ i) +e(u—G(ar) +00

= 2 (Sf(xl) +e—x1 — §f($1)> +e (u—c?l(xl)) +§§

= -4+ (9—§)f(x1)+éé~ +6{$1+U—a1(x1)}
——

0
= —2% — (f(z1) + 5) 0+e [:El +u— 51(331)}
Seja
—f(z1)

U = —I —i—c?l(a:l) —e

(7.198)
(7.199)

(7.200)
(7.201)

(7.202)

(7.203)

(7.204)

(7.205)

(7.206)

(7.207)

(7.208)
(7.209)
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Com essas escolhas para 0 e u, resulta que

V:—x%—eQ <0

Portanto, com a lei de adaptacao

0 =—f(x1)

e com o controle

u = —x14q(z1)—e (7.210)
(7.211)

e a estabilidade é verificada, uma vez que (0,0,0) é ponto de equilibrio.

Nesta segao, o critério de Lyapunov foi utilizado para obter uma lei de adap-
tacao tal que V < 0. Ou seja, a funcio candidata V envolvia funcoes ainda
nao determinadas (no exemplo, Phi e Psi, respectivamente) que, posterior-
mente, foram escolhidas de modo que tornassem V' semidefinida negativa.

7.5

Observacoes Complementares

. Existem alguns métodos sistematicos para construir fungdes candidatas

de Lyapunov, tais como o método de Zubov e o de Gradiente Variavel
(vide (CASTRUCCI; CURTI, 1981)).

. Segundo o Teorema Reciproco de Lyapunov, se um modelo é sabidamente

estavel, entao é possivel construir uma funcao candidata de Lyapunov.l

. Embora existam critérios de instabilidade como a de Cetaev, sao pouco

utilizados em projeto de controladores.

. Quando a funcao V é apenas semi-definida negativa, pode-se, as vezes,

utilizar o principio de conjuntos invariantes de LaSalle (LaSalle, J.P.
Some extensions of Liapunov’s second method, IRE Transactions on
Circuit Theory, CT-7, pp. 520-527, 1960).

. Mais adiante é apresentado o Lema de Barbalat que permite concluir

que V — 0 se V é limitada.

. Quando ocorrem autovalores no eixo imaginario ao se aplicar o primeiro

método de Lyapunov (pontos fixos nao hiperbélicos), pode-se, as vezes,
utilizar o Teorema da Variedade Central.
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7.6 Observacoes sobre pontos de equilibrio

Em se tratando de sistemas nao lineares, um ponto de equilibrio xg para o
qual as trajetdrias convergem pode nao satisfazer a definicao de estabilidade,
ou seja, a trajetéria x(t) nao deve “sair” da vizinhanga B.(xg) (em termos
formais, dado € > 0 existe § > 0 tal que |x(t) — xg| < € se |x(tp) —xg| < 9).

Considere o sistema descrito por

. €1

io= a1 (1-at-ad)—ap |1~ ﬁ (7.212)
T] + x5

by = ma(1-a?—ad)+a [1- —— (7.213)

\/x%+x%

O ponto (1,0) é um ponto de equilibrio para o qual as trajetérias convergem,
mas apds percorrer trechos de uma circunferéncia de raio 1, como visto no
plano de fase A da figura 7.4.

O plano de fase B da figura 7.4 apresenta trajetérias tipicas percorridas pela
solucdo da equagao de Vinograd (Vinograd, R. E. Inapplicability of the method
of characteristic exponents to the study of non-linear differential equations.
Matematicheskii Sbornik, v. 41, n. 4, p. 431-438, 1957)

2 5
) xi(xy —x1) + 23
i = (7.214)
(2] +23)(1 + (27 + 23))?
2
) x5(xy — 221)
i1 = (7.215)
(2 + 23)(1 + (27 + 23))?

Aqui, embora o ponto (0,0) seja atrator, esse nao é um ponto de equilibrio.

Existem varias extensoes do critério de Lyapunov que permitem analisar
processos hibridos, processos com atraso puro, processos com ordem fracio-
naria e muitos outros. Sob uma perspectiva diferente o método de Lyapunov
¢é utilizado para projeto de controladores adaptativos e para identificacao de
sistemas.

7.7 Notas histdricas sobre o critério de Lyapunov

Alguns resultados notaveis que estendem o critério de Lyapunov.
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0.5

-0.5

X, %,

Figura 7.4: Planos de fase de modelos que apresentam dificuldades na definicao
de pontos de equilibrio estaveis.

e Vasile Mihai Popov (1928-) estudou o problema de Lur’e-Postnikov (Lur’e,

A. 1. e Postnikov, V. N. On the theory of stability of control systems
(em russo). Prikladnaya Matematika I Mekhanika, v. 8, n. 3, p.246-248,
1944) e propos, mais tarde em 1966, a teoria de hiperestabilidade de
sistemas dinamicos.

Em 1945, Mark Aronovich Aizerman (1913-1992) e Felix Ruvimovich
Gantmacher (1908- —1964) analisam o problema de estabilidade abso-
luta. (Aizerman, M. A. e Gantmacher, F. R. Die absolute Stabilitit von
Regelsystemen (republicado como suplemento: Die absolute Stabilitéit
von Regelsystemen. Beiheft zur Zeitschrift Regelungstechnik, 1965).

O principio de Barbashin-Krasovskii-LaSalle foi proposto, de modo in-
dependente, por Nikolay Nikolayevich Krasovsky (1924-2012) e Joseph
Pierre (Joe) LaSalle (1916-1983), respectivamente em 1959 e 1960. Um
caso especial ja havia sido apresentado em 1952 por Barbashin e Kra-
sovskii. Barbashin, E. A. e Krasovskii, N. N. On the stability of motion
as a whole (em russo). Doklady Akademii Nauk SSSR, v. 86, p. 453-
445, 19526. LaSalle, J. P. Some extensions of Liapunov’s second method.
IRE Transactions on Circuit Theory, v. 7, p. 520-527, 1960. Krasovskii,
N. N. Problems of the Theory of Stability of Motion (em russo), 1959.
Tradugao para o inglés: Stanford University Press, Stanford, CA, 1963.

(2))

Em torno de 1990, vérios autores, incluindo Petar V. Kokotovic (1934-),
desenvolvem a teoria de backstepping control, que permite, entre outras




Métodos de Lyapunov 221

possibilidades, um projeto recursivo sistemdatico de controladores nao

lineares.

Lyapunov Krasovski

7.8 Exercicios

S8

Popov LaSalle

Kokotovic

7.8.1 Exercicio: Estabilidade de pontos de equilibrio

Investigar a estabilidade dos pontos de equilibrio da equacao de Van der Pol

Ty =

To =

—9

T+ (w% — 1) 9

7.8.2 Primeiro método de Lyapunov

(7.216)
(7.217)

Investigar a estabilidade dos pontos de equilibrio utilizando o primeiro método

de Lyapunov.

1.
T
T
2.
1
i)
3.
T
T
4. Assumindo que a > 0.
Ty
)

= x2(1+x1—x%)
= 21 (142 — 2}

3

= I{— T2

= (a1 +23 -2z

= af—a}

= 2z (2% — x9)

xr1 — x% — QT1T2

= 2x9 — a:% — Q1T

(7.218)
(7.219)

(7.220)
(7.221)

(7.222)
(7.223)

(7.224)
(7.225)
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7.8.3 Exercicio: Segundo método de Lyapunov

Considere um processo descrito por

il = X2 (7.226)
1
To = —x1+ 556? — X2 (7227)
(i) Investigar a estabilidade da origem utilizando o primeiro método de
Lyapunov.
(ii) Investigar a estabilidade da origem utilizando o segundo método de
Lyapunov.
Observacao: Uma funcao candidata de Lyapunov pode ser encontrada
escolhendo-se convenientemente os coeficientes de um polinémio.

7.8.4 Exercicio: Segundo método de Lyapunov

Investigar a estabilidade do ponto de equilibrio do sistema descrito por

rT = X9 (7.228)
xg = —g(x1) — h(x2) (7.229)
em que
g(0) = 0 (7.230)
h(0) = 0 (7.231)
€g(&) > 0; —1<&E<1;VE#0 (7.232)
Eh(E) > 0 —1<E<1:VE#£0 (7.233)

Observacao: Uma fungao candidata de Lyapunov é
T1 1
Ve, s) = /O 9(€)d€ + 523 (7.234)

7.8.5 Exercicio: Critérios de estabilidade de Lyapunov

Considere o processo
B o= o (7.235)
T2 = —sin(zy) — x2 (7.236)

Estudar a estabilidade desse processo utilizando:
(i) o primeiro método de Lyapunov
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1
V(z1,22) = [1 — cos(z1)] + 555% (7.237)
(ii) o segundo método de Lyapunov com a funcao candidata

1
V(x) = 5xTPx (7.238)

para uma escolha adequada de P.

7.8.6 Exercicio: Polos do eixo imaginario

i = —2 — a3 (7.239)
Ty = 1 — T3 (7.240)

(i) Estudar a estabilidade da origem pelo primeiro método de Lyapunov

(ii) Obter a solugao fechada da equacao linearizada para uma condigao
inicial nao nula

(iii)Estudar a estabilidade da origem pelo primeiro método de Lyapunov

(iv) Comentar os resultados obtidos.

7.8.7 Exercicio: Estabilidade de sistemas nao autonomos

O coeficiente de atrito viscoso de um sistema mecéanico pode variar devido as
alteracoes no lubrificante. Considere, entdao, um péndulo em que o sistema de
pivo é lubrificado com uma graxa que degrada com o tempo segundo descrito
pelo coeficiente g(t), tal que

0 < a<a<g(t)<pf<oo;Vtel0,o00) (7.241)

d
Yy < y<2 7.242
dt

em que a, «, [ e 7y sdo constantes positivas. Investigar a estabilidade desse
péndulo, modelado por

.I"l = X9 (7.243)
o = —sin(z1) — g(t)z2 (7.244)

utilizando a funcao candidata de Lyapunov

Vit,z) = %(a sin(z1) + 22)? + (1 + ag(t) — a®)(1 — cos (x1) (7.245)
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7.8.8 Exercicio: Lema de Barbalat

Sabendo-se que a > 0, mostrar, se for o caso, que e(t) — 0 para t — oo

0 = w (7.246)
w = —sin(0) — aw (7.247)
e as condicoes iniciais sao
6(0) = 1 (7.248)
w0) = 1 (7.249)

Observacao: Sugere-se como a funcao candidata de Lyapunov

1
V(0,w) = (1 —cosB) + in (7.250)

7.8.9 Exercicio: Utilizacao do lema de Barbalat

Considere o processo descrito por
1 = —sign(k)za(t)r(t) (7.251)
tg = —awz(t)+kxi(t)r(t) (7.252)

em que o > 0, k é uma constante real e ]r(t)‘ < M < oo para Vt € R. Verificar
se é possivel concluir que z2(t) — 0 & medida que t — oo, utilizando a funcao
candidata

1
Viaras) = 5 (23 + k sign(k) «?) (7.253)
7.8.10 Exercicio: Identificagao com termos nao lineares
Considere um processo descrito por

i =ax + af(r) + Bg(u) (7.254)

em que a < 0 e os parametros a e [ sao constantes mas desconhecidos.
Assume-se que as fungdes f : R - R e g : R — R sao conhecidas e dife-
rencidveis, com f(0) =0 e ¢g(0) = 0. Como mostrado no texto, obter uma lei
de adaptagao para a, & e B usando a proposta

i =az+af(z) + Bg(u) (7.255)

Definire=oc—TZd=a—a, Y =a—a, x = 5—3 e utilizar a funcao candidata

Vv

L (g ) (7.250)
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Métodos no dominio
transformado

“You can’t control what you can’t measure.”

— Tom DeMarco

Este capitulo busca focar alguns métodos de projeto de controladores no domi-
nio transformado (ou dominio da frequéncia) em que o modelo estd na forma
de funcoes de transferéncia.

Exceto quando especificado em contrario, admite-se que o modelo tratado é
SISO, embora muitos dos resultados possam ser estendidos para o caso multi-
variavel.

8.1 Vantagens do controle em malha fechada

O controle em malha aberta, além de ser estruturalmente mais simples, pode
ser economicamente vantajoso em termos de custo, j4 que nao se incorre em
gastos com sensores e o processamento de suas medidas.

Um exemplo pratico é o caso de dispositivos acionados por motor de passos, em
que a rotacao do eixo é proporcional ao nimero de passos comandados, desde
que nao haja stall (o motor recebe o pulso mas nao possui torque suficiente
para movimentar o €ixo).

Porém, a estrutura de controle em malha fechada apresenta varias vantagens
decorrentes do fato de que o resultado das agoes de controle é monitorado
pelos sensores, como se apresenta a seguir.

225
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8.1.1 Robustez a incertezas no modelo

Um modelo sempre apresenta que podem advir de uma série de fatores tais
como o desconhecimento de alguns fenémenos que afetam os processos, apro-
ximagoes para simplificar o modelo, variagoes no processo devido a alteracoes
do ponto de operacao ou envelhecimento de componentes, entre muitas outras
possibilidades.

Sem realimentagdo Com realimentagao

+
Y Aa+aA LY, L.?i, A+ AA

Figura 8.1: Amplificador com incerteza no ganho.

V<

Considere um amplificador de ganho A e incerteza A A, conectado em malha
aberta como no lado esquerdo da figura 8.1.

A saida y é dada, em funcao da entrada u, pela equacao

y = (A+AA)u (8.1)
Au+ AAu

e, quando nao h& incertezas, o seu valor é
Ynom = y|AA:0 = Au (8.3)

Supondo agora que a incerteza do modelo é de 10%,

AA
— % 100% = 10% (8.4)
tem-se que a saida possui um erro percentual de
— Ynom A AAu — A
Y Ynom ooy — AUT2AUT AU 400 (8.5)
Ynom Au
AA
= 10% (8.7)

Portanto, sem realimentacao, a incerteza sobre o modelo é diretamente trans-
ferida para a saida.

Considere agora o mesmo amplificador de ganho A e incerteza A A, conectado
em malha fechada como no lado direito da figura 8.1.
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Observando-se a figura 8.1, é imediato verificar que

e = u—y (8.8)
y = (A+AA)e (8.9)
ou seja,
y = (A+AA)(u—y) (8.10)
y(1+A+AA) = (A+AA)u (8.11)
A+ AA
YT Trat+aa” (8.12)

Quando nao hé incertezas, a saida é dada por

A

Ynom = mu (813)
e, supondo novamente que a incerteza do modelo é de 10%,
AA
— * 100% = 10% (8.14)
tem-se que a saida possui um erro percentual de
A+AA A
— LIRSy —
Y~ nom 1009 = HAEAA_ TEAT . 100% (8.15)
Ynom TTAY
1 AA
= — X  — x 100 8.16
(1A a4 a <100% (8.16)
1
= ——10 8.17
1+A+AA N ( )

Supondo que foi escolhido o valor A = 100, a equacao 8.17 permite escrever

Y — Ynom 1
Y= Ynom  100% = ———— 10 8.18
o< 100% = =50 15 10% (8.18)

de modo que o erro percentual da saida se situa na faixa

Y — Ynom

y?’b om

x 100% € [0.9,1.1] % (8.19)

8.1.2 Rejeicao de distirbios

Um sistema estd sempre sujeito a ruidos que podem ser de diversas naturezas
(viés, ruido de banda larga, spikes etc).
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Sem realimentagdo Com realimentagdo

Figura 8.2: Efeito do ruido de saida n em um sistema de malha aberta (a
esquerda) e em um sistema de malha fechada (& direita).

Considere a saida de um amplificador de ganho A, sujeito a um ruido aditivo
n (lembrando noise) e conectado em malha aberta, como ilustrado no lado
esquerdo da figura 8.2.

Diretamente da figura 8.2, tem-se que

y=Au+n (8.20)
ou seja, se Ynom € a salda quando nao ha ruido,
Ynom = Au (8.21)
observa-se, em vista da equacao 8.20 e da figura 8.2, que
Y = Ynom + N (8.22)

Logo, o ruido esta se superpondo diretamente ao sinal de saida.

Considere, agora, o caso realimentado, ilustrado na parte direita da figura 8.2.
Novamente, por inspegao,

e = u—y (8.23)
y = n+Ae (8.24)
que, rearranjando, fornece
y = n+Alu-—1y) (8.25)
= n+Au+ Ay (8.26)

Explicitando-se y a partir da equagao 8.26, tem-se

_A
YTayat T iya”

e chamando de ¥,0m 0 caso sem ruido,

(8.27)

A

Ynom = mu (828)
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resulta que

1
—n
1+ A
Fazendo-se A = 100 na expressao 8.29, verifica-se que o ruido é atenuado em
aproximadamente 100 vezes,

Y = Ynom T (829)

Y = Ynom + 0.017 (8.30)

8.1.3 Modificacao das caracteristicas de estabilidade

Considere um integrador puro (ideal) operando em malha aberta, como ilus-
trado no lado esquerdo da figura 8.3.

Sem realimentagao Com realimentagdo
} :

Figura 8.3: Um sistema para ilustrar o efeito da realimentacao sobre a estabi-
lidade.

Se o sinal de entrada u é do tipo degrau unitério,

u(t) = (8.31)

a saida correspondente, a partir de y (0) =0, é

y(t) — /Otude (8.32)
_ /0t1d7 (8.33)
=t (8.34)

que é um sinal que cresce indefinidamente (até violar as condigoes para a va-
lidade do modelo).

De fato, este sistema é instavel no sentido “saida limitada para entradas
limitadas” (bounded input bounded output - BIBO).

Fazendo-se uma realimentacao como ilustrado na parte direita da figura 8.3 e
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admitindo que y (0) = 0, tem-se que

y(t) = /Ote(T)dT (8.35)
e(t) = u()—y() (8.36)

Diferenciando-se ambos os lados de 8.35 e substituindo-se a expressao do erro
8.36, obtém-se que

y = e(t) (8.37)
= u(t) —y(t) (8.38)

cuja solucao para caso de u(t) do tipo degrau unitério

0 set<O
u(t) { 1 set> 0 (8.39)
é
y(t)=1—¢" (8.40)

como pode ser verificado por substituicao de 8.40 em 8.38.

Logo, com a realimentacao, y(t) — 0 & medida que ¢ — oo para u(t) degrau
unitéario.
8.2 Compromissos entre requisitos

Considere uma malha de controle em que héd ruidos de processo D(s) e de
medida N (s), conforme ilustrado na figura 8.4.

R(s) 1~ E(5) Y(s)

Gc(S) GP(S)

*2 4 N(s)

Figura 8.4: Uma configuragao bésica de malha de controle evidenciando as
entradas de perturbagoes exégenas D(s) e ruido de medida N(s).

Os sinais de excitagao de interesse sao D(s), N(s) e R(s) enquanto as gran-
dezas notaveis sao Y(s), E(s) e U(s) (argumento s omitido para efeito de
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simplicidade).
Gp GpGe GpGe
Y = D— N 41
17 Grcel "1 arae Y T aract (8.41)
Gp 1 |
E — _ _ N R 8.42
1+ GG 1+GpCe’ T11GpGe (8.42)
U = GrGe Go Ny Gc g (8.43)

_1+GPGC B 1+ GpGe 1+ GpGe
Para facilitar a notagao é conveniente definir o ganho de malha aberta L(s)
L(s) = Gp(s)Gc(s) (8.44)

As seguintes funcoes de transferéncia recebem denominagoes especiais de sen-
sitividade S(s) e de sensitividade complementar 7T'(s), em vista da importancia
desses em projetos de controladores.

1

S = TL(S) (8.45)
_ Ly
= 1T L) (8.46)
E também usual que sejam definidas, ainda,
o - e
Ge(s)
TL(S) (8.48)
e reescrever as equacoes 8.41, 8.42 e 8.43 na forma
Y(s) = Q(s)D(s) —T(s)N(s)+T(s)R(s) (8.49)
E(s) = —Q(s)D(s) —S(s)N(s)+ S(s)R(s) (8.50)
U(s) = —T(s)D(s)— R(s)N(s)+ P(s)R(s) (8.51)

A condigao para estabilidade da malha fechada é que as raizes da equacao
1+ L(s)=0 (8.52)

estejam todos no semiplano esquerdo (SPE).

Para que a saida y(t) restreie bem a referéncia r(t), o erro e(t) = y(t) — r(¢)
deve ser pequeno em algum sentido, ou seja, ||e|| deve ser pequeno em relacao

a lyll-
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Tendo-se em vista que

E(s) = S(s)R(s) (8.53)
a condigao de bom rastreamento da referéncia requer que a sensitividade S
seja pequena em algum sentido, ou seja, ||.S(s)|| pequena.
Por outro lado, para se ter uma boa rejei¢ao do ruido de medida n(t) na saida
y(t), deve-se ter, analogamente, || T(s)| pequena, ja que

Y(s) =T(s)N(s) (8.54)
Uma forma de se definir ||S(s)| (ou | T(s)||) é
I18(3)ll = sup () (5.59)
Observagao: No caso de modelos multivariaveis, utiliza-se

15(s)lloc = sup (TmaslS(w)]) (8.56)

em que Op,q.[S(jw)] denota o maior valor singular de S(jw).

Uma dificuldade fundamental é que, para cada s,

S(s)+ T(s) = 1+1L(8)+ 1 f(‘zzs) (8.57)
14 L(s)
= 1+ L0 (8:58)
. (8.59)

e nao se pode ter, para um dado s = jw, |S(jw)| e |T'(jw)| simultaneamente
pequenos.

Felizmente, o bom rastreamento esté relacionado com sinais de baixa frequén-
cia e basta ter |S(jw)| pequeno em baixas frequéncias.

Por outro lado, ruidos na saida sdo, em geral, relacionadas com frequéncias
elevadas, de modo que ]T( jw)| deve ser pequeno.

Assuma, agora que o modelo G(s) possui incertezas aditivas de modelagem,
representado por um modelo nominal G¥™ com incerteza AGp (s)
G(s) =GY™(s) + AGp (s) (8.60)
e se deseja baixa sensibilidade da saida com respeito a incertezas no modelo
ao se utilizar um controlador G¢(s).
Se y (t) é a saida do modelo nominal correspondente a uma referéncia r (t)
Gp™ (s) Go (s)
<8> = 1 Gnom G (8)
+ G (s) Go (s)

(8.61)
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a saida real é dada por (omitindo os argumentos s)

nom A
y+ay — _GF"+AGPIGo p (8.62)
1+ {G}éom + AGP} Geo
nom A
GFmGo . AGpGe

1+GP"Ge (1 + G?goch)z

em que é utilizada uma aproximagcao de primeira ordem.

R (8.63)

Observando-se a equacao 8.63, tem-se a aproximagao
AGpGeo

AY = .
(1+ Gpmac)

R (8.64)

donde, em termos relativos,

|AY]| AGpGc 1+ G¥"Go
W B H 2 Gromdy H (865)
(1+Gpmae) CF"Ge
1 AGp
= Iy gmong. guom | (8.66)
1+GF"Ge G
e, portanto, de um modo nao rigoroso,
y == —_—
[aGel = 1 _i_G%omGCH =151 (8.67)
HGTIéom”

que representa o “percentual” de erro na saida y em relacao ao “percentual”
de erro no modelo (multiplicando o numerador e o denominador por 100%).

Logo, a baixa sensibilidade da saida a incertezas aditivas no modelo requer
|S ( jw)| pequeno, em algum sentido, para a frequéncia de interesse.

De modo geral, o rastreamento e a robustez a incertezas aditivas no modelo
requerem ||S|| pequeno, porém a rejeicdo de ruidos na saida necessita ||7||
pequeno, o que é conflitante, lembrando que S(s) + T'(s) = 1.

Em aplicagoes em que existem incertezas, é fundamental a utilizacao do
conceito de realimentagcao. Como visto nesta se¢ao, a realimentagao permite
alterar as caracteristicas de estabilidade, de reduzir o efeito de perturbagoes
exogenas e ruidos, bem como diminuir o efeitos do erro de modelagem. E
também importante ressaltar que muitos objetivos no projeto de controla-
dores sao conflitantes entre si, o que possui reflexos na escolha das especifi-
cagoes de desempenho.
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8.3 Controladores liga-desliga

A anélise de controladores que envolvem chaveamentos pode nao ser trivial
devido a sua natureza nao linear.

Por outro lado, no caso especifico em que o processo a ser controlado € linear e
apenas o atuador é do tipo liga-desliga, a andlise do comportamento do sistema
pode ser relativamente simples.

Para modelos de primeira e segunda ordens, pode-se projetar controladores
liga-desliga, frequentemente, usando métodos graficos.

Ainda, para modelos que apresentam oscilacoes sustentadas, as amplitudes e
as frequéncias podem ser estimadas usando uma aproximagcao pela primeira
harmonica do eventual sinal periédico mais complexo.

O controle de modelos SISO-LTI utilizando dispositivos nao lineares como
relés, amplificadores com saturacao, caixas de engrenagens com folga, juntas
com atrito seco e outros mecanismos sao apresentados em textos classicos
tais como (MIRA, 1969; VEGTE, 1990; GIBSON, 1963; NETUSHIL, 1976;
SHINNERS, 1972), entre outros.

8.3.1 Sistemas de primeira ordem

Considere um processo de primeira ordem descrito por
T =a(u)r + bu (8.68)

em que a varidvel entrada u pode assumir apenas dois valores {uo i uon} e

a(u) = § fom POWT ton (8.69)
Qoff S€U = Uoff ’

A utilizagao de a(u) distinto para u = e, € u = uyry é interessante quando
hé dinamicas diferentes, como no caso do ferro elétrico. O seu aquecimento
se deve ao elemento resistor, enquanto o esfriamento se deve a dissipacao de
calor nas roupas sendo passadas e ao meio ambiente.

A notacao é simplificada, sem perda de generalidade, se o valor x,,, para o qual
tende a saida seja assumido ser 0, conforme visto na figura 8.5.

Necessita-se agora, para efeito de projeto, obter expressoes para os calculos de
tr e de T, dados xop € Tofy.

Sabendo-se que a solucao de 8.68 é dada por

z(t) = +/ = bu(r) dr (8.70)
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¥~

Figura 8.5: Comportamento tipico do sinal de saida de um modelo de primeira
ordem controlado por um dispositivo liga-desliga.

a expressao para t, pode ser obtida a partir de

ty
x(t,) = / (=) A7 bugy, (8.71)
0
b on
= ;“‘ (1 — eontr) (8.72)

Para obter T = t,, + t,ff, utiliza-se um o procedimento analogo ou, mais
especificamente,

ton
Loff = Caon(t(’n)xon + / eaon(ton_q—)d'r buon (873)
0

toff
Top = ea"ff(t"ff)xoff—l—/ ea"ff(t"ff_T)dTbuoff (8.74)
0

8.3.2 Plano ou retrato de fase

Para processos de segunda ordem é possivel representar as solugoes da equagao
diferencial (trajetérias) a partir de condigoes iniciais dadas, mediante o uso de
métodos graficos no plano (2D).

Considere um processo genérico descrito pelo sistema de duas equagoes dife-
renciais ordinarias

T = fi(zy,22) (8.75)
Ty = fo(wy,:2) (8.76)

Tome-se um ponto genérico (Z1,Z2) pertencente ao plano { z1,xs }.

A inclinagao da trajetéria (x1(t),z2(t)), quando passa por esse ponto, é dada
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por
dxo
m = ﬁ (8.77)
dt (51752)
_ folzy,20) (8.78)
fi(z1, w2) (#1.5)
AI‘Q
~ —= 8.79
Aoi| (8.79)
(T1,72)
levando em consideracao que
dx; . . x; (t + At) — X (t) L
i T A At =12 (8.80)
A.%'z(t) .
;1=1,2 .81
A}t—>0 At ! ’ (8.:81)

O conjunto de segmentos (ou setas) indicando a inclinacao das trajetérias no
plano {x1,z2} serd referido como o campo de vetores (embora esse conceito
seja mais geral).

Exemplo de plano de fase

Considere um modelo LTI de segunda ordem na forma de espago de estados

i‘l = I9 (8.82)
i‘z = —5331—6332 (8.83)

Em cada ponto (Z1,Z2), a inclinagdo m da trajetdria (solugdo de 8.82+4-8.83)
é dada por
m = M (8.84)

T2

Para facilitar a visualizacdo é usual representar a inclinagdo da trajetéria em
cada ponto (T1,T2), por uma pequena seta , representando a direcao de
movimento.

A figura 8.6 ilustra um exemplo do campo vetorial e algumas trajetorias tipicas
para o processo
O plano {z1,x2} serd referido, doravante, como plano de fase.
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Trajetoria Tipica

Figura 8.6: Determinacao do campo de vetores.

8.3.3 Relés ideais
O plano de fase pode ser utilizado para analisar sistemas LTI com atuadores
liga-desliga.

Considere que um processo descrito por

5
G(s) = 5——— 8.85
(5)= 26515 (8.85)
é controlado por um relé liga-desliga
10 Y
R(s) = - +~E® 15 U(s) 5 Y(f)

s2H6s+5

Figura 8.7: Processo LTI controlado por um mecanismo liga-desliga.

Uma realizagao para essa funcao de transferéncia G(s) é

1 = T3 (8.86)
To = —bxr1 — 6x9+ du (887)
y = 11 (8.88)

com a vantagem de se poder interpretar xo como a velocidade de variagao de
1.
Na configuracao ilustrada na figura 8.7, o atuador liga-desliga aplica um sinal
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u de 0 ou de 15 unidades, dependendo do sinal de erro e(t) = L7[E(s)].
A referéncia r(t) é assumido ser do tipo degrau de 10 unidades.

Para se fazer um esbogo do plano de fase para processos cuja entrada é cons-
tante entre chaveamentos do relé liga-desliga, as etapas basicas sao:

1. obter trajetérias tipicas da saida do processo, (y(t) nesse exemplo),
quando a entrada é constante, ou seja, 0 ou 15, que sao os valores da
saida do relé. Para o processo deste exemplo, as trajetorias sao do tipo
ilustrado a direita da figura 8.6.

2. obter o lugar geométrico dos estados em que ha comutacao do relé liga-
desliga. Observa-se pelo grafico caracteristico do relé que o chaveamento
ocorre para e(t) = 0.

Pelo diagrama de blocos 8.7,
e(t) =10 — y(t) (8.89)

de modo que o lugar geométrico dos pontos de comutagao é uma reta,
doravante denominada de reta de comutagdo y(t) = 10.

Para a realizacao que serd utilizada aqui, x1 = y e xo = ¥, a reta de
comutagao, no plano de fase, serd x; = 10.

3. a reta de comutacao dividiu o plano de fase em dois semiplanos. No
semiplano esquerdo, y(t) = x1(t) < 10, de modo que o relé estard com a
saida u(t) = 15. Logo, nessa regiao, deve-se ter trajetérias corresponden-
tes a entradas constantes u(t) = 15. No outro semiplano, por raciocinio
andlogo, as trajetdrias devem ser correspondentes a u(t) = 0.

Embora seja possivel esbocar o campo vetorial manualmente para se analisar
a malha de controle, optou-se neste texto por visualizar o comportamento do
sistema através de simulacao digital, com resultados apresentados na figura
8.8. Uma trajetéria tipica que se inicia com o processo em repouso (ou seja,

(x1,22) = (0,0)) pode ser vista no lado esquerdo da figura 8.8.

No lado direito dessa mesma figura, constata-se que a saida atingiu o valor
correto e os efeitos das comutagoes do dispositivo liga-desliga sao quase que
imperceptiveis.

Em termos heuristicos, o relé aplica o maior esforgco possivel até que a saida
atinja as proximidades do valor de referéncia, quando entdo passa a chavear
entre as condicoes de ligado e de desligado, conforme visto no plano de fase da

figura 8.8, que apresenta segmentos de trajetéria comutada nas proximidades
de 1 = 10.
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G(s):Sf(s2+55+6), U(s)=5I/s e rele=[0,15] G(S.):5’(§+5S‘+6)’ U(s):5fs e rele:[p,1 5]

y-cot
,;

Figura 8.8: Plano de Fase correspondente a resposta degrau de 10 unidades
do processo ilustrado.

8.3.4 Oscilagoes e a realimentagao tacométrica
Considere um modelo muito simplificado de controle de rotagao em um tinico
eixo rotacao de um satélite.

Em vista do ar rarefeito, o efeito do amortecimento aerodinamico é muito
pequeno, de modo que a sua dinamica é bem aproximada por

Cbl = X9 (890)

To = u 8.91)
em que o atuador que fornece a entrada w consiste de um par de propulsores
a gas para aplicacao de torque.

Os diagramas de blocos correspondentes aos casos sem e com realimentacao
tacométrica estao apresentados nas figuras 8.9 e 8.11.

U(S) .1 Y(S)
——»| ? —>

Figura 8.9: Controle liga-desliga, de um processo sem dissipacao e sem reali-
mentagao tacométrica.

10
RE)=— 4  E@)

Como o processo é um duplo integrador, as trajetérias no plano de fase (x1, x2)
sao compostas por pardbolas para entradas constante por partes (correspon-
dentes aos intervalos em que o relé estd em —5 ou +5).
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De fato, no eixo (z2) tem-se simplesmente a integracdo de uma constante
(u = £5), correspondendo, portanto, a um crescimento linear e no eixo (x1) a
sua integral zs, ou seja, crescimento quadratico. smallskip
Consequentemente, a composi¢cao para cada entrada constante a trajetoria é
uma parabola.

Para o caso da estrutura sem a realimentagao tacométrica, as trajetorias tipi-
cas no plano de fase obtidas mediante simulacao digital para variados valores
de condigoes iniciais ((0,0), (5,0) e (9,0)) sao vista na figura 8.10. As respos-
tas temporais podem ser vistas a direta nessa figura.

Constata-se pelo grafico da figura 8.10 que a resposta é oscilatdria e a ampli-
tude de oscilacao depende da condicdo inicial. Na pratica, como sempre ha

G(s)=5/5", rele=[-5,5] . G(s)l=5f€?, rele=[-5,5]

30

i
1
1
20 1
1
1
1

y-dot
[=]

Figura 8.10: Comportamento do processo controlado por relé, apresentando
oscilacao cuja frequéncia e amplitude dependem da condigao inicial.

algum mecanismo de perda de energia, as trajetorias nao seriam perfeitamente
fechadas e tenderiam a apresentar amortecimento.

Um método para mitigar o problema da oscilagao sustentada é introduzir, na
malha de realimentagao, um sinal de tacometro (ou girémetro, no caso rotacio-
nal). A estrutura com a realimentagao tacométrica, da figura 8.9, foi simulada
digitalmente utilizando o parametro A = 0.2.

A figura 8.12 apresenta o plano de fase da estrutura de controle com a reali-
mentagao tacométrica.

Aparentemente a resposta degrau, vista a direita da figura 8.12, ndo apresenta
comportamento oscilatério.

Porém, um exame mais cuidadoso do plano de fase & esquerda da figura 8.12
indica um comportamento um tanto quanto irregular na parte final da traje-
toria, ainda que esteja convergindo para o ponto desejado (10,0).
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10
RE=—+ U(s) Y(s)

Figura 8.11: Controle liga-desliga, com realimentacao tacométrica de ganho
A

6(5)15/52, rele=[-5 5], ganho tacométrico=0.2 18 G(S):S/SZ, rele=[-5,5], ganho tacométrico=0.2
b T : :

Movimento
Deslizante
Retade

Comutagdo

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
tls] tis]

Figura 8.12: Utilizacao da realimentacao tacométrica para eliminacao da os-
cilagao sustentada, porém agora com a manifestacdo de um movimento desli-
zante.

Relembrando o conceito de inclinagao da trajetéria, m, tem-se nesse problema
que

U
= — 8.92
m - ( )
5
= — 8.93
. (5.99

para o caso de o relé estar com cinco unidades e evoluindo no semiplano infe-
rior, préximo a regiao em que ocorre o chaveamento.

Na iminéncia de atravessar a reta de comutacao, a inclinacao m pode estar
maior que %
Como os relés reais nao comutam instantaneamente, é plausivel assumir que

a trajetoria atravesse infinitesimalmente a reta de comutagao.

Imediatamente, a trajetéria tentard seguir a inclinacdo —m que fara retornar
ao lado da reta de comutacao de onde havia vindo. Ou seja, ocorrera uma
sequéncia de comutagoes sucessivas rapidas. No caso ideal em que os chavea-
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mentos ocorrem instantaneamente, nao se perceberia o ziguezagueamento da
trajetoria, ou o fenémeno denominado de chattering. O movimento que resulta
é denominado de escorregamento (ou sliding motion).

E interessante notar que, a menos do chattering, a trajetoria acompanha uma
reta que passa pela origem, e, portanto, o processo evolui como um sistema
linear com autovalor real negativo.

O movimento deslizante apresenta propriedades interessantes em algumas apli-
cacoes praticas e serd tratado mais adiante.

8.3.5 Relés nao ideais

Neste texto, relés nao ideais sdo aqueles que apresentam retardo no chavea-
mento, faixas de entradas para as quais o dispositivo nao responde, diferenca
de valores de entrada para o chaveamento para um estado ou outro etc.

E importante ressaltar que nao necessariamente essas caracteristicas sao inde-
sejadas.

Aqui sao estudadas duas caracteristicas bastante comuns de dispositivos liga-
desliga: zona morta e histerese. A figura 8.13 apresenta o caso de relé com
zona morta.

U(s) 1 Y(s)
s(st+1) W

Figura 8.13: Relés com zona morta e histerese.

A existéncia de zona morta significa que valores de e(t) nessa faixa nao pro-
duzem agoes de controle u(t), significando que pode ocorrer erro de regime.

Por outro lado, muitos sistemas fisicos apresentam esse fenomeno.

A figura 8.14 apresenta o caso de relé com histerese que é um fenémeno muito
visto em materiais magnéticos.

10
R(s)= - + E(s) U(s) 1 Y(s)

> >

s(st+1)

Yo

Figura 8.14: Relés com zona morta e histerese.
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Através de simulacoes digitais foram obtidos os esbocos de plano de fase apre-
sentados na figura 8.15. Na parte esquerda da figura observa-se o plano de
fase com relé que apresenta uma regiao (no caso [—1,1]) em que a saida é
nula. Mais especificamente, se —1 < e(t) < 1 ou —1 < r(t) —y(t) < 1, a
saida do relé é 0. Assim, se a trajetoria chega a um ponto (Z1,0), entao ficard
definitivamente com y = 21, jd que y = 22 = 0. Ou seja, haverd erro de regime
permanente.

G(s):1f(52+s), rele=[-5,5], zona morta[-0 75,0 75] 5 G(s):1f(52+5), rele=[-5,3], histerese[-1,1]
T

y-dot
y-dot

Figura 8.15: Efeitos comuns devidos a zona morta e histerese de estruturas de
controle liga-desliga.

No caso do relé com histerese, ha um certo atraso na comutacdo, de modo que
é comum que ocorram oscilacoes sustentadas.

Se a trajetdria fechada é alcancada com a condigao inicial no seu interior, ou
fora dele, diz que se trata de um ciclo limite estavel.

Nesse problema exemplo, ocorre o fenomeno de ciclo limite estdvel, e o sistema
apresenta oscilagoes em torno do valor de referéncia desejado de 10.

No Apéndice G é apresentado um método de anélise aproximado (método
da linearizagdo harmonica, da fungao descritiva, da primeira harmoénica) que
permite estimar a amplitude e a frequéncia de oscilagao, caso esse fendmeno
ocorra, para sistemas LTI acionados por nao linearidades estaticas.

8.3.6 Acao assincrona (dither)

Um fenémeno muito interessante e por vezes 1til na pratica é a agdo assincrona
(dither).

A acao assincrona é obtida por uma adicao de um sinal de frequéncia elevada
na entrada de relés, podendo alterar a sua caracteristica de modo favoravel.

No exemplo apresentado aqui, o comportamento de um relé serd modificado
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como se fosse um ganho linear. Além disso, o ganho serd ajustdvel através
da manipulacao da amplitude do sinal de dither tipo triangular de frequéncia
muito elevada que é utilizado.

Considere a seguinte malha de controle em que a o sinal d é periédico de
frequéncia muito maior do que os modos do modelo, considerado ser d =
triang(t) de periodo T' e amplitude D no exemplo considerado.

| 4

\J

G(s)

Figura 8.16: Injecdo de um sinal de dither na entrada de um elemento nao
linear

A figura 8.17 mostra u(t) para trés valores diferentes de e(t): Como a

e+d

‘oo, L
R e

Figura 8.17: Calculo da média do sinal de entrada e com o dither d adicionado.

frequéncia do sinal d é muito elevada, o sistema G(s) responderd apenas a
média do sinal.

Usando a semelhanca de triangulos, tem-se a seguinte regra de trés:

:D ty, : D+FE (8.94)

IS G

: D :typ : D—FE (8.95)
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em que o valor médio < u > de u(t) é obtido por

1 T
<u> = = / w(t)dt (8.96)

T Jo
1 ton T

= — Mdt— [ Madt (8.97)
T |Jo ton
1 MT |D+E D-E

ST 2 D D 1 (8.98)
M

= —F 8.99
D (8.99)

Logo, u(t) ~ %e(t) para E < D e se D > E o sinal estara saturado. Ou seja,

pela utilizacao do dither, o relé ideal foi transformado em um ganho linear
com saturagao.

Sugere-se investigar o que acontece quando o dither é do tipo senoidal ou
quadrado.

Modelos de primeira e segunda ordem atuados por nao linearidades estaticas
simples como relés, atrito seco, folga de engrenagem e amplificadores com
saturacao podem ser estudados de modo facil utilizando métodos graficos,
como o plano de fase. Uma vez que se esboca o plano de fase, é muitas
vezes possivel obter resultados quantitativos, ja que o modelo matematico é
conhecido.

8.4 Controladores no dominio transformado

Muitos sistemas praticos admitem modelos lineares invariantes no tempo (LTT)
e podem ser tratados com o auxilio da transformada de Laplace, na forma de
funcoes de transferéncia.

Nesta secao, a ideia é focar predominantemente o projeto de controladores
para processos em que a fungao de transferéncia possui apenas uma entrada e
uma saida (SISO).

Em particular é assumida a seguinte estrutura da malha de controle

O processo a ser controlado é modelado por Gp(s) e o controlador principal,
objeto de atencao na maior parte deste capitulo para efeito de projeto, é re-
presentado por G¢(s).

A funcao de transferéncia Gpp(s) representa um bloco chamado de controla-
dor antecipativo ou feed forward.
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Feed Forward

GT‘I(S)

V(s)
R(s) Yee(s) +— E(s) U(s) =+ Y(s)

Gie(5) Gels) —» Gy T
Pré-Filtro -

Figura 8.18: Estrutura tipica de uma malha clédssica de controle.

Desde que Grp(s) seja estavel, nao hd impactos na estabilidade da malha de
controle e a ideia é melhorar o desempenho do sistema de controle “anteci-
pando”a informagao sobre r(t).

A funcado de transferéncia Gpp(s) é um pré-filtro (ou filtro condicionador,
filtro pré-compensador ou outras denominagoes) que pode limitar a taxa de
variagao do sinal 7(t), eliminar ruidos, normalizar as referéncias, entre outras
possibilidades.

Tendo-se em perspectiva a utilizacao de arquiteturas de controle em malha
fechada, necessita-se de uma ferramenta que permita avaliar as caracteristicas
da funcao de transferéncia de malha fechada Gy;r(s) partir do conhecimento
da fungao de transferéncia de malha aberta Gsa(s),

Grrals) = Ge(s)Gp(s) (8.100)

Através de manipulacoes algébricas elementares, verifica-se que

Gur(s) = % (8.101)

Quando for 6bvio pelo contexto, os subscritos M A e M F nao serao utilizados
na caracterizagao de G(s).

Observagao: Em problemas de regulacao em ambientes industriais a referéncia
R(s) recebe o nome de Set Point (SP) e a saida de Process Variable (PV). A
entrada do processo U(s) é referida como a Manipulated Variable (MV).

O controle de modelos SISO-LTI é tratado didaticamente em varios excelen-
tes livros-texto, como (OGATA, 1970; DORF; BISHOP, 1995; FRANKLIN;
POWELL; EMAMI-NAEINI, 1986; KUO, 1980) e (VEGTE, 1990), entre ou-
tros.
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8.4.1 Tipos de fungoes de transferéncias do processo

Uma caracteristica importante de um sistema de controle é o erro em regime
permanente (¢ — oo) para determinados sinais de referéncia.

Para investigar a qualidade da regulacao, é interessante verificar o erro em
regime para uma excitagao tipo degrau, e, para investigar o erro de rastre-
amento, é interessante verificar o erro em regime para uma excitacdo tipo
rampa.

Considere uma funcao de transferéncia de malha aberta, G(s) = Gp(s)Gc(s)

(s—21) ... (s — zm)

G(s) = 8.102
®) s1(s=p1) . (5= pm) (8.102)
em que z; (zeros) e p; (polos) sao nao nulos para Vi, j.
O sistema é dito ser do tipo 0 se ¢ =0 e do tipo 1 se ¢ = 1.
Caso de entrada degrau
Observando-se a figura 8.19, tem-se que o si-
1 ¢ tal
nal de erro e(t) é tal que R(s) +~ Es) . Y(S)y
1 —
E(s)= —R 8.103 \T/
©)= ramhe) (6109

O teorema do valor final permite a determi- Figura 8.19: Uma estrutura de
nacio de f(t) para t — oo a partir da sua controle padrao com realimen-
transformada de Laplace através da férmula tagao negativa unitaria.
= lim sF .104
7 (00) = lim sF°(s) (8104
Ou seja, o erro em regime apresentado por um modelo para uma entrada
degrau (R(s) = 1/s) pode ser obtido por

. 1
de modo que, para sistemas do tipo 0,
1
= — 1
e (00) 15 GO) (8.106)
1
= 8.107)
(=21).-(=2m) (

L+ Ky

Logo, sistemas do tipo 0 apresentam erro de regime nao nulo para entrada
degrau, mas que é reduzido a medida que o ganho K é aumentado.
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Para eliminar o problema do erro de regime é comum que se busque inserir um
integrador na malha (ou seja, um polo da fungao de transferéncia na origem).

De fato, para sistemas do tipo 1, tem-se a resposta degrau com erro de regime
nulo

. 1 1
1
= lim (8.109)
s (=21)...(=2m)
O K
= 0 (8.110)

Caso de entrada rampa

Empregando-se o teorema do valor final, o erro em regime a uma entrada
degrau (R(s) = 1/s?) pode ser obtido da expressio

1 1

de modo que, para sistemas do tipo 0,
1 1
= lim——-— 112
¢ () o501 + G(s) s (8:.112)

Logo, sistemas do tipo 0 apresentam erros crescentes de rastreamento, a me-
dida que t — oo.

Para sistemas do tipo 1, tem-se

. 1 1
1 1
= lim e (8.115)
L+ B m)
1
- (8.116)

(=p1)--.(—pm)
de modo que o erro de rastreamento ¢ finito e reduzido se K é elevado.

E comum que se defina

K, = li_r}r(l)sG(s) (8.117)
_ gl (EEm) (8.118)

(=p1) -+ (=pPm)
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denominada de constante de velocidade e que se relaciona com e (00) através

de
e(c0) = — (8.119)

A tabela a seguir apresenta, de modo sucinto, os principais valores de erros
em regime e(00):

Tipo | Degrau | Rampa
1
0 1+G(0) 0
1 0 =

8.4.2 Principio do modelo interno

Considere a malha de controle da figura 8.20

R+ E U

?_. G:(S) » GP[S)

Figura 8.20: Principio do modelo interno.

1F-<

em que
Ne Np Np
=< . = == 12
Gols) = 32 Grls) =3 5 R =L (3120)
O objetivo é projetar G¢ de modo que e(t) — 0 & medida que t — co.
Imediatamente a partir da figura 8.20 e de 8.120, obtém-se que
B(s) ! R(s) (8.121)
s) = s .
1+ Gp(s)Go(s)
D D N
_ P(S) C(S) R(S) (8122)

Dp(s)Dc(s) + Np(s)Neo(s) Dr(s)

Para que e(c0) = 0, a malha fechada deve ser estével (raizes de Dp(s)Dc(s) +
Np(s)Nc(s) =0 no SPE) e Dg(s) deve ser um fator de Dp(s)Dc(s).

Ou seja, deve existir Q(s) de modo que

Dp(s)Dc(s) = Q(s)Drg(s) (8.123)
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Nessas condicoes,

tli)ronooe(t) = ll_I}I(l) sE(s) (8.124)
_ lims Dp(s)Dc(s) Nr(s)
= Y Dp)Do(s) + Ne(o)Ne() Drts) 1)
= lims Qs) S
o lHO Dp(s)Dc(s) + Np(s)Ne(s) Nr(s) (8.126)
-0 (8.127)

desde que 0 nao seja raiz de Dp(s)D¢(s) + Np(s)Neo(s) =0

Exemplo

Sejam dados o modelo do processo Gp(s) e a referéncia rampa R(s)

s+ 2 1
Gr(s) (s+1)(s+5) ’ F(s) s (8.128)
e assuma que se deseja projetar
Nc(s)
= 12

que apresente erro de regime nulo.

A condigao “Dpg(s) deve ser um fator de Dp(s)D¢(s)” é, no caso, “s deve ser
um fator de (s +1)(s 4 5)Dc(s)”.
Uma escolha conveniente é, portanto, D¢ (s) = s.
De fato, com essa escolha,
. s+ 1)(s+5)Dc(s 1
0= MGy 1)(s(+ 5)D)é(s) —i—)K(s( ; INo(m)s O
(s+1)(s+5)s

- ll—rg(l) (s+1)(s+5)Dc(s) + K(s+2)Nc(s) (8.131)
=0 (8.132)

Logo, escolhendo-se D¢ (s) = s e o conjunto G¢(s)Gp(s) tornou-se do tipo 1
e o controlador é um modelo interno analogo a entrada.

8.5 Lugar geométrico das raizes (LGR)

A estabilidade e também algumas caracteristicas especificas de funcoes de
transferéncia podem ser inferidas a partir do conhecimento da localizagao dos
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seus polos.
Logo, para realizar projeto de controladores, é interessante dispor de uma
ferramenta que permita visualizar os polos de Gjrr(s) (malha fechada), a
partir do conhecimento dos polos de Gjr4(s) (malha aberta)

Grr(s) = m (8.133)
Uma ferramenta que possibilita tal facilidade é o lugar geométrico das raizes
(LGR ou, em inglés, root locus).
O tragado dos vérios ramos do gréafico do LGR pode ser feito seguindo alguns
passos simples.
Embora o LGR possa ser tracado em funcao de diversos parametros, nesse
texto foca-se apenas o caso da variagdo do ganho K € [0,00) de Gpra = KG(s)

N(s
GMA(S) = KDESS (8.134)
m b m—1 bm— bm
S st s S s (8.135)
s"+a18" "+ a1+ ap

(S—p1)"'(8—pz’)"'(8—pn)
Os passos para a confeccao do LGR sao:

Passo 1: Marcar, no plano s, os polos (p;) com x e os zeros (z;) com o.

Passo 2: Marcar o trecho do LGR contido no eixo real. Para K positivo,
corresponde aos trechos com niimero impar de polos+zeros a direita.

Passo 3: Desenhar as assintotas que:

a) Passam pelo ponto «, dado por

o =

1
n—m

Spi—> z (8.137)
i=1 i=1
b) Possuem angulos ¢;, dados por
1

;i = (r—2km) k=1,2,...,n—m—1 (8.138)
n—m

Passo 4: Calcular os angulos de partida dos ramos “saindo” de polos p;, ou
“chegando” a zeros zj, usando

Ap; = ié (= pi) =>4 (pj — ) (8.139)

i=1
JFi
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Passo 5: Determinar os pontos de cruzamento do LGR com o eixo imaginario
utilizando o critério de Routh-Hurwitz.

Passo 6 (opcional): Determinar os pontos de quebra (breakaway points) resol-
vendo

N(s) D(s)
ds ds

A verificacdo dessa condicao é imediata, lembrando que nos pontos de quebra
S = Spp, & expressao A(s) = 0 possui raiz de multiplicidade 2.

D(s) — N(s)

=0 (8.140)

Ou seja, A(s) pode ser fatorada segundo
A(S) = (3 - pr)2Aresto(S)

Logo, pode-se escrever com o auxilio da regra da cadeia que

d d
%A(S) = 2(s5 = spp)Aresto(s) + (s — pr)2%Aresto(8) (8.141)

= 0ses= sy, (8.142)

de modo que %(s) se anula no ponto de quebra sp),.

O resultado segue notando que o LGR s6 faz sentido se D(sy,) # 0 e

Als) = 1+ ]1\)[8 (8.143)
da - _ 1 N(s) D(s)
ds  D(s)? | ds D(s) = N(s)— = (8.144)

OBS. 1: Os ramos “nascem nos polos” e “morrem nos zeros”.

OBS. 2: Polos tendem a “repelir” e zeros tendem a “atrair” os ramos.

Exemplo

Considere a fungao de transferéncia de malha aberta, a ser operado em malha
fechada com realimentacao unitaria negativa

2
s+ 8s+ 25
G(s) =K
() = K 1057 + 3557 + 507 + 243
A figura 8.21 ilustra a aplicacdo dos passos para a construgdo do LGR em

funcao do ganho K para o processo descrito pela funcao de transferéncia em
8.145

Passo 1: Os zeros sdo as raizes de s? +8s+25 = 0, que sdo —4 £ j3, e os polos
sdo as raizes de s® +10s* + 3553 + 5052+ 24s = 0, que sdo {0, —1, -2, -3, —4 }.

(8.145)
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Passo 2: Marcar os intervalos [—1,0], [—3,—2] e (—o0, —4].

Passo 3: Desenhar as assintotas que passam por % > (0—1—2—3—4+4+4) ~

—2
0.67.

Passo 4: Obter o angulo de chegada de um ramo no zero em —4 + 353 pela
somatéria com os sinais apropriados de £(—4 + j3 — p;) em que os p; sao
{0,—-1,-2,-3,—4} ede £(—4+j3 — (=4 —53)) = 90°. No exemplo, o angulo
¢é de aproximadamente —60°.

Passo 5: Obter o cruzamento dos ramos com o eixo imaginario. Para tal,
lembrar que, em malha fechada, o denominador da funcao de transferéncia é
dado por

den(s) = s°+10s* + 355 4+ 505 4 245 + K[s* + 85 +25]  (8.146)
= §° +10s" + 355> + (K + 50)s® + (8K + 24)s + 25K(8.147)

Através do critério de Routh Hurwitz, verifica-se que o limiar de estabilidade
ocorre para K = 1.58 e corresponde a um par de polos imaginarios puros em
s ==+51.071.

Passo 6 Obter ss pontos de quebra dados por

N(s)%(s)—i—D(s)%(s) — 0 (8.148)

d
(s> +8s+ 25@(55 +10s* + 355% +50s* + 24s) +  (8.149)

d
?(32 + 85+ 25)(s° + 10s* 4 355 + 50s% 4+ 245) = 0 (8.150)
S

0
755 +108s° 4 700s* + 23205% + 3897s% 4+ 28845 + 600 = 0 (8.151)

que resulta em s = —0.34 e s = —2.53.

A figura 8.21 ilustra passo a passo os procedimentos utilizados para esbogar o
LGR.

8.5.1 LGR em funcao de zero ou polo

O LGR pode também ser tragado para variagoes nos valores (posi¢oes) de um
zero ou de um polo.

Considere, por exemplo, a fungao de transferéncia de malha aberta

sS+a

G(s) =5t O
(5) s2+2s+16

(8.152)

em que o zero estd na forma literal (a).
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Passo 1l |y Passo 2 |y Passo 3 Im &
o] (o) o
: 60<
Re Re \ Re
K——>»
Im &
o) o) o
Re
Passo 4 |ma Passo 5 Im Passo 6 Im
;” -60° ; LGR
Re Re Re
(o} (o]

Figura 8.21: Passos para esbogar manualmente um LGR.

O denominador da fungao de transferéncia de malha fechada é dada por

den(s) = s>+ 2s+16+5s+ 5a (8.153)
= §°+ 75416 +5a (8.154)

Dividindo-se ambos os lados dessa equacio por s2 + 7s + 16, tem-se que

i den(s) _ s+ 75+ 16 + 5a (8.155)
s2 4+ 75416 524+ 75+ 16
da
= 14+ -——" 1
+ 52+ 7ss+ 16 (8.156)

Logo, os valores de s tais que den(s) = 0 podem ser buscados aplicando-se as

regras do LGR a
da

1+ ————-—=0 8.157
+82+78+16 ( )

substituindo-se a = K.

8.5.2 Ajuste de ganho usando LGR

Um dos problemas béasicos em um projeto de controladores é o de ajustar ga-
nhos de malha.

As regras para o tracado do lugar geométrico das raizes podem ser utilizadas
para o ajuste de Kp em modelos como os da figura 8.22.
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R(s);  E(s) UEs) Y(s)
K, " Ge(s) -

Figura 8.22: Controle proporcional ou ganho simples.

Exemplo de ajuste de Kp

Seja o problema de ajustar o ganho Kp em que Gp(s) é da forma

s+ 3
K T D+ 26+ 4)

Gp(s) = (8.158)

de modo que o sobressinal seja Mp = 16.3 % (ou seja, £ = 0.5 ou cos(f) = 60°).

Método grafico

Na figura 8.23 vé-se o lugar geométrico de & constante (a reta com angulo (3
constante).

£ =0.5(Mp=16.3%)

Kp=1.49

Polos Dominantes 7
[ Polos de Malha Fechada
X O Polos e Zeros de Malha Fechada

Figura 8.23: Ajuste de ganho utilizando o LGR graficamente.

A solugao estd marcada na figura 8.23 com um [ e se encontra no ponto de
cruzamento de um ramo do LGR com o lugar de £ = 0.5

A determinagao do valor numérico de K p pode ser feita lembrando que, se um
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ponto a pertence ao LGR, entao

1 = |G(a)l (8.159)
a+3

1 = |K 8.160

Pa(a+1)(a+2)(a+4) ( )

Kp lalla + 1] |a + 2| |a + 4 (8.161)

la + 3|
sendo que os diversos médulos (|al,|a + 1|, |a + 2|, |a + 4],|a + 3|) podem ser
medidos com o auxilio de uma régua.

Havia, no passado, um instrumento préprio para o tracado de LGR, chamado
de Spirule

Figura 8.24: Instrumento Spirule para tragado grafico de LGR. Imagem obtida
de “History of Computing”, https://www.nzeldes.com/HOC/Spirule.htm.

Método algébrico

Como o modelo do exemplo é de 4% ordem, a aproximacao por polos dominan-
tes requer que os dois polos ndo dominantes (p; e pa) estejam suficientemente
afastados.

Essa condicao devera ser verificada a posteriori.

O denominador-alvo desejado para a funcao de transferéncia de malha fechada
é da forma

Daio(s) = (s —p1)(s — p2)(s® + 26wys + w?) (8.162)
= (s—p1)(s— pg)(s2 +1w,s + wi) (8.163)
= 5"+ (wn — p1 — p2)s° + (Wi — (p1 + P2)wn + P1p2)s”

+(wnp1p2 — wi(p1 + p2))s + wap1p2 (8.164)

Por outro lado, o denominador de HLGS()S) é dado por

Dyr(s) = s'4+7s% 4145 + (84 Kp)s + 3Kp (8.165)
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Igualando-se os coeficientes de Dyjyo(s) € Dasp(s), tem-se que

7T = wp—p1—Dp2
14 wy, — (p1 + p2)wn + P1p2
8+ Kp wnp1p2 — wi (1 + p2)
3Kp = wipips

cuja solugao é

Kp = 1.496 (8.170)
w, = 0.703 (8.171)
p = 4.062 (8.172)
pr = 2.235 (8.173)

Como &w, << p; o método dos polos dominantes fornece uma solugao satis-
fatéria.

8.5.3 Ajuste da realimentacao tacométrica usando LGR

Em muitos problemas praticos, é possivel medir diretamente a derivada do
sinal de saida usando um instrumento apropriado, como tacometros e girome-
tros.

Nesses casos, é possivel utilizar a informacao, por exemplo, da velocidade de
rotacdao de um motor, sem derivar o sinal de saida.

O procedimento de derivar qualquer sinal nao é recomendado, pois tende a
exacerbar o ruido.

Uma solucgao seria utilizar estimadores de estado, um tema a ser tratado adi-
ante, porém incorrendo em custos computacionais adicionais.

Exemplo de utilizagao da realimentagao tacométrica

Considere um processo modelado por Gp(s) da forma

s+3
Kps(s +1)(s+2)(s+4)

e suponha que se quer ter, em malha fechada, um sobressinal de Mp = 16.3%
e tempo de subida t, = 2.42 s.

Gp(s) = (8.174)

Com o ajuste somente de Kp nao serd possivel atender as duas especificagoes
simultaneamente, pois para ajustar duas caracteristicas sao necessarios dois
graus de liberdade.
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Assim, introduz-se um zero na posicio —A correspondente a realimentagao
tacométrica para que, juntamente com o Kp, tenha-se dois graus de liberdade
para ajustar Mp e t,.

Incluindo o efeito da realimentagao tacométrica, a nova funcao de transferéncia
de malha aberta é dada por

s+ 3
s(s+1)(s+2)(s+4)

Grovo(s) = Kp(As+1) (8.175)

Método grafico

A posigao do zero em —1/X\ deve ser ajustado de modo que um ramo do
LGR passe pela posicao alvo de malha fechada (interseccao entre as curvas de
£€=0.5ew, =1rad/s).

Como € e w, sao conhecidos, é possivel marcar a posicao do par de polos dese-
jados de malha fechada, dados por pj 2 = —wy, cos(f) £ jwy sin(3), lembrando
que B = cos~(£) (no presente caso, 60°).

Uma vez que os ramos do LGR estao passando pelo polo desejado, basta obter
o ganho K p pelo mesmo método utilizado anteriormente.

A Im[s]
& =0.5(Mp=16.3%) . |
|
on = 1 (t=2.425) i b j0,87
Rels]
—C >
4 .
Zero introduzido
pela realimentagéo
tacométrica 0,50 }F \\
O Polos de Malha Fechada 3 Dofﬂ?ll;?"ltes
¥ QO Polos e Zeros de Malha Fechada

Figura 8.25: Malha de controle em que se utiliza a realimentacao tacométrica.

Pelo método grafico, conforme a figura 8.25, uma solucao é Kp =2.7e A = 0.4.
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Método algébrico

Considerando as especificagoes £ = 0.5 e w, = 1, o denominador-alvo é

Daivo(s) = (s —p1)(s — p2)(s* + 26wys + w?) (8.176)
= (s—p)(s—p2)(s°+1s+1) (8.177)
= s'+(1—p1—p2)s’+ (mp2 —p2 —p1 +1)s°  (8.178)
+(p1p2 — p2 — p1)s + p1p2 (8.179)
O denominador da malha fechada Hc;g% é dado por
Dyr(s) = s* 4753+ (Kp)+14)s* + (8.180)
+(Kp(BA+1)+8)s+3Kp (8.181)
Tgualando-se os coeficientes de D0 € Dysr, obtém-se que
7T = 1—p1—po (8.182)
KpA+14 = pipo—pa—p1+1 (8.183)
Kp(BA\+1)+8) = pips —p2—p1 (8.184)
3KP = pi1p2 (8.185)
cuja solugao é
Kp = 2714 (8.186)
A = 0421 —  corresponde a zero em 2.37 (8.187)
p1 = —3.926 (8.188)
pe = —2.074 (8.189)

O lugar geométrico das raizes é uma ferramenta muito util que permite
visualizar as dificuldades potenciais no projeto de controladores, bem como
para sugerir propostas de possiveis estruturas para o controlador. Além
disso, permite a imediata verificagao da existéncia de zeros em localizagoes
inconvenientes ou o grau de dominancia de um par de polos complexos.

8.6 Controlador PID

O representante mais comumente encontrado de controlador com a estrutura
da figura 8.18 é o Proporcional+Integral+Derivativo (PID), caracterizado por

u(t) = Kpe(t) + K; /0 Ce(rydr + KD%(t) (8.190)
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ou

u(t) = kp <e(t) + Tl, /0 e(ryr + TDj:(t)> (8.191)

em que Kp, K; e Kp sao os ganhos proporcional, integral e derivativo, res-
pectivamente. O T7 é o tempo integral (ou 1/77 o ntimero de repeticao por

segundo) e Tp é o tempo derivativo.
Por vezes, limita-se o ganho segundo

‘U
Umaz 5 kpe > Umax U
u(t) =3 kpe ; Umin < kpe < upaz (8.192) = ‘
emin
Umin 3 kpe < Umaz | I I—e
/o=
caso em que é interessante introduzir o conceito —+ Umin
de banda proporcional (BP), definido como
(BP) e
BP = enaz — emin (8.193)

Figura 8.26: Fenomeno da
Imediatamente da figura, constata-se que, saturacao
quanto menor o percentual de BP for a faixa de
excursao do sinal e(t), maior o ganho.

Logo, uma forma efetiva de especificar kp é como o inverso de PB em porcen-

tos,
1

~ PB(x100%)

Aplicando-se a transformada de Laplace na expressao do controlador PID em
8.190, tem-se que

kp (8.194)

1
Uls) = (KP+KIS+KD3> B(s) (8.195)
Kps? + K K
— opd +5P8+ LB(s) (8.196)
Ge(s)

Como o grau do numerador em 8.196 é maior que o do denominador, a fun-
¢ao de transferéncia de E(s) para U(s), em 8.196 nao é realizdvel. Assim,
usualmente ¢ utilizada a forma

. KD82+KPS+K[
N s(s+a)

Go(s) (8.197)

em que o parametro a é escolhido de modo a nao afetar o transitério, ou seja
la| > |Re[\j]], em que \; sdo os polos do sistema em malha fechada. Em
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outras palavras, a é um polo afastado de G¢(s)P(s).

A expressao para o controlador PID vista em 8.197 é dita ser de forma paralela
e serd aqui adotada pela conveniéncia de notagdo, lembrando que uma forma
pode ser convertida em outra de modo simples. A figura 8.27b apresenta o
diagrama de blocos da forma paralela (a) e a padrao (b).

E(s)

Figura 8.27: Duas representagoes diferentes para o controlador PID.

Os ajustes dos parametros kp, k; e kg (ou de Kp,T7,Tp) dependem das espe-
cificacoes de desempenho e podem ser baseados em métodos variados.

Controlador I-PD

Quando o sinal de referéncia r(t) apresenta variagoes bruscas, o termo D do
controlador PID tende a gerar picos grandes que, eventualmente saturam o
atuador.

Um esquema para atenuar esse problema ¢é utilizar o termo derivativo no ramo
de realimentacao, conforme ilustrado na figura 8.28. Utilizando-se o esquema

r 4 e 1 +
( T @—» ke G(s)

v

Figura 8.28: Controlador I-PD.
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I-PD, tem-se que

kp G(s)
%
y Trs (8.198)
R Ltk (14 75 + Ts) G(s)

- 1 by (14 75 + Tps) G(s) 5.199
- . ,
1+ Trs+TiTps* 1 4k, (1 + 15+ Tps) G(s)

que ¢é equivalente a utilizar um pré-filtro combinado com um controlador PID
usual.

Diagramas e simbolos utilizados em controle de processos

No meio industrial, em que se tem processos complexos com varias malhas de
controle, é usual usar uma representacao padronizada (por exemplo, ABNT/NBR
8190 e ISA 5.1).

A figura 8.29 ilustra um exemplo muito simples de trocador de calor, em que
TIC significa Temperature-Indicator-Controller, F'T é o Flow Transmiter e os
numeros na parte inferior do circulo sdo uma identificagdo da malha de con-
trole.

[ATANENAANAR —
100/ \100/ 100/ I Ao muata
/ S S QAR LEVANTA
o — -
A il
1 ) '\" Entrad
niraaa HASTE DO ATUADOR
¥ car, W T do Fluido
W\ #
\ pu g S <~ X
00/ AN (F (FC

o1 )~ 0T /
1.1 AL / "L vy
Vapor _{:;-c_\_._p ./-F_E\- >/ F_\,f\
\ / Ll
)| A
Vapor t—

I [y Saida
- v/ LN do Fluido
e - Placa de Valvula
Orificio

I
Valvul N7
Manual %f

Residuos
Figura 8.29: Exemplo de um diagrama de instrumentagao de controle.
Outros exemplos de simbologia sao TRC (Temperature Recorder Controller),

FAL (Flow Alarm Low), LAH (Level Alarm High), SIC (Speed Indicator Con-
troller) e PT (Pressure Transmitter).
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8.6.1 Sintonizagao de PID com LGR

Como exemplo, considere um processo descrito pela funcao de transferéncia

_ Y(s)
Gp(s) = 0(s) (8.200)
1
T (5+2)(s+3) (8.201)
a ser controlado por

Gols) = 28 ou (8.202)
U(s) = Gols) (R(s) ~ Y(9)) (8.203)
- <Kp 4 Ké + KD5> E(s) (8.204)
_ KD82+KPS+K[ (8205)

- KD82 + Kps+ Ky
~2 SGta) (8.206)

em que « é um polo distante inserido artificialmente para tornar 8.205 reali-
zavel.

Assuma que as especificagoes de desempenho sao & = 0.5 (Mp = 16.3%) e
wp =2rad/s (t, = 1.2s).

Uma vez que se dispoe de trés parametros (Kp, K7, Kp) e de apenas duas
especificagoes, pode existir mais de uma solugao.

Cono o numerador do PID é um polinémio de 2° grau, pode-se optar por ter
dois zeros reais ou um par de zeros complexos conjugados.

A figura 8.30 apresenta duas dessas solugoes, ambas satisfazendo as especi-
ficagoes de desempenho propostas. Porém é possivel que uma solugdo seja
superior a outra, segundo algum critério adicional.

Os controladores projetados sao

s2 +9.755 + 22.5)

— 5 2
Gei(s) 5.6 505 +10) (8.207)
s2 4+ 8s+ 18
= T— 2
Gea(s) 7 505 +10) (8.208)

sendo que G aloca os zeros em —6 e —3.75, enquanto G¢o aloca os zeros
complexos conjugados em —4 + j1.4.
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“Im[s]
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Figura 8.30: Ajuste de controlador PID utilizando LGR.

8.6.2 Método de Ziegler-Nichols

Trata-se de um método heuristico que tem resultado em comportamentos sa-
tisfatérios em vérias aplicagoes praticas.
H4 dois procedimentos principais para aplicagao do método de Ziegler-Nichols

(Ziegler, J.G. e Nichols, N.B.. Optimum settings for automatic controllers.
Trans. ASME, v. 64, p. 759-768, 1942).

1. Método da curva de reacao: aplicavel a processos chamados de autorre-
gulados que sao, na esséncia, BIBO estaveis.

2. Método do limiar de oscilacao: como o procedimento exige colocar o
processo em uma condi¢ao de oscilagao sustentada, o seu uso deve rea-
lizado com cautela. Uma solugao seria utilizar um relé para ocasionar a
oscilacao e utilizar o valor do ganho equivalente como o K¢.
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Método da curva de reagao

Estando o controlador em modo de operacdao manual, aplica-se um degrau e, a
partir da resposta, denominada de “curva de reacao”, obtém-se os parametros
L e T (vide figura 8.31).

A partir de T' e L os ganhos Kp, Kj, Kp sao obtidos diretamente de

Curva de Reacédo Oscilacado Limiar
L Processo _V(L) L’»ﬁ)—» ﬂ,
Ay RK
r/—\\
"f \\ t
L \ . - .,
. VAR,
L~ T

Figura 8.31: Parametros utilizados pelos métodos de Ziegler-Nichols.

Controlador | Kp K; Kp
P T
Le 1
PI 097 o3
PID 122 2L 05L

Método do limiar de oscilagao

Estando o controlador em modo de operacao automatica, somente com o ga-
nho proporcional Kp, este é ajustado de modo que o modelo apresente uma
oscilagao sustentada.

O ganho Kp que corresponde a esta oscilacao de amplitude constante é deno-
tado K¢ (ganho critico) e o periodo Pg.

Nestas condicoes, os ganhos Kp, K;, Kp sao obtidos diretamente de

Controlador Kp K Kp
P 0.5K¢
PI 0.45Kc 5P
PID 0.6Kc 0.5Pc 0.125FP¢

O método da curva de reagao é aplicavel a plantas que sao assintoticamente
estaveis para entradas tipo degrau, as vezes chamados de auto-regulados .
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Uma forma de obter os pardmetros para sintonia de controlador PID pelo
método do limiar da oscilagao é ajustar o ganho proporcional para um valor
muito elevado, de modo que se comporte como relé. Se houver oscilagao, o seu
periodo é associado a Pg e a amplitude de oscilagdo A¢ fornece

AM
Ko =

- 8.209
Ao (8.209)

em vista do método da linearizagdo harmoénica (vide Apéndice G).

O método de Ziegler-Nichols é particularmente eficaz no controle de plantas
com modelos tipo primeira ordem com atraso

KefsT
Gp(s)=——— (8.210)

8.6.3 Anti-windup

O fenomeno de windup é um potencial problema encontrado na pratica, ao se
utilizar um integrador na malha de controle para eliminar o erro em regime
permanente.

Se o sinal de erro nao for anulado por longo periodo, a sua integral assume
valores muito elevados que tendem a saturar o atuador. Na figura 8.32 é visto
um método para combate ao windup que consiste em calcular a diferenca entre
o valor do sinal solicitado V' (s) e o valor de saturagao de U(s) e adicioné-la na
entrada do integrador.

R(s) _ E()
+

Y(s)

P(s)

Figura 8.32: Um mecanismo anti-windup para o controlador PID

Uma outra técnica ¢é interromper a integracao no PID quando a saida do
controlador atinge um limiar preestabelecido.
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8.6.4 Regra do Lambda

O ajuste de um controlador PI pela regra do lambda consiste em extrair alguns
parametros da curva de reacao e utilizd-los juntamente com férmulas empiri-
cas.

Mais especificamente, dados K, L e T' da curva de reagao, o controlador PI é
dado por

u(t) = K, (e(t) + 7112 /Ot e(7‘)d7> (8.211)
em que
T

K\ +1L)
T, = T (8.213)

K. (8.212)

sendo o parametro de projeto A é escolhido na faixa de [T, 3T].
Usualmente o tempo de acomodagao resultante é da ordem de 4.

Mais detalhes em Dahlin, E. B. Designing and tuning digital controllers. Instr
and Cont Syst, v. 41, n. 6, p. 77-84, 1968.

Exemplo

Considere um sistema em que a curva de reacao apresenta K = 1, T=1 e
L = 0.5, conforme a notacao apresentada na figura 8.31.

Nesse caso, conforme a tabela 8.6.2, o controlador PI é da forma

Uls) — (KP+KI§)E(S) (8.214)
T 1L

= (097 + - S)E() (8.215)

N 1.803:1.67 8216)

Se for utilizado o método do limiar de oscilacao, o sistema apresenta, conforme
a notacao utilizada na figura 8.31, Po = 1.70 e K¢ = 3.84.

O controlador PI, segundo a tabela 8.6.2, é dado por

Uls) = (Kp + K,i) E(s) (8.217)
- <0.45Kc v if‘;) E(s) (8.218)
~ 1.73s + 1.42 (8.219)

S
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Usando a regra A com A = 27" e conforme a expressao 8.213, tem-se o contro-
lador PI

U(s) = K()\T+L) (1 + ]}s> E(s) (8.220)
~ 0.48;-0.4 (8.221)

As respostas degrau em malha fechada utilizando os controladores 8.216,
8.219 e 8.221 estao apresentadas na figura 8.33.

Ajuste de PID: Ziegler-Nichols e Regra Lambda

<«— Ziegler-Nichols — Curva de Reagéo

Ziegler-Nichols — Limiar de Oscilag&o

0 2 4 6 8 10 12 14
Tempo [s]

Figura 8.33: Respostas degrau, em malha fechada, utilizando controlado-
res projetados pelas regras de Ziegler-Nichols e A. O processo é da forma
Kae % /(s +a).

Nota-se da figura 8.33 que as regras de Ziegler-Nichols levaram a controladores
com significativos sobressinais, enquanto a regra A resultou em um controlador
com tempo de resposta maior.

8.6.5 Aproximacgao de primeira ordem + atraso

As regras de Ziegler-Nichols se adaptam bem a modelos da forma primeira
ordem com atraso. Assim, apresenta-se a seguir um método para aproximar
funcoes de transferéncia com atraso puro, zeros reais e polos reais por um
modelo de primeira ordem com atraso.
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Considere uma transferéncia G(s) dada por

e assuma que se deseja obter uma aproximacao

1 _
Gaproz(s) = KTS - o Ls (8.223)
Lembrando que
1 1

podem ser consideradas as aproximacoes

e ~ l—as (8.225)
e P = ;&:Hlﬁs (8.226)
ou
e ~ —as+1 (8.227)
e P = ,8514—1 (8.228)

Utilizando-se as expressoes 8.227 e 8.228, a funcao de transferéncia 8.222 pode
ser aproximada notando que

Gle) = K ((21185111)) ((Z:: I 11)) e (8.229)

eMs e mSe™T28 ¢~ Tné

—0s

~ 8.230
T1s+1 € ( )
- K 1 e~ (O=m— =N tT2—F7n)s (8.231)

718+ 1

1
= K s 8.232
T18 + 16 ( )
emque L=0—-—m — - —npt+n—-F+7en <7,1=2,3,..,n.

Um outro método para se obter uma aproximacao para uma fungao de transfe-
réncia com polos e zeros reais é utilizar a regra da metade, também conhecida

como regra de Skogestad (SKOGESTAD; POSTLETHWAITHE, 1996):

e Ordenar as constantes de tempo em ordem crescente 71 > 79 > -+ > 7p,.
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e Metade da maior constante de tempo desprezado (72) é adicionada ao
tempo de atraso de transporte (0). A outra metade é adicionada &
constante de tempo a ser mantida (71).

e Os termos ﬁ, ey T,LTIH’ caso existam, sao aproximados por Tz‘sl+1 =
e TS,
e Os termos (ms+1),...,(nms + 1), caso existam, sdo aproximados por
s + 1 = ehs,
Exemplo
Considere o sistema descrito pela fungao de transferéncia
(—=0.1s+ 1)
Go(s) = K 8.233
o(s) (5s+1) (35 + 1) (0.55 + 1) (8.233)
Pelo método representado pela expressao 8.232,
1
G ~ K —0.1s ,.—3s ,—0.5s 8.234
1(s) o5 +1 ¢ © e ( )
1 .
= K——¢ 3% 8.235
os +1 ¢ ( )

Pelo método da metade, as constantes de tempo sdo 5 > 3 > 0.5. A maior
constante de tempo a ser mantida é 5. A maior constante de tempo a ser
desprezada é 3. Logo, a metade, 1.5 = 3/2, é adicionada ao atraso puro, ou

seja, e72%% e a outra metade é acrescentada ao maior constante de tempo 5,
resultando 5 + 1.5 = 6.5.
O termo (—0.1s + 1) é substituido por =% e o termo ﬁ por e~ 0%,
Juntando todos os elementos, tem-se a aproximacao
1
G ~ K —1.5s ,—0.1s _—0.5s 8.236
2(5) 6hs+1°  ©  °© (8:236)
1
- K e 2:1s 8.237
6.9+ 1 ( )

A figura 8.34 apresenta as respostas degrau das fungdes de transferéncia Gy,
G1 € GQ.

Controladores PID sao muito populares e, quando bem sintonizados, apre-
sentam bom desempenho. Sao relativamente baratos e facilmente encontra-
dos no mercado. Além disso, cada um dos termos P, I ou D possui agoes
intuitivas que permitem ter uma compreensao intuitiva do comportamento
da malha de controle.
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Aproximacéo de Modelos

08r

04-

—WMuodelo Origin
02r

0 é 1 ‘U 1‘5 2‘0 2I5 3ID 3I5 40

Tempo [5]
Figura 8.34: Comparagao entre as respostas degrau da fungéao de transferéncia
original (linha sélida), aproximagao por série de Taylor truncado de primeira

ordem (linha pontilhada) e aproximacao pela regra da metade (linha trace-
jada).

8.7 Escalonamento de ganhos

O método de escalonamento de ganhos (gain scheduling) apresentado aqui
consiste em ajustar os parametros de controladores simples, de acordo com o
estado em que o processo se encontra na regiao de operagao (ou envelope de
operagao).

Usualmente os controladores simples sao projetados usando modelos lineari-
zados cuja validade se restringe a sub-regides especificas e, a medida que o
processo evolui, passando de uma sub-regiao de operagao a outra, os parame-
tros devem ser reajustados, com o intuito de se manter boas caracteristicas de
desempenho.

Conforme visto anteriormente, dado um sistema descrito pela EDO da forma
x = f(x,u) (8.238)

um modelo linearizado na vizinhanca do ponto de equilibrio xg que corres-
ponde a uma entrada u(t) = ug constante é dado por

Ax ~ A(xp,T) Ax + B(xp, up) Au (8.239)
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em que {Au, Ax} sdo as pequenas perturbagoes e as matrizes jacobianas A e
B sao dadas por

gL ... gﬁ gﬁ ... §f1

1 Tn U1 Um

A=| ; B=1 oo (8.240)
Ofn ... Ofn Ofn ... Ofn
o0x1 O0xn (x5,up) ouy Oum, (xp,up)

A regiao de operacao no espaco de estados é dividida em vérias sub-regioes,
cada uma caracterizada por um par (xg,ug).

Cada sub-regiao deve ser suficientemente pequena para que o controlador local,
projetado usando o modelo linearizado, possua um desempenho adequado.

Sao projetados controladores para cada uma dessas sub-regioes.

A medida que o estado x evolui de uma sub-regiao para outra, ajusta-se o
parametro do controlador segundo algum mecanismo de adaptacao.

Um mecanismo simples de adaptacao é fazer uma interpolagao linear.

Se ao redor da sub-regido caracterizada por (xg1,upi) o controlador possui
pardmetros 01 e ao redor de (Xg2,ug2) o controlador possui parametros Oz,
faz-se

0 =X01 + (1 — )\)92 (8.241)

sendo A\ a distancia normalizada do estado atual x a partir de (xg1 ao longo
da linha xg1 — xpg2).

Ao invés de uma teoria geral, o método de escalonamento de ganhos serd
apresentado na forma de um exemplo.

Considere, entao, um modelo de processo massa+mola+amortecedor em que
a mola possui caracteristica ctbica, descrito por

i+ by + (kiy + ka2y’®) = u (8.242)

Fazendo-se a associacao x1 = y e z2 = ¢, tem-se que

(8.243)

T | €2
X9 o —kiz1 — le’? —bxy +u

Denotando (z1)g o primeiro componente do estado xg, o modelo linearizado
é caracterizado por

0 1 0
N R TN P L R




Métodos no dominio transformado 273

ou

. 0 1 0
Ax = k= 3ka(e)h b Ax + 1 ]Au (8.245)
——
A B

Admitindo que serd usada uma lei de controle do tipo realimentacao de estados,

Au = -KAx + Ar (8.246)

a dinamica em malha fechada para pequenos sinais é dada pelos autovalores
de

0 1 0
A-BK = l hy Ska(e)? b ] - l . ] | K1 K> | (8.247)
0 1
N l k1 — 3ka(z1)? - K1 —b— Ky ] (8.248)
cujo polinémio caracteristico é
Auipi(s) = 82+ (b+ Ka) s+ (k1 + 3ka(21)h + K1 ) (8.249)

Assumindo que as especificagoes de desempenho sao: (i) sobressinal de 16,3% e
(ii) tempo de subida de 1s, os valores requeridos dos parametros para o modelo
segunda ordem sao £ = 0.5 e w, = 2.41.

Logo, o polinomio caracteristico desejado é

Adesejado(s) = 32 + 2£wn3 + w,% (8250)
= §°4+2415+5.81 (8.251)

Comparando-se as expressoes 8.249 e 8.251, conclui-se que K deve satisfazer

b+ Ky = 241 (8.252)
ki +3ka(z1)? + K = 4.81 (8.253)

Particularizando o exemplo para o caso k1 =1, ko =2 e b = 1, e adotando-se
3 pontos de equilibrio, (z1)g = 0, 0.5 e 1, tem-se que as entradas constantes
ug requeridas sao

(x1)E | ug K Ko

0 0.00 4.81 1.41
0.5 0.75 3.31 1.41
1 3.00 | —1.19 1.41
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Segundo a tabela 8.7, os valores de K7 = 4.81 e Ko = 1.41 sao utilizados na
proximidade de (z1)g = 0, no caso, entre 1 = —0.25 a 0.25. Na proximidade
de (z1)g = 0.5, os valores dos ganhos sao K; = 3.31 e Ko = 1.41, mais
especificamente, utilizado entre z; = 0.25 a 0.75. Na proximidade de (x1)p =
1, os valores dos ganhos sdo K1 = —1.19 e Ko = 1.41.

A figura 8.35 apresenta em vermelho a resposta ao sinal “escada” tracado em
verde, no caso com escalonamento. A resposta em azul é o caso sem o uso do
escalonamento, utilizando-se somente os valores dos ganhos obtidos no ponto

(1‘1)E =0.

Comparacio comvsem escalonamento de ganhos

com escalonamentg Fal
i s em escalonamentg -5;12\
1t referéncis ; % m“'\h
i L F
081 & ]

: o]
=
s 0.6
=

¥

w AN

;_: T
04 f

02| {

0 2 4 6 8 0 12 14 18 18 20
tempo

Figura 8.35: Comparacao entre respostas com escalonamento (linha vermelha)
e sem (linha azul). O sinal de referéncia é a de cor verde.

8.8 Controladores cascata

A ideia central da estrutura de controle cascata é controlar uma varidvel inter-
mediaria através de uma malha interna, visando melhorias quanto a rejeicao
de distirbios e velocidade resposta. Eventualmente, efeitos de nao linearida-
des da malha externa podem ser reduzidos pela malha interna.

A figura 8.36 apresenta, na parte superior, uma estrutura de controle de sim-
b b

ples malha e com uma varidvel v que tem o potencial de ser utilizado como

saida de uma malha interna.

Na parte inferior é mostrada a estrutura de controle cascada em que partici-
pam, agora, dois controladores G¢1(s) e Geoal(s).
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Usualmente G¢1(s) é denominado de controlador mestre e Gea(s) de contro-
lador escravo.

Variavel Intermediaria

D s
'
R E U s Y Y

+ Ge *| Gp, :( )—>{Gpy >

D
E, — U, +i \Y Y
u Geo [ Gps _:O > Gp, >
Malha Interna
Malha Externa

Figura 8.36: Estruturas de controle cascata.

Exemplo

Como um exemplo pratico, considere o processo de aquecimento continuo de
liquido, conforme esquematizado na figura 8.37, em que o fluxo de vapor v
na serpentina pode ser tomado como a varidvel intermedidria para efeito de
controle cascata.

Liguido a Ligquido a
ser aquecido % :®§ ser aquecido —

Vapor E g "

u

i
e . u, e
-=-| Controlador = Controlador 1 1

Figura 8.37: Exemplo de controle cascata em um processo.

Com o intuito de avaliar os desempenhos das estruturas de controle com res-
peito a rejeicao de distirbios, propoe-se um estudo de casos em que

1

52+ 3s+2
1
GPQ(S) = 51 5 (8.255)

Gpi(s) (8.254)
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Projeto de G considerando a malha simples

Assumindo que vai ser utilizado um controlador PI como G¢(s),
1
Ge(s) = (Kp+ K];)E(S) (8.256)

tem-se, levando em conta o processo Gp(s) = Gp1(s)Gpa(s), que

Y(s)

T(s) R (8.257)
Ge(s)Gp(s)

I+ Ge(5)Gr(s) (8.258)

= Kps + Kr (8.259)

st +8s3+17s2+ (10+ Kp)s + K

Adota-se como especificacao de desempenho um sobressinal de 16.3% e tempo
de subida de 2.4s que corresponde a se ter { = 0.5 e w, = 1 rd/s, caso valha
a aproximacao por polos dominantes.

Deseja-se, portanto, que o denominador de T'(s) seja idéntico a

A(s) = (s+p1)(s+p2)(s* + 26wns + w)) (8.260)
= (s+p)(s+p)(s®+s+1) (8.261)

= '+ (1+p1+p2)s®+ (L+p1+p2+pip2)s* +
+ (p1 + p2 + p1p2) s + P1p2 (8.262)

ou, identificando os coeficientes de 8.259 e de 8.262, obtém-se o sistema de 4
equagoes a 4 incognitas

l+pi+p = 8 (8.263)
L+pi+p2+pip2 = 17 (8.264)
p1t+p2+pipe = 10+ Kp (8.265)
pp2 = Kj (8.266)

cuja solucao é p1 = 5.3, po = 1.7, Kp =6 ¢ K7 = 9. Como £w,0.25, p1 € pa
podem ser considerados suficientemente afastados para valer a aproximacao
por polos dominantes.

Projeto de G¢1 e G2 do esquema de controle cascata

Projeta-se, inicialmente, o controlador G¢o da malha interna. O controlador
escolhido é novamente do tipo PI, 8.256. Como a malha interna deve possuir
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uma resposta mais rapida do que a externa, foram escolhidos £ = 0.7 e w, =
8 rd/s. A funcao de transferéncia de malha fechada da malha interna é dada
por

V(s)
T; = 8.267
lnt(s) Ul(S) ( )
Gp2G
= _P2Ter (8.268)
1+ GpoGeo
Kps+ K
= 8.269
52+(5+KP)S+K] ( )
cujo denominador deve ser idéntico a
A(s) = 8%+ 2bwps+w? (8.270)
= s°+11.25+64 (8.271)
Segue, imediatamente, que Kp =11.2—-5=6.2¢e¢ K; =64 ¢
6.2s + 64
T; = 272
(8 = 12544 (8:272)

Tendo-se o controlador G¢s da malha interna, pode-se projetar o controlador
G 1 da malha externa.

Como G¢ escolheu-se novamente um controlador PI, 8.256 e foram mantidas
as especificacoes de desempenho de sobressinal de 16.3% e tempo de subida
de 2.4s.

A funcao de transferéncia da malha externa é dada por

Y(s)

Text(s) = R(S) (8273)
__GaTiuGe (8.274)

1+ Gor1TintGpr ‘
_ 6.2Kps? + (64Kp + 6.2K;) s + 64K (8.275)

854 14.25% +99.653 + coefas? + coefis + 64K

em que

coefy = 6.2Kp+214.4 (8.276)
coefi, = 64Kp+6.2K;+ 128 (8.277)

Uma solugao que atende as especificacoes estabelecidas, obtida com o auxilio
de um computador digital, ¢ Kp = 0.98 e K; = 1.8.

A figura 8.38 apresenta o efeito da utilizagdo de estrutura cascata em que se
observa a sua superioridade em relagao a rejeicao de uma perturbacao em v.
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Comparacéio Sem/Com Controle Cascata

[
I

1.27 : 7
I

0.8
0.6

0.4f

T i T T T T
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0.8F 1
y
0.67 1
04 Perturbacao .
-0.5por 1s
0.2r y, ]
0 \ . \ \ 14 . . . .
0 2 4 6 8§ 10 12 14 16 18 20
tempo [s]

Figura 8.38: Grafico que mostra o desempenho superior do controle em cascata
na presenca de distiurbios exdgenos.

8.9 Compensadores avangadores/atrasadores de fase

Apo6s um projeto inicial de um controlador, pode haver necessidade de se reali-
zar compensacoes de efeitos decorrentes de procedimentos tais como desprezar
o atraso na transmissao de dados, adotar modelos reduzidos, projetar con-
siderando apenas os polos dominantes sem levar em conta os zeros e outras
possibilidades.

Uma possivel solucao é colocar em cascata com o controlador original filtros
que realgam as frequéncias de interesse.

Para melhorar o transitorio, é interessante dispor de ganho elevado em altas
frequéncias.

Por outro lado, para reduzir o erro de regime permanente é interessante que o
ganho seja elevado em baixas frequéncias.

Esses filtros sdo chamados de compensadores cascata.
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8.9.1 Projeto de compensadores avancadores de fase

O compensador avancador de fase (lead), é um filtro passa-altas que é utili-
zado para melhorar as caracteristicas do regime transitério.

Em baixas frequéncias, o seu ganho é unitério [0 dB|, mas para altas frequén-
cias fornece um aumento de ganho.
Em termos de fase, reduz os atrasos, tendendo a melhorar a margem de fase.

A funcao de transferéncia de um compensador avancador de fase é da forma

geral
Ts+1

als+1

A figura 8.39 apresenta as curvas de Bode para T = 1, a = 0.1 e K = 1,
correspondendo a

Grews = K 0<ax<xl (8.278)

s+1

Gread (8.279)
ea lio + 1
s+ 1
= 10 8.280
s+ 10 ( )

Compensador Avancador de Fase (Lead)

IG() 4
(dB] 10

LG(jm) 30
[

10?2 10" 100 @ g 10° 10°
Frequency (rad/s)

Figura 8.39: Curvas de Bode de um compensador avancador de fase (lead).

O maéaximo avanco de fase ocorre para

YN S (8.281)
““NVTar T Tva ‘
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e o seu valor é

41—«
Pmax = sin 1(1+a> (8.282)

Se for adequado aproximar o comportamento do sistema em estudo como sendo
de segunda ordem, em torno das frequéncias de interesse, as especificacoes de
desempenho requerem apenas o valor do sobressinal desejado (Mp) e do tempo
de resposta, que tipicamente é o de subida (¢,) ou o de acomodacgao (ts).

Para modelos de segunda ordem (polos dominantes) e lembrando que tanto o
sobressinal Mp quanto a margem de fase v dependem apenas do coeficiente de
amortecimento &, basta ajustar o parametro o do compensador de modo que,
na frequéncia de cruzamento de interesse (aproximadamente w,, que resulta no
t, ou ts desejado), tenha-se ¢pqz-

Ajuste do compensador avancador de fase usando LGR
Para sistemas de segunda ordem, tanto o M, quanto a margem de fase v
dependem somente do coeficiente de amortecimento &.

A partir do M, especificado, pode-se determinar o § requerido
ln(Mp)2

§= —W (8.283)

Dispondo de &, pode-se determinar a margem de fase v desejada usando
1 28
VT4t —2¢

Caso o projeto esteja sendo feito no plano s, ressalta-se que o lugar geométrico
de £ = cos(B) corresponde a semirreta no plano s.

(8.284)

v =tan"

Por outro lado, t, e ts, juntamente com &, fornecem o valor de wy,.

De posse de £ e wy, pode-se determinar o par de polos desejados (marcados
com [J na figura 8.40).

Tendo-se a posicao dos polos desejados, basta encontrar ¥ e ¢3 de modo que
a somatoria dos angulos seja de —180°.

E interessante notar que o angulo 0 = 91 — ¢3 é a contribuigao a ser fornecida
pelo compensador.

No exemplo da figura 8.40, o processo nao compensado é

G(s) = (8.285)

e as especificacoes de desempenho sao tais que o sobressinal desejado é 16.3%
e o tempo de subida é 0.6s.
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Figura 8.40: Exemplo de projeto de compensador avangador de fase usando o
lugar geométrico das raizes.

O sobressinal de 16.3% corresponde a £ = 0.5 e 0 w,, para tempo de subida de
0.6s deve ser 4rad/s, levando em conta que £ = 0.5.

Escolhendo-se para o zero do compensador o valor —2, obtém-se

s+2
G(s) =20 8.286
(5) s+5.6 ( )

que resulta em um sobressinal significativamente maior.

Uma recomendacgao crucial é, portanto, que se verifique se o projeto foi ade-
) b

quado, quer seja por simulagao, teste com hardware in the loop ou no proprio

processo.

Tal necessidade é devido ao fato de que foram alocados os polos nos locais
desejados, mas o efeito do zero nao foi considerado. Como o zero nao estd
suficientemente afastado, o seu efeito é significativo.

Ajuste do Compensador Avancador de Fase usando as Curvas de Bode

O projeto de um compensador avangador de fase para um processo Gp(s),
utilizando a aproximacao por polos dominantes e as curvas de Bode segue as
seguintes etapas.

1. Dada a especificacao de M, pode-se determinar o valor de £ requerido.
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2. A partir de £ calcula-se v (margem de fase) usando 8.284.
3. A partir de £ e de t, (ou ts) especificado, determina-se wy,.

4. Se o valor de £ é pequeno, vale a aproximacao w, ~ w. = w||G(jw)|:1.
Considerando a aproximacao w, ~ we, verifica-se qual ¢4, deve ser
adicionado ao £Gp(jw.) + 180° para que se tenha a margem de fase 7
requerida. Na pratica, convém adotar um valor de ¢4, ligeiramente
maior para se ter uma margem de folga contra o efeito da insercao de
zeros e polos do controlador no w..

5. A partir de ¢4, desejado determina-se a (equagao 8.282).

6. Adotando-se T' = wci/a o compensador é dado por
Ts+1
G =K—— 8.287
ols) = K- (3.257)

7. Ajusta-se, finalmente, K de modo que |G¢(jw.)Gp(jwe)| = 1.

A sequéncia de projeto de controladores avangadores de fase utilizando curvas
de Bode encontra-se ilustrada na figura 8.41.

IGljm}| 1
[d8] _
" 4 ]FI. L.:—;'.:-rie K logim)
0 -
A Glim) logim)

I°l O

—180

Figura 8.41: Exemplo de projeto de compensador avangador de fase.

8.9.2 Projeto de controladores atrasadores de fase

O compensador atrasador de fase (lag) é utilizado, em geral, para aumentar o
valor de K,, melhorando o rastreamento de referéncias tipo rampa.
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Trata-se de um filtro passa-baixas e o seu projeto é muito simples. Ou seja,
basta adicionar o ganho requerido em frequéncias mais baixas comparadas com
aquelas da regiao de cruzamento da curva de ganho com o eixo 0dB.

A ideia é nao alterar as curvas de Bode na regido de frequéncias relevantes que
caracterizam o comportamento transitério do sistema.

IG(jw)]
[dB) A

=4
-

X O
Atrasador — -

Figura 8.42: Exemplo de projeto de compensador atrasador de fase para me-
lhoria do K.

8.9.3 Exemplo de projeto tipico de controlador classico

O objetivo desta secao é apresentar um projeto simples & luz de especificagoes
frequentemente utilizadas na pratica.

Considere um processo modelado pela fungao de transferéncia

Gp(s) = 58 (8.288)
1
= (8.289)

que deve satisfazer, em malha fechada com realimentacao unitéria, as seguintes
especificacoes:

1. e(o0) = 0 para entrada degrau r(t)
2. Mp =16.3% (sobressinal)
3. t, = 1s (tempo de subida)

4. K, =10
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em que e(t) = y(t) — r(t).
Passo 1: Caso o modelo nao apresente polo em s = 0, é interessante incluir

um integrador da malha para se ter e(co) = 0. No exemplo, como Gp(s) é do

tipo 0, o controlador devera incorporar o termo G1(s) = %

Passo 2 Ajuste de Mp e t, mediante uso de compensador lead.

Assumindo-se que serd utilizado o conceito de polos dominantes, deve-se ter
1. Mp=20% = £ =05

-1
2. wy = % = 2.42rad/s

Portanto, os polos de malha fechada devem estar localizados em Sgesejado =
—Ew, Fwpy/1 — €2 ou seja, —1.21 + 52.09.
Um método é utilizar o LGR, conforme ilustrado na figura 8.43, em que se

Im[s] ) Im[s]
Polos £=0.5 A Polos £=0.5
dominantes __ dominantes ___
desejados desejados —)

(-1.21+j2.09) g (121+2.00) 7

Re[s]

Figura 8.43: Exemplo de projeto utilizando LGR.

realizaram dois projetos

s+1

s+ 1.6

Um outro método para projetar o compensador lead é o algébrico.

Para Mp = 16.3%, verifica-se que a margem de fase deve ser v = 52°, ou seja,

a curva de Bode de fase deveria estar a —180° + 52° = —128° para w,, tal que
|G1(jwn)Gp(jwn)| = 1.
Porém £Gi(jw,)Gp(jw,) = —157°, de forma que, para chegar a —128°, é

necessario somar 157 — 128 = 29°.
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Para se ter uma margem de folga, escolhe-se 29° 4+ 5° = 34° para ¢.paz, que
leva a o = 0.28, T'= 0.78, ou seja,

0.78s + 1

32Tz 292
Gays 0215+ 1 (8.292)
s+1.3
— 122 2
s+4.7 (8.293)

Como mencionado anteriormente, em vista da utilizacao de métodos que en-
volvem heuristica, é necessario que seja feita pelo menos uma avaliacao do
projeto através de uma simulacao ou, preferencialmente, investir em uma va-
lidagao junto ao processo fisico propriamente dito.

Passo 3 Ajuste do K, usando compensador lag. A constante de velocidade
K,, até esta etapa (processo+integrador+lead G2/2), é dada por

K, = é%SGl(S)G2/2(S)GP(S) (8.294)

17.07(s +1.6) 1
= = 8.295
s (s+34) s+1 ( )

= 33 (8.296)

Logo, um possivel compensador lag é um filtro passa-baixa nas proximidades
de w ~ 0.1 com ganho de 10/3.3 = 3.0.

Adotando-se ganho de 4, o compensador lag é dado por

s+ 0.1

=_- " - 8.297
s+ 0.033 ( )

3
O desempenho do controlador cascateando G1,Gy/o, G3, pode ser visto na
figura 8.44.
Nota-se na figura 8.44 o efeito comparativo dos zeros introduzidos pelos com-
pensadores G/ € G-

O compensador GG5/3 supera o desempenho especificado, gragas a significativa
margem de folga na escolha de ¢pqz-

8.9.4 Preditor de Smith

O preditor de Smith é utilizado para controle de sistemas com atraso de trans-
porte.

Considere a tarefa de projetar um controlador G¢(s) para um processo com
atraso Gp(s) = G(s)exp(—T's), conforme a figura 8.45.

A ideia é projetar o controlador G x (s) como se nao houvesse o atraso, ou seja,
como se a planta fosse descrita apenas pelo fator G(s) (sem e~7¢).
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Comparagéo entre 2 projetos diferentes de compensador “lead”

1.4 T T
G (s)=7.07 10
12f & e s34
R/ A o
0.8 \
= +1.3
> G.(s)=12.2
06 ®) +4.7
0.4 G(5)=5.57 s+1.0
5)=
¢ 5+2.5
0.2
0
0 2 3 4 5 6
tempo [s]

Figura 8.44: Comparacao do desempenho do projeto do controlador com dois
diferentes compensadores lead.

r
] u T y
e

Ge(s) G (s)
r Gp(s)

Figura 8.45: Exemplo de uma planta que possui atraso de transporte.

Quaisquer métodos podem ser utilizados para fazer o projeto do Gx(s).
A safda correspondente seré denotada Y (s).

Nota-se, inicialmente, que

Y(s) = G(s)U(s) (8.298)
= G(s)U(s) +G(s)e T*U(s) — G(s)e 15U (s) (8.299)
= G(s)e T°U(s) + (1 — e TG (s)U(s) (8.300)
Gp(s)
= Y(s)+ (1 - e T5HG(s)U(s) (8.301)

e, portanto, é possivel obter §(t) a partir de y(t), requerido pelo controlador
Gx(s), mediante o uso da parcela de predicao (1 — e~ )G (s)U(s).

Esse termo ¢ facilmente determindvel, caso se conheca o modelo da planta.

A estrutura do controlador G¢ com o mecanismo de predicdo pode ser vista
na figura 8.46.
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r—t?i 6o [ Gl —1
r—t?_i» gx(s) L’G(s)éh V —y>

BELgys G sH—G (5)sT Y,
|—‘ ,+

(1-&%)6(s) >
rolador G(s) v

Figura 8.46: Estrutura do controlador empregando o conceito de preditor de
Smith.

Na figura 8.46, verifica-se que

Uls) = Gx(s)E(s) (8.302)
E(s) = R(s)—Y(s) (8.303)
Y(s) = Y(s)+ (1 —e TG(s)U(s) (8.304)
ou seja,

Us) = Gx(s) [R(s) —Y(s)— (1 —e—TS)G(s)U(s)] (8.305)
e (S)Cif(_s)e e R~ V) (8.306)

_ Gx(s) V(s
1+ Gx(s)G(s) — Gx(s)e T°G(s) [R(s) =Y (s)]  (8:307)

Gp
Gx(s)

T o1+ Gx(s)G(s) — Gx(s)Gp(s) [B(s) =Y (s)] (8.308)

O controlador baseado no preditor de Smith possui, portanto, a forma

Gx(s)

Gl = T Gx )60 - Cx (G

(8.309)

em que Gx foi projetado desconsiderando o atraso e~ 1%,
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E importante ressaltar que o preditor de Smith depende da disponibilidade de
um modelo acurado da planta para produzir bons resultados.

8.10 Curvas de terceira ordem

Assim como no caso de sistemas de segunda ordem os projetos podem ser
baseados nos parametros £ e w,, projetos de sistemas de terceira ordem nor-
malizados na escala de tempo podem ser realizados empregando graficos no
plano.

Os sistemas gerais de terceira ordem necessitam de trés parametros, a1, as e
a3 para a sua caracterizagao

d3y d%y

dy
PrE} +a1—= o7 + ag—

o +asy=u (8.310)

mas graficos no plano permitem manipular apenas dois.

Assim, fazendo-se a transformagao

t =

8.311
= (5.:311)

tem-se que

\/7 +a1\/7d 2+ag\/> +a3y = u (8.312)

d3y a; d?y as dy 1
— + = —u (8.313)
dr?®  a d7‘2 3/, d a

vas 3

B1

Essa transformagao corresponde a uma mudanca na escala de tempo.

Os polos na nova escala de tempo 7 sao obtidos de

3 ar o az

+ s2+ s+1=5+F1s°+Ps+1 = 0 (8.314)
Yas (3a3)2

Agora o modelo estd parametrizado com dois valores (31 e B2 (ressaltando que
a escala de tempo foi alterada).

Utilizando o critério de Routh-Hurwitz, a condicao para estabilidade é, no
caso, f1 > 0, B2 > 0 e B18 > 1, de modo que a regiao de interesse do plano
{1, B2} é o primeiro quadrante ou, mais especificamente, acima da hipérbole
descrita por By = 51_1
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Pode-se implementar um programa de computador que permita tracar o lugar
geométrico dos pares (01, B2) tal que a percentagem de sobressinal é constante,
como a vista na figura 8.47, por vezes referido como curvas de Vyshnegradski
(ILA. Vyshnegradsky, I.A. On regulators of direct action, Izvestiya St. Peters-
burg Technological Inst. (em russo), v.1, 1877).

P

40%

5 Mp=10%
4

3

2 Regidao

f Estavel

0.5 1 15 2 25 3 35

Figura 8.47: Curvas de terceira ordem. Escolhendo-se o tempo de subida
normalizado ¢, e o sobressinal Mp, obtém-se os valores de (31 e 35 requeridos.

Exemplo: Projeto de um compensador cascata

Considere o projeto de um compensador avancador de fase para um processo
do tipo 1

s+ a 1

s+b s(s+2) (8:315)

Gua =

As especificacoes de desempenho sao o sobressinal de 20% e tempo de subida
de 1s.

Na figura 8.47, tome-se o ponto 51 = 4.3 e 82 = 2, que corresponde a Mp =
20% e r, =4.5s.

A equagao normalizada é, portanto,
d3y

ﬁ‘i‘ﬁl

d%y

d
ﬁ—l-ﬁzdi;—l-lyzv (8.316)
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Como se deseja t, = 1s, deve-se fazer uma mudanca na escala de tempo
T = 4.5t, 0 que leva a
&y +43><45d2 +20><(45)2dy+1><(45)3 = (8.317)
73 dr? 2 dr oY= ‘
d3y d%y dy
Y 1 194%Y 1 405Y 1011 8.318
as e g T (8.318)

Necessita-se, portanto, ajustar K, a e b de modo que o denominador de
% K(s+a)
3+ (240)s2+ 20+ K)s+ Ka

seja idéntico a 8.318. Deve-se, a posteriori, verificar se a influéncia do zero
torna o projeto inadequado.

Gur = (8.319)

Resolvendo-se o sistema de equacoes

2+4b=19.3 (8.320)
2% + K = 40.5 (8.321)
Ka=91.1 (8.322)

obtém-se o resultado desejado, a = 15.9, b =173 e K =5.7.

Exemplo: Projeto de um controlador PID

Considere o ajuste de ganhos de um controlador PID para o processo sil? com
as mesmas especificacoes do exemplo anterior Mp = 20% e t, = 1s
Kps? +Kps+K; 1
Gpp = 2pE AP TR (8.323)

s(s + 20) s+1

em que o termo s + 20 é introduzido para tornar o controlador realizavel.
Manipulagoes simples permitem obter o denominador da funcao de transferén-
cia de malha fechada

Apra =53+ (21 + Kp)s® + (20 + Kp)s + K7 (8.324)

Como as especificagoes sao as mesmas do exemplo anterior, o denominador
desejado é 8.318 e, portanto,

21+ Kp =19.4 (8.325)
20+ Kp =405 (8.326)
K;=91.1 (8.327)

resultando Kp = 20.5, K; =91.1 e Kp = —1.6.
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8.11 Otimizacao de controladores

Uma forma de aferir o desempenho de um sistema é através da utilizagao de
uma funcao do tipo custo ou de retorno.

Em problemas de otimizacao, as fungoes custo sao minimizadas, enquanto
as de retorno sao maximizados. Por exemplo, o gasto com combustivel deve
ser minimizado através de ajustes apropriados dos pardmetros do sistema,
enquanto a eficiéncia deve ser maximizada.

Outras fungoes podem representar o tempo dispendido para se completar uma
tarefa preestabelecida, a produtividade do processo, a variancia do sinal de
saida em torno de um valor desejado etc.

Em principio, a otimizacao pode ser aplicada a vérios tipos de controladores,
mas aqui os métodos serao ilustrados para o caso PID, em que serao buscados
os valores 6timos de (kp, ki, kq).

Caso a otimizagao fosse aplicada ao projeto de um compensador avangador de
fase, os valores étimos buscados seriam de (K, «,T') da expressao

Ts+1

—_— .32
als+1 (8.328)

GLead =

sujeito a restricao 0 < o < 1.

O problema genérico de otimizagao no R™ consiste em obter um ponto w* €
R"™ que minimiza uma funcao J : R® — R, enquanto satisfaz restricoes de
igualdade caracterizadas por h; : R" — R e de desigualdade g; : R" — R,
1=1,...mrej=1,...mp:

Ungl%R%J(w) (8.329)
sujeito a

hi(w) = 0 (8.330)

gi(w) < 0 (8.331)

O ponto w que minimiza J(w) e satisfaz as restri¢oes é denotado w* (ponto
de 6timo).

Por exemplo, considere o problema de otimizar um controlador PD e para isso,
tome-se como a varidvel a ser otimizada w = (ky, kq) e escolha como a fungao
J a ser minimizada

T(w) = /OOO le ()| dr (8.332)

em que e(t) = r(t) — y(t)|(kp ka)» OU seja, o erro acumulado de rastreamento

de r(t) obtido quando se usa o controlador PD com os parametros (ky, kq).




292  Engenharia de controle

Caso seja de interesse, podem ser acrescentadas restrigoes, como
e(0) = 0 (8.333)
t, < 1s (8.334)
que significam, respectivamente, erro nulo em regime permanente e tempo de
subida abaixo de um limite.

Observa-se que nao é necessario considerar o problema de maximizacao (por
exemplo, da eficiéncia e da produtividade), pois

J,relﬁ}bj(w) = —lrvrg%@(](w) (8.335)
w* = arg (WI%£7LJ(w)>:arg (wrggﬁ{ng](wn (8.336)

Aqui serao apresentadas, por ora, 3 diferentes classes fungoes objetivo J:

1. Compromisso entre algumas caracteristicas notdveis de respostas, por
exemplo,

J(w) =t + pM, (8.337)

que busca reduzir o tempo de subida ¢, com pouco sobressinal M,. O

fator peso p indica qual a importancia relativa que se deseja atribuir a
M,,.

2. Erro acumulado na tarefa de rastreamento de uma dada referéncia, ja
apresentado em 8.332, chamado de critério TAE (integral of the absolute
error).

As outras formas andlogas sao

J(w) = /Oooe(T)?dT (8.338)
J(w) = /OwT]e(T)]dT (8.339)
J(w) = /OOO re (r)2 dr (8.340)

denominadas respectivamente, ISE (integral of the square error), ITSE
(integral of the time weighted absolute error) e ITSE (integral of the time
weighted square error).

E importante ressaltar que minimo nao é sinénimo de pequeno e o de-
sempenho do sistema otimizado pode ser insatisfatério. Além disso, é
importante mencionar que o sistema fisico pode apresentar restricées que
limitam o seu desempenho. Por exemplo, nao é possivel obter o desem-
penho de um carro esportivo a partir de um caminhao de carga, mesmo
com um excelente ajuste do controlador.
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8.11.1 Sintonizacao de controladores

Os controladores possuem parametros que devem ser ajustados, como os ga-
nhos kp, k; e kp de um controlador PID.

Nesse moédulo serao apresentados dois enfoques:

o Satisfagdo de restrigoes (ou de Zakian): consiste em obter valores para o
parametro © de modo que as especificacoes representadas por restricoes
sejam satisfeitas. Por exemplo, Mp < 20 e t,. < 2s

e Otimizacao paramétrica: consiste em obter valores para o parametro ©
que minimizam (maximizam) funcoes de custo (de retorno). Por exem-
plo,

oo 9
) t)* dt
guin |, o0

em que eg(t) é o erro de rastreamento quando o parametro utilizado é 0.

O critério ITAE

Para o critério de otimizacao ITAE, e assumindo o termo livre do denominador
wk, a funcio de transferéncia alvo de malha fechada é da forma

k

=5t (8.341)

T(s)

e, para k = 2,3 e 4, os valores étimos ja calculados para os coeficientes sao

Py(s) = s +1.40w,s+ w? (8.342)
Py(s) = s34 1.75w,s% +2.15w?s +w? (8.343)
Py(s) = s'4210w,s>+3.40w2s> +2.70w3s+wi  (8.344)

Exemplo

Considere um processo descrito pela funcao de transferéncia

1

Gls) = Ks(s +1)(s+2)

(8.345)
a ser controlado em malha fechada por uma realimentacao tacométrica M (s) =
14+ As. A fungao de transferéncia de malha fechada é

G(s)
1+ G(s)M(s)
K

= .34
3432+ 2+ K\N)s+ K (8:347)

T(s) (8.346)
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Assumindo que se deseja utilizar o custo ITAE, utiliza-se a expressao 8.343
para o denominador desejado (s3+1.75 w;,s?+2.15 w2 s+w3 ), obtém-se igualando-
se os coeficientes que

3=1.75w, (8.348)
2+ K\=215 (8.349)
K=u (8.350)

cuja solugao é K = 5.038, w, = 1.714 e A = 0.099.

Casamento de modelos

Uma forma interessante de ajustar controladores é construir modelos de refe-
réncia (por exemplo, de segunda ordem com £ e w, desejados) e utilizar um
algoritmo de otimizacao para ajustar os parametros do controlador minimi-
zando o custo de descasamento J =[5 [e(t)] dt.

Caso e(t) convirja para 0 no esquema ilustrado na figura 8.48, ter-se-4 obtido
sucesso em casar o modelo de referéncia através da combinacao do controlador
e do processo.

o . IModelo X
Xm = ‘:\.n?‘-m T nlllr
T < =3
— —»
u Processo Xp
® Controlador —® Xp - f(Xp.U)

I

Figura 8.48: Um esquema de controle baseado em modelo de referéncia

Porém, em geral, o casamento perfeito é inexequivel, de modo que se estabelece
uma tolerancia, por exemplo, da forma maz{e(t)} < tol.

Em principio o método nao se limita a processos lineares e o controlador pode
ser de variados tipos, inclusive nao lineares.

Lembrar, porém, que J minimo nao significa que o descasamento é “pequeno”,
ou seja, deve-se sempre verificar o desempenho obtido.

8.11.2 Observagoes sobre otimizagao

1. O Apéndice K apresenta alguns dos métodos mais populares de otimiza-
¢ao no R".
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2. Nota-se que nao é necessario estudar o problema de maximizagao pois

in J(0) = - J(O
IO = eI

correspondendo ao mesmo ponto estacionério 0*

0*eR™

= arg <max J(G))

0" = arg < min J(9)>

0* R

3. Dependendo das formas das fungoes J, h e g, o problema de otimizagao
pode ter uma solugdo, varias solugoes ou nenhuma solucao. A figura
8.49 ilustra algumas das possibilidades aplicadas & otimizacdo no R':

e A: Fungao diferenciavel, sem restricoes sobre o valor de 6. Uma
condigao necessaria é J' = 0.

e B: Funcao nao diferencidvel, mas que possui ponto de minimo.

e C: Funcao descontinua que possui ponto de minimo.

e D: Funcgéao diferencidvel que nao possui ponto de minimo.

e E: O ponto de minimo ocorre na fronteira do conjunto vidvel que é

fechado.

e . Existe o ponto de infimo, mas esse nao pertence ao conjunto
viavel que é aberto nesse ponto.

J(6%)

lJ(e)

T

0" >0 9

Figura 8.49: Algumas situagdes encontradas em problemas de otimizagao.




296 Engenharia de controle

4. Teorema de Weierstrass: Seja ® C R" e J : 0 — R. Se J é semicontinua
inferiormente e 8 é compacto em R"”, entao existe 0* € R™ tal que

J(07) = min J(8)

Prova em (APOSTOL, 1969).

5. Varios pacotes computacionais de otimizacao sdo disponiveis no ambi-
ente MATLAB, Scilab, GNU Octave e SciPy (Python), entre muitas
outras opcoes.

8.11.3 Método das desigualdades de Zakian

O método de projeto de controladores proposto por Zakian consiste em ex-
pressar as especificacoes de desempenho em termos de desigualdades a serem
satisfeitas pelas grandezas envolvidas, quando o controlador encontra-se sin-
tonizado adequadamente.

Por exemplo, se o controlador é do tipo PID, como ilustrado na figura 8.50,
a tarefa seria de obter valores adequados para kp, k; e kp, de modo que
desigualdades do tipo

g1 (kp,kr,kp) = tempo de subida < ¢"%* (8.351)
g2 (kp,kr,kp) = erro de regime < €™ (00) (8.352)
g3 (kp,kr,kp) = sobressinal < Mp®* (8.353)
94 (kp,kr,kp) = margem de fase > M Fmin (8.354)

R(s) 4 E(s) U(s) Y(s)

‘.?_‘ PID — Gp(s)

Figura 8.50: Ajuste de Controlador PID

O projeto de controladores pelo método das desigualdades de Zakian requer
a solucao de um problema de encontrar um ponto vidvel, ou seja, aquele que
satisfaz as restrigoes.

Analogamente ao caso da formulacdo do problema de otimizacao, assume-se
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que as restricoes sao colocadas na forma

g1(01,02,...,04) < (8.355)
g2(01;02,...,04) < (8.356)
9, (01,01,...,8,) < 0 (8.357)

Diferentemente do problema de otimizacdo, nao se busca minimizar alguma
funcao de custo como o tempo de resposta, consumo de energia, erro de regime
etc.), mas apenas encontrar um ponto que satisfaz todas as restrigoes.

Um método de busca bastante similar aqueles utilizadas em problemas de
otimizagdo é o das fronteiras mdveis (Zakian, V. e Al-Naib, U. Design of
dynamical and control systems by the method of inequalities. Proc. IEE, v.
120, n. 11, p. 1421-1427, 1973).

Escolhendo-se no passo k = 0 um valor genérico de 0g, as restricées g; podem
nao estar satisfeitas.

A busca é realizada de modo iterativo,

Okt1 = Opq1 + hy

em que h aponta para o interior da regiao viavel relaxada na iteracao k-ésima,
até que se obtenha ¢g; < 0 parai=1,2,....p.

g2.0)= el <dl g,(0) =cy

Fronteiras
Relaxadas

Figura 8.51: Iteragoes no método das fronteiras méveis.
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O objetivo primordial em projetos de controladores é que as especificagoes
propostas sejam atendidas. Caso as especificagoes possam ser colocadas na
forma de um sistema de desigualdades, métodos numéricos de constraint
satisfaction podem ser utilizados. Havendo grau de liberdade suficiente,
pode-se escolher a melhor estratégia de controle mediante a minimizagao de
uma fungao custo (ou maximizagao do retorno).

8.11.4 Controle antecipatorio ou feed forward

A ideia central é alimentar as informacoes sobre o sinal de referéncia R(s) a
frente do controlador da malha fechada, geralmente somando-se alguma acao
diretamente no atuador V(s) = Grr(s)R(s), conforme ilustrado em 8.52

Feed Forward

Ge(9)

v

R(s) +— E(s) Y(s)

GF(S) To

Figura 8.52: Controle antecipatdério tipico.

Gc(s)

Se o modelo do processo é Gp(s) e o controlado da malha é G¢(s), entdo o
efeito de um controlador antecipatério (feed forward) é caracterizado por

28 N 152622,: 1?55510 (8.358)
- Gcfigféz% (8.359)
Se fosse possivel fazer Gpp(s) = 051(8)7 tor-se ia
;8 - Gcfigfél?% (8.360)
- G"fiéﬁfﬁ (8.361)
B % (8.362)

- (8.363)
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A solugdo consiste, portanto, em utilizar uma aproximagao para G;l para
uma faixa de frequéncias, fazendo-se

Grr(s) = Gp'(8)Gaux(s) (8.364)

de modo que GFrr(s) seja realizdvel.
Uma possivel escolha para Ggyuz(s) é

ap

Boug = ————

(8.365)

em que « e p sao parametros a serem escolhidos pelo projetista.

Na pratica o ganho de Gpp(s) é reduzido para evitar sinais v(t) excessivos.

Exemplo

Seja o processo modelado pela funcao de transferéncia

Gr(s) = - L

oD (8.366)

e o controlador proporcional G¢o = K.

O valor de K = 1.177 foi ajustado de modo que, sem o compensador Grr, a
resposta degrau apresentasse um sobressinal de 20%.

Escolheu-se & = 10 >> 1 e p = 2, obtendo-se Gpr(s),

s(s+1) 102
1.177 (s + 10)?

Grr(s) = (8.367)

de modo que haja pouca influéncia em baixas frequéncias.

A figura 8.53 apresenta a resposta degrau em que se observa, com a presenca
do Grr(s), significativa reducao do tempo de subida com reduzido sobressinal.

8.11.5 Pré-filtro

Como indica o préprio nome, a fungao do pré-filtro é reduzir ou realcar com-
ponentes de certas frequéncias presentes no sinal de referéncia R(s).

Entre as varias possibilidades para o projeto do filtro estdao a atenuacao das
altas frequéncias presentes em variagoes bruscas de R(s), reducao da excitacao
de modos ressonantes indesejados e melhoria do desempenho realcando compo-
nentes apropriadas do espectro. Para ilustrar um possivel efeito do pré-filtro,
apresenta-se aqui um exemplo numérico.
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Efeito de Feed Forward

12
Pl Y A — ~—
081 \

L Com Antecipagéo
0.6 \ (Feed Forward)
0.4 H Sem Antecipacéo
02

tempo [s]

Figura 8.53: Efeito do controle antecipatério (feed forward).

R(s) 4 E(s) U(s) Y(s)

— GPP(S) GC(S) > G(s) [ »
Pré-Filtro -

Figura 8.54: Pré-filtro.

Exemplo

Y(s)
(s)

=<

Considere o caso em que relagao original Gprp(s) =

s+1

G A
wr(s) s24+0.755 + 1

(8.368)

que apresenta sobressinal de ~ 40%.

Com o intuito de se reduzir o sobressinal, deseja-se inserir, na entrada de
referéncia, um filtro Gpp(s) tipo bloqueia-banda (notch) para atenuar w,, =
1rad/s.

s + wns + (0.9wy)?

Grr(s) $2 + 2wy s + (0.9wy, )? (8-369)
s+ 5+ 0.9?

= - " 8.370

524+ 2s5+0.92 ( )

O resultado pode ser visto na figura 8.55, em que o sobressinal é drasticamente
reduzido, embora com alguma elevagao do tempo de subida.
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Pré-filtro

L/ Sem Pré-Filtro

Sosr \
061 Com Pré-Filtro

tempo [s]

Figura 8.55: Reducgao do sobressinal utilizando pré-filtro.

8.11.6 Controle posicast
Na se¢ao anterior foi apresentado um pré-filtro do tipo LTI caracterizado pela
fungao de transferéncia Gpp(s).

Porém o condicionamento do sinal de referéncia pode ser mais elaborado, en-
volvendo nao linearidades ou variagoes temporais.

R(S) [ seicad +— E(s) U(s) Y(s)
CE%{::;&QZO “?—. Gls) » G:(s) >

Figura 8.56: Exemplo de controle posicast.

Um exemplo é o caso do controle posicast (Smith, O. J. M. Posicast con-
trol of damped oscillatory systems. Proceedings of the IRE, v. 45, n. 9, p.
1249-1255, 1957.

Dada uma resposta a uma entrada degrau desejada de valor U, a ideia é ajus-
tar inicialmente a referéncia constante de modo que, no instante de pico tp, o
valor da saida y(tp) seja justamente U.

Nesse instante (tp), a referéncia constante é ajustada para U, de modo que o
o sistema entre em equilibrio.

Com esse método, é atingido o valor desejado sem incorrer em sobressinal.

A figura 8.57 apresenta uma comparagao entre os casos com e sem a utili-
zacao do controle posicast.
Convém ressaltar que o controle posicast é muito sensivel a erros de modelagem
e imprecisoes no instante de comutagao.
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Controle Posicast

. | i
I
i
0.8 } il
Sosl ‘: |
04+ i i
| Resposta 1 t, |
0.2 Posicast 1 /
0 1 1 1 I* 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 g 10
|
12 ! ]
|
1
e et |
08F i i
1
05+ ! |
I
04l A |02 |
02 chaveamento i |
0 | | I\ h 4 L L L 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
tempo [s]

Figura 8.57: Controle posicast com auséncia de sobressinal devido & manipu-
lacao do sinal de referéncia.

8.11.7 Algumas personalidades destacadas

Os resultados seminais no tocante a ferramentas para projetos de controlado-
res no dominio da frequéncia, agrupados no que alguns chamam de métodos
classicos, surgiram aproximadamente entre 1920 a 1950, incluindo o periodo
de esforcos de guerra.

Aqui sado apresentados alguns dos pesquisadores que contribuiram para o es-
tabelecimento desses métodos cldssicos, embora o nimero de personalidades
ilustres seja significativamente maior.

=r

»

‘% E &w
NI S8
e 1L

Hazen Bode Black

1927 Harold Stephen Black (1898-1983) utiliza realimentacao negativa para
reduzir a distor¢do em amplificadores. Black inventou, independentemente, o
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amplificador a realimentacao negativa, enquanto viajava no Lackawanna Ferry
do terminal de Hoboken a Manhattan.

1934 Harold Locke Hazen (1901-1980) torna popular o termo servomechanismo
através da publicacao: Hazen, H. L. Theory of Servomechanisms. J. Franklin
Inst., v. 218, p. 209-331, set. 1934. 1938 Hendrik Wade Bode (1905-1982,)
propoe a utilizacao da resposta em frequéncia e introduz as nogoes de margem
de ganho e de fase.

1947 Nathaniel B. Nichols (1914-1997) desenvolve a carta de Nichols para
projeto grafico de sistemas de controle.

1948 Walter Richard Evans (1920-1999) concebe o método do lugar geométrico
das raizes (LGR). Em 1965, Evans inventou o Spirule, que permitia tracar e
interpretar rapidamente os LGRs.

8.12 Exercicios

8.12.1 Exercicio: Efeito da saturacao de ganho

Qual o valor de M > 0 a partir da qual ocorre oscilagao sustentada? Deter-
minar também a frequéncia e a amplitude da oscilagado, caso ocorra.

0 1 0 0
x = |0 0 1|x+]| 0]|f (8.371)
0 -2 -3 —2
y = [100]x (8.372)
M se y>1
fly) = § My se |y <1 (8.373)

-M se y< -1

8.12.2 Exercicio: Tragado de trajetorias no plano de fase
Considere um modelo nao linear no espago de estados {z1,z2} dado por

i‘l = X9 (8.374)
to = —x1+ sign(xa — 1) (8.375)

em que

1 se £€>0

sign(§) = { 1 se i< (8.376)

Esbogar trajetérias tipicas no plano de fase.
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8.12.3 Exercicio: Relé com histerese

Esbocar trajetérias tipicas no plano de fase do sistema ilustrado na figura 8.58,
em que o relé de acionamento apresenta histerese.

AL
N E(s) v : U(SJ= 2 Y(s)

4 s +16

-

[

R(s)

o|
v+

Figura 8.58: Relé com histerese acionando um sistema de segunda ordem.

Repetir o exercicio para

U(s) T2 ts—2 (8.377)

8.12.4 Exercicio: Relé com histerese e zona morta

Esbocar trajetorias tipicas no plano de fase do sistema ilustrado na figura 8.59,
em que se utiliza um relé com zona morta e histerese, realimentado por um
filtro linear.

Esse problema é extraido de um projeto de orientacao de uma carga 1til de
foguete de sondagem utilizando bindrios obtidos por jato de ar comprimido.

P
k.
v

0.4
1+0.075s

Figura 8.59: Caso de um relé que apresenta simultaneamente histerese e zona
morta.
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8.12.5 Exercicio Computacional

Utilizando um software para simulacao digital, tracar trajetérias tipicas no
plano de fase

i = zty+aity (8.378)
= z—y—a’+y? (8.379)

8.12.6 Exercicio: Efeitos da quantizacao de sinais

Esbocar trajetérias tipicas no plano de fase para o sistema da figura 8.60, em
que o atuador apresenta quantizacao.

r=0 €

Figura 8.60: Nao linearidade do tipo quantizagao.

8.12.7 Exercicio: Servomecanismo com atrito seco e quantizacao da
saida

Esbocar trajetérias tipicas no plano de fase de um servomecanismo em que hé
presenca de atrito seco e o sensor de posi¢ao apresenta discretizagdo (como o
caso em que se utiliza um encoder). O diagrama de blocos do servomecanismo
é visto na figura 8.61.

8.12.8 Exercicio: Lugar geométrico das raizes

Considere um processo representado no espago de estados por

0 1 0 0
r = 0 0 1 |z+]|0|u (8.380)
—a -3 -2 1
y = [100]2 (8.381)

em que a > 0.
Esbocar o lugar geométrico das raizes para a variando de 0 a oo.
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Yo

Figura 8.61: Diagrama de blocos para o servomecanismo com atrito seco e
discretizacao do sensor de posicao.

8.12.9 Exercicios: Lugar geométrico das raizes - LGR

Esbocar o lugar geométrico das raizes para os varios processos apresentados
a seguir, assumindo que o pardmetro a ser variado de 0 a oo é o ganho K de

A(s) =1+ KG(s):

1.

G(s) = % 4;31)2
G(s) = 3(821+ 4)
60 -
Gls) =5z f)+(312 +4)
G(s) = 5(5:_11)
G(s) = (232f25j3) (s+3)
Gl = BV

s(s+1)

(8.382)

(8.383)

(8.384)

(8.385)

(8.386)

(8.387)

(8.388)
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8.
1

G = AT 055 A+ 51055 (8.389)

9. )
Gs)= ;1) (8.390)

10. ot
G(s) = 82((214)) (8.391)

11.

G(s) = K(s—1) (8.392)

(s24+2s+2) (s> +2s+5)

8.12.10 Exercicio: Ajuste de ganho

Ajustar K de modo que os sistemas, quando operados em malha fechada com
realimentacao unitéria, apresentem sobressinal de aproximadamente 16.3%
para entrada degrau, quando operado em malha fechada com ganho unita-
rio:

K (s+4)
s(s+2)(s+5) (s> +1.2s5 + 64.36)

G (s) = (8.393)

G (s) = K (52 +4s + 5) (8.304)
(s24+1)(s+4)(s+6) ’

8.12.11 Exercicio:

Observe a figura 8.62. Verificar se é possivel ajustar o valor de B, de modo
que o os ramos do LGR cruzem o eixo imaginario em 433

8.12.12 Exercicio: Controle de um Levitador Magnético

Considere o sistema de levitagao magnética, esquematizado na figura 8.63. As
equagoes que descrevem o seu comportamento dinamico sao:

i
Ld—z YR = v (8.395)
d%y i2
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Im[s]
L.,

Re[s]

7%

B 2 0

o -3

Figura 8.62: Ajuste da posicdo de um polo de malha aberta de modo que os
ramos do LGR passem por pontos predefinidos.

Assumir que R = 19, L = 10mH, m = 0.1kg, g = 10ms?, K = 1 Nm/A% e
a = 1. Linearizar o sistema em torno de y = yg = 5cm e obter uma lei de
controle v em funcao de z, de modo que, para pequenas perturbacées do tipo
degrau, Mp < 16.3%.

Fotodetetor

Figura 8.63: Um sistema que permite levitar uma esfera ferromagnética em
uma altura ajustavel.

8.12.13 Exercicio: Controlador para sistema com atraso

Considere um sistema industrial tipico, descrito pela funcao de transferéncia

e—s

T 10s+1

Gp(s) (8.397)
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Projetar um controlador G¢(s) tipo PI | juntamente com um preditor de
Smith, de modo que o sistema apresente 16.3% de sobressinal e um tempo de

pico de 5s.

8.12.14 Exercicio: Projeto de compensadores

O diagrama de blocos em 8.64 aplica-se a todos os itens deste exercicio. Pro-
por compensadores G¢ (s) para os varios processos Gp (s) de modo que as
especificagoes de desempenho sejam atendidas: K, > 15, e (00) = 0 se r (t) é
do tipo degrau, M, < 20%, t, < 0.5s e ty59) < 1.2s

R(s) +

U(s) Y(s)

ﬁ)& Gels) Gy(s) T

Figura 8.64: Um diagrama de blocos tipicos envolvendo um controlador cas-

cata.

Grls)=G3 oi;r(i +10)
Gp(s) = s2+0£.)65+9
Gp(s) = s(sl+ )
Gr (o) =
Gp(s) = T

10
(s+1)(s + 10)

(8.398)

(8.399)

(8.400)

(8.401)

(8.402)

(8.403)
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8.12.15 Exercicio: Expressao fechada para compensador avangador de
fase

Sabe-se que uma fungao de transferéncia G (s) é tal que para uma certa
frequéncia angular dada w,, tem-se

|G (jwe)| = M (8.404)

4G (jwe) =2 (8.405)

Assumindo que é fornecido um valor i > 0, obter expressoes para ag, a1, by e
b1, de modo que o compensador avancador de fase

ais+ ap
= — 4
Gols) =3 (8.406)

seja tal que, em w,, o sistema compensado apresente a margem de fase (MF)

de 7, ou seja,
G (jwe) G (jwe)| =1 (8.407)

£Ge (jwe) G (jwe) = n — 1807 (8.408)

Observacao: Uma possivel resposta é:

Ja
- ya 4
ag - (8.409)
o = b (8.410)
(0%
by = 1 (8.411)
o= YO (8.412)
We
em que
.
a = 0% (8.413)
1+singp

0 = n—1—180° (8.414)
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Métodos no Dominio do Tempo

“Simple solutions require the most advanced thinking.”
— Richie Norton

Este capitulo apresenta alguns enfoques primordialmente baseados no dominio
do tempo e que sdo muito utilizados na pratica.

Com o intuito de preservar a simplicidade, a maior parte deste capitulo assume
modelos SISO (single input single output), embora vérios resultados possam
ser estendidos a sistemas multivaridaveis (MIMO).

Os casos em que nao ha maiores dificuldades em tratar de modelos MIMO
sao facilmente reconhecidos ao longo do texto pela utilizagao de simbolos em
negrito y e u para representar, respectivamente, o vetor de saida e o vetor de
entrada.

Os problemas multivaridveis sao tratados em excelentes textos como (SKO-
GESTAD; POSTLETHWAITHE, 1996), (MICHEL, 1996), (KAILATH, 1980),
(HESPANHA, 2009) e (ZHOU; DOYLE; GLOVER, 1995), entre outras obras.

9.1 Realimentacao de estado

Uma propriedade muito importante de modelos lineares controlaveis é que os
polos podem ser alocados em posicoes arbitrarias escolhidas pelo projetista,
através do emprego de uma lei de controle do tipo realimentacao de estados

u(t) =-Kx(t) +v(t) (9.1)
em que K é uma matriz constante e v (t) é a nova entrada.

311
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Um método que permite a determinagao imediata de K para o caso em que
B é uma matriz n x 1 consiste em realizar, inicialmente, uma transformacao
linear (ou transformacao similar).

Seja o modelo genérico no espago de estados

x = Ax+Bu (9.2)
= Cx (9.3)

assumido ser controldvel e tome-se uma matriz P nao singular.

O mapeamento P : R” — R"™ dado por
Px (t) =z (t) (9.4)

ou
x(t) =P 'z (t) (9.5)
representa uma transformagao linear.

Notando que

x =P 1z (9.6)

tem-se que
P!z = AP 'z+Bu (9.7)
y = CPlz (9.8)

A transformagao linear P corresponde a uma mudanca de base. Nesta nova
base, o modelo assume a forma,

A

B
) — ==
z = PAP " z+PBu (9.9)
]
—
y = CPlg (9.10)

A mudanca de base altera a representacao, mas as caracteristicas dinamicas
sao preservadas.

De fato, a fungado de transferéncia continua inalterada

G(s) = C(SI—K)_lﬁ (9.11)

= CP7!(sI- PAP*l)_1 PB (9.12)
= C(sI-A)B (9.13)
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Se a representacao é completamente controlavel, sabe-se que a matriz
U=|B AB --- A"'B|

é nao singular e, portanto, inversivel (no caso de sistemas com vérias entradas
a matriz U teria mais do que n colunas e o método necessitaria ser estendido).

Denote por p a tltima linha de U~! e observe que

I = U'u (9.14)
= | |[B AB . A"'B] (9.15)
P
= : s : (9.16)
pB pAB ... pA" B

Como a tltima linha da matriz I é [0...0 1], tem-se que

pB = (9.17)
pAB = 0 (9.18)

: (9.19)

pA" B = 1 (9.20)

Monta-se, agora, a matriz P, conforme o arranjo

p
PA
P= . (9.21)
pA.n—l
O posto da matriz P é n, pois
0 0 :
0 0 1 %
PU=| : : Do (9.22)
1

e P pode ser utilizado para realizar uma transformacao similar

A =PAP! (9.23)
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ou, escrita de outra forma,

AP = PA (9.24)
Substituindo-se P, obtém-se
P pA2
A p:A _ p‘?‘ (9.25)
pA™-! pA”

e, portanto, conclui-se que a estrutura de A é

0 1 0 e 0
0 0 1 - 0
A = : : : oo (9.26)
0 0 0 e 1
| —Gn —p1 —Gp2 - —a |
A forma particular de A, é conhecida como de “matriz companheira”.
Da tltima linha da expressio AP = PA, tem-se
—anp — Gp_1pA — - —a pA"! = pA" (9.27)
p (—anI oy g A — - alAH) — pA™" (9.28)
A"+ A" 4 a1 A+a,] = 0 (9.29)

e permite constatar que os termos —a; de A sao os coeficientes do polindmio
caracteristico A(\) = det(A\I — A), com os sinais trocados.

A matriz B também possui uma estrutura simples, pois

P 0

— PA :
B = PB= ) B = () (9.30)

pA”_1 1

Determinacao do ganho de realimentacgao

Utilizando-se a realimentacao de estado u = —Kz + v na representagao A e
B, tem-se que

z = Az+Bu (9.31)
= Az+B|-Kz+ v} (9.32)
= (A-BK)z+Bv (9.33)
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e focando a atencao para o termo (A — BK)

0 1 0 0

A-BK = : - kn, k1 ]
0 0 1 0
—Qp —Qp_1 —aq 1

(9.34)

verifica-se que K estd presente apenas na ultima linha da matriz companheira

A_BK - : : : (9.35)
0 0 o

—ap —kn —ap-1—kp1 - —a1—Fk

Supondo que sao fornecidos pelo projetista os polos desejados {1, ..., A}, a
tarefa agora é obter K tal que o polinémio caracteristico de A — BK seja

Ap(s) = (s=X)...(s=\p) (9.36)
= "4as" P an_1s+ an (9.37)

Agrupando os termos de mesma poténcia em s, obtém-se o sistema

an, = a,+ky (9.38)
: (9.39)
a; = a +E1 (940)

Uma vez que K tenha sido encontrada, a versao nao transformada pode ser
obtida imediatamente, notando que

u(t) = —-Kz(t)+v(t) (9.41)
—
= — KP x(t)+v(t) (9.42)

Exemplo de realimentagao do estado

Considere o modelo do motor DC apresentado anteriormente, para o qual
se deseja determinar o ganho de realimentagao de estado, de modo que o
sobressinal seja de 16.3 % e o tempo de pico de 0.9 s para uma entrada tipo
degrau.
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As especificacbes correspondem a £ = 0.5 e w,, = 4 e o0 polinémio caracteristico
desejado é

Ap(A) = A+ 2w\ + w2
A2 44N+ 16 (9.43)

O modelo do motor DC j4 esta na forma canonica companheira controldvel,

0 1 0
ac[ 0 1 Tine]] o
Denotando-se a matriz de ganhos de realimentacao por K = [ ko kq ], a
expressao A — BK ¢ da forma
0 1
A_BK_l—2—k2 _3_]{1] (9.45)

O polinémio caracteristico de A — BK é
AN =N+ B+k) A+ (2 k) (9.46)
Portanto, o sistema a ser resolvido é
16 = 24k (9.47)
4 = 34k (9.48)

que possui a solugdo k1 =1 e ky = 14.

Exemplo, sem controlabilidade completa

Quando a controlabilidade nao é completa, alguns dos autovalores podem nao
ser alocaveis.
Considere as mesmas especificagoes do exemplo anterior, ou seja o sobressinal

de 16.3 % e o tempo de pico de 0.9 s para uma entrada tipo degrau, mas desta
vez utilizando um modelo nao (completamente) controlavel.

0 0 -6 3
A=|10 -11|;B=]1 (9.49)
01 -6 0

Os autovalores dominantes devem corresponder a £ = 0.5 e w, = 4 e o terceiro
autovalor —p deve estar distante em relacao aqueles dominantes.

Ap(\) = (A+p) (A +4)+16) (9.50)
= M+ (p+4) N+ (4p+16) )+ 16p (9.51)
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Sobaleiu=-Kx+vcomK=|Fk ky ki }, tem-se a nova matriz de
sistema
[0 0 -6 3
A-BK = [10 <11 | = |1 |[hs ko ki | (9.52)
01 -6 0
[ —3ks —3ky —3k —6
= 1—k3 —ko —ki—11 (9.53)
0 1 —6

cujo polinémio caracteristico é

A (N) = N34 (kg +3k3 +6) A%+ (k1 + ko + 18k3 + 11)\ + (3ky + 18Ky + 27k3 4 6)
(9.54)
Igualando-se os coeficientes de A(\) e Ap(A), obtém-se o sistema de equagoes

ko +3ks+6 = p+4 (9.55)
k1 +9ks +18ks +11 = 4p+ 16 (9.56)
3k1 4+ 18ka +27ks +6 = 16p (9.57)
ou, na forma matricial,
3 1 0 ks p—2
18 9 1 ke | =] 4p+5 (9.58)
27 18 3 k1 16p — 6
[
M

O posto de M ¢ 2, de modo que nao é possivel obter a solugao para p qualquer.

De fato, eliminando-se a dependéncia linear usando ko + 3k3 + 6 = p + 4,
obtém-se

ki—9ks = 23—5p (9.59)
3ky — 2Tk 30 — 2p (9.60)

Se p # 3, nao ha solugao, significando que o polo —3 nao pode ser deslocado,
ou seja, o modo associado nao é controlavel.

Uma solucao possivel é p = 3 e ks = 0, ko = 1 e ki = 8, o que fornece
K=[01 s8]
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Insergao de integrador na malha

A inser¢do de um integrador na malha tem o propédsito de fazer y(t) — r(t)
tender a 0 para ¢t — oo no problema de regulacao, ou, em outras palavras,
e(00) =0 (e(t) € R, t fixo).

Xp=AXp+Bu

Figura 9.1: Insercao de integrador na malha de controle

A ideia é aumentar o estado através da insercdo de um componente extra
x7 € R que é a integral do erro e(t) = r(t) — y(t), de modo que se obtém

xp = Axp+ Bu (961)
- /Ot[r(r)—y(r)] dr (9.62)
y = Cxp (9.63)

ou, tomando-se a derivada de x; e substituindo-se a expressao de y(t),

i = e (9.64)
= r—y (9.65)
= r—Cxp (9.66)

Denotando-se por x, o estado aumentado

Xq = [ xp ] (9.67)

rr

e assumindo-se uma lei de controle do tipo realimentacao de estados (aumen-
tado)

u=—| Kp kf}[’;f;’] (9.68)
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resulta que

. [ xp
%, = 3,311 (9.69)
A o][xp B 0
= 10 o ] l S e P T ] (r—Cxp)  (9.70)
[ A-BKp —Bk || xp 0
— C 0 ] [ 2 + 1 17“ (9.71)
— ——
Aa Xa Ba

e os autovalores de A, podem ser ajustados mediante manipulagdo de Kp e
de k‘[.

9.2 Observador de estados

A implementacdo da lei de controle u = —Kx + v requer a medida de todos
os componentes do estado x, através de varios sensores e transdutores que
significam custo, peso, volume e taxa de falhas, entre outros fatores.

Quando a representacao (A, C) é observavel, pode-se utilizar as saidas y para
obter uma estimativa X de x e implementar a lei de controle.

u=-Kx+v (9.72)

Um observador, observador de Luenberger, estimador de estados ou reconstru-
tor de estados ¢ um mecanismo usado para obter X () ~ x a partir de registros
da entrada e da saida {u (t),y (¢)}.

Seja um modelo completamente observavel da forma

x = Ax+Bu ;x(ty) =x0 (9.73)
y = Cx (9.74)

Uma proposta é combinar as informacoes do modelo e das medidas.

Modelo Medidas
: ~ — -~
X = AX+Bu+L (y—y) ;X(to)=0 (9.75)
y = Cx (9.76)

Na auséncia de estimativas iniciais, é usual adotar X (t9) = 0.

Subtraindo-se a equagao de X de x, obtém-se que

Xx—-X=A(x—-%)-LC(x—X) (9.77)
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Definindo-se o erro de estimagdo como
X=x—X (9.78)
constata-se que a sua dinamica é da forma

X = AX-LCX (9.79)
= (A-LO)X (9.80)

Se os autovalores da matriz (A — LC) tiverem a parte real negativa, X (t) — 0
a medida que t T oo e, portanto, em regime permanente,

x (t) ~ % (t) (9.81)

9.3 Observadores de ordem reduzida

Quando alguns dos componentes do estado sao medidos diretamente, pode-se
utilizar um estimador de ordem reduzida.

Ou seja, necessita-se estimar apenas aqueles componentes nao medidos de x.

Considere um modelo em que x,, sdo os componentes medidos que estao in-
corporados no vetor da saida y e sejam x4 os componentes desconhecidos

d | x A C X B
7 m m m m 9,82
Xm

y = |1 O}lxd] (9.83)

Explicitando a expressao de x,,, tem-se que

Xm = Anx, + Cxyg + Bu (9.84)
Notando que
Xm =Y (9.85)
tem-se que
Yy =Any+ Cxq+ Bpu (9.86)
Introduzindo a notacao
Y=y - Any —Bhu (9.87)

obtém-se a expressao

¥y =Cxy (9.88)
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Por outro lado, explicitando a expressao de x4, tem-se que

Xq = A21xXp + Agxqg + Bau (989)
Definindo-se
= As1x,;, + Byu (990)
resulta que
Xg=Agxq+T (9.91)

Juntando-se os resultados obtidos, tem-se que

Xg=Agxq+7Tu (9.92)
y = Cxy (9.93)

que estd na forma vista anteriormente para um observador de ordem completa
e, portanto, o observador para X; usando (w,y ) é da forma

Xg=AgRg+T+L(y—Cxyg) (9.94)

9.4 Filtro de Kalman: tempo continuo

Aqui, o filtro de Kalman é tratado como um filtro quadrédtico, ou um caso
especial do observador de Luenberger em que o ganho é escolhido de modo a
minimizar a covarianga do erro de estimagao.

Um tratamento rigoroso do filtro de Kalman de tempo continuo requer ferra-
mentas matemaéticas sofisticadas para caracterizar o ruido branco e, portanto,
a apresentacao neste livro busca apenas fornecer uma noc¢ao heuristica.

Considere um modelo em que a equacao de estado é perturbado por um pro-
cesso estocéstico w(t) e a saida é afetada por um ruido v(t)

X = Ax+Bu+Fw (9.95)
y = Cx+v (9.96)

em que w(t) e v(t) possuem distribuigdo normal, w(t) Lv(s), Vt,se

E[w(s)w
E[v(s)v

~
S
~+
=
—

= Q6t—s) Q>0 (9.97)
= Ri(t—-s) R>0 (9.98)

~
S
~+
N2
—

Retoma-se a expressao do observador de estados

— AX+Bu+L(y-y) (9.99)
= Cx (9.100)

<) K-
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O erro de estimagao X é dado por
X=x—-X (9.101)
Busca-se, agora, a expressao para L(t) que minimiza
P(t) = EX(t)X(t)T] (9.102)

que é a covarianca do erro de estimacao (intuitivamente, o quanto o “estado
estimado” estd “disperso” ao redor do “estado real”).

Subtraindo a equagao do estado estimado da equagao de estado original 9.95,
obtém-se que

X=(A—-LC)X+Fw—Lv (9.103)
Para estudar como varia P com o tempo, determina-se
. d
P = $E[)~c(t)>~c(t)T] (9.104)
= AP +PAT —LCP - PC'L” + FQFT + LRL”  (9.105)
Note que

(LR - PCHRYLR - PC)T =LRL’ — LCP - PC'L” + PCTR!CP
(9.106)
mas falta o termo PCTR~!CP na expressao 9.105.

Somando e subtraindo o termo PCTR~1CP, obtém-se que

P = AP +PAT + FQFT + LRLY —LCP - PCTLY  (9.107)
AP + PAT + FQFT + LRLT - PCTR!CP (9.108)
+(LR — PCHRYLR — PC)? (9.109)
O termo quadréitico (LR — PCT)R™YLR — PCT)T tenderia a fazer os ele-
mentos de P (em particular os da diagonal) crescerem, e, portanto, escolhe-se
L que o anula, ou seja,

L=PC'R™ (9.110)

que é uma expressao semelhante aquela do problema LQR.

Nesse caso, a matriz de covarianca do erro de estimacao é dada por
P = AP +PAT + FQFT + LRLY - PCTR™'CP (9.111)
P(0) = E[x(0)x(0)T] (9.112)
que é a equacao de Riccati vista anteriormente.

De fato, o problema otimizagao (LQR) e o de filtragem (Filtro de Kalman)
sao duais em um certo sentido, mas cuja andlise foge ao escopo deste texto.
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9.5 Observador de Perturbagoes

Seja D(s) uma perturbagao aditiva na entrada do processo G(s), de fase mi-
nima, cuja saida Y'(s) e a entrada é V (s)

Y(s) = G(s)[V(s) + D(s)]

Se fosse possivel dispor de G~!(s), entdo
poder-se-ia escrever

G L(s)Y (s) = V(s) + D(s)

e, portanto, a estimativa da perturbacao se-
ria dada por

D(s) = G H(s)Y (s) — V(s) be

Porém, se G(s) for estritamente prépria (ou Figura 9.2: Estrutura basica
seja, grau do denominador > grau numera- de um observador de perturba-
dor), G~1(s) ndo serd prépria. Goes.

Para contornar esse problema, projeta-se um filtro Q(s) tal que Q(s)G~!(s)
seja prépria e incorpora-se esta na estrutura como esquematizado na figura
9.3, ja incluindo o ruido de medida N(s)

D(s)

U(s) V(s)

=gl
+
)? o o) O
B(s)

Figura 9.3: Um método para atenuacao do efeito de perturbacées.

D(s) = Q(s)G™'(5) [Y (s) + N(s)] = Q(s)V(s)
Se |Q(jw)| ~ 1 na faixa da frequéncia de interesse para a malha de controle,
tem-se que D(jw) ~ D(jw).
Exemplo de aplicagao

Considere o processo modelado pela funcao de transferéncia

1
Gl = F 71
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Assuma que as entradas sio U(s) = 2 (degrau) e D(s) = 522% (sinal
senoidal).
Escolhendo-se )
)= ——>
) (s+1)°

obtém-se a resposta vista na figura 9.4, em que a perturbagao é significativa-
mente atenuada.

Resposta degrau ¢/ e s/ DOB

0 20 40 60 80 100
t[s]

Figura 9.4: Exemplo ilustrativo do efeito de um observador de perturbagoes.
Linhas azul e vermelha, respectivamente, sem e com o observador

9.6 Observadores de estado: tempo discreto

O observador de estado para modelos de tempo discreto é semelhante ao do
caso continuo.

Dado um modelo

x[k+1] = Ax[k|Bulk] (9.113)
ylk] = Cxlk] (9.114)

propoe-se o observador de estados

%k+1] = A%[E] + Bulk] + L (y[k] — §[k]) (9.115)
Vi = C% (9.116)

~

O erro de estimagao é definido por X[k] = x[k] — X[k].
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Subtraindo-se as expressoes de z[k + 1] e X[k + 1], obtém-se que
X[k +1] = (A - LC)x[k] (9.117)

e X[k] — x[k] se os autovalores \; de A — LC tiverem norma ||| < 1, Vi =
1,...,n.

9.7 Filtro de Kalman: tempo discreto

Analogamente ao filtro de Kalman de tempo continuo, trata-se de um ob-
servador de estados em que o ganho é ajustado de modo que se minimize a
covarianca do erro de estimacao.

Considere o modelo

x[k+1] = Ax[k] + (Bulk]) + Fw[k] (9.118)
y[k] = Cx[k]+ v[k] (9.119)

em que wlk] ~ N(0,Q) i.id., v[k] ~ N(0,R) i.i.d e v[i] Lw[j] Vi, j.
Observagao: Varidveis aleatérias w(k] i.i.d. sao aquelas independentes e igual-

mente distribuidas.

O termo Bu[k| pode ser acrescentado posteriormente, uma vez que o sistema
é linear e, portanto, serd omitido na presente apresentagao.

Assume-se que o modelo é disponivel (ou seja, A, B, F, C, Q e R sao dados)
e que sao fornecidas medidas Yy, = {y[0], y[1], ..., y[k]}.

Adota-se, ainda, a notacao

X[kli] = E[x[k]|Yi] (9.120)
X[k|i] = x[k] —x[k|i] (9.121)
Plkli] = E[X[k|i]X[k]|i]T] (9.122)

em que E[x[k]|Y;] é a esperanga condicional de x[k] dado Y.
A matriz P[k|i] é simétrica positivo definida, uma vez que é matriz de covari-
anca.

Aplicando-se o operador E[.|Y;_1] na equagao de estados, tem-se que

E[x[k]|Yi1] = E[Ax[k—1]+Fwlk—1]|Y1]  (9.123)
= AE[x[k—1]|Yi1] (9.124)

ou
%[kl — 1] = AR[k — 1|k — 1]
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Agora, no instante k, deseja-se obter X[k|k| a partir de X[k|k — 1] e da nova
medida y[k].

Lembrando da estrutura do observador de estados, seja

%[k|k] = [k|k — 1] + L | y[k] — Cx[k|k — 1]

z

O termo z é chamado, na literatura, de inovacao, ja que representa a diferenca
entre o que foi medido y[k| e o que se esperava medir (CX[k|k — 1]).

O erro de estimagao no instante k é dado por

%k, k] = x[k] — %[k, k] (9.125)
= x[k] — [klk — 1] - L (y[k] — C[k|k — 1)) (9.126)
= x[k] — %[k|k — 1] — L (Cx[k] + v[k] — Cx[k|k — 1]) (9.127)
= (I-LC) (x[k] — %[k|k — 1]) — Lv[k] (9.128)
— (I-LOC)x[klk — 1] — Lv[k] (9.129)

Portanto, a matriz de covarianca do erro de estimagao é dada por

Plklk] = E[X[k[k] x[k|K]
= (I-LC)E[X[k|k —1] X[k|k —1]] I - LC)" + LRL”
(I-LC)P[k|k—1](I-LC)" + LRL” (9.130)

= Plk|lk — 1] — LCP[k|k — 1] — P[k|k — 1)CTLT +
+L (CP[k[k —1)CT + R) L”

Deseja-se que o erro de estimacao possua “dispersao” pequena, ou seja, que os
elementos de P[k|k| sejam pequenos.

Uma condicao necessaria para o ponto de minimo é

d

—Plklk] =0

- PlK|K

em que dP/dL é utilizado sem um formalismo rigoroso.

A expressao de P[k|k] é uma quadrética em L, de modo que

d
7 Plk|K] = ~2P[k|k — 1]C" + 2L (CPklk—1]CT +R) =0

levando a expressao do ganho L

L = P[klk — 1]C” (CPk|k — 1]C7 + R)*1
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Substituindo o L escolhido na expressao de P[k|k], tem-se apds cancelamento
de varios termos que

Plklk] = P[klk—1] — LCP[k|k — 1] (9.131)
= (I-LC)P[klk — 1] (9.132)

Para colocar P[k|k] em fungao de (P[k — 1|k — 1]), note que

Plklk—1] = [x[k k—1)X[k,k—1)7] (9.133)
= E[(x[k] — x[k|k — 1]) (x[k] — %[k|k —1))"]  (9.134)

Adote-se a expressao auxiliar

M 2 Ax[k — 1] + Fuwlk — 1] — %[k|k — 1] (9.135)
Nessas condicoes,
Plklk —1] = EMM] (9.136)
E[(AX[k — 1] + Fwlk — 1)) (AX[k — 1] + Fx[k — 1])"]
= AP[k— 1|k — 1]AT + FQFT (9.137)

Juntando as partes, tem-se o filtro de Kalman, usualmente descrito em duas
fases: propagacao e atualizacao.

Fase de propagacao: Dado x[k — 1|k — 1] e P[k — 1|k — 1] determinar x[k|k — 1]
e Plklk —1]:

X[klk—1] = AX[k— 1|k —1] (9.138)
Plklk —1] = AP[k— 1k —1]AT + FQF? (9.139)
~1

L = Plklk—1]C” (CP[klk—1]CT +R) (9.140)

Fase de atualizacao: Tendo-se realizado uma nova medida y|k|, faz-se a atua-
lizagao

x|k|k] = x[klk—1]+ L (y[k] — Cx[k|k — 1]) (9.141)

Plklk] = (I-LC)Pklk—1] (9.142)

Observagao: Note que (I — LC)P[k|k — 1] pode deixar de ser simétrica e de
ser positivo definida, devido a erros numéricos. Para evitar esse problema,
pode-se utilizar a expressao 9.130

Plk|k] = (I —- LC)P[k|k — 1] (I — LC)T + LRL”

conhecida como férmula de Joseph.
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Exemplo

Considere o modelo discretizado dado por

0.0951  0.0485 0.0049 0.01023
A= [ —0.1938  0.9370 ] B = [ 0.1938 ] F= [ 0.00871 1 c=[10]

(9.143)
1. O modelo é observavel e o filtro de Kalman pode ser utilizado.

2. Os ruidos sao N(0,I) independentes e identicamente distribuidos (i.i.d.)
e tais que w L v.

A figura 9.5 apresenta o resultado da utilizagao do filtro de Kalman que produz
uma estimativa y muito préximo ao y sem o efeito do ruido (linha pirpura).

Saida y comruidos

yif) comruidos

0 1 2 3 4 5 6

Saida y-chapeu usando Filtro de Kalman

yvif) + y-chapeuid)

tle]

Figura 9.5: Exemplo de estimacgao de estados usando filtro de Kalman. Grafico
Superior: Linha azul é o sinal de saida com ruido aditivo. Grafico Inferior
Linha azul é o sinal de saida ap6s a subtragao do ruido estimado.

O observador de Luenberger permite obter uma estimativa X de x, evitando

a necessidade de adquirir pelo menos tantos sensores quanto o nimero de
componentes do vetor estado. O filtro de Kalman é um caso especial do
observador de Luenberger em que se minimiza a covarianga do erro de es-
timacao. Quando alguns componentes do estado sao medidos, basta que se
estimem os demais através de observador de ordem reduzida.
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9.8 Regulador linear quadratico (LQR)

Uma lei de controle do tipo realimentagao de estados muito usado na pratica
é o regulador linear quadratico (linear-quadratic regulator - LQR).

Trata-se de um regulador para sistemas lineares em que o desempenho é ava-
liado por uma funcao de custo quadratico.

Nesse livro, o LQR é tratado através de um método de solugao de problemas
de controle étimo.

O resultado é surpreendente, no sentido de que a lei de controle obtida é do
tipo realimentacao de estado e que a malha fechada apresenta excelente con-
dicao de robustez.

Considere um processo descrito pela equacao de estado
x = Ax + Bu (9.144)

admitido ser controlavel.
A funcao custo é quadratica e possui uma interpretacao fisica intuitiva.

Se, por exemplo, a componente do sinal de controle w;(t) for uma tensao
V(t), entdo V2(t) é proporcional & poténcia e a sua integral representa energia
dispendida.

x(1)"Qx(r) + u(r) Ru(r)| dr

(9.145)
A funcao de custo J em 9.145 busca estabelecer um compromisso entre tolerar
x afastado de 0 ou dispender u.

to

Ta()x () =3 {x(tf>T8x<tf> v [

O termo x(t;)7'Sx(ts) é o custo final (ou terminal) que representa uma pena-
lidade por x(ty) nao estar em 0 no instante final ¢.

As matrizes S e Q devem ser semidefinidas positivas e R deve ser positivo
definida.

O problema de controle 6timo denominado de regulador linear quadratico
(LQR) a ser tratado consiste, portanto, em buscar uma fungao de controle
u(t) que minimize o funcional de custo quadratico

Jmin Tl ()% () (9.146)

sujeito a restricoes impostas pela dinamica linear do sistema:

x = Ax+Bu ;x(t)) =xo (9.147)
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Doravante, por abuso de notagao, J[u(.),x(.)] serd referido como J[u] e o
controle otimizante serd denotado u*, ou seja, J[u*] = min./ [u].

O problema LQR proposto serd resolvido utilizando o método da programacao
dindmica, proposto por (BELLMAN, 1957), embora existam outras alternati-
vas.

Aplicando-se o principio da otimalidade de Belman, conforme detalhado no
Apéndice A, a lei de controle 6timo deve satisfazer a equagao de Hamilton-
Jacobi-Bellman, dada por

1
“Vi(tx) = min {2 (x"Qx + u"Ru) + V7 (t,x) [Ax + Bu] | (9.148)
1
Vity,x) = 5xTSX (9.149)
em que V(t,x) é a solucdo desta equagao diferencial parcial.
O valor V(0,x¢) ¢ o custo étimo a ser atingido por u*(t).

Inspirado na condicao terminal 9.149, assume-se a mesma forma de expressao
para um ¢ genérico V (t,x) e verifica-se, a posteriori, se a solu¢ao obtida satis-
faz, de fato, a equagéo 9.148.

Assumindo, portanto, que

V(t,x) = %XTPX (9.150)
segue que
VI = x"P(Ax + Bu)
e, portanto,
i = % + g—Z(AX + Bu) (9.151)
- % [)‘(TPX + XTPX] + %XTPX —x"P(Ax+Bu)  (9.152)

Substituindo-se V e V; na equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman, tem-se que

1 1 .
0= 3 [XTPX + XTPX} + ixTPx —x"PAx — x"PBu + (9.153)

1
min [2 (XTQX + uTRu) + xTPAx + XTPBU} (9.154)
u

Uma condigao necessaria para o ponto de minimo, sem restri¢coes, é que a
derivada em relagao a variavel de interesse, da funcao objetivo, se anule, ou
seja, no caso,

0

1
7 [2 (XTQX + uTRu) +xTPAx + XTPBu} =0 (9.155)

u=u*
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ou
u = -R'BTPx (9.156)

ja que R é positivo definida.

Substituindo u* em 9.154 e considerando que u* é 6timo, obtém-se, apds
simplificacao, que

x" [P+ AP + PAT - PBR'B"P + Q| x =0 (9.157)

para x genérico, ou seja, P deve satisfazer a equagao de Riccati
P = ATP+PAT —PBR!B'P+Q (9.158)
P(ty) = S (9.159)

com a condicao terminal obtida por inspecao de 9.149.
A expressao 9.158 é conhecida como a equacao diferencial de Riccati.

Constata-se que solucao do problema LQR é do tipo realimentacao de estados
u(t) = —K(t)x(t) (9.160)

em que o ganho de realimentacao é dado por
K(t) =R 'BTP(t) (9.161)

e P(t) satisfaz a equagao de Riccati 9.158.

Se o par (A, B) for controldvel e as matrizes Q e R satisfazem as condicoes de
positividade, entdo a equacao diferencial de Riccati possui uma solucao tnica
P(t) e o valor de regime P e solugao de

ATP + PAT - PBR'B'’P+ Q=0 (9.162)

Uma questao relevante é a escolha das matrizes Q e R.

Uma regra muito utilizada para ajustar os elementos dessas matrizes é a que
foi proposta por Bryson (BRYSON; HO, 1975).

No caso, as matrizes Q e R sao consideradas diagonais e tais que

1
Qi = —— (9.163)
L
1
R;; = T (9.164)
J
em que x;"*® e u'*® sdo os maiores valores admissiveis (tolerados, estimados)

de |x;(t)] e |u;l, t > 0, respectivamente.
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9.9 Margens de ganho e fase do controlador LQR

Neste livro é tratado apenas o caso de modelos SISO, embora existam extensoes
do conceito de margens de ganho e de fase para sistemas multivariaveis.

A obtencao das expressoes para as margens de ganho e de fase requer alguns
resultados auxiliares que estao apresentados a seguir.

Identidade de Kalman
A identidade de Kalman, também chamada de return difference equality, é ttil
para apresentar algumas propriedades importantes do controlador LQR.

Considere um processo SISO-LTT descrito por

x = Ax+Bu (9.165)
= Cx (9.166)

cuja funcao de transferéncia é

Go(s) = 1[;8 _C(sI-A)'B (9.167)

O processo sera controlado em malha fechada por uma lei do tipo realimenta-

¢ao de estado
u=-Kx+v (9.168)

em que K é projetado usando a técnica LQR.

O indice de desempenho adotado é da forma
Jx, u) = / X" (£)CTCx(t) + puP(t)] dt 5 p> 0 (9.169)
0

e, para esse problema, sabe-se que o ganho de realimentagao que minimiza
9.169 ¢ dado por
K =,p"'B’P (9.170a)

em que P satisfaz a equacao de Riccati
AP+ PA - p'PBBP+CTC =0 (9.171)
Defina-se, agora, o ganho de malha
Gr(s) =K (sI—A)"'B (9.172)

Conforme a figura 9.6, as fungoes de transferéncia Gp(s) e G1(s) representam,
respectivamente, o processo em malha aberta e o ganho da malha.
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Gp(s) .
V() + - U(s) B (sI-Ajl X(s) c S;(s)
Y Gs))
\:i_)é/
K -

Figura 9.6: Diagrama de blocos apresentando as matrizes de transferéncia

Gr(s) e Gp(s).

Nessas condigoes, pode-se mostrar (vide, por exemplo, (CRUZ, 1996)) que
p[1+GL(s)]" [1+Gr(s)] = p+ Gp(s)*Gp(s) (9.173)

que é conhecida como a identidade de Kalman (9.173), e, portanto,

. 1 _
1+ Griw)* = 1+;\GP(Jw)|2 (9.174)
> 1 (9.175)

A expressao em 9.175 significa que o vetor
diferenca | Gr(jw) — (—1)] (distancia entre Im(Gao)}
G (jw) e o ponto critico —1) possui médulo
maior ou igual a 1, conforme visualizado gra-

-4 \-3 _2" -1 Re{Ga (o)}
ficamente na figura 9.7. y t t

Portanto, o ganho de G (s) pode variar de Ga(jo)
0.5 a 0o, sem que a curva de Nyquist enlace

o ponto critico (—1).

O atraso de fase pode ser de até 60°, como Figura 9.7: Justificativa para

ilustrado na figura 9.7. a margem de ganho [%700) e

de fase de (—60°,60°) para um
projeto LQR.

Em outras palavras, a lei de controle obtida
utilizando o método LQR apresenta, no caso
SISO, uma margem de ganho de [0.5,00) e
de fase 60°.

Observagao:

Quando se utiliza o estado estimado X no lugar de x para implementar a lei
de controle (ou seja, u = —KX + v), as margem de ganho e de fase originais
do LQR sao reduzidas (DOYLE, 1978).
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9.10 Método LQG/LTR

Nesta secao admite-se novamente que o modelo é SISO LTI.

Um modelo linear com (A, B) controlavel pode ter os seus autovalores arbi-
trariamente alocados mediante realimentacao de estados

u=Kx+v (9.176)

e apresenta boas propriedades de robustez (margem de ganho de [1,00) e

29
margem de fase de +60°).

Em aplicagoes praticas, a medida de cada componente do estado pode ser
custosa em face da necessidade de se dispor de varios sensores, caso em que o
uso do estimador de estados é atraente.

Porém, essas caracteristicas sdo perdidas se uma estimativa X do estado é
utilizada no lugar de x (vide (DOYLE, 1978))

u=-K%+v (9.177)

Para mitigar esta situacao, pode-se utilizar o método LTR (ou LQG/LTR,
loop transfer recovery), que consiste em projetar, inicialmente, uma fungao
de transferéncia alvo baseado no regulador LQR ou no filtro de Kalman (que
possuem as boas propriedades de robustez) e, posteriormente, recuperar as
margens de ganho e de fase, quando se utiliza a lei de controle com o estado
observado, como em 9.177.

A utilizagdo do método LTR pode estar limitada por algun fatores, tais como:
1. sistemas de fase minima;

2. processos quadrados (nimero de entradas = nimero de saidas) [OK para
o caso SISOJ;

3. tendéncia a gerar controladores de ganho elevado.

A apresentacao desta segao é baseada no excelente material contido em (CRUZ,
1996) e (MACIEJOWSKI, 1989).

Assuma que um processo a ser controlado é descrito no espaco de estados por

x = Ax+Bu (9.178)
y = Cx (9.179)

e cuja representacao na forma de funcao de transferéncia é

Gp(s)=C(sI—A)"'B (9.180)
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Uma forma de obter um controlador do tipo realimentagao de estados
u=—-Kx (9.181)

é resolver o problema de minimizar o indice de desempenho quadratico

Tlu] = /OOO (W7 (0w (6) + pu? ] (9.182)

A solucao do problema de minimizar um custo do tipo quadratico 9.182 sujeito
a restrigoes lineares 9.178 é da forma 9.181, em que

K=, 'B'P (9.183)
e P satisfaz a equacao algébrica de Riccati
PA + AP +C'C - p'PBB’P =0 (9.184)

Por outro lado, uma vez que o estado x nao é diretamente disponivel, deve-se
estimé-lo a partir de y e wu.

Se L é o ganho do observador de estados (ou o filtro de Kalman) obtido
utilizando-se a equagao de Riccati, (KALMAN; FALB; ARBIB, 1969)), a es-
timativa X é dada por

AX+Bu+L(y —9) (9.185)
= Cx (9.186)

<y K-

Utilizando-se o controle admitindo equivaléncia a certeza

u=—-KX (9.187)

obtém-se de 9.185 que
X = AX-—BKx-LCX+ Ly (9.188)
= —-KX (9.189)

sugerindo como controlador

Go(s)=K(sI—[A —BK—-LC)) 'L (9.190)
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Teorema fundamental do método LTR

Considere o processo descrito por

x = Ax+Bu (9.191)
y = Cx (9.192)

e cuja representacao na forma de funcao de transferéncia é
Gp(s)=C(sI—A)"'B (9.193)

Se p >0, {A,B} é controlavel, {A, C} é observéavel, Gp(s) é de fase minima,
entao, utilizando-se a lei de controle

u=-Kx+v (9.194)
em que
1. K=—p 'BTP
2. P satisfaz
T T 1 T
PA+A'P+C C--PBB'P=0 (9.195)
P

3. X é a estimativa obtida pelo observador

X = AxX-BKx-LCx+ Ly (9.196)
tem-se que 7
lim Ge (s) = G C(sT— A) 'L (9.197)
pd0F

Nota-se que o modelo do processo Gp(s) é cancelado pelo controlador G¢(s),
restando apenas C (sI — A) "' L (para uma prova, ver (CRUZ, 1996)).

Logo, o problema se reduz a buscar uma matriz L tal que C(sI —A)" 'L
apresente bom desempenho.

Uma escolha possivel para a matriz de ganhos do estimador, L, é a do filtro
de Kalman, que é sabido possuir boas caracteristicas de robustez.
Considere ruidos virtuais w (¢) e v (¢) no sistema original

x = Ax+Bu+Fw (9.198)
y = Cx+wv (9.199)

em que E [w ()] = 0, E [w () w7 (r)] =15 (t = 7), E[v(1)] =0, E [v*(7)] =
po (t—7)ew;(t) Lo(r) parai=1,2,...,n
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i Observador

|
[

Figura 9.8: Diagrama de blocos do controlador LTR.

As expressoes para o filtro de Kalman correspondentes a 9.198 e 9.199 s&o

X = AX+Bu+L(y—7)
y = Cx
em que
L=p'sc?

e S satisfaz a equagao algébrica de Riccati
AS +SAT + FFT — 71sc’cs =0
No caso, definindo-se Gy (s) e Ga(s) por

Gy(s) = C(sI—A)'F
Ga(s) = C(sI—A)'L

(9.200)
(9.201)

(9.202)

(9.203)

(9.204)
(9.205)

tem-se, novamente, a identidade de Kalman, dado por (vide, por exemplo

(CRUZ, 1996))

(14 Ga ()] [1+Cu(s)] =1+ iG*V (5) G (s)

(9.206)

e, portanto, recupera-se a condicao de robustez visto anteriormente em 9.7.

g([I+GA (jw)]) > 1

que pode ser utilizada para estudos de robustez da estabilidade.

(9.207)

Para simplificar a analise, considera-se aqui o caso particular de sistemas de

uma entrada e uma saida (SISO), em que 9.207 se reduz a

|14+ G4 (jw)| =1

(9.208)
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ou seja, G 4 (jw) nao intersecta o circulo de raio unitario com centro em (—1, 0).

Consequentemente, G 4 (jw) apresenta, aproximadamente,
MF € (-60°60%) (9.209)
1
MG € [—2,00) (9.210)

recuperando, em parte, o desempenho do controlador LQR original.

Embora a utilizagao de observadores de estado permita reduzir o nimero de
sensores necessarios para fazer a realimentacao, o custo ou a disponibilidade
de espaco podem ser inconvenientes. Nesse caso é possivel utilizar estima-
dores de estado, mas cuidando que nao sejam reduzidas demais as margens
de fase e de ganho.

9.11 Desigualdades matriciais lineares (LMI)

Um dos enfoques que tem recebido atencao no projeto de controladores robus-
tos é o que envolve desigualdades matriciais lineares (linear matriz inequalities
- LMIs).

Em particular, serd tratado o problema de robustez para incertezas ditas po-
litépicas empregando como ferramenta de projeto as LMIs.

Antes de definir LMIs, é conveniente que se relembre algumas definicGes.

Uma funcao F : R™ — R é dita ser afim se possuir a forma especial

F(p) = [ fo i fn } l pnl><1 (9.211)
= fo+ fipr + fapa + -+ fapn (9.212)

em que fo, f1,- -, fn sao constantes.

Tem-se o caso anédlogo quando o dominio é o conjunto de matrizes Q = {P €
R™ ™M} e a funcao F : R™*™ — R"*? é da forma

F(P) =Fo+puFi1+ ... + pumFum (9213)

em que F;,i =0, ..., nm sao matrizes constantes e p;; sao os elementos de P.

Se F : R™™ — R™7" é uma fungdo afim, entdo uma expressdo do tipo
F(P) > 0 é chamada de desigualdade matricial linear.
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Exemplo 1

Considere a LMI
1ps —1p1 >0 (9.214)

O autovalor é obtido fazendo-se

det (A — [Ip2 — 1p1]) =0 (9.215)

que leva a
A=p2—Dp1 (9.216)

Portanto,
A>0<=py>p1 (9.217)

e a regiao que satisfaz 9.214 encontra-se ilustrada a esquerda da figura 9.9.

Exemplo 2
Considere a LMI

1 0 0 1 0 0
[00 + 10]p1+[0 1]pz>0 (9.218)
ll pl] > 0 (9.219)
b1 p2

O autovalor é obtido fazendo-se

det ()\I— [ Lom D =0 (9.220)
p1 P2

que leva a
0 = A —(L4+p2)A+p2—pi (9.221)
Vo (1+p2) £ \/(1 +p2)? — dpy + 4p?
B 2
Portanto,
A>0 < py>p? (9.222)

e a regiao que satisfaz 9.219 encontra-se ilustrada no centro da figura 9.9.
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Exemplo 3

Considere a LMI
1 p1 po
pr 1 0 | >0 (9.223)
p2 0 1

O autovalor é obtido fazendo-se

1 p1 po
det [AXI— | pr 1 O =0 (9.224)
p2 0 1
que leva a
0 = A=1D’=A=Dps—A—-1)pj (9.225)

0 = (=1D[A-1°—p -]

(I+p2) £ \/(1 +p2)” — 4dpa + 43
2

P

Portanto, um dos autovalores é 1 > 0 e os outros sao obtidos resolvendo-se

A=D*=p3—pi = 0 (9.226)
M2 +1-p3—p? =0
. 2+ \/4p3 + 4p?
N 2

A= TEypit

Para se ter A > 0,

Vi +pi < 1 (9.227)

ps+pi < 1

e a regiao que satisfaz 9.223 encontra-se ilustrada a direita da figura 9.9.
Pode-se mostrar que uma LMI define um conjunto convexo no dominio de F',
o que ¢ verificado nos casos ilustrados em 9.9.

E importante, ainda, que sistema com varios LMIs sao também uma LMI, ou
seja, o conjunto de expressoes

Fl(P) = 0; FQ(P) =0; ... Fk(P) >0 (9.228)
(9.229)
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P2 P P2
Dy Dy Dy

Figura 9.9: As regites descritas pelas LMI dos exemplos 1, 2 e 3.

pode ser compactado na forma

FP) 0 - 0

0 RBP) -~ 0

: : ' : -0 (9.230)
0 0 - F(P)

Os LMIs, por estarem relacionados com convexidade, dispoem de vérios algo-
ritmos numéricos muito eficientes para a obtencao de suas solugoes, o que os
torna atrativos em aplicagoes praticas (ver, por exemplo, (BOYD; VANDEN-
BERGHE, 3004)).

A seguir sdo apresentados alguns problemas de controle em que as solugoes
podem ser obtidas com o auxilio de LMIs.

Exemplo de aplicagao - Verificagao de Estabilidade Assintética

Considere um sistema descrito por

% = Ax (9.231)
em que A € R"*"™,
Seja V(x) da forma
V(x) =x"Px (9.232)
que pode ser considerada funcao candidata de Lyapunov se P > 0.
Como J
ZV (x(0) =x" (ATP + PA)x (9.233)

a origem (x = 0) ser4 assintoticamente estdvel se IP € R"*" PT = P e tal
que

P - 0 (9.234)
ATP+PA < 0
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Em notagao mais compacta,

P 0

FP) =1, —(ATP+PA)

=0 (9.235)

Portanto, o estudo da estabilidade assintética foi convertido em um problema
de verificacao da viabilidade da LMI

F(P) -0 (9.236)

Exemplo de aplicagao - Verificagao de estabilizabilidade

Considere um sistema descrito por
x = Ax + Bu (9.237)

em que A € R"*" ¢ B € R"*™,

Assuma que se deseja obter uma matriz de realimentagao de estados K, tal
que a lei de controle u(t) = Kx(t) torna a origem estavel.

Analogamente ao caso anterior, pode-se utilizar a fungao candidata de Lyapu-
nov 9.232 para o novo sistema

%X = Ax—Bu (9.238)
(A —BK)x (9.239)
que resulta nas condigoes
P >0 (9.240)
(A-BK)"P+P(A-BK) < 0 (9.241)

Constata-se, porém, que tanto K como P sao incégnitas, de modo que 9.241
nao é uma LMI por envolver o produto K7P.

Para contornar o problema, notando que se impde P > 0 (logo, ndo singular)
pode-se pré e pés multiplicar a segunda desigualdade por P~!, obtendo-se

P~'[(A-BK)'P+P(A-BK)|P™' < 0 (9.242)
P'AT —P'K"BT + AP' -BKP™! < 0
Chamando Q =P~ ' e M = KP~ !, tem-se

P >~ 0 (9.243)
AQ+QAT-BM-M"BT < o
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Caso seja possivel obter Q e M que satisfaz

Q 0

FQM) = - (AQ+ QAT - BM - MB?)

=0 (9.244)
a matriz de ganhos de realimentagao de estados é dada por

K=MQ! (9.245)

Teorema (Complemento de Schur)
Sao equivalentes:

e X>-0eZ-YX'YTw0

Z Y
0X>-OelYT X]>O

Uma vez que X ¢ inversivel, considere a matriz M nao singular dada por

I 0
M = l wWx-! T 1 (9.246)
e note que
7 Y [1 vx! 7Z Y I 0
T _
M[YT X]M_ 0 I HYT X][—X—IYTI]
o yx U] [z-yx 'y Y
~lo I 0 X
[z - YX'YT o
- 0 < ] (9.247)

9.11.1 Otimizagao semidefinida (OSD)

E o problema de obter a solucdo P* € R™™*™ que minimiza F : R"™*™ — R,
F(P) linear em P = [p; j], ou seja,

m}in F (P) (9.248)
sujeito a

F(P) = F() —|—p11F11 + ...+ plmFlm + ... +pn1F11 + ...+ pannm (9249)
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Limitante para a fungao custo

Considere o modelo no espaco de estados
x=Ax ;x(0) =x¢ (9.250)

com A estivel e Q = QT - 0.
Se P ¢ tal que

P >~ 0 (9.251)
ATP+PA+Q < O

entao, pode-se verificar que
/ T (H)Qx(t)dt < xTPxq (9.252)
0

Portanto, garante-se um limite para o valor funcao custo obtido resolvendo-se

a OSD:
min x Px (9.253)

sujeito a
P >~ 0 (9.254)
ATP+PA+Q < 0

Exemplo de aplicagao - Problema LQR

Defina-se uma funcao de custo
%, = /0 " [x"(0Qx(t) + u” (ORu(t) | dt (9.255)
e considere o problema de controle étimo
min J[x, u] (9.256)
sujeito as restricoes de estado
x=Ax+Bu ;x(0)=xp (9.257)
Sabe-se que a solugao para este problema é da forma
u(t) = -R7'BTPx(t) (9.258)
com P obtido como solucao da equacao algébrica de Riccati,

ATP +PA-PBR'B’P+ Q=0 (9.259)
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O termo PBR™'BTP é do tipo quadrético, mas pode ser colocado em uma
forma de LMI mediante a utilizacdo do complemento de Schur:

ATP+PA-PBR'B'P+Q=(A"P+PA+Q)-(PB ) (R!) (B'P)

—— ——
Z Y xX-1 YT
(9.260)
levando ao LMI

Z Y| |ATP+PA+Q PB
MR o261

Portanto, o problema a ser resolvido é
min x3 Pxg (9.262)

sujeito a

(9.263)

ATP+PA+Q PB o
BTP R

9.11.2 Estabilidade robusta a incertezas politépicas

O método de controle robusto a incertezas politopicas permite obter ganhos
de realimentacao para modelos paramétricos com os limites das faixas de im-
precisao conhecidas (delimitadas por politopos, ou poliedros, por exemplo,
paralelepipedos no espago de parametros).

Considere o sistema
x=Ax; A€co{Ai,..,An} (9.264)

ou seja, A é uma combinacao convexa de A;,
N
A=) NA; (9.265)
i=1

em que \; > 0 e tais que Zfil i = 1.
Considere a funcio V(x) = x”Px e note que se for possivel obter P = PT = 0
que satisfaz

%v (x(t)) =x" (AP +PA)x < 0; ¥x £ 0 (9.266)

o sistema é estavel.
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A expressdao em 9.266 pode ser reescrita para x # 0 na forma

=1 i=1

xT (ATP n PA) x = x* (i )\iAiT) P+P (i )\iAZ-) (9.267)

N
= Y ax" (ATP +PA) (9.268)
=1

em vista de 9.265.

Logo, o sistema serd estavel se for possivel obter P = PT = 0 tal que

ATP+PA; <0;i=1,..,N (9.269)

9.11.3 Realimentacao de estado sob incertezas politopicas

Considere o sistema

%X =Ax+ Bu; (A, B) € co {(Al, Bl), cees (AN, BN)} (9270)
ou seja,
N
(A,B) => Xi(A;,By) (9.271)
i=1

em que \; >0e YN\ =1.
Deseja-se obter K, tal que (A, B) é estavel sob u = —Kx.

Em outras palavras, os autovalores de A — BK devem estar no SPE para
quaisquer (A,B) € co {(A1,B1),...,(Ay,By)}.

Tome-se a funcdo V(r) = xT Px e note que, se for possivel obter um tinico
P = P” - 0 que satisfaz

iV (x(t)) =xT ((Az ~KB)")P +P(A; — BlK)) x<0;Vx#0

dt
(9.272)
para todo ¢ =1, ..., N, entao o sistema é estavel.

Em vista da existéncia de termos tipo PB;K, a expressao entre as parénteses
externas de 9.272 nao é uma LMI.

Como feito anteriormente, usa-se o artificio de multiplicar ambos os lados por
P! o que é possivel por ter se assumido P > 0, obtendo-se

P~ ((Ai —~ KB)")P + P(A; - BK)) P! <0 (9.273)
P'A] -P'K'B] + A,P'-BKP ' <0 (9.274)
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Denotando-se Q = P~! e M = KP~!, a LMI requerida é
QA -M'Bf + A,Q-BM <0 (9.275)
Se a LMI é vidvel, obtém-se Qe M, e de M =KP ™' ¢ P = Q! tem-se

K = MP (9.276)
= MQ! (9.277)

Em vista de LMIs estarem relacionados com conjuntos convexos, existem
varios algoritmos numéricos eficientes para o seu tratamento. Além disso,
LMIs sao muito usados em varios problemas importantes de controle, sobre-
maneira aqueles relacionados com robustez.

9.12 Algumas personalidades ilustres

O método LTR é apresentado por Huibert Kwakernaak (1937-), Optimal low-
sensitivity linear feedback systems, e ainda em forma nao explicita em Automa-
tica, v. 5, n. 3, p. 279-285, 1969. A versao formal e explicita foi apresentada
por John Comstock Doyle (1954-) e Gunter Stein em Doyle, J. C. e Stein G.
Robustness with observers. IEEE Trans. Automatic Control, v. 24, p. 607-
611, 1979.

O filtro de Kalman foi desenvolvido por Rudolf Emil Kalman (1930-2016), pu-
blicado em Kalman, R. E. A new approach to linear filtering and prediction
problems. Journal of Basic Engineering, v. 82, n. 1, p. 35-45, 1960. Entre
as varias contribuicoes de Kalman para a teoria de sistemas e controle, além
do filtro estimador de estados, estao a rigorosa representacao em conceituacao
de espago de estados, nocoes formais de controlabilidade e observabilidade, a
decomposicao de Kalman, alguns resultados sobre controle 6timo e o algoritmo
de Ho-Kalman para realizacao de modelos.

David Gilbert Luenberger (1937-) concebeu o estimador de estados que rece-
beu o seu nome (Luenberger, D. G. Observing the state of a linear system.
IEEE Trans. Mil. Electron., v. MIL-8, p. 74-80, Apr. 1964).
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Kwakernaak Doyle Kalman Luenherger

9.13 Exercicios

9.13.1 Exercicio: Alocagao de Polos

Através de realimentacao de estados, alocar todos os polos em —1.

0 1 0 0
X = 0 0 1 |x+|0|u
-6 —11 -6 1

9.13.2 Exercicio: Modelo nao completamente controlavel

Alocar, se possivel e através de realimentacgao de estados, os polos em —1, —4, —5.

0 1 0
X = 0 0 1 |x+Bu
-6 —-11 -6

nos seguintes casos “diferentes atuadores”).
T
LB=[1 -1 1]
T
2B=[0 1 -5 ]

9.13.3 Exercicio: Realimentagao de estados - Caso com varias entra-
das

Obter, se possivel, a matriz de ganhos de realimentacao de modo que a lei de

controle u = —Kx + v aloca os polos em —1 multiplicidade 3.
0 1 0 -1 1 -1
X = 0 0 1 |x+ 1 -2 3 |u

-6 —-11 -6 -1 4 -9
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9.13.4 Exercicio: Observador de estados

Projetar um observador de estados para o sistema descrito por

0 0 —6 1
X = 1 0 —11 |x+ |0 |u
01 -6 0
y = [ 00 1 ] x
sendo que o sistema devera operar em malha fechada v = —Kx + v com o

valor de K tal que os polos estejam alocados em —0.1 e —0.1 & 50.1j.

1. Simular o processo partindo da condigao inicial xo =[1 0 0] e usando
a lei de controle v = —Kx + v, v(t) = degrau unitdrio, enquanto o
observador é inicializado com Xo = [0 0 0]. Apresentar os graficos de
l‘l(t) Xte ./T\l(t) X t.

2. Idem ao item anterior, mas com a lei de controle u = —KX + v, em que
X € a estimativa de x fornecida pelo observador.

9.13.5 Exercicios: Problema LQR

Considere um foguete cujo movimento de rotacao é modelado por

JO=u (9.278)

em que J é o momento de inércia e u é um torque proveniente de um par
de jatos auxiliares formando um bindrio em um plano perpendicular ao eixo
longitudinal.

(i) Obter uma representagao no espago de estados fazendo x1 =0 e o = 0
sabendo-se que J = 1.
(ii) Obter uma lei de controle u(t) tipo realimentagao de estados

u(t) =~ k1 ks |x(t) (9.279)

que minimiza

Tx, u] = /0 AT Ox() +u2(0)] dt (9.280)

e o parametro ¢ # 0 é tal que max{ky, ka} = 10.
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9.13.6 Exercicio: Alocagao de polos e observador

Considere um certo sistema fisico cujo comportamento dinamico é descrito
pela equacao diferencial ordindria linear e invariante no tempo:

. 0 -2 1

x = [ T ke a ]u (9.281)

y = [0 2]x (9.282)
Deseja-se uma lei de controle da forma u(t) = —KX(t)+r(t), em que r(t) é um

sinal de referéncia e X(t) é uma estimativa de x(¢) obtida com um observador
com os polos em -20, multiplicidade 2.

1.

2.

Determinar o ganho L do observador de estados.

Verificar a possibilidade de obter um valor de K, de modo que os auto-
valores de A — BK estejam em —2 e —5.

. Verificar a possibilidade de obter um valor de K, de modo que os auto-

valores de A — BK estejam em —1 e —5.

9.13.7 Exercicios: Realimentacao de Estados Estimados

Considere um sistema representado na forma de Brunovsky

X + (9.283)

_— o O
IS

10
01
0 0
0 0

y = |1 | x (9.284)

. Verificar se esse sistema é controlavel.

. Se for controlavel, obter o ganho de realimentacdo K, de modo que

u = —Kx + v aloca todos os polos do sistema em —1 (multiplicidade 3).

. Verificar se esse sistema ¢ observével.

. Se for observavel, projetar um observador de estados, de modo que os

seus polos estejam localizados nas posicoes —5, —4 + j3.

. Determinar a faixa de valores admissiveis de ' € R, assumindo-se a uma,

lei de controle tipo realimentagao da saida u(t) = Fy(t) + r(t).
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9.13.8 Exercicio: Realimentacao de Estado para Sistema com Duas
Entradas

Considere um processo cuja dinamica é descrita no espaco de estados por

. 0 1 1 1

X = | g g X+ |mt| 1 Uz (9.285)
0 1 1 1
= 9 _3 X+ 1 _9 (9.286)
1T
em que u = | u; U2 . Determinar a matriz de ganho K com a estrutura
particular, )
|1k

K= l 0 ks ] (9.287)

de modo que o sistema apresente sob a lei de controle u(t) = Kx(t) + v(t),
um sobressinal de 16.3% e tempo de pico de 3.63 s para v(t) do tipo degrau
unitario.

9.13.9 Exercicio: Eliminacao do erro de regime para entrada degrau

Considere um certo sistema fisico cujo comportamento dinamico é descrito
pela equacao diferencial ordinaria linear e invariante no tempo:

. 0 1 0
x = [—8 e | Xt 1]u (9.288)
y = [3 1]X (9.289)
Deseja-se utilizar uma lei de controle da forma
¢
u(t) = —Kx(t) + p/ [r(r) —y(r)] dr (9.290)
0

em que K é p s@o constantes de dimensoes adequadas e r(t) é um sinal de
referéncia conhecido.

1. Apresentar um diagrama de blocos do sistema em malha fechada.

2. Obter os valores de K e de p de modo que os “polos” de malha fechada
estejam localizados em —5 (multiplicidade 3).
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9.13.10 Exercicio: Efeito do custo da variavel de controle

Considere um processo cuja fungao de transferéncia é

Y(s) K
U(s) s+1

G(s) = (9.291)

Obter a expressao de K (parametrizado em p) que minimiza a fungao de custo

J= /0 - [yQ(t) + qu(t)} dt (9.292)

e estudar o efeito de variar o valor de p. Quando p — 0 tem-se o caso de cheap
control.
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“The human spirit must prevail over technology.”
— Albert Einstein

Em muitas aplicacGes, os sinais de entrada ou de saida sdo modificados
apenas em instantes discretos.

Sao algumas circunstancias em que se utiliza amostragem de sinais continuos:

e Tratamento digital de sinais, uma vez que se necessita de processamento

elaborado, armazenamento de informacao e atualizagao periédica de soft-
ware, entre outras vantagens.

Transmissao de dados via sinais digitais, quer seja para ter maior imu-
nidade a ruidos ou por razoes de seguranca via criptografia.

Multiplexacao dos canais de comunicacao e no controle remoto, sepa-
rando sinais que requerem elevada frequéncia daquelas relativamente
lentas.

Inconveniéncia (ou inexisténcia) de sensores de tempo continuo. Por
exemplo, medidas que requerem auxilio de laboratério de amostras (con-
tagem de leucécitos no sangue, medida de propriedades de materiais que
requerem reagentes quimicos, ensaios destrutivos).

Um arranjo tipico de uma arquitetura de controlador empregando um dis-
positivo digital para sistemas de tempo continuo (destacando-se a presenca de
conversores A /D (Analégico — Digital) e D/A (Digital — Analégico).

A grande maioria dos processadores digitais utilizados na préatica sao do tipo
sincrono (ou seja, as tarefas sdo organizadas temporalmente pelo sinal do re-
l6gio), como destacado na figura 10.1.

353
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11100110 01000110
10100101 o 10110100
01100001 Periféricos 00001001

Equipamentos

_—

N

M Processador —le Sistema LTI,
AP H igi D/A de Tempo

- Digital !

- Continuo

Relogio

Figura 10.1: Estrutura tipica de controle utilizando processador digital

Uma vez que neste texto o foco é a utilizacao do computador executando
controladores digitais obtidos pela discretizacao de controladores analdgicos,
a entrada é preferencialmente associada ao sinal de erro e e a saida ao sinal
de atuacao u.

Na pratica, o tratamento de modelos de tempo continuo tende a ser mais sim-
ples que os de tempo discreto, exceto em casos como os de controle baseado em
modelos (MPC), controle GPC, STC ou MV (Generalized Predictive Control,
Self-Tuning Control e Minimum Variance Control), bem como na utilizagao
de Filtros de Kalman (ou similar) e controladores derivados de otimizacao
direta.

10.1 Amostrador-segurador

Em geral o sinal continuo é primeiramente amostrado e mantido constante por
um certo tempo (pelo segurador) até que seja completada a conversao A/D.

e(t) ea(t)
o—agdo—o u(t)

ea(t) —0O

Amosfrador

c Segurador de
Ordem 0

Figura 10.2: Associagdao de amostrador e de segurador
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Uma forma conveniente de modelar o efeito do amostrador tipo liga-desliga é
utilizar em seu lugar o amostrador impulsivo.

O amostrador impulsivo é um dispositivo idealizado que produz na sua saida
um impulso cuja “area” ¢é igual ao valor da sua entrada. Por exemplo, se
e(t) = 2, entao a saida é e* = 2§(t).

A figura 10.3 mostra que os sinais e(t) e u(t) dos dois arranjos mostrados a
esquerda sdo os mesmos, apesar de ea(t) e e*(¢) serem diferentes.

e(t) ea(t)
o—0%
g c Segurador de $7T_f i S P
Ordem 0 ‘ X J L [ P "
Amostrador — S 2
(Chave)
u(t)
e(t) e(t) 1 e u(t) I
o—do——4——" o
Amostrador N

Impulsvo

Figura 10.3: Modelagem de amostrador real (relé) com segurador por um
1—e—sT

amostrador impulsivo seguido de fungao de transferéncia ~—

Nota-se que, quanto menor o tempo em que a chave A fica ligada, menor
é a energia contida no sinal amostrado ex.

Necessita-se, assim, de um dispositivo denominado de segurador (ou retentor),
que mantém o valor do sinal amostrado entre os instantes de amostragem.

10.2 Discretizacao de modelos de tempo continuo

Um enfoque muito utilizado no pratica, hoje em dia, é realizar o projeto do
controlador no dominio de tempo continuo e implementar a lei de controle com
o auxilio de microcontroladores digitais.

Nesse contexto, esta secao foca primordialmente a discretizacdo de controla-
dores, ou seja, dada uma relagao entre sinais continuos de entrada u e saida
y, obter relacdes equivalentes de tempo discreto.

U(s) =Ge(s)E(s) — Ul(z)=Gy(2)E(z) (10.1)
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ou

{ x=Ax+Be { xlk 1] = Aqx[k] + Baelk] 5

u = C¢x ulk] = Cqx|k]

10.2.1 Discretizacao no dominio do tempo

Considere o problema de obter um modelo de tempo discreto de um contro-
lador com instantes de discretizagao k7', assumindo-se que o segurador é de
ordem 0 e

A.x + Bee (10.3)
u = C¢x (10.4)
Entao, dado x(kT'), tem-se que
(k+1)T
x((k 4+ 1)T) = e*Tx(kT) + eAFVT=TIB (1) dr (10.5)
kT

Lembrando que u(t) é constante entre k7" e (k + 1)T, tem-se que

(k+1)T
x((k+1)T) = eATx(kT) + eAEHVT=T) gr Bee(kT)  (10.6)
kT

A mudanga de varidveis ¢ = ((k+1)T —7), leva a d( = —dr, e pode-se
escrever

(h+1)T 0o T
/ . c<(kz+1>T—r>dT:_/ ¢ c<dg:/ eACdc (10.7)
kT T 0

Substituindo-se este resultado na expressao de x((k+1)T'), obtém-se o modelo

x((k+ 1)T) = AT x(kT) +/0T eAeCd¢ Be(kT) (10.8)
Ay
By

ou, usando notagao para sequéncia, x[k + 1] = x([k 4+ 1]T") e e[k + 1] = e([k +
1]T), tem-se

x[k+1] = Agx[k]+ Bgelk] (10.9)
ulk] = Cx[k] (10.10)
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Exemplo: Discretizagao no espago de estados

Seja o modelo a ser discretizado com periodo de amostragem T' = 1s

X = 0 1 X+
| -2 -3

Aplicando o método que foi apresentado,

0
NE

ar | 06004 0.2325
€ T Z04651 —0.0972

T
0.1998
B, = / eASd¢ =
d 0 ¢ l0.23251

e, logo, o modelo 10.11 discretizado é dado por

A; =

0.6004  0.2325 0.1998
x[]

x[k+1] = [ —0.4651 —0.0972 0.2325 ] e[k]

10.2.2 Discretizacao no dominio transformado

(10.11)

(10.12)

(10.13)

(10.14)

Considere G(s) em cascata com o modelo matematico para o amostrador-

segurador
u(kT)
o—o0
e(t) W[, _ | 8 u(t)
ol 1= G(s) o
T

Figura 10.4: Conjunto amostrador + processo a ser controlado.

A saida E(s) do segurador pode ser expressa por

_ — e 5T
B(s) = IT B (s)
1—esT
R Lle*(t)]

Notando que

e*(t) = i e(kT)8(t — KT)
k=0

(10.15)

(10.16)

(10.17)
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tem-se, pela definicao de transformada de Laplace,

[e.9]

Ll ()] = /Oooe—st [Ze(kT)a(t—kT)

0

dt (10.18)

= 3 [T e - i (10.19)
(s (10.20)
0

Logo, a expressio para E(s), e usando o fato L[6(t)] =1, é

_ 1 — —sT o0
E(s) = c Z e~ T e(KT) (10.21)
0 1
= YoelkT), (&7 — ems(h+1T) (10.22)
k=0

—skT

Como % representa degrau unitario, enquanto e e e ST representam

atrasos de kT e (k 4+ 1)T, respectivamente,
L ok —s(h+1)T
e(kT)g (e —e )

corresponde a um pulso retangular de largura 7' e altura e(k7'), iniciando no
instante t = kT

Logo €(t) possui a forma de “escada”, como ilustrado anteriormente na figura
10.3.

Seja agora o problema de obter uma expressao para u(t) e denote por H(s) a
composi¢ao cascata

;((?) - 1_:’_5TG(3) (10.23)
— H(s) (10.24)

e note que a sua entrada é um trem de impulsos.

Como H(s) é transformada de Laplace de resposta a impulso h(t), e pela
linearidade (ou seja, vale a superposigao), a saida u é uma combinacao de
e(kT)h(kT) correspondente a cada elemento do trem de impulsos e(kT")d(kT),
ou seja,

— S e(KT)h(t — kT) (10.25)
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Amostrando-se o sinal u(t), obtém-se que

u(fT) = i e(KT)h((T — KT) (10.26)
k=0

Aplicando-se a transformada Z e usando a propriedade da convolugao, resulta

que ¢ a relagao entre e, = e(kT') e up, = u(kT) desejada.
A funcao de transferéncia H(z) é dada, portanto, por

h(t)

1—eT
H(z)=2|L! —G(s)
H(s)
i t=KkT |
Como e~*T corresponde a um atraso de 1 periodo de amostragem (z~!) e por

abuso de notacao (lembrar que Z é para ser aplicado a sequéncias)

G(s)]

S

H(z)=(1-2z"1Hz l

As expressoes [@} estao tabeladas e podem ser encontradas em véarios livros
didéticos, como (CADZOW; MARTENS, 1970), (OGATA, 1970), (ASTROM;
WITTENMARK, 1984) e (FRANKLIN; POWELL; WORKMAN;, 1990).

Exercicio:

Obter um modelo discretizado para G(s), supondo que é utilizado um segura-
dor de ordem 0 e o periodo de amostragem é T

a
S+ a

G(s) =

Entao, pela férmula apresentada

Glz) = (1—21)2 lG(S)]
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Consultando as tabelas disponiveis na literatura,

a (=)
s(s+a)|  (z—1)(z—eaT)
e, portanto,
—e 9Ty,
G = (1= ¢ 91) — e)_aT) (10.27)
— m (10.28)

10.2.3 Modelos discretos de segunda ordem

No dominio de tempo continuo, modelos de segunda ordem sao caracterizados
por & e wy,.
2
w
G(s) = n
() §2 + 28wps + w2

Em particular, considerando a resposta degrau, dados M, e t, desejados, po-
dem ser obtidos os valores de £ e w,, tais que as especificacoes seja atendidas.

Os polos desejados (no plano s) seriam, nesse caso,

A= —fw, *jwyy/1— &2 (10.29)

Lembrando a relagao (avango de 1 periodo de amostragem, versoes discreta e
continua no tempo)
z=c¢e

é possivel especificar as localizagoes dos polos desejados no circulo unitério.

Os lugares geométricos de € e de w,, constantes (respectivamente, linhas ver-
melha e verde) podem ser representados no circulo unitério, conforme visto na
figura 10.5.

Por exemplo, se o par de polos complexos estiverem na posicdo P da figura
10.5, entao

£ = 05— M,=163 (10.30)
0.2
W = TW (10.31)

Se T' = 0.5s, tem-se w, ~ 1.25rad/s que corresponde a aproximadamente
1.9 s. Os polos podem ser alocados por métodos analogos ao caso de tempo
continuo, por exemplo, LGR.
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Imaginary Axis
(=]
T

0.25 0.5

0.25 0
Real Axis

0.1=/T

Figura 10.5: Circulo unitario com lugares geométricos para & e w, constantes.

10.2.4 Discretizagao Aproximada

Uma forma de discretizar um modelo (ndo necessa-
riamente linear)

x = f(x, u) (10.32)

¢é aproximar a derivada (por exemplo, até a primeira
ordem),

x((k+1)T) — x(kT)
T

X ~

(10.33)

que leva a

x((k+1)T) —x(kT)
T

~ f(x(kT),u(kT))
(10.34)

ou, por abuso de notacao, x(kT') = x[k]

x[k + 1] = x[k] + T£(x[k],u[k])  (10.35)

ay+bu

Al

/Az

|

. KT ()T

ay+bu

L

ay+bu
—

t
>

Figura 10.6: Métodos
de discretizagao aproxi-
mada
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Caso de processos LTI

Considere um sistema escalar (z € R) descrito por

y=ay+bu = G(s)= =

Utilizando-se a aproximacao

y ((k+1DT) —y(kT)
T

Y=
para a derivada de y(t) obtém-se que

(k+1)T
y((k+1)T) = y(kT)+ . [a(T)y + b(T)u] dr
= y(kT)+ A;

em que A; sdo as areas coloridas em amarelo na figura 10.6.

e Aproximagao Ai: h = ay(kT) + bu(kT)
A drea A; = T é dada por

y((k+1)T) = ykT)+ [ay(kKT) + bu(kT)|T
(2) = Y(2)(1+aT)+bT

(2) b

(2) -a

z

< &

C}

(10.36)

(10.37)
(10.38)

(10.39)
(10.40)

(10.41)

(10.42)

Essa aproximacao é conhecida como forward Euler e consiste em fazer

z—1
T

a substituicao s <

e Aproximagao As: h=ay((k+1)T)+b((k+1)T)
A drea Ay = AT é dada por

y((k+1T) = ykT)+[ay((k+1)T) + b(u(k + 1)) ] 7(10.43)

b

sS—a
s=

z—1
2T

Essa aproximagao é conhecida como backward Euler.

(10.44)
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e Aproximacao As:

A érea A3 = hT é dada por
[ay(kT) + bu(kT) + ay((k + 1)T) + b(u(k + 1)T) | T

Az =
2
e, de modo similar aos casos anteriores,
b
G(z) =
s—a
8:% z—1

=

z+
Esse método de aproximacao é chamado de método do trapézio ou de
Tustin.

Observagoes:

1.

No dominio s, a regido de estabilidade é o semiplano esquerdo (SPE),
enquanto no dominio Z, é o circulo unitério.

z—1

. Note que o método “forward Euler” (s = %7~) mapeia alguns s € SPE

para z fora do circulo unitéario.

Como G(z,T), é imediato obter a funcao de transferéncia quando T' é
modificado.

. O método de Tustin altera a escala de frequéncias, de modo que ¢é ne-

cessario que se faca a corregao mediante pre-warping ((LATHI, 1992),
(FRANKLIN; POWELL; EMAMI-NAEINI, 1986)).

Embora nao se tenha mostrado a validade do método de substituir s
por Z;l , % ou% :& para casos de x € R", o procedimento pode ser
estendido.

Exemplo: Discretizagao de controlador

Dado um problema de projeto de compensador avancador-atrasador de fase,
realizado no dominio de tempo continuo, deseja-se implementé-lo usando um
microcontrolador.

Seja entdao o compensador

Uls
Geo(s) = EES; (10.45)
s+0.01 s+5
= 0l s+ 10 (1046)

2052 4+ 100.2s + 1
— 10.47
$24+10.1s+1 ( )
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Figura 10.7: Mapeamento do SPE para diferentes circulos correspondentes aos
métodos backward Euler, forward Euler e Tustin.

ou
101.85s 4+ 19
=—— 42 10.4
Gel) == qoas 1 T2 (10.48)
Seja V(s) um termo auxiliar conforme indicado
101.8s + 19
_ 10.4
U(s) 21015 1 1E(s) +20E(s) (10.49)
V(s)

O termo auxiliar V (s) pode ser representado no espago de estados por

x = [_01 _110'1 x + ?]6 (10.50)
Ao Bo

w = [ -19 -1018 |x (10.51)
Co

Aplicando-se as expressoes apresentadas para discretizacao no espago de esta-
dos,

[ 0.9963  0.0628
Ad = | 0628 0.2016] (10.52)

[ 0.00366
Ba = 0.06285] (10.53)

Cs = | -19 -1018 | (10.54)
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e, portanto, a dinamica do controlador é descrita por u[k] = v[k] + e[k] dados
por

<= | oo boane |-+ | oo | 1 a0
ulk] = | =19 —101.8 | x[k] + 20 ¢[K] (10.56)

10.3 Escolha do periodo de amostragem

A escolha do periodo de amostragem requer cuidados de natureza tedrica e
pratica.

Serd visto na sequéncia que, do ponto de vista tedrico, a frequéncia de amostra-
gem deve ser pelo menos duas vezes maior que a maxima frequéncia presente
nos sinais envolvidos.

Porém, em aplicagoes praticas, a frequéncia de amostragem deve ser significa-
tivamente maior, uma vez que os filtros utilizados na reconstrucao dos sinais
nao possuem corte abrupto e a presenca de ruidos pode ser exacerbado devido
ao fenémeno do dobramento (aliasing).

Na figura 10.8, nos casos A e B. o sinal senoidal (linha vermelha) é adequa-
damente reconstruido por ter sido amostrado com suficiente frequéncia.

Em C a reconstituicao do sinal é erronea devido a subamostragem.

N s W
NN

/’I'T\\
\L 4
"o 2 4 8

12
/

Figura 10.8: Ilustracao do efeito da subamostragem.

Recomendacoes:

1. A taxa de amostragem deve ser suficiente grande para que informagoes
nao sejam perdidas.
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Segundo o teorema de Shannon (Shannon, C. E. A Mathematical theory
of communication. Bell System Technical Journal, v. 27, n. p. 623-
666, 1958), a taxa de amostragem deve ser pelo menos duas vezes maior
do que a maior frequéncia do componente constituinte do sinal original.
Essa frequéncia é conhecida como a de Nyquist.

2. Nao é verdade que quanto maior a frequéncia de amostragem melhor.
Frequéncias muito altas tendem a aumentar o erro de quantizagao (por
exemplo, devido ao conversor D/A). Intuitivamente, isso ocorre porque
muitas amostras sao obtidas com o mesmo arredondamento/truncamento.

10.4 Erros de Quantizacao

Conversores A/D e D/A utilizam o c6digo bindrio para representar os valores
digitais.

Assim, por exemplo, com 10 bits, a tensao de saida de um conversor D/A teria
resolucao de 1/1024 da tensao de referéncia.

Se a tensao de referéncia é 10 V, a resolucao seria de aproximadamente 0.01
V.

Os erros devidos a quantizacao podem ser assumidos possuir distribui¢ao uni-
forme, conforme ilustrado na figura 10.9, em que um sinal senoidal 1 sin(wt)
foi quantizado em 100 niveis (ou seja, A = 0.01).

Sinal a ser Quantizado
T T T

Distribuicdo
Uniforme

0 1 2 3 4 5 6 ch
Erro de Quantizagdo 12

—b A

----j———— —2.0A truncando 0.5
25A

Figura 10.9: Efeito da quantizagao.

O tipo de aproximacao ilustrado na figura 10.9 é de truncamento com manu-
tencao do sinal +.

Por exemplo, se o valor da grandeza fosse +0.565, o truncamento resulta em
+0.56 (erro = 4+0.565 — 0.56 = +0.005), enquanto, se fosse -0.565, ter-se-ia
-0.56 (erro = —0.565 — (—0.56) = —0.005).
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Para e com distribuicao uniforme entre [0, A], tem-se que a média < e >= A/2
e var(e) = A%/2.

Ou seja, o sinal quantizado pode ser considerado como um ruido aditivo de
distribuicdo uniforme de probabilidade, U(A/2, A?/2).

Tendo-se projetado uma lei de controle no dominio do tempo continuo, é
comum, hoje em dia, que se utilizem controladores digitais, com a con-
sequente necessidade de discretizagao. Conforme indicado ao longo deste
capitulo, é de grande importancia a escolha do periodo de amostragem, que
deve ser pequeno o suficiente. Porém, é interessante notar que uma frequén-
cia excessivamente alta nao é conveniente, uma vez que exacerba o efeito da
quantizagao.

10.5 Vantagens do controle por computador

Computadores digitais tém sido empregados em tarefas de controle automéa-
tico por apresentarem diversas vantagens em relacao a sistemas baseados em
alavancas e cames, ou circuitos elétricos, pneumaéticos ou hidraulicos.

Sao algumas das vantagens:

e Possibilidade de realizar func¢bes complexas, como tolerancia a falhas,
tratamento de sinais, decisoes baseadas em inteligéncia artificial, super-
visao e otimizacao, fungoes logicas e modulos de TA, entre outras.

e Facilidade de atualizacao, de diagnéstico, de comunicacao remota, de re-
gistro de dados, conexao em redes, monitoragao a distancia, telecomando
e outros.

e Portabilidade, uma vez que as interfaces dos computadores com a ins-
trumentagao de campo tém sido progressivamente padronizadas.

e Melhoria da confiabilidade através do uso de caes de guarda (watch dogs),
redundancia de maquina, rotinas de autodiagndstico, cédigos corretores
de erros.

e Possibilidade de “endurecer” o hardware, através da eliminacao de partes
méveis (SSD ao invés de discos rigidos), gabinetes selados com resfria-
mento por trocador de calor, peliculas anticorrosivas, blindagem eletros-
tatica, selecao de componentes de melhor qualidade, protecao contra
surtos e curtos, entre outros.
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e Possibilidade de usar o processo de burn-in para reduzir falhas precoces.

e Possibilidade de aliar o processamento simbélico com o numérico (por
exemplo, combinando ezpert systems com otimizadores numéricos), bem
como aproveitando conhecimentos heuristicos do operador humano.

e Eficdcia na interacdo homem-maquina, através de técnicas de comunica-
¢ao visual, interfaces multimidia e outras.

Modelo do computador atuando como controlador

A figura 10.10 apresenta como as técnicas mostradas anteriormente permitem
relacionar o computador digital dotado de conversores A/D e D/A ao formato

D(z)U(z).

Computador
e(t) u(t) v(b) y(kT)
O——AD| p |DA | SH ——0—1 G(s) o—0
at)  e(T) u(kT) u(t) yit) y(KT)
0—00— D) —oc0 Gs) o—o
e(kT) u(kT) I u(t) y(t) y(kT)
O—— D) O-» ‘S —O— G(s) o—0
E(z) U(@z) Y@)
o— D) —=o0 G(z) le]

Figura 10.10: Esquema bésico de controle digital.

Exemplo de Controlador Digital:

Considere o problema de obter D(z) para controlar o processo representado

por

Gls) = -

0.1

(s+0.1)

de modo que M, =16.3%, t, < 2.5 s, sabendo-se que T'=1s

Método I: Projetar D(s) e discretizar

No dominio de tempo continuo, um controlador adequado é

D(s) =10

s+ 0.1
s+1
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ADIDA+S/H

y(t) r(t) y(t)

> P —-(P— D) I G@)

Aplicando-se a féormula D(z) = (1 —2z71) Z[Dgs)] ao D(s) obtido com T = 13,
resulta a lei de controle D(z) desejada

s+ 0.1 z—0.94
D(z) = 102222
1 O PE=10—

v

D(s) =10

Método I aprimorado

Note que o sinal amostrado e segurado,

quando filtrado eliminando as altas frequén- : Sinal
. . .. Amostrado
cias, assemelha-se ao sinal original, exceto BN N
por um atraso de % N ‘l Sinal
T | AN Filtrado
Portanto, a ideia ¢é utilizar como o modelo do o !
processo r
T___ i
- 0.1 7
G(s) —e0bs___ 77 Sinal
8(8 + 0.1) Original

Com o auxilio do MATLAB®, obteve-se o Figura 10.11: Efeito de atraso
controlador projetado no dominio de tempo provocado pelo processo de

continuo amostragem
(s+1.11)(s + 1.25)
(s +10)2

cuja versao discretizada é

D(s) = 409 (10.57)

z—0.986)(z — 4 x 107%)
(z — 0.45 x 10~4)2

D(z) = 409 (10.58)

Método II: Discretizar primeiro o processo e trabalhar no dominio z
Pelas especificagoes, ¢ = 0.5 e w, = 1rad/s. Logo, z = esT é dado por

2 = eSenEionyi1=¢ (10.59)
= 0.40 =+ ;j0.46 (10.60)

Utilizando-se a ferramenta grafica ritool do MATLAB®, obteve-se a solucao

z — 0.565

D =15.2
(2) z4+ 0.5
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10.6 Script tipico de controlador

e Passo 0: Inicializagoes e leitura dos parametros x¢[0], T, r. Fazer k = 0.

e Passo 1: Verificar se alguma condicao de parada do algoritmo esta aten-
dida. Se SIM, entao F'IM.

e Passo 2: Ler o conversor A/D, obtendo ylk| = y(t = kT).
e Passo 3: Fazer elk| = r[k] — y[k].

e Passo 4: Calcular z¢[k + 1] = Agzclk] + Bgelk] ouzclk + 1] =

f(zolk], e[k]).
e Passo 5: Calcular ulk+1] = Cyzclk+1] ou ulk+1] = h(zclk+
1]).

e Passo 5: Aguardar o instante (k + 1)7.
e Passo 6: Aplicar u[k].

e Passo 7: Atualizar zc[k] < zc[k + 1]

o Fazer k < k+1.

e Passo 8: Retornar ao Passo 1.

10.7 Mini-historico de DDC

O projeto do primeiro controle direto digital (direct digital control) é atribuido
ao Imperial Chemical Industries (ICI), de Lancashire, para automatizar uma
unidade de processamento de carbonato de sédio em 1959. O sistema de
controle foi utilizado efetivamente em producao a partir de 1962 e operou por
trés anos. Em 1962 a unidade da Monsanto em Texas utilizando DDC entrou
em operacao antes do sistema da ICI, mas foi apenas uma avaliacdo por trés
meses.
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10.8 Exercicios

10.8.1 Exercicios: Discretizagao

Obter o modelo de tempo discreto no espago de estados, assumindo que o
periodo de amostragem é Ts = 0.1 s:

T = [_g _;1x+[?]u (10.61)
y = [10]2 (10.62)

10.8.2 Exercicios: Discretizagao

Considere a seguinte estrutura de um sistema amostrado. Obter a funcao de

r + e 1—exp(—T) | u y
— 3_ =7 S Ge(s) T

transferéncia de malha fechada Y (z)/R(z) para os seguintes casos

b4

1. 1
Grls) = s+1

2.

3. ]
Crls) = aiaeta

4. .
Crls) = i3 1a

9. ]
)= 270

6. ]

Grls) = G ras 45+ 15
7.

1
s(s+1

Gp(s) =
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e—t

Grl) = 3302

10.8.3 Exercicios: Discretizagao aproximada

Obter aproximacoes forward Fuler, backward Euler e Tustin das seguintes
fungoes de transferéncia

(a) (d)

GP(S):ler1 (8):s2+315+2
(b) (©
6= 5 = a3
(© 1 (t 1
GO = Fras 1 Gl =71

10.8.4 Exercicios: Projeto de controlador

Considere a estrutura de malha fechada em que G¢(z) serd implementada
usando um microcontrolador digital. Escolher um periodo de amostragem T

(t) —% e(t) T,D_ Gu(2) _0}.0_ l—exsp(—sT] U(s) | 6 y(t) = £ {Y(s)}

e projetar um controlador G¢(z) de modo que o sobressinal seja de 16.6 % e
o tempo de subida ¢, menor que 1 s.

10.8.5 Exercicios: Posigoes relativas do amostrador/segurador

Obtenha a relagao entre R(s) e U(s)

A 1- e;\'isp(f )
R(s) =l )
1= exp(—s) 1 N
T=1 s s
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10.8.6 Exercicios: Controle hibrido continuo-discreto

Onde havia um controlador proporcional K, instalou-se um integrador digital
para operacgao em paralelo, com o intuito de melhorar o desempenho do pro-
cesso, conforme a figura 10.12.

Estudar a relagao entre o sinal E(s) e U(s)

e(kT)
E(s) J—(
[l

E(3)

Figura 10.12: Instalagdo de um controlador digital sem desativar o controlador
analégico utilizado anteriormente

10.8.7 Miniprojeto de controlador digital

Um certo processo industrial tem a sua dindmica modelada pela equagao di-
ferencial ordinaria

: [ 0 1

€T =

-5 —6 *

0
- ] (10.63)

y = [2 1] (10.64)

e, no presente momento, encontra-se controlado em malha fechada por um PID
analégico. No contexto da modernizacdo da fabrica, a equipe de engenharia
responsavel por operar e manter este processo estd propondo a instalagao
de um controlador digital, no lugar do controlador analégico, sem alterar os
sensores e atuadores.

Nesse contexto, a tarefa consiste de:

1. Cite pelos menos cinco argumentos que poderiam ser utilizados pela
equipe de engenharia para convencer a Diretoria de que esta moderniza-
¢ao seria um bom investimento.

2. Escolha T, o periodo de amostragem, a ser utilizado pelo controlador
digital.

3. Assumindo que o algoritmo de controle é da forma u[kT| = Kp elkT], k €
Z, calcule Kp de modo que, a partir do repouso e para entrada de re-
feréncia () do tipo degrau, tenha-se um sobressinal de 16.3 % (M, =
0.163).
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4. Calcule o tempo de subida (t,), supondo que se utiliza o algoritmo de
controle do item (3). Doravante, o valor numérico deste tempo de subida
serd denotado (t9FG),

5. Calcule o erro de regime para entrada degrau, quando se utiliza o con-
trolador do item (3).

6. Calcule, se possivel, os ganhos (Kp e Kj) de um controlador PI de
modo que satisfaca, segundo a sequéncia de prioridades, as seguintes
especificacoes de desempenho:

erro nulo de regime para entrada degrau

(a)

(b) sobressinal de 16.3%
)
)

tempo de subida de t?71¢ /2

7. Projete um compensador cascata e ajuste os ganhos (Kp e K) do con-
trolador PI de modo que satisfaga, segundo a sequéncia de prioridades,
as seguintes especificacoes de desempenho:

(a) erro nulo de regime para entrada degrau
(b) sobressinal de 16.3 %
)
)

(c) tempo de subida de t9F/ /2

(d) erro nulo de regime para entrada rampa.

8. Apresentar, utilizando pseudocédigo, um script para o controlador PI
do item (6), supondo que sao disponiveis as rotinas

e ON_TIMER_GO(tempo,’ minha-subrotina’), que, quando chamado
com o argumento tempo = [integer|, gera uma interrupgao apés o
tempo em ms (mili-segundos) a ser tratado pela rotina de atendi-
mento minha-subrotina,

e AD_IN(e), que permite armazenar em e = [byte] o valor da tensao
na entrada do conversor analogo digital no formato 8 bits (00000000 =
—5,0V e 11111111 = +5,0V); e

e DA_OUT(u), que permite converter em tensao na faixa de —5,0 a
+5,0V o valor armazenado em u = [byte].
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Alguns Métodos Adicionais

“He who seeks for methods without having a definite problem in mind

seeks in the most part in vain.”
— David Hilbert

Neste capitulo sao apresentados alguns métodos para projeto de controle de
sistemas dinamicos que tém recebido atencao recente.

Foram selecionados os seguintes enfoques promissores entre aqueles disponiveis
no momento:

1.

Linearizacao por realimentacao do estado ou da saida

Quando um modelo nao linear é acurado, pode-se obter, em certos casos,
uma transformacao que o torna linear, mediante uma realimentacao de
estados ou, as vezes, mesmo da saida.

. Controle utilizando modos deslizantes

Trata-se de um tipo de controlador que oferece robustez a erros no mo-
delo e perturbacoes exégenas, mas a custa de maior consumo de energia,
geracao de vibracoes e possivel aumento na velocidade de degradacgao
dos atuadores.

Controle adaptativo com modelo de referéncia (MRAC)

Aqui é feita apenas uma apresentagao limitada do tema para ilustrar
como as incertezas podem ser mitigadas pela adaptacao do controlador
as incertezas, em contraponto aos métodos baseados em robustez.

. Controle preditivo baseado em modelos (MPC)

Esse enfoque tem se popularizado por permitir a inclusao de restri¢oes
sobre a entrada, o estado e a saida, bem como por ser aplicavel a sistemas
multivaridveis.

377
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5. Controle de processos que apresentam planicidade
Embora ainda nao sejam conhecidos critérios simples para verificar se
um dado modelo é plano, o projeto do controlador é significativamente
simplificado nesse caso.

6. Controladores baseados em conhecimento

A popularizagao de ferramentas de inteligéncia artificial (IA) tem per-
mitido o desenvolvimento de controladores que incorporam capacida-
des como a de aprendizado, decisoes baseadas em realidade aumentada,
comportamento autonomo, sensoriamento através de imagens e muitas
outras. Aqui ilustra-se o potencial das ferramentas de IA apresentando
controladores baseados em conhecimento expressos como regras de pro-
dugdo fuzzy (Se <antecedente> entdo <consequente).

11.1 Linearizagao via realimentacao de estados
O método apresentado nesta se¢ao é aplicdvel a sistemas da forma
x =f(x)+gx)u (11.1)

que s@o controldveis (novamente, u(t) € R para ¢ fixo).

Um teste de controlabilidade para tais modelos pode ser encontrada em (ISI-
DORI, 1985) e (NIJMEIJER; SHAFT, 1990), entre outras referéncias.

Suponha, inicialmente, que a representagao de um processo esteja descrito por
uma EDO na forma especial

z= Az + BB 1(2) [u—a(z)] (11.2)
Nesse caso, a lei de controle
u=1al(z)+ p(z)v (11.3)

torna linear o modelo da combinacao controlador + processo

z = Az+Bf (z)[u—a(2)] (11.4)
= AZ+ BB (z)[a@) + B(zZ)7 —a(z)] (11.5)
— Az +Bu (11.6)

Ainda mais, se (A,B) é controldvel, entdo IP nao singular, tal que a trans-

formagao similar
z =Pz (11.7)
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leva a uma representacao na forma canonica controlavel

z = PAP 'z+PBu (11.8)
N (1L.9)
[0 1 0 o ] [o]

0 0 1 0 0
z = : z+ ] (11.10)

0 0 0 1 0

—a; —as —asz -+ —ap 1
Utilizando-se uma realimentacao de estados v = —Kz + v é possivel alocar

todos os polos em 0

0
0 1 0 0
z=| @ ot lz4+ | 0 |v (11.11)
000 --- 1 0
0020 --- 1
L i N >
Ap Bs

Esta representacao (A p, Bp) recebe o nome de forma canoénica de Brunovsky
e corresponde a se ter uma cadeia de integradores

21 = (11.12)

Zy = 23 (11.13)

(11.14)

Zn = 0 (11.15)
Utilizando-se ¥ = —Kz + v e z = Pz, obtém-se que

u = a(z)+pB(Z)v (11.16)

= a(z)+B(z) (—Kz+v) (11.17)

= a(z)+ B8z (—-KPz+v) (11.18)

a(z)
= (a(z) - B(z)KPz) +5(z)v (11.19)
= a(z)+ B(Z)v (11.20)

Portanto, a representacao desejada é

7= Apz+Bpp~'(2) [u—a (z)] (11.21)




380 Engenharia de controle

Assim, busca-se um mapeamento homeomérfico T : R™ — R”"
z =T (x) (11.22)
de modo que um modelo nao linear (de forma muito comum na pratica)
x= f(x) + g(x)u (11.23)

seja transformado em 11.21.

Utilizando-se a regra da cadeia na 11.23, pode-se escrever

dx

zZ = Tx(x)E (11.24)
Tw (x) [£(x) + g(x)u] (11.25)
= T (x)f(x) + T, (x) g(x)u (11.26)

A ideia é obter T(.) de modo que a expressao 11.26 se torne idéntico aquela
desejada, ou seja, a expressao 11.21, mas com A e B ja na forma de Brunovsky

z = Apz+BpS ' (2)[u—a(z) (11.27)
= ApT(x)+Bpf™" (T () [u—a(T ()] (11.28)
= AT (x)+Bpf!(x)[u—a(x)] (11.29)

em que @ (x) = a0 T(x) e 3 (x) = 8o T(x).
Portanto, igualando-se os termos correspondentes de 11.26 e 11.29, tem-se que
a transformacao T (.) deve ser tal que

Tx (x)f(x) = ApT(x)-Bpf ' (x)a(x) (11.30)
Tx(x)g(x) = Bps ' (x) (11.31)

Denotando por T;(x) os componentes de T(x),

Ty (x)
T(x) = : (11.32)
Ty (%)
os termos a direita de 11.30 e 11.31 sao, respectivamente,
_ T () -
T3 (X
AT (x) — Bpf ' (%)@ (x) = s (11.33)
T, (x)
B ak)
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e O0(n-1)x1
Bpfl(x)=| " 11.34
B ( ) [ B 1 (X) ‘| ( )
ja que A p possui uma forma especial
(0010 - 0] [ Ty (x) ]
O 01 ---0 T1 (X) T3 (X)
ApT(x) = | : @ ¢ : = : (11.35)
0 00 1 T, (x) T, (x)
0 00 0
bem como Bp,
0 0
Bl (x)=— |0 |5 (x)= : (11.36)
0 0
1 -5 (x)

Assim, a transformacao buscada T deve satisfazer

%ilf(x) = Ty (x) (11.37)
8?;(—%(;() = T, (x) (11.38)
%f(x) = B 'x)ak) (11.39)
e
o1y
a—xg(x) =0 (11.40)
ag’;‘lg(x) = 0 (11.41)
Tog) = 57 (x) #0 (11.42)
Tendo-se obtido T(x), o controle linearizante é u(x) = & (x) + 3 (x) v, em que
) = —-peltd 11.43
a(x) = —%%g(}o (11.43)
B(x) = 7@%1 (11.44)

8—xg(x)
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Em principio, uma vez que o sistema é tornado linear por uma malha interna,
pode-se conceber uma malha externa para alocar arbitrariamente os polos.

Uma dificuldade do enfoque é a necessidade de se dispor de um modelo acu-
rado.

v + u ) X
— x=f(x,u —I—V
+
Tx)
a(2) e N
B e
A v

Figura 11.1: Linearizagdo exata por realimentacao de estado.

11.1.1 Exemplo

Considere o sistema descrito por

T = asin(xy) (11.45)
Ty = —zi4u (11.46)

T
em que se pode fazer a associagdo, denotando x = { T1 T9 } ,

f(x) — l“m(fﬂ)] (11.47)

a3
g(x) = lﬂ (11.48)

As condigoes requeridas para T (x) sao

0Ty _ or,  an 0] _ i
8T1 - o 8T1 .
8—Xf(x) = Th(x)=Tr(x)= a—xla sin (x2) (11.50)
e, também,
0Ty 0T,  0I
8—Xg(x) #0 = Pree 8x1a cos (x2) # 0 (11.51)
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Arbitrando-se T} (x) = z1, resulta 75 (x) = a sin (z2), donde
I p
() = —P— =i (11.52)
x 8
Flanm) = o7 : (11.5)
x1,%) = = :
b2 %g a cos (z2)
e o controle linearizante é
1
U=y + ——v (11.54)
a cos (z2)

valido para —5 < z2 < 3.

De fato, utilizando-se o controle u(x1,x2,v) que foi calculado, tem-se que o

sistema, nas novas coordenadas {z1,

21

T3 (x)

a— sin(z9)

a cos (z2) <

v

a cos (z2) T3

a cos (z2) (—

29}, possui a sua dindmica descrita por

ou seja, o modelo estd na forma de Brunovski

como desejado.

T (x) (11.55)
X (11.56)
a sin(x2) (11.57)
T (x) (11.58)
2 (11.59)
(11.60)

(11.61)

(11.62)

22 + u) (11.63)
ST FU— . <x2>”> (11.64)
(11.65)

= 7 (11.66)
= v (11.67)
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11.2 Linearizacao por realimentacao da saida

Seja o modelo SISO da forma

x = f(x)+gx)u (11.68)
y = h(x) (11.69)

Na linearizacao por realimentacao de estados, necessitava-se de T'(x) tal que

aaj;lf(x) _ Ty(x) (11.70)
8?;_1f(x) - T (x) (11.71)
Tot) = 7' (0ax) (11.72)
%ilg(x) = 0 (11.73)
8?;_1g(x) ~ 0 (11.74)
Pogx) = 5700 #0 (11.75)

Caso favoravel:

Em alguns casos, a prépria funcao h(x) pode ser usada no lugar de T} (x)

y = h(x) = Ti(x) (11.76)
Derivando y, tem-se que
0T
0T
0T 0Ty
= 8—Xf(x) + a—xg(x)u (11.79)
e, eventualmente,
%g(x) =0 (11.80)
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Defina-se T5(x) a partir da expressao anterior de ¥

0Ty
T: = —f 11.81
200 = 5 (11.81)
=y (11.82)
Derivando-se ¢ = T»(x), obtém-se que
0T
j = ——X 11.83
] 5 X (11.83)
0T 0T
= 2 o2 1.84
S 28(x) + 5 g (11.84)
e, se %g(x) = 0, entao faz-se
0T
T: = —f 11.
s = 5 ) (11.85)
= g (11.86)
Prossegue-se desta forma até
oT, oT,
(n) _ Ying 9in 11.
¥ = S260x) + S g (11.87)
Caso seja satisfeita a condigao
oT,
— 11.
S 2g(x) £ 0 (11.85)
o controle linearizante é
1 oT,
u = - f(x)+ v} (11.89)
Fra(x) [ ox
A saida correspondente y é tal que
y™ =y (11.90)
Fazendo-se z1 =y, 20 = 9, ... , 2, = Y=, obtém-se a forma de Brunovsky
Ho= (11.91)
Zn1 = Zn (11.92)
b = v (11.93)
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Exemplo: Equagao de Van der Pol

Considere o seguinte modelo conhecido como o de Van der Pol controlado

i1 = o (11.94)
Ty = —xl—i—e(l—x%) ra+u (11.95)
y = m (11.96)

Deriva-se, agora, y, até que aparega explicitamente a grandeza u
g = i1 =2 (11.97)
j o= dy=-zte(l-al)rs+u (11.98)
Logo, o controle linearizante é
u:xl—s(l—x%) x9+v (11.99)
de modo que
j = —mte(l-at)mtu (11.100)
= fx1+5(17x%> angr:les(lf:c%) r2+v (11.101)
— (11.102)

De fato, fazendo-se a associacao z1 =y e z0 =y

Z1 = Y=>21 =9 = 29 (11.103)
Zo = Y=>Zo=9Y=0 (11.104)

Caso geral

Suponha que o modelo é de ordem n (x[t] € R™) e assuma que, nas deriva-
¢oOes sucessivas de y, a varidvel u apareceu na r-ésima derivada ou, em outras
palavras,

0T, oT,
(qn) _ T r
Yy I f(x)+ % g(x)u (11.105)
—_———
#0
para r < n.
Um modelo
x = f(x)+gx)u (11.106)

y = h(x) (11.107)
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¢é dito ser de grau relativo r se

Ti(x) = h(x) (11.108)
oT,
Tir(x) = 8—ka(x) (11.109)
%Trf(x) = 0;k=12,,,r—1 (11.110)
X
oT,
aXf(x) £ 0 (11.111)

ou, equivalentemente, se u aparece explicitamente apenas em y".

Nesse caso, fazendo-se

u =

1 [8TT

S + v] (11.112)

o g(x)

pode-se obter o modelo linearizano na forma de Brunovsky

21 = 29 (11.113)

bl = 2 (11.114)

o= v (11.115)

y = 2 (11.116)

Note que o modelo original é ordem n, hda n — r componentes adicionais do
estado, doravante denotados wyi1, Wyy2, ... , Wy.

A saida y nao é afetada por esses componentes wy11, Wyit2, ..., Wy €, 100, SA0

nao observaveis.

Uma andlise simplificada desses componentes nao observaveis é apresentada
no Apéndice I (Dinamica Zero), tomando-se o caso de sistemas lineares.

A linearizagao por realimentagao de estado consiste essencialmente em obter
uma transformacao de coordenadas z = T(x), eventualmente nao linear, e
remete ao conceito de conjugagao topoldgica. Para tal, a fungao T(x) neces-
sita satisfazer certas condicoes de regularidade. Em principio, se 0 modelo
fornecido é acurado e se dispoe da transformacao T, o projeto do controla-
dor demandaria apenas técnicas lineares. No caso de realimentagao da saida,
deve-se tomar o cuidado de verificar se os componentes nao observaveis sao
“estaveis”.
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11.3 Controle utilizando movimentos deslizantes

Ao invés de apresentar o método de controle utilizando mo-
vimentos deslizantes em uma forma mais geral, este capi- N

=
tulo limita a atencao a sistemas lineares, em conformidade > L/ A
com a filosofia apresentada no capitulo de Introducao. ’6’"

. .~ . J
Considere o controle de posicao em apenas um eixo de um > <
satélite, utilizando thrusters, que é um exemplo ja visto no Figura 11.9:

capitulo sobre controle liga-desliga. A figura ao lado ilus-
tra o plano de movimentacao em que o binario produzido
pelos jatos de gas dos thrusters constituem a entrada wu.

Controle de saté-
lite em um eixo
utilizando jatos

Assumindo auséncia de arrasto, o modelo é dado por de gas.
Jo = 1 (11.117)
1

emque J =1, U(s) = L[7(t)] é uma lei de controle liga-desliga e Y'(s) = L[0(¢)]
¢é a direcao de apontamento do satélite:

R(s) =0 +,—~ E®

I+ths

Figura 11.3: Controle de satélite com jatos intermitentes.

Esse sistema apresenta movimento deslizante, conforme visto na figura 11.4,
em que propositalmente o passo de integracao foi aumentado para que se
pudesse observar o chaveamento dos jatos de gas.

Como esse chaveamento é de elevada frequéncia, o comportamento observado
devido a filtragem do componente de alta frequéncia é o de um sistema linear
tipo X = —Ax.

Esse fenomeno pode ser interpretado como um movimento de “escorregamento”
do estado sobre uma superficie (sliding motion).

Neste texto, além de se limitar apenas a superficies de deslizamento lineares
passando pela origem, trabalha-se com um modelo de ordem 3 para evitar o
emprego de numerosos indices e subindices (a generaliza¢ao para uma ordem
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Exemplo de Movimento Deslizante

Inicio do
Deslizamento

Figura 11.4: Movimento deslizante apresentado pelo modelo de controle liga-
desliga do satélite.

qualquer é imediata, porém envolvendo uma notacao mais trabalhosa).

— +a +ay—=+azy=bu+d (11.119)

Py Ty dy
dt3 dt? dt

em que d é uma perturbagao desconhecida a menos do seu médulo maximo
’d| S dmaac

Fazendo-se 1 = y, x2o = ¢ e x3 = §, obtém-se uma realizacao na forma
controlavel
0 1 0 0 0
X = 0 0 1 x+ |0 |u+|0|d (11.120)
—a3 —ay —ai b 1

em que X = [z1 2o 23]7

Dado um sinal de referéncia y,.(t) suave, deseja-se conceber um sinal de controle
u(t) tal que y(t) — y,(t) para t — oc.

Defina o erro e por
e=yr—y (11.121)
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e componha o vetor e = [ e ¢ ¢]7 em que
e = Y—Y=y—1I] (11.122)
¢ = Gp—9 =g — oo (11.123)
€ = Ur—§="0yr— 3 (11.124)

Seja também a funcao s definida por

s(e) = cre+ coé+c3é (11.125)
= cle (11.126)

para alguma escolha dos coeficientes c;.

A superficie de deslizamento S no espago (e, é, €) que se adota aqui é um plano
caracterizado por

S ={eck®|s(e) =0} (11.127)
Se os coeficientes (cy, ca,c3) forem escolhidos de modo que as raizes de
A2 4+ oA+ ¢ =0 (11.128)

tenham parte real negativa, entao e(t) — 0 para t — oo (com desempenho
especifico de acordo com a escolha desses coeficientes).

Pode-se fazer uma interpretacao geométrica, lembrando a expressao do pro-
duto escalar

s(e) = cle (11.129)
= <cle> (11.130)
= |lclllel[ cos({c,e}) (11.131)

Portanto, s(e) = 0 significa que ¢ L e e ¢ é um vetor ortogonal ao plano S.

O sinal de controle u deve ser projetado de modo que o sistema se aproxime
de S.

A diminuigao ou o aumento de s(e) com o tempo é indicado por

d
%82(6) = 255 (11.132)

= 25 <cleée> (11.133)

ja que c é constante.

Se s(e) > 0, entao deve-se escolher u tal que < c | € > < 0 (ou seja, movimen-
tar na diregdo de decréscimo de s(e)
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Explicitando em termos dos componentes de ¢é, resulta que

s(e) = %s(e) (11.134)
= cié+cé+c3€ (11.135)

= c1(gr — x2) + c2(Ur — x3) + c3(Y, — Z3) (11.136)

= ¥ + c2¥r + 37, + azcsxy + (ages —cp)xg (11.137)

+ (a1c3 — c2) x3 + begu + des (11.138)

Note que $(e) depende de {1, z2, z3, Yr, r, U}

Denote u g, a parte de v que é uma realimentacao de estados, visto em 11.138

x1
Ufape = — [ a3c3  azc3 —c1 aicz —c) | T2 (11.139)
z3

e por u,.s a parte correspondente ao sinal de referéncia y,

Yr
Upef = —[c1 2 C3] | U (11.140)
Yr
Inicialmente, assumindo d = 0, é obtido um controle u., que anula $(e)

1
Ueqg = @ (uref + ufdk) (11141)

Para obter s(e) < 0 quando s(e) > 0 e s(e) > 0 quando s(e) < 0, mesmo na
presenca de d nao nulo, adiciona-se um termo de suficiente magnitude para
mascara-lo

Ustige = —M sign [s(e)] (11.142)
com M > |d|.

A lei de controle é dada, portanto, por

U = Ueg — M sign [s(e)] (11.143)

Observagoes

e Fase de atingimento (reaching phase): é aquela em que a evolugao do
processo ocorre distante da superficie de deslizamento, mas tentando
atingi-la.
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e Fase de deslizamento (sliding phase): é aquela em que a evolucao do
processo ocorre sobre s = 0, ou nas proximidades, quando se adota uma

pequena tolerancia para reduzir o nimero de comutagoes.

e Em aplicacoes praticas, utiliza-se uma tolerancia € da proximidade de e

de S, ou seja,

) =M ses(e) >¢
Uslide { M se s(e) < ¢ (11144)
e A lei de controle ugge = —M sign [s(e)], embora mantenha s(e) = 0 du-

rante o escorregamento, leva a infinitas comutagdes que ocorrem a cada
instante. Equacoes diferenciais com infinitos pontos de descontinuidade

podem ser tratados com o enfoque em (FILIPPOV, 1964).

Exemplo numérico

Considere o sistema descrito por

y+65+11ly+6y=u+d

(11.145)

Seja y,-(t) = sin(t) e adote a superficie de deslizamento S caracterizado por

s = ley + 2e9 + les.

A expressdo A2 + 25 + 1 = 0 possui uma raiz dupla em —1.

A perturbacdo d é assumida ser 1 + 0.2y .

Nessas condicoes, tem-se que

a=[6116]
c=[121]

O termo de realimentacao wusq €

gy = —|ases (azes —c1) (arcs —e2) ] @
= —61‘1 - 10$2 - 4$3

O termo correspondente as derivadas da referéncia y, é dado por

Yr
Upey = —[121]] Gr
Yr

= _yr _2yr —Yr

(11.146)
(11.147)

(11.148)
(11.149)

(11.150)

(11.151)
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A lei de controle é simplesmente
U= Usqk + usar — M sign [s(e)] (11.152)

e, no caso, se y estiver rastreando y,, entao |y(t)maz| é proximo de 1.

Como d =1+ 0.2y, por seguranga, escolheu-se M = 10.

Movimento Deslizante

Controle Utilizando Modos Deslizantes

Tempo

Figura 11.5: Resposta temporal ilustrando o bom rastreamento e a respectiva
trajetéria no espaco de erros de trastreamento

11.3.1 Caso geral

Para um modelo da forma
x = f(x,u) (11.153)

a ideia central para obter um modo deslizante é a mesma.

Suponha que dada uma superficie desejada de deslizamento caracterizada por
s(e) = 0 tal que

e se s(x) > 0, entao existe u = u™t tal que f(x,u™") aponta na dire¢ao de
decréscimo de s(x)

e se s(x) < 0, entao existe u = u~ tal que f(x,u~) aponta na diregao de
aumento de s(x)

Nessas condicoes, desde que se possa conceber um controle U,eqep, que con-
duza o sinal de erro e para uma proximidade adequada de S, o projeto de
controlador deslizante é similar ao apresentado anteriormente.
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Vantagens e desvantagens

e Vantagens do controle utilizando movimentos deslizantes:

— Reducao de ordem do modelo
— Facilidade de ajuste do desempenho

— Robustez a incertezas
e Desvantagens do controle utilizando movimentos deslizantes:

— Consumo de energia (termo M sign [s(e)] sempre com a amplitude
M, vt)

— Desgaste do atuador (chaveamentos bruscos)

Ressonancia e vibragao (chaveamento pode ocorrer em frequéncias
indesejaveis )

Dificuldade na simulacao (chaveamentos de alta frequéncia dificul-
tam a integracado numérica).

O controlador baseado em movimentos deslizantes pode ser projetado de
modo a apresentar robustez, mas a comutagao frequente pode diminuir a
vida 1til dos atuadores ou gerar vibragoes que podem afetar o sistema. Caso
a operacao seja do tipo u(t) = £M, o atuador é de baixo custo. Quando a
condic¢ao inicial nao se encontra nas proximidades da superficie de comuta-
¢ao0, necessita-se de uma fase de movimento de aproximacgao

11.4 Controle adaptativo

Os modelos matemaéticos podem apresentar varias incertezas que podem ad-
vir de hipoteses simplificadoras, dispersao estatistica dos parametros, ruidos,
entradas exdégenas negligenciadas, dinamicas nao modeladas e muitos outros
fatores.

Para mitigar os problemas de incertezas, os enfoques principais sao de dotar
a malha de controle com mecanismos

1. que confiram robustez ao sistema de modo que, mesmo na presenca de
incertezas, o desempenho seja satisfatério;

2. de adaptacao para que o sistema seja modificado automaticamente para
acomodar os desvios em relagdo aos dados nominais ou fazer frente a
novas condicoes de operacao.
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Nesta secao é tratado o enfoque de controle adaptativo e o controle robusto
no capitulo 9.

Em termos gerais, os mecanismos de controle adaptativo podem ser do tipo:

1. Direto, em que o controlador é ajustado a partir de indicadores especifi-
cos e sem a necessidade de se obter os valores dos parametros do modelo
do processo.

2. Indireto, em que os parametros do modelo do processo sao identificados
e os valores obtidos sao inseridos em um controlador parametrizados em
relagdo a esses.

3. Programado, em que algum sinal relevante altera o comportamento do
controlador de modo definido. Por exemplo, o controlador pode ser
alterado de acordo com a intensidade da iluminagao natural (noite,dia),
de acordo com a altitude como no caso do aeroplano ou de acordo com
o nivel de glicemia de um paciente diabético, entre outros exemplos.

Aqui é apresentado apenas o esquema MRAC (model reference adaptive con-
trol), embora existam vdarias alternativas, como pode ser visto em (LANDAU,
1979), (ASTROM; WITTENMARK, 1995),(NARENDRA; ANNASWAMY,
1989) (SASTRY; BODSON, 1991) e (IOANNOU; SUN, 1996), entre outros.

11.4.1 Controle adaptativo MRAC - Direto

Seja a estrutura geral de um enfoque MRAC ilustrada na figura 11.6, em que
o objetivo é ajustar dinamicamente o controlador de modo que e(t) — 0. Para

Modelo
Xp=ApX,TB.T

“tmtm

u Processo
Controlagior [—* x=Ax+Bu

Mecanismo

de Adaptacé@o

h

Figura 11.6: Diagrama de blocos de uma estrutura tipica de MRAC.

simplificar a apresentagao, é assumido que os modelos utilizados nesta secao
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estao na forma canonica controlavel e todos os componentes do estado x estao
disponiveis para utilizagao nas leis de controle e de adaptacao.

O modelo considerado é, portanto,
x = Ax+ Bu (11.154)

em que as matrizes A, B sdo da forma

0 1 0 0
0 1 0 0
A= : : : IR s B=|: (11.155)
0 0 0 1 0
—ap —Q-1 —Gp-2 - —ai 1

As matrizes A, «, € B,x1 sao consideradas constantes, porém os valores dos
elementos sao desconhecidos.

O modelo de referéncia adotado, de mesmas dimensoes, é expresso por
Xm = AmXm + Bor (11.156)

em que se assume que A,, possui autovalores no semiplano esquerdo e o par
(A, By,) é controlavel.

A estrutura mais simples para o controlador é a linear
u(t) = Glr(t) + Glezx(t) (11.157)

em que 01 e Re 03 ¢é1 xn.

O casamento perfeito entre o processo controlado e o modelo ocorre se

X = Ax+Bu (11.158)
= Ax—i—B(Slr—f—elegx) (11159)
(A+B9192)X+B91T (11.160)
for idéntico a
Xm = AmXm + Bor (11.161)

ou seja, para os valores 07 e 05 dos parametros da estrutura de controle,
atinge-se o casamento perfeito se

A, = A+Bo6; (11.162)
B, BO} (11.163)
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Definindo-se o sinal de erro e = x — X, somando e subtraindo o termo A,,x e
levando em conta que B,, = B0O7, pode-se escrever

& = X—%X, (11.164)
= (A+B06:62)x+B0ir — Apx,;, — By (11.165)
= (A+B6:02)x+BOir — Apx, — Br + [Ax — Ayx]
= Ap(x—%xm)— (A—A,)x+B0:;0:x+B0;r —B,,r (11.166)
—
De 11.162, A — A,,, = —B0703 e, logo,
e = A,e—B0765x+ B0:0:x + BO;r — B,r (11.167)
De 11.163, B = B,,07, e pode-se escrever
é = Ape—B,(00)710705x + B, (07)10,05x + B, (83) 1017 — By
= Ane—B,,05x+B,,(07))710:0:x + B, (07) 71017 — B,,r  (11.168)
De 11.157, tem-se que u = 0109x+ 017 e também r = Gl_lu — 09X e, portanto,
B,.(07)71010:x +017] = B, (07) u (11.169)
B, r = B, (0;) 'u—B,,0:x (11.170)
e, substituindo-se esses termos na equacgao do erro, obtém-se
¢ = Ane—B,05x+B,(00) 'u—B,,(01) tu+ B,,0ox(11.171)
= Ane+Bu((0) 7 = (01) " Jut+Bu(0:-03)x  (11172)

U [
= A, e+B,Vu+B,,dx (11.173)

Para garantir que e(t) — 0, propoe-se obter as leis de adaptacao ¥ e & utili-
zando a funcao candidata de Lyapunov

Ve, U,®) =e'Pe + tr{ TV} + tr{dT®} (11.174)
A expressao de V é
V = e&'Pe+e’Pe+2tr{dT®} + 2tr{ TV} (11.175)
= (e"AL +u"¥"B] + x"0"B],) Pe +
+elP (A, e + B, %u+ +B,,dy) +
+2tr{®T®} + 2tr { VT W} (11.176)
= (AP +PA, )e+2[e"PB,,bu +tr{¥7W}] (11.177)

Q
+ 2[e"PB,,@x + tr{0T0}] (11.178)
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Uma vez que, por hipdtese, A,, possui os seus autovalores no SPE, a equagao
ATP + PA,, = —Q com Q > 0 possui uma tnica solucio P >~ 0, como visto
anteriormente.

Propondo-se a lei de adaptacao

® = —BIPex’ (11.179)
¥ = —-BlPeu (11.180)

e notando que a dimensdo do termo el P xn (By)
priedade tr{anx1B1xn} = Ba, permite escrever

nxl Pixn € 1 X n, a pro-

tr{dTo} = —tr{(x)nxl(eTPBm<I>)1 } (11.181)

Xn

= ¢!PBL ox (11.182)
De modo andlogo ao que foi feito para ®, obtém-se para ¥ que
tr{¥T v} = e"PBL Wy (11.183)

Substituindo-se as expressoes 11.182 e 11.183 em 11.178, constata-se que re-
sulta '
V =—-elQe (11.184)

negativo semidefinida e, portanto, a origem (e, ¥, ®) = (0,0, 0) ¢ estavel.

Nota-se, porém, que V é apenas negativo semidefinida. Assim, para ga-
rantir que e — 0, necessita-se fazer uso do lema de Barbalat.

Lema de Barbalat

Segundo o lema de Barbalat (mais detalhes no Apéndice F), “dada uma fungao
f(t) € Cla, o) tal que tlim f(t) = «, com a < 00, se f(t) for uniformemente
— 00
continua, entdo lim f(¢t) = 0".
t—o0

O lema de Barbalat ¢ muito util para obter resultados adicionais quando a
fungdo V é apenas semi-definida.

De fato, se a funcio V (t) é utilizada no lugar da funcéo f(t) do lema de Barba-

lat, entdo caso V(t) seja uniformemente continua, ter-se-4 que 1tlim V(t)=0.
— 00

A fungao V, por sua vez, serd uniformemente continua se for possivel verificar
que V' é limitada, pois uma fungao f(¢) diferencidvel e com derivada limitada
(ou seja, f < M para algum M) é uniformemente continua.

O lema de Barbalat e a verificacdo da continuidade uniforme de V é tratada




Alguns Métodos Adicionais 399

no Apéndice D.

No presente caso, a derivada temporal de V é dada por

V(it) = —e'Qe—e'Qe (11.185)
= (Ane+B,Vu+B,2x)'Qe + e’ Q(A e+
+B,,Vu + B, Pxu) (11.186)

A condigao inicial (e(0), ®(0), ¥(0)) é finita e, portanto, V ¢ finita no instante
inicial.

Como V é negativo semidefinida, V' é ndo crescente, e, pela estrutura de V,
(e(t), ®(t), U(t)) é finita para V¢t > 0. A fungao |u(t)| é limitada, e, uma vez
que A possui autovalores no semiplano esquerdo, o sistema de BIBO limitada,
significando que x é limitado.

Pelo lema de Barbalat, tem-se que V(t) — 0 e, como V é uma quadratica,
e — 0.

Exemplo de controle adaptativo MRAC - Direto

Seja o modelo do processo, considerado desconhecido, dado por

m = [_g’ _;1xm+[?]u (11.187)

Através de um controlador adaptativo tipo MRAC, deseja-se casar o modelo
de referéncia
% = 0 1
- -5 —10

A entrada é u(t) = 5 sin(0.2t) e o processo é inicializado com a condi¢ao inicial
z(0) =[2 0], também assumido desconhecido.

X+

0
. ] u (11.188)

Verifica-se na figura 11.7 que a lei de controle adaptativo faz o processo se
comportar como o modelo de referéncia no rastreamento do sinal de entrada.

11.4.2 Algumas notas historicas

e A Regra do MIT é um dos primeiros mecanismos de adaptacao, apre-
sentado em Osburn, P. V. Whitaker J.P. e Kezer, A. New developments
in the design of model reference adaptive control systems. Institute of
the Aerospace Sciences, MIT, artigo 61-39, jan. 1961.
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Controle Adaptativo MRAC Direto

0 EIU 4‘0 ﬁb EIU 10‘0 12‘0 1-’-;0 15‘0 18‘0 200
Tempo [s]
Figura 11.7: Exemplo de controle adaptativo tipo MRAC. A resposta do pro-

cesso controlado (linhas tracejadas) aproxima-se daquela do modelo (linhas
cheias)

e SOAS (textitself oscillating adaptive systems) utilizava uma estrutura
de osciladores com relés, para construir um controlador adaptativo em
que um processo G, casa um modelo de referéncia G,,. Este enfoque foi
utilizado no aviao-foguete X-15.

e Um enfoque muito famoso aplicado a sistemas com ruidos aleatoérios é
o regulador autossintonizado (self-tuning regulator), que combina um
identificador com uma lei de controle de varian¢a minima. (Astrom, K.
J. e Wittenmark, B. On self-tuning regulators. Automatica, v. 9, n. 2,
p. 185-199, 1973.)

e Uma excelente revisdo histérica pode ser encontrada em Annaswamy,
A. M. e Fradkov, A. L. A Historical perspective of adaptive control and
learning, arXiv.2108.11336, Cornel University, 2022.
https://doi.org/10.48550/arXiv.2108.11336

Os dois enfoques principais para mitigar o problema de incertezas empregam
os conceitos de robustez ou adaptagao. Nesta se¢cao apresentou-se apenas um
método de controle adaptativo, focando leis de adaptacao baseadas no crité-
rio de estabilidade de Lyapunov. Ressalta-se, porém, que existe uma grande
variedade de outros enfoques, por exemplo utilizando métodos de inteligén-
cia artificial, baseados em filtragem estocastica, utilizando backstepping
etc.
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11.5 Controle baseado em planicidade

A teoria sobre planicidade (flatness) é recente e envolve certa sofisticagdo do
ponto de vista matemético (M. Fliess, J. L. Lévine, P. Martin and P. Rouchon:
Flatness and defect of non-linear systems: introductory theory and examples.
International Journal of Control, v. 61, n. 6, p. 1327-1361, 1995).

Em termos gerais, quando se consegue descrever o modelo do processo na
forma especial,

x = ¢xy, 5.5,y (11.189)
u = Y(xy,y.¥..-.¥%) (11.190)

entao é imediato obter u a partir de x, y, y, ¥, etc...

Um modelo de sistema
x =f(x,u) x(0)=x¢ (11.191)

com x € R" e u € R™, m < n, é dito ser diferencialmente plano se existe
vy = [y1,Y2,-.-,Ym) (saida plana) tal que

* y,y,¥,... sao independentes
e y=h(x,u,u,u,...,u")

e X e u podem ser expressos, para algum « > 0, na forma

X = ¢(X7y7Y7y""’ya) (11'192)
u=vYxy,y,¥,. .., 5% (11.193)

e .
¢ =f(p,7) (11.194)

Exemplo preliminar: robé mével com tragao diferencial

Considere um robé movel cuja velocidade linear e a dire¢do de movimento é
controlado pela diferenca da velocidade de rotacao de duas rodas, conforme
ilustrado na figura 11.8.

O raio de cada roda é r e as velocidades de rotacao das rodas esquerda L e di-
reita R sao, respectivamente, Qr, e Qg.
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O vetor velocidade é v e a velocidade angular de

rotacao em torno do centro de massa é w.

v
w
VR

UL

(vr + vr)
(vr —vL)
r Qg
rQy,

/2
/L

Fazendo-se a associacao u; = v e ug = w, as
equagoes cinematicas do movimento sao

1
T2

T3

Notando que

obtém-se que

Por outro lado,

Como ug = 3, de

tem-se que

Xy

Vi V%

N

VRV

Xy R ']

X1

\j

Figura 11.8: Robo movel
controlado por tragao dife-
rencial

cos(z3) uy (11.199)
sin(x3) ug (11.200)
up (11.201)
i} + i3 = (cos(ws)? + sin(zs)?) uf (11.202)
w = \[it+ i3 (11.203)
= iR+ (11.204)
g2 sin(zs) ur (11.205)
1 cos(z3) ur ’
= tan(zs) (11.206)
w3 = tan™! (m> (11.207)
T
d —1 x2>
= — |t = 11.208
w = % [ an (j}l (11.208)
Giody — i
= ' — (11.209)
T2 xl
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Definindo-se como saida, y1 = z1 e yo2 = x2, tem-se que
Y2y1 — 192
Ui+ 03
Conclui-se que o modelo do rob6 mével é plano, sendo que tanto u quanto x
podem ser descritos fungoes de {y,y, 4, ..., }

Uz

ur = 9T+ 95 = 11, 92,1, J2) (11.211)
Y2U1 — Y192 o

Uy = “Ta——am— = P2(Y1, Y2, 91,92 11.212

Ui + U3 ( ) ( )

(]

1 = y1=01(Y1, Y2, 1, ¥j2) (11.213)
T2 = Y2 = ¢2(Un, Y2, U1, U2) (11.214)
x5 = tan ! (;) = ¢3(91, Y2, 91, J2) (11.215)

Classes de sistemas com modelos planos

Algumas classes de modelos ja sdo sabidos serem planares:
e Sistemas de apenas uma entrada
e Sistemas linearizaveis por realimentacao estatica

e Sistemas afins de codimensao 1 (1 entrada a menos que a dimensao do
X):

St = )+ g(x) (11.216)
k=1

e Sistemas mecanicos com uma entrada a menos do que as varidveis de
configuracao.

Detalhes em: Martin P.; Murray R. M.; Rouchon P. Flat systems, HAL-
00472051, 1997. [https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-00472051]
Exemplo de método de projeto de controlador

Considere um motor DC, acionado pela armadura, cujo comportamento é
descrito pelas equagoes

L% = —Ri—-Kiw+u (11.217)
7% _ Kyi— Buw (11.218)

dt
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Adotando-se como saida y = w, verifica-se que i é fungao de {y, y}:

d
J2 = Kyi— Bw (11.219)
dt
1 dw
= — (/4B 11.22
7 % (Jdt + w) ( 0)
. 1 :
i = E(Jy+By) (11.221)

O sistema ¢é plano e o sinal de controle u pode ser escrito em funcao de y, ¥, ¥

&
u = Ld—; + Ri+ Kw (11.222)
L d . R .
= —— B — B K 11.22
X, di (Jy+ y) + e (Jy+ y) + Kjw ( 3)
= — 11.224
oYt TR vt % Y ( )
= a1y + ay + azy (11.225)
em que
LJ BL + RJ RB + K K>
— . — = 7 . = - c 11.22
al K2 5 az K2 ) as K2 ( 6)

Portanto, especificando-se um ,.¢(t) desejado, pode-se determinar o sinal de
controle u(t) requerido para que y(t) rastreie ypr(t).

a) Design empregando planicidade

Adota-se para a trajetéria desejada yrer(t), tal que de w(t) = 0 no instante
t = 0 atinja-se w(t) = wy dado no instante ¢ = t; especificado. Para a forma
da resposta, escolheu-se uma curva sigmoide:

Yref = Wres(t) (11.227)
2
¢ ¢
= wy () (3—2) (11.228)
tf tf
tet? —2t3
I L (11.229)
ty

Para escrever a expressao para u,

U= 1fref + G2Yref + a3Yres (11.230)
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necessita-se de g,y e de jj

: d 3t pt? — 2t3
Uref = 3 (wfft?) (11.231)
tt —t2
= 6wyl (11.232)
by
€
. d tt — t2
ey = (6wf ft? ) (11.233)
tp— 2t
= 6wpL (11.234)
by

O sistema ¢ plano e o sinal de controle que faz y(t) rastrear y(t),.s ¢ dado por

LJ. BL+RJ . RB+ K K,
Uref = Eyref + Tyref + Tyref (11.235)
L]  ty—2t BL+4+RJ_  tpt—1t*
K2 wr t?c * K2 wi t?}
RB+ KKy 3tst? — 23
11.2
TR T8 (11.236)
RB+ K1 K5 3
Kth I
RB + K1 K BL+ RJ
+13 ;_ 21 z_ K+3 wft2
2tf Qtf
BL+RJ LJ LJ
6 —12 t+6-—3 11.237
- ( K2 th:;) wrt s (11237)

A lei de controle u,.; obtida é de malha aberta e susceptivel a incertezas de
modelagem.

Para correcoes em torno da resposta desejada y,.; (nominal), pode-se utilizar
um controlador PID:

t
U = Upref — KP(yref - W> — KDyref — K[/O (yref - W)dT (11238)
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b) Design empregando controle PID cléssico

Ao invés de utilizar o controlador PID para fazer correcées em torno da tra-
jetéria desejada obtida usando o conceito de planicidade, projeta-se aqui um
controlador PID classico para rastrear uma entrada degrau.

Seja a referéncia uma funcao do tipo degrau com w,(t) = wy 1(t) e defina o
sinal de erro

e = y—yr (11.239)
= w—w (11.240)

O valor de u correspondente a w = wy, em regime estaciondrio, é obtido a
partir da equagao de estados fazendo-se dz/dt = 0,

= —Ri— Kiw+ Upeg (11.241)
= Kyi— Bw (11.242)

A solucéo para esse sistema de equagoes é

RB + K1 K>
w

Ureg = K I (11.243)
Uma lei de controle tipo PID é da forma
t
U = Upeg — Kp(wy —w) —KD(,ZJ—KI/ (wy — w)dr (11.244)
0

PID x Flatness Design
T T T

Flat Output
— PID

Figura 11.9: Comparagao entre controladores PID usando ou nao planicidade.
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A teoria que fundamenta o conceito de planicidade é matematicamente in-
tricada e pode ser encontrado em (FLIESS et al., 1995). A vantagem é
a possibilidade de escolher a fungao de saida y(¢) para depois obter wu(t).
Porém, a obtencao do modelo plano pode nao ser trivial e nem sempre é
possivel.

11.6 Controle preditivo MPC

As saidas esperadas ao se propor, no instante k, uma sequéncia de sinais de
controle

{ulk + ilk] icon2..mn = (ulk], ulk + 1], ulk + 2], ..., ulk +ny))  (11.245)

podem ser calculadas, caso se disponha de um modelo matemaético.

A ideia no controle preditivo baseado em modelos (model based predictive con-
trol - MPC) é escolher, em cada instante k, a sequéncia { u[k +i|k] }i=1,2,. n.
de acordo com um indice de desempenho definido a priori.

Tipicamente, busca-se conciliar o erro entre uma referéncia desejada ¥, e as
saidas esperadas g, em contraposicdo ao dispéndio de esforco de controle u,
valendo-se, por exemplo, de um critério quadratico.

J= }:% Gk + 31k =y )? + > riulk + i — 1]k)? (11.246)

=1

em que os pesos ¢; e 1; sao escolhidos pelo projetista e, usualmente, 1 < n,, <
Ny, q¢; > 0,7, >0.

Entre os trabalhos pioneiros em MPC estao o de Richalet et al. (1978), Model
Predictive Heuristic Control (posteriormente chamado de Model Algorithmic
Control (MAC)) e o de Cutler and Ramaker (1980), que se tornou conhecido
como Dynamic Matriz Control (DMC).

Novamente, para simplificar os detalhes da apresentacao, assume-se que o

modelo é SISO.

Considere um modelo no espaco de estados dado por

xlk+1] = Ax[k]+ Bulk] (11.247)
ylk+1] = Ox[k+1] (11.248)
Se, no instante k, x[k|k] = x[k] é conhecido e forem fornecidos os valores

ulk|k], ulk + 1|k], ... , ulk + j — 1|k], os valores futuros denotados Z[k + 1|k,
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X[k +2|k], - -+, X[k + j|k] podem ser obtidos recursivamente
X[k +1lk] = Ax[k|k] + Bulk|k] (11.249)
X[k +2lk] = AX[k+ 1|k] + Bulk + 1|£] (11.250)
= A?x[k|k] + ABulk|k] + Bulk + 1]k] (11.251)
[k +jlk] = AIx[k|k] + AT Bulk|k] + AV2Bulk + 1k] + - +
+Bulk + j — 1]k] (11.252)

e, portanto, as predicoes até j passos a frente sao dadas por

ylk+ 1|k] = CAx[k|k] + CBulk|k] (11.253)
glk +2|k] = CA*x[k|k] + CABulk|k] + CBulk + 1|k] (11.254)
glk + jlk] = CAIx[k|k] + CAI 'Bulk|k] + - +
+CBulk + j — 1]k] (11.255)
Colocando na forma matricial e denotando o horizonte de predigao por n,,
tem-se
Gk + 1|k] [ cA
ylk + 2|k CA?
: = : x[k] +
ylk + nyk] CA™
| ——
Y[k Fk]
[ cB 0 0 ulk|k)
CAB CB - 0 ulk + 1]k]
T : : . : :
CA™™'B CA™ B ... CB || ulk+mn, — 1]k
G Ulk|
(11.256)
Assumindo a referéncia y,, adota-se a notacao

Y 11 1 ’ 11.257

Po= ] (11.257)

Q - diag{Ql7Q27'” any} (11258)

R = diag{ri,r2,--,rn,} (11.259)
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a funcao custo
qu glk + Ik — ) + > rulk + i — 1[k]? (11.260)
i=1
pode ser reescrita na forma compacta
N T N T
Jk] = (Y[k] - Yr) Q (Y[k] — YT) + U[k]"RU[K] (11.261)
Uma possivel restricao a ser exigida no controle é
[ulllk]|| < tmax €> K (11.262)

e, se n, < ny, entdo é usual adotar Aulk + ¢|k] = 0 para n, < ¢ < ny — 1.
Substituindo R
Y[k] = GU[k] + F[A] (11.263)

na expressao de J[k], resulta que

Jk] = (GU[K] + F[k] - Y,)" Q(GUK] + F[k] - Y,) + Ulk]"RU[K]

(11.264)
que deve ser minimizado obedecendo a restricao
I,
l _I“X”u 1U[k] < 195, x1Umax (11.265)
Ny XNy
em que 1oy, x1 = { 1 1 1 Lnuxl

Esse problema pode ser resolvido numericamente utilizando variados algorit-
mos de programagao quadratica (varios algoritmos sdo apresentados em, por
exemplo, (IZMAILOV; SOLODOV, 2005), (HIMMELBLAU, 1972), (LUEN-
BERGER, 1973), (FLETCHER, 1986) e (BAZARAA; SHERALI; SHETTY,
1979), entre outros)

Embora o MPC utilize um modelo para fazer previsoes do comportamento
para uma proposta de entradas futuras, o mecanismo de horizonte retroce-
dente permite correcoes em malha fechada, uma vez que a cada passo os
resultados sao recalculados. Logo, sao amenizados os problemas de impreci-
soes no modelo e perturbagoes exégenas. Uma vantagem do MPC é poder
tratar restrigoes tais como |u(t)| < Umazs |X()| < ZTimazs Y ()| < Ymaz, mas
ao custo da necessidade de resolver um problema de otimizagao a cada passo.
Apresentou-se aqui apenas a versao de tempo discreto, uma vez que a ver-
sao de tempo continuo corresponde a necessidade de resolver problemas de
controle 6timo.
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11.7 Controladores inteligentes

As ferramentas de inteligéncia artificial, tais como sistemas especialistas, redes
neurais, computacao evolutiva e légica nebulosa, podem ser utilizadas para do-
tar sistemas de controle automatico de novas capacidades, como aprendizado
autonomo, decisao na presenca de incertezas e adaptacao a situagoes inéditas,
entre outras possibilidades.

Aqui serdo abordados apenas os controladores baseados em conhecimento tipo
sistemas especialistas, com ou sem o uso de légica nebulosa (fuzzy).

As redes neurais artificiais sao também muito utilizados em controle, por exem-
plo, em problemas de aprendizado por reforco, classificacao de padrées, pre-
digdo de séries temporais e identificacdo de modelos, entre outras aplicagoes
(vide, por exemplo, (HAYKIN, 1994), (ZURADA, 1992), (CHARNIAK; MC-
DERMOTT, 1985) ¢ (NASCIMENTO; YONEYAMA, 2000), entre outros).

11.7.1 Controladores baseados em conhecimento

Muitas vezes, embora nao se disponha de um modelo matematico para o pro-
cesso, operadores humanos sao capazes de realizar controle manual, com base
em conhecimentos adquiridos com a sua experiéncia.

Nestes casos, pode ser viavel a representacao destes conhecimentos através de
ferramentas proprias de inteligéncia artificial, de modo que os operadores hu-
manos sejam liberados de tarefas insalubres, cansativas, repetitivas ou longas.

Além disso, os seus conhecimentos podem ser reproduzidos, armazenados e
distribuidos a outros operadores.

Uma forma de representar conhecimentos faz uso de regras de producao do
tipo
Se {condigoes} Entao {acoes} (11.266)
Exemplos
e Se (Temp > 150°) e (Pressio> 3 atm) Entao (vdlvulaA = 40%)
e Se (Temp > 200°) ou (Pressio> 5atm) Entao (chavel=0FF)
e Se (Temp < 150°) e (Pressao< 2atm) Entao (alarme=ON)

Um sistema de inferéncia baseado em conhecimento possui, em geral, uma
estrutura como a da figura 11.10, que, além da maquina de inferéncia propri-
amente dita, possui facilidades como interface homem maquina (H/M), editor
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de novas regras (conhecimento) e sistema de explicagao para justificar as con-
clusoes obtidas.

Entradas

Saidas
Controlador

Parametros - Medidas

Interface

Antecedentes Consequentes
Condicoes ' Acbes

Maquina de
Inferéncia
Base de
Operador |« Interface Sistema de Conhecimento
HM  [** Explicagio (regras}
- (dados de casos)
> Edltor_ de
Conhecimento

Figura 11.10: Arquitetura bésica de um controlador baseado em conhecimento.

11.7.2 Controladores nebulosos

Muitas tarefas executadas por operadores humanos utilizam regras em que
as condigoes e as acoes sao expressas de forma simbdlica, através de valores
baseados em senso comum.

Por exemplo, um instrutor de autoescola pode sugerir agoes como mais um
pouco a direita, pise forte no freio, ande mais lento etc...

Por outro lado, um controlador convencional estaria trabalhando com infor-
magoes do tipo posicdo do veiculo = —0.3m, pressdo nos cilindros do freio
= 1200 psi ou velocidade < 25km/h, etc...

Uma vez que nao parece ser adequado considerar como lenta apenas uma velo-
cidade menor que 24.9 km/h e rdpida uma de 25.01 km/h, define-se o conjunto
nebuloso de valores de velocidade considerados lentos através de uma funcao
de pertinéncia.

A figura 11.11 mostra, & esquerda, um conjunto cldssico (crisp) Aerisp, carac-
terizado pela funcao indicadora I 4, definida por

Ia(x) = (1) e ; j (11.267)
e, a direita, um conjunto nebuloso (fuzzy) Amebuioso caracterizado graficamente
pela funcao de pertinéncia p(z).
No caso de conjuntos nebulosos, utiliza-se uma funcgao 4 (x) que atribui
o grau de pertinéncia do ponto x ao conjunto A, como ilustrado & direita da
figura 11.11.
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1500) )

Acrzp _ Al-lel:u os0

Figura 11.11: A esquerda um conjunto crisp com a funcao indicadora I4(z) e
a direita um conjunto fuzzy com a fungao de pertinéncia p4(x).

4 Fungdes de
Pertinéncia
Hamarelo Haranja

Hyerde Lyermelno

:
565 500 625 700
N B

Figura 11.12: Exemplo de conjuntos nebulosos em que as cores adjacentes nao
sao claramente diferenciadas.

Utilizando-se os conjuntos nebulosos, podem ser caracterizadas expressoes
como erro-grande-negativo (EG-), erro-mediano-negativo (EM-), erro-pequeno
(EP), erro-mediano-positivo (EM+) e erro-grande-positivo (EG+). As regras
envolvem, usualmente, condigoes que devem ser satisfeitas simultaneamente,
tais como (Temperatura ALTA) E (Pressio ALTA) para ajustar a posigao de
uma valvula v.

Na forma de regra, seria
Se (0 é ALTA) E (pé ALTA) Entao (vé PEQUENA)

correspondendo & Uremp=arTA(0), fPress=arTA(D) € v = defuzzificar(v =
PEQUENA).

A operacdo defuzificar significa atribuir um valor numeérico correspondente
ao conjunto nebuloso v = PEQU EN A.

Uma operagao tipica de defuzificacao encontrada com frequéncia é escolher a
abscissa do centroide da 4rea abaixo da funcao de pertinéncia p,—prQUuENA-

As outras operacdes seriam OU e NAO.
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y Fungbesde
Pertinéncia

A Fungdesde
Pertinéncia

Figura 11.13: Tlustracao das operagoes intersecgao (E) e uniao (OR) de con-
juntos nebulosos.

Por exemplo, se V' é uma tensao e w é uma rotagao, uma regra poderia ser
Se (Vé BAIXA) OU (wé NOT ALTA) Entao (f é MEDIA)

em que f poderia ser a intensidade da frenagem.

Muitas vezes sao utilizados os simbolos A para F, V para OU e — para NOT.

A figura 11.13 mostra como sao definidas as operagoes
1. A A B representado por pasp = min{pua(z), pp(z)}
2. A V B representado por payp = max{ua(z), pp(z)}
3. = A representado por pi a4 =1— pa(z)

Para mais detalhes sobre inteligéncia artificial, especialmente sobre sistemas
especialistas e conjuntos nebulosos, podem ser consultados livros como (RUS-
SEL; NORVIG, 1995), (NILSSON, 1998), (KNIGHT; RICH., 2010) e (WINS-
TON, 1992), entre os livros didéticos bem conhecidos da area.

Inferéncia nebulosa

Uma forma de inferéncia nebulosa com estrutura dita de Mamdani encontra-
se ilustrada na figura 11.14 (Mamdani, E. H. Application of fuzzy algorithms
for control of simple dynamic plant. Proc. of the IFE, v. 121, n. 12, p.
1585-1588, 1974).
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Ao invés de uma apresentacao geral, optou-se aqui por ilustrar o processo uti-
lizando um exemplo com apenas trés regras, R1, R2 e R3 que permite uma
visualizagao grafica simples e objetiva.

O exemplo possui duas entradas e uma saida e as regras envolvem os conecti-

vos E e OU.

As entradas sdo os sinais Temperatura e Pressdo e a saida é a Abertura da
Vilvula. A Temperatura pode ser negativa (NEG), quase nula (0) e positiva
(POS). A Pressao também podem assumir esses valores. A Abertura da Vil-
vula pode ser FECHADA, MEDIA ou ABERTA.

O valor numérico da Abertura da Vdlvula (por exemplo, 40% sao obtidos como
a abscissa do centroide da &drea colorida da figura 11.14). Ressalta-se que exis-

o Tros Pues + Pa Ppos i
FECHADA

_,
m
[n]
—_
=~

Abertura da Valvula

Figura 11.14: Tlustracao do mecanismo de inferéncia com duas entradas e trés
regras.

tem outras estruturas para inferéncia nebulosa, sendo bem conhecida a de
Takaki-Sugeno-Kang (vide, por exemplo, (SUGENO, 1985)).

Controlador nebuloso

O esquema de inferéncia nebulosa pode ser utilizado para implementacao de
controladores dindmicos fazendo-se

ulk] = F(u[k — 1], ..., u[k — pl, e[k], ...e[k — q]) (11.268)

A figura 11.15 apresenta um caso simples em que ulk] = F(e[k], e[k — 1]).
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A direita da figura 11.15 podem ser vistas as nove regras com conectivo E, ou
seja, por exemplo, se e[k] ¢ Médio (uenr) E e[k — 1] é Grande (p(.—1)¢), entdo
a abertura da vélvula u[k] é Média (puq).

Para completar a descrigao do controlador, deve-se ainda especificar as fungoes
de pertinéncia p.

T —*| Controlador | Uepol | Bes | Mup | My
q > Nebuloso —

rl:5.1:3 By | Mg | Hus

Figura 11.15: Tlustragdo de um controlador nebuloso simples.

A inteligéncia artificial podera permitir dotar maquinas de algumas capa-
cidades que o operador humano possui. Entre essas habilidades estao a
capacidade de aprender, desenvolver novos conceitos através do raciocinio,
manifestar proatividade nas suas tarefas, ser adaptavel a situagoes antes nao
vistas e, enfim, possuir autonomia e poder de decisao. No momento atual
a maioria dos sistemas dispoem de mecanismos automaticos de resposta ou
capacidade de evolugao programada, mas as expectativas para o futuro sao
grandes.

11.8 Algumas personalidades famosas

Roger Ware Brockett (1938-) langou as bases para o problema de linearizacao
exata por realimentacao de estado (Brockett, R. W. Feedback invariants for
nonlinear systems. In Proceedings of the International Congress of Mathema-
ticians, Helsinki, 1978, p. 1357-1368). Os procedimentos especificos foram
propostos em JAKUBCZYK, B. e RESPONDEK, W. On linearization of con-
trol systems, Bull. Acad. Polonaise, Sci., Ser. Sci. Math. v. 28, p. 517-522,
1980.

Vadim Ivanovich Utkin (1937-) é um pioneiro na drea de sistemas de estrutura
variavel e controle por modos deslizantes (Utkin, V. 10. Sliding modes and
their applications in variable structure systems. Mir, Moscow, 1978. O pro-
blema de equacoes diferenciais com discontinuidades foi tratado por Aleksei
Fedorovich Filippov (1923-2006) (Filippov, A. F. Differential equations with
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discontinuous right-hand side (em russo). Matematicheskii Sbornik, v. 21,n.1,
p.99-128, 1960.

O controle adaptativo j& possui uma histéria relativamente longa (Control
system with automatic response adjustment, William I. Caldwell - US Patent
2,517,081, 1950). Mesmo o enfoque MRAC em que se busca a lei de adapta-
¢ao utilizando a teoria de Lyapunov, remota a década de 1960 (Parks, P. C. -
Lyapunov redesign of model reference adaptive control systems. IEEE TAC,
1966, v. 11, pp. 362-7.).

Um dos primeiros artigos mais extensos sobre sistemas planos e planicidade é
Fliess, M.; Lévine, J.; Martin, P.; Rouchon, P. Sur les systéemes non linéaires
différentiellement plats. C. R. Acad. Sci., v. 315, n. I, p. 619-624, 1992.

Os trabalhos pioneiros em MPC sao: Richalet, J.; Rault, T. A.; Testud, J.
L. e Papon, J. Model predictive heuristic control: applications to industrial
processes. Automatica, v. 14, p. 413-428, 1978; e Cutler, C. R. e Ramaker,
B. L. Dynamic matrix control - a computer control algorithm, Proc. Joint
American Control Conference - IEEE, San Francisco. v. WP5-13, 1980.

Sistemas especialistas foram introduzidos em torno de 1965 no ambito do
Stanford Heuristic Programming Project, liderado por Edward Feigenbaum,
reconhecido como o “pai de sistemas especialistas. Os sistemas especialistas
pioneiros sao o MYCIN, de 1975, voltado para o diagndstico de moléstias
infecciosas relacionadas ao sangue, INTERNIST-I de 1982 voltado a medi-
cina interna geral e CADUCEUS de 1984 para diagnéstico médico (vide, por
exemplo, (NILSSON, 1998)). A ldgica nebulosa (fuzzy logic) foi introduzida
por Lotfi Aliasker Zadeh em 1965 (Zadeh, L. A. Fuzzy sets, Information and
Control, San Diego, v. 8, n. 3, p. 338353, 1965), que posteriormente cunhou
o termo linguistic variables. Em 1985, Seiji Yasunobu e Soji Miyamoto da
Hitachi apresentaram simulacoes que mostravam a possibilidade de aplicar no
metré de Sendai. Em 1987, Takeshi Yamakawa utilizou a légica nebulosa para
controlar um péndulo invertido.

Fillipov Fliees Mamdani Brockett
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11.9 Exercicios

11.9.1 Exercicio: Linearizagao exata por realimentacao de estados

Considere o sistema

i1 = s (11.269)
9 = xgsin(xy) — u cos(z2) (11.270)
T /7 . .
em que o estado x = [ Tl X2 } ¢ mensurado por instrumentos precisos.

Obter, se possivel, uma lei de controle da forma
u(t) = a(xy, z2) + b(x1, x2) v

e funcdes T; : R? — R2, i = 1,2, de modo que, fazendo-se

21 = Tl(fL'l,CL'Q) (11271)
22 = Tg(l‘l,l‘g) (11272)
obtém-se que
21 = 29 (11273)
o= v (11.274)

11.9.2 Exercicio: Linearizacao exata por realimentacao de estados

Considere um sistema de dois tanques em cas-
cata, conforme ilustrado & direita (figura 11.16) u

e cujas equagoes que descrevem as alturas x; e ' o

9 dos niveis de liquido dos tanques superior e [ } =

inferior 7_*;
i1 = 1—VI+ai+u  (11.275) i
Ty = \/1+$1—\/1—|—$2 (11276) —‘j
y = x (11.277) ?

Figura 11.16: Sistema de

Obter uma transformagao de variaveis z = T(x)
tanques em cascata.

de modo que a representacao no novo sistema de
coordenadas seja

= |0 )= V] mem

y = [10]2 (11.279)
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11.9.3 Exercicio: Linearizagao exata por realimentagao de estados

Obter uma transformacao T : R? — R? e uma lei de controle u(t), de modo
que 0 processo

T = —x9+ sin(xl) (11280)
t9 = —xgcos(x1)+ u cos(2x) (11.281)

seja colocada na forma candnica de Brunovsky.

11.9.4 Exercicio: Linearizacao exata por realimentacao de estados -

Manipulador
Um manipulador de tnico elo com acoplamento flexivel é descrito por
Iq, +mgLsingi + k(g —q2) = 0 (11.282)
Jog—k(gn—q2) = 7 (11.283)

em que I, J, m, L, k e g sdo constantes e 7 é a varidvel manipulada.

Figura 11.17: Haste controlada por junta elastica.

Fazendo-se a associacdo usual 21 = q1, T2 = 1, T3 = @2 € T4 = T3

T 0
P _% (mgL sinxy + k(z1 — 3)) + 0 T
T4 0
3 (ks — 22) +7) 5o~ ay)
£(%) g(z)

obter o modelo linearizado na forma de Brunovski.
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11.9.5 Exercicio: Linearizacao exata por realimentagao de estados -

Corpo rigido

O movimento rotacional 3D de um corpo rigido em relacao a um sistema de

coordenadas solidério a esse é dado por

lel = (J2 — Jg) wows + T1
JQC;.)Q = (J3 — Jl) w3w1 + T
J3@3 = (Jl — JQ) wiwsg + T3

em que w;, ¢ = 1,2, 3 sao velocidades angulares.

Obter o modelo linearizado na forma de Brunovski.

(11.284)
(11.285)
(11.286)

11.9.6 Exercicio: Linearizagao exata por realimentacao da saida

Estudar a linearizacao por realimentacao da saida e a dinamica zero dos se-

guintes modelos:

1.
. .3
Ty = ritr2tu
To = —u
y = 1
2.
T = @9
iy = xa] — sin(zs)
T3 = 14
l"4 = U
y = I
3.
21 = (1+x9)x3+ sin(xze)
T9 = x‘;’ — x3
ig = LU% +u
$4 = U

y =
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11.9.7 Exercicio: Controle utilizando modos deslizantes

Para o processo abaixo, obter uma lei de controle que faca e(t) = y,(t) —
y(t) tender a 0, & medida que t — oo, deslizando sobre a superficie e + aé = 0

fEl = X9 (11300)
T2 = asin(zy)cos(x2) +u (11.301)
y = [10]x (11.302)

sabendo-se que Y, f(t) = cos(t) e o parametro constante mas desconhecido a
é tal que a € [0.8;1.2].

11.9.8 Exercicio: Controle utilizando movimentos deslizantes

Considere o sistema descrito por

.ﬁl = I9 (11.303)
1

iy = a(t)z? cos(x2)+§u (11.304)

y = m (11.305)

em que |a(t)| <5 e o problema é rastrear um sinal y”, ou seja, obter u(t) de
forma que y — y” quando t — oo.

11.9.9 Exercicio: Controle robusto utilizando modos deslizantes

Considere um processo representado no espago de estados por

% — l sin(xa1:2%—|— T2 ]x%— [ 131) ] u (11.306)
y = [1 0 }x (11.307)

em que os coeficientes sdo desconhecidos, mas tais que |a| < 2 e [b| < 1. Dada
uma funcdo suave y”, projetar um controlador utilizando modos deslizantes,
de modo que y — yP.

11.9.10 Exercicio: Controle utilizando movimentos deslizantes

Considere o sistema descrito por

Ltl = I9 (11.308)
ig = a(t) T — T2 +Uu (11.309)
y = 21 (11.310)
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em que o parametro a(t) é desconhecido porém limitado |a(t)| < 1, Vt € R.

Para o sinal de referéncia 3" (t) = 2sin(t), obter uma lei de controle u(t) que
y — yP quando t — oo.

11.9.11 Exercicio: Argumento utilizado na obtengao de MRAC

Esse exercicio revisita as tecnicalidades utilizadas para a obtencao da expressao

para ® do esquema MRAC conforme apresentado no corpo do texto.
Considere a equacao diferencial

i (&) . 0 1 €1
dt €2 o -1 -1 €2
N———

A L

_|_
Dy Do

D11 Pro 1 .

em que |r(t)| < Tmax, V¢ > 0.

Seja P uma matriz que satisfaz a equagao algébrica
ATP + PA = Ty

em que Isyo é a matriz identidade 2 x 2.

Utilizando a funcao candidata
V(e,®) = el Pe+tr {<I>T<I>}

obter uma lei de adaptagao tipo

® =F (e, ®)
de modo que a origem seja estavel e, ainda, e — 0 quando ¢t — co.
11.9.12 Exercicio: Controle adaptativo de Modelo SISO
Considere um processo unidimensional (z € R) descrito por

& =ax+bu (11.311)

em que a < 0 é desconhecido e b # 0 é também desconhecido a menos do seu
sinal (se b > 0 ou b < 0).

Deseja-se obter U de modo que o processo controlado case o modelo

Tm = AmTm + bt (11.312)
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Adota-se um controlador da forma
uw = 0Oiz+0yr (11.313)

em que 07 e 09 devem ser ajustados através de uma lei de adaptacao.

Definindo-se

e = T—Tmy (11.314)
¢ = 0,— 0 (11.315)
b = 0y — 0, (11.316)

e sabendo-se que o sinal externo r é limitado, verificar se a seguinte proposta
para a lei de adaptacao é satisfatoria:

¢ = —Aisign(b)ex (11.317)

b = —Xysign(b)er (11.318)
_ 1 14

Vo= 3@+ (6249 (11.319)

em que \; e \g sdo parametros (taxa de aprendizado ou learning rate) a serem
ajustados pelo projetista.

x~. x b * __ a—a
Observagao: 07 = = e 05 = “'=

11.9.13 Exercicio: Planicidade

Considere o modelo de predador-presa (por exemplo, x1 pode representar ame-
bas e o0 x2 as arqueobactérias), também conhecido como o de Lotka-Volterra.
Aqui o modelo foi modificado para incluir uma varidvel de controle wu.

1 = T1— T1Z2 (11.320)
T9 = T1x9—To+ U (11.321)

Considerando a saida plana y = x1, verificar que o modelo pode ser escrito na
forma

2 = y (11.322)

2, = 429 (11.323)
y
i 9

w = 248 Yy (11.324)
y vy
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11.9.14 Exercicio: Planicidade

Considere a equacao de Chua modificada (a equagao original utiliza f(x;) nao

diferencidvel que deve ser substituida por f(z;) = — ¥z7.
jfl = 04(;1:2 — 1 — f(xl) (11.325)
To = T1— X2+ T3 (11.326)
T3 = —fro+u (11.327)

Considerando a saida plana y = x1, verificar que o modelo pode ser escrito na
forma

T =y (11.328)
wy = %—i—y-i-f (11.329)
i :
3 = —+=+y+f+f (11.330)
[0 (6
u = —++y+f+f+/a’<+y+f) (11.331)
(6% « [0

11.9.15 Exercicio: Planicidade

Considere uma haste com base rotativa atuada através de um elo elastico tipo
mola, ilustrada na figura 11.17 modelada por

:i’l = X2 (11.332)
L k
iy = fm? sin(a) — (21— w3) (11.333)
1'3 = T4 (11.334)
1
:i’4 = j(x1—x3)+j7' (11.335)

Obter a expressao para u(t), adotando-se como o candidato & saida plana o
sinal Y (t) = z1(t).
11.9.16 Exercicio: Controlador MPC de 1 passo a frente

Considere o processo unidimensional (z € R) inicialmente em repouso, descrito
por

ek +1] = 0.72[k] + 0.8u[k] (11.336)
y[k] = x[k] (11.337)
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e o indice de desempenho a ser minimizado
J=q (yelk+1] = ylk+ 1)) + rufk]? (11.338)
em que a referéncia y,[k] =1 para Vk >0 e
—1<ulk] <1

Fixando ¢ = 1 determinar a solugao u*[k] para r = 0.1,1 e 10.

11.9.17 Exercicio: Controlador MPC sem restrigoes

Considere o processo unidimensional (z € R) inicialmente em repouso, descrito
por

zlk+1] = 0.7z[k] + 0.8u[k] (11.339)
ylk] = z[k] (11.340)

e o indice de desempenho a ser minimizado

N
J = qyelk+i] —ylk+)* + rul+i — 1]? (11.341)
=1

em que a referéncia y,[k] = 10 para Vk >0, N=3,¢g=1er =1.

11.9.18 Exercicio: Controlador MPC incremental, sem restrigoes

Considere o processo unidimensional (z € R) inicialmente em repouso, descrito
por

zlk+1] = 0.7z[k] + 0.8ulk] (11.342)
y[k] = z[k] (11.343)

e o indice de desempenho a ser minimizado utilizando controle incremental,
ou seja, ulk + 1] = u[k] + Au[k]

N
T =" qylk+i] = ylk + )2 +r Aul+i — 1]? (11.344)
i=1
em que a referéncia y,[k] = 10 para Vk >0, N=3,¢g=1er =1.

Esta estratégia penaliza Aulk] elevados (que pode desgastar mais rapidamente
o atuador).
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11.9.19 Exercicio: Regras para inferéncia

Verifique se as seguintes frases estao corretas:

1.

O sistema de aquisicao de dados estd operando normalmente. Logo, ou
o computador master ou o seu backup estd ativo.

Se faltar energia elétrica o equipamento para. Como o equipamento esta
parado, esta havendo falta de energia.

Se faltar energia elétrica o equipamento para. Como o equipamento esta
operando normalmente, nao ha falta de energia.

Pao com manteiga é melhor que nada. Nada é melhor do que férias.
Conclui-se, portanto, que Pao com manteiga é melhor que férias.

Para entrar na festa, o convidado deve comprar um ingresso ou trazer 1
kg de alimento nao perecivel. Rasputin estd na festa mas nao comprou
um ingresso. Pode-se concluir que Rasputin trouxe 1 kg de alimento nao
perecivel.

11.9.20 Exercicio: Logica elementar

Sejam as afirmacgoes A e B.

Seja ainda a notagao

- A =nao A
ANB=AeB
AvVvBAouB

A — B =se Aentao B

A+ B = A se e somente se B

cujo significado pode ser encontrado na Internet ou livros de 1égica elementar.

Verificar se as seguintes proposicoes sao verdadeiras

1.
2.
3.

4.

AV (-A)

(A— B)V (-B)
- (-A) = A
ANB — B
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5. AN(-B)V A
6. "(ANB) - AV B

11.9.21 Exercicio: Ganho nao linear

Um controlador fuzzy estatico possui as seguintes funcoes de pertinéncia para
a entrada e e saida u. As regras utilizadas sao:

Hun Huz Hup

Heqz Hep

04

Figura 11.18: Ganho modelado utilizando légica fuzzy.

1. Se (e[t] ¢ EQZ) Entao (u[t] é UZ)
2. Se (e[t] ¢ EN) Entao (u[t] é UN)
3. Se (e[t] ¢ EP) Entao (u[t] é UP)

Lembrar que varias regras poderao estar ativas ao mesmo tempo. Esbocar a
fungao u=f(e).

11.9.22 Exercicio: Controlador fuzzy

Denota-se por ugn, ez € pep as fungoes de pertinéncia correspondentes as
condigoes “e[k] negativo”, “elk] zero” e “e[k| positivo”. Para “e[k-1]” tem-se
de modo andlogo, EdotN, KEdotz € MHEdotp- A saida “ulk]” possui fungoes
de pertinéncia conforme a figura 11.19. A saida “u[k|” para cada entrada
“e[k]” e “e[k-1]" é apresentada na tabela. Esboce gréficos “(e[k],e[k-1])” versus

“ulk]”para os casos de conectivos E e OU.

EN EZ UP

EdotN UN[UN | Uz

ug  Edotz UNJUZ [UP
EdotP  UZ [UP [UP

Megoiz Hedotp HUN Hyz Hyp

Mgz Hegp  HEdom

elk]

Figura 11.19: Exercicio sobre controladores fuzzy.
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Alguns aspectos relevantes em
projetos

“Great things are not done by impulse, but by a series of small things

brought together.”
— Vincent Van Gogh

Embora esta obra tenha um foco maior no tratamento tedrico de controladores,
este capitulo foi incluido para que se chame atencao a varios fatores relevantes
no desenvolvimento pratico de um sistema de controle.

Uma proposta para organizar a apresentacao das etapas de projeto de um
sistema de controle é adaptar as recomendacoes da Engenharia de Sistemas.
Entre as boas fontes de informacao a respeito de Engenharia de Sistemas estao:
(SHEA, 2020), (INCOSE, 2015) e (KOSSIAKOFF et al., 2020).

Para efeito didatico, a apresentacao segue uma sequéncia de etapas usualmente
utilizadas no Projeto de Sistemas de Controle, agrupadas conforme a tabela a
seguir.

Anilise Projeto Comissionamento
Coleta de Informagoes Modelagem Matemética Implementagao
Estudo do Processo Escolha do Enfoque Entrega do Produto
Definicao dos Objetivos Selecao dos Componentes  Sintonizacao Fina
Descricao das Restrigoes Ajuste dos Parametros Operacao Assistida
Especificagao de Requisitos Simulagoes Manutencao
Revisao Critica Documentacao Desativacao

A tabela reflete um detalhamento simplificado das etapas de Concepcao, De-
senvolvimento, Producgao, Utilizacao, Suporte e Desativacdo mencionados em
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obras sobre Engenharia de Sistemas.

12.1 Coleta de Informacoes

O desenvolvimento de um controlador requer vérias informacoes, além daque-
las relacionadas ao funcionamento do processo em si.

Apenas como exemplo, podem ser mencionados:

Local de Operacao (nos satélites, dissipar calor é um problema por estar
no VAcuo).

Grau de seguranga (nos avioes de passageiros, esse quesito é de grande
relevancia).

Durabilidade (com o coragao artificial, substitui¢oes sao arriscadas).

Limitagoes fisicas (peso nao é problema para um navio, mas sim para
um aviao).

Custo (um rob6 de brinquedo muito caro vai vender pouco).
Normas (equipamentos clinicos fora das normas nao serao certificados).

Padrdes (estando fora dos padroes internacionais a manutencao serd di-
ficultada).

Eficiéncia (é dificil reabastecer satélites em dérbita com combustiveis).

Manutengao e garantia (em geral, “simple is beautiful”).

Nota-se que os vérios requisitos podem ser conflitantes e impactar na viabili-
dade do projeto.

12.2 Estudo do processo a ser controlado

De modo geral, “sé se controla bem um processo que é bem conhecido”, e
alguns comentarios pertinentes sao:

Se o processo a ser controlado é concebido de forma concomitante com o
controlador, hd uma potencial vantagem em comparacao com o caso em
que o processo jé existe e busca-se apenas agregar um controlador. Se o
processo e o controlador sao projetados de modo integrado, o desempe-
nho de ambos pode ser favorecido em vista de uma melhor harmonizagao.
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Se o processo envolve fenémenos intrincados e complexos, podera haver
a necessidade de fazer aproximacoes que levam a modelos incertos ou
serem afetados por varidveis exdégenas de modo adverso e inesperado.

E de particular importancia a caracterizagao das restricoes, tanto as
fisicas quanto as operacionais, as administrativas ou as legais. Como
exemplos, podem ser mencionados:

1. Fisicas: fim de curso de um pistao, volume do controlador, tensao
méxima fornecida por um conversor D/A etc.

2. Operacionais: fator de seguranca para a pressao maxima em um
vaso, utilizagdo em ambiente hostil, seguranca contra hackers etc.

3. Administrativas: treinamento de recursos humanos, recursos finan-
ceiros para implementacgao, custo das paradas nao programadas,
disponibilidade de estoque de pecas etc.

4. Legais: necessidade de certificagoes, atendimento a normas diversas
etc.

12.3 Definicao dos objetivos

Em muitos textos sobre controle de sistemas, sao comuns as seguintes carac-
teristicas de comportamento a serem exibidas pelo controlador:

Estabilidade: por exemplo, no caso de sistemas LTI, exigéncia de que
todos os polos estejam no interior do semiplano esquerdo.

Rapidez: as vezes especificado através do tempo de subida para uma
entrada tipo degrau.

Precisdo: que pode ser eventualmente quantificada pela covarianga do
€rro em regime permanente.

Acurécia: por vezes medido como percentual de erro em relagao ao valor
especificado da saida em regime permanente.

Eficiéncia: podendo ser o consumo médio de energia ao longo de um
periodo predefinido, em operacao rotineira.

Robustez: que pode ser representado pelas margens de ganho e de fase.

Tolerancia a falhas: caso em que algumas falhas sdo compensadas por
mecanismos de mitigagao, como redundancia de atuadores.
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Na fase de especificacao dos requisitos, apresentado mais a frente, sao discuti-
das as varias formas de quantificar essas caracteristicas.

12.4 Caracterizacao das restrigcoes

Em projetos praticos, deve-se atentar para algumas restrigoes adicionais, além
daquelas proprias da operacao do controlador.

Podem ser mencionados, a titulo de exemplo, algumas restricoes que sao de-
correntes de fatores como:

e Nivel de vibracao: veiculos que trafegam em pistas irregulares.

e Maxima temperatura admissivel: posicionador tipo manipulador meca-
nico para estufas de tratamento térmico.

e Campos eletromagnéticos: proximidade do equipamento a uma méquina
de solda a ponto.

e Disponibilidade de Capital: Recursos financeiros limitados.

e Operagao no vacuo: no rob6 maével para exploragao lunar nao é possivel
utilizar coolers tipo ventoinha.

e Propagacao de ondas eletromagnéticas para comunicagao: equipamento
de vistoria para o fundo do mar.

e Massa e Volume: misseis antitanque pequenos lancados por soldado de-
vem ser portateis.

e Legislacao: sustentabilidade, patentes, externalidades como a poluicao,
critérios de homologacao etc.

12.5 Especificacao dos requisitos

Além de especificagbes usualmente tratados em Teoria de Controle, tipo

o t, <1s, Mp < 20% e e(c0) = 0 deve-se levar em conta para entrada
degrau

devem ser contemplados aspectos tais como:

e Tecnologia escolhida: cilindro hidraulico de 50.000 N — massa da bomba
> 30 kg
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Condicoes ambientais: temperatura —30° a 50° e Vibracdo < 200 m/s?

Condigoes de operagao: manutencao de 6/6 meses, pureza do insumo
> 90 %

Disponibilidade financeira: custo menor que R$ 3.000, 00

Normas e padroes: equipamentos clinicos — isolamento galvénico e re-
comendagao de usar equipamento ACME porque essa é a marca usada
no resto da fabrica

Confiabilidade: MT BF > 10.000h (mean time between failures)

Descartabilidade: utilizacao de material nuclear

12.6 Revisao critica

E salutar que sejam feitas revisoes criticas para verificar o bom andamento do
projeto, atendando para detalhes como:

Consulta geral a todas as partes envolvidas.
Aprovacao do stakeholder.

Cuidado com “esquecimentos” uma vez o desenvolvimento ja estd em
andamento, modificacoes das especificagoes de requisitos podem ter im-
pactos sérios.

Atualizacao de cronograma e marcos detalhados.
Definicao das entregas.
Documentacao.

Participacao de especialistas fora do grupo especifico de trabalho.

12.7 Modelagem matematica

Antes da escolha do método para a obtencdo de modelos mateméticos, valem

algumas reflexdes:

Navalha de Ockham (adaptado da Wikipédia: “também chamada de
principio da economia, refere que a formacgao de hipdteses explicativas
exige parcimonia em termos de complexidade”).
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e Lembrar sempre a frase de George E. P. Box, 1976: “All models are
wrong, but some are useful”.

e Modelo de Projeto x Modelo de Avaliagdo: muitas vezes é interessante
fazer o projeto para um modelo mais simples e avaliar o resultado em
um modelo mais completo com ruidos, variacoes temporais, e nao linea-
ridades.

e Verificagao # validagao:

— Verificagdo — did the things right
— Validacao — did the right thing

e Incertezas: identificacao, linearizacdo, reducao da ordem de modelos e
outros procedimentos podem introduzir incertezas.

e Modelo do Meio Ambiente: niveis de ruidos e perturbagcoes, variabilida-
des sazonais, erros humanos e muitos outros fatores.

A luz dessas reflexoes e das informacoes disponiveis, opta-se por métodos de
caixa preta, cinza ou branca e sao utilizados os procedimentos ou algoritmos
mencionados nos capitulos de modelagem.

12.8 Escolha do Enfoque

A escolha da estrutura ou da classe de leis de controle a ser utilizada decorre
do enfoque (filosofia) preferido pelo projetista.

o Off the shelf x controlador customizado: os dois tipos mais comuns de
controladores “de prateleira” sao o liga-desliga e o PID. Além de con-
troladores PID industriais, sao disponiveis equipamentos como os con-

troladores l6gicos programaveis (CLP) e os programmable automation
controllers (PAC).

e Analitico X numérico: é muito provavel, em algum momento, ter que se
valer de métodos numéricos. No entanto, o que se destaca aqui é o cres-
cente uso de enfoques que, de partida, envolvem extenso processamento
numérico, como € o caso daquele baseado em redes neurais. Isso se deve
ao fato de que, na maioria das vezes, o aprendizado de redes neurais é
baseado em métodos de otimizacao numérica.
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e Heuristico x formal: Além de métodos heuristicos famosos, como o de
Ziegler-Nichols e o de Cohen-Coon, mecanismos heuristicos baseados em
experiéncia do operador podem ser codificados com o auxilio de regras

fuzzy.

12.9 Selecao de componentes

e Cada componente possui carateristicas proprias, sendo que algumas de-
las sao tratadas em seges préprias (sensores, transdutores, atuadores e
processadores digitais).

e Varios componentes “baratos” redundantes x um controlador 1inico, de
melhor “qualidade”. Varios sensores mais simples podem ser operados
simultaneamente e a medida ser a média entre as leituras. Além disso,
varios sensores podem operar com redundancia para mitigar o caso de
falha de um deles.

e Redundéancia heterogénea: atuadores de tipos diferentes podem operar
em stand by, pelo menos para prover um graceful degradation no caso de
falha do sistema principal.

e Redundancia analitica: sensores de tipos diferentes podem ter as medidas
relacionadas por uma expressao analitica (matemética), de modo que a
leitura de um pode ser combinado ou confrontado com outros.

o E importante ressaltar que a selecao dos diversos componentes deve ter
sempre em vista a integragao no sistema como um todo. Em particular,
deve-se atentar para o fato que sensores, atuadores e o processador po-
dem operar com periodos de amostragem diferentes, levando a sistemas
multirate e problemas de sincronizacao.

12.9.1 Sensores e atuadores

e Sensor ¢ a parte do mecanismo de medida diretamente afetado pelo feno-
meno que gera a grandeza a ser medida.

e Transdutor é um dispositivo que converte um tipo de energia em outro.
Por exemplo, energia térmica em energia elétrica (termopar).

e No presente médulo serd adotado o termo sensor para designar o dispo-
sitivo de medida da saida.
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e Usualmente as saidas preferidas sdo correntes elétricas de 4 a 20 mA
ou 0 a 10 V. Ainda sao encontradas saidas tipo 3-15 psig em contro-
ladores pneumaticos (interessante para uso em ambiente com produtos
inflamdveis, nao requerendo barreira intrinseca).

e Atuador é um dispositivo que ajusta a varidvel manipulada do sistema
fisico (bombas, motores, cilindro hidraulico, resistores de aquecimento).

Selecao de sensores

As escolhas dos sensores devem levar em consideracao diversas caracteristicas
tais como:

e Faixa de operagao (faixa de atuacdo, range): por exemplo, o termo-
par Tipo K (juncao Niquel-Cromo e Niquel-Aluminio) possui faixa de
operagao entre -200°C e 1200°C. Por outro lado, um termistor (NTC
- Negative Temperature Coefficient) possui, tipicamente, uma faixa de
operacao entre -100°C e 300°C.

e Ambiente em que pode ser utilizado. Por exemplo, no vicuo, imerso em
fluido, sob elevada vibragao, sob temperaturas muito baixas etc.

e Resolugao: é a menor variacao da grandeza monitorada que produz uma
variagao na medida. Por exemplo, se um conversor analogo digital (A /D)
utiliza 8 bits, para representar o valor de uma grandeza que varia de 0 a
100 unidades, entdo a menor variacio percebida ¢ 100/2% = 0.3906, mas,
se utiliza 12 bits, tem-se a resolugao de 100/2'2 = 0.0244

e Precisao e exatidao (acurdcia): precisao se refere ao grau de variagao de
resultados quando se realizam vérias medigoes de uma mesma grandeza
sob condicOes iguais, enquanto exatidao indica o quao préximo o valor
medido esta proximo ao valor real. Por exemplo, um sensor de desloca-
mento linear (linear variable displacement transducer - LVDT) utilizado
com um circuito muito ruidoso de média zero pode ser acurado na média
de muitas leituras, mas uma leitura tnica pode estar bastante afastada
do valor real. A exatidao é definida numericamente como o maximo erro
entre o valor verdadeiro e o valor medido. A precisao se relaciona com a
repetibilidade, em que medidas consistentes sdo obtidas através de mul-
tiplas medicoes sob condigoes idénticas de ambiente e em curto espaco
de tempo.

e Sensibilidade: o termopar Tipo K possui sensibilidade de aproximada-
mente 411V /°C. Porém, se o amplificador for ruidoso e o conversor A/D
utilizar poucos bits, a saida pode ter pouca precisao e baixa resolucao.
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Relagao sinal/ruido: é importante notar que valores absolutos podem
nao representar bem o efeito do ruido. Por exemplo, um ruido de 2V em
um sensor que monitora 220V pode ser aceitavel, mas nao seria adequado
para monitorar 5V.

Linearidade: expressa o quanto a saida y pode ser descrita por uma
expressao do tipo y = az em que o é uma constante. Usualmente a
linearidade é especificada em termos da percentagem

Linearidade =  max [Yerrol@) | 100% (12.1)

we[xminyxmaz] FS

em que Yerro(Z) = Ymedido — €T € F'S = & (Tmin, Tmaz). O termo Full
Scale representa o fundo de escala ou a faixa de variagao da saida.

Presencga de deriva (ou drift) ou de viés (bias, offset): por exemplo, em
giroscopios integradores, o angulo indicado pode apresentar um desvio
progressivo com o tempo (deriva), da forma 0(t) = 0(0) + at, e um
circuito eletrénico pode apresentar um erro constante (viés) devido a
assimetria das fontes de tensdo +V.. e —V,..

Histerese, zona morta, folga, saturacao e outras nao linearidades: por
exemplo, uma mola que nao obedece a Lei de Hooke poderia ser x =
a /f, representando um “endurecimento” ao longo do seu estiramento.

Grau de estabilidade: as vezes o termo estabilidade é utilizado no sentido
de que as propriedades do sensor sao constantes por um longo periodo
de tempo. No contexto de sensores dinamicos, a estabilidade pode ser
interpretada, também, de forma convencional, como no caso de se utilizar
um péndulo para a deteccao do vertical local.

Tempo de resposta e atraso puro: embora a aproximacao assumindo res-
posta instantanea do sensor seja adequada em muitas situagoes, o tempo
de resposta pode ser nao desprezivel em algumas aplicagoes. Por exem-
plo, um anemometro de fio quente requer um processo de transferéncia
de calor que pode ser representado por um modelo dinamico cujo tempo
de resposta seja significativo.

Consumo de energia: este aspecto pode ser crucial em aplicacoes em
que a fonte de energia é limitada como no caso de utilizacao de baterias
(que também exigem manutengao periédica) ou que traz inconveniéncias
(como a necessidade de tomadas no campo de operagao, ambientes hostis,
uso prolongado etc).
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Custo: é sempre um fator importante, tanto no desenvolvimento quanto
na operacao e manutencao.

Criticalidade: alguns sensores sao de extrema relevancia para o bom
funcionamento da malha de controle e geralmente requerem cuidados
especiais, tais como redundancia, detecgao automatica de falhas, auto-
testagem, robustez aumentada etc.

Confiabilidade: é uma caracteristica probabilistica que indica a funcio-
nalidade de um item por um determinado periodo de tempo, geralmente
indicado pelo Mean Time Between Failures - MTBF.

Manutenabilidade: é a caracteristica de poder ser mantido ou recolocado
em condicoes de executar suas funcoes requeridas mediante procedimen-
tos e meios prescritos (ABNT NBR 5462)

Massa e volume: sao caracteristicas de devem ser consideradas em varias
aplicagoes, como equipamentos portateis, satélites, retrofit de sistemas
ja existentes em que novos equipamentos nao haviam sido planejados
etc.

Disponibilidade de mecanismos automatizados: alguns sensores podem
ser dotados de mecanismos para autocalibracao, autoteste e autoinicia-
lizacdo para se atingir um grau superior de dependabilidade.

Selecao de atuadores

Algumas caracteristicas de atuadores possuem descrigoes semelhantes aos dos
sensores e a adaptacao é bastante intuitiva, caso em que se limita aqui um
detalhamento mais elaborado. As escolhas dos atuadores devem considerar
caracteristicas tais como:

e Capacidade de carga: por exemplo, no caso de motor de passos, se a

carga supera um valor maximo (geralmente especificado pelo fabricante),
ocorre o stall, ou seja, o rotor nao consegue avangar para o proximo passo

(step).

e Tipo de alimentagao (pneumatica, elétrica, hidraulica).

e Consumo e eficiéncia: enquanto os sensores possuem um consumo ge-

ralmente baixo e de pouca variagdo (a menos, por exemplo, que utilize
reagentes consumiveis), os transdutores geralmente demandam energia,
que, em algumas aplicagoes, pode ser bastante custosa. Por exemplo, no
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controle de érbitas de satélites, podem ser utilizados foguetes de propul-
sao, mas, uma vez que o combustivel é consumido, o reabastecimento é
proibitivo.

Exatidao, Precisao, Resolucao, Linearidade, Repetibilidade, Deriva, Viés,
Estabilidade, Histerese, Atritos Seco, Folga de Engrenagem, Durabili-
dade, Custo, Confiabilidade, Manutenabilidade, Massa e Volume: esses
conceitos sao similares aqueles apresentados para os sensores, porém re-
lacionando a acao do atuador em relagao aos valores comandados.

Velocidade de resposta sob cargas variadas: muitas vezes a carga a ser
manipulada afeta a dinamica do atuador. Por exemplo, no caso de um
motor elétrico, o transitorio depende de fatores como o momento de inér-
cia e do atrito viscoso da carga, podendo haver inclusive efeitos dindmicos
adicionais como a elasticidade do eixo de acionamento.

Processador digital

Com os avancgos conquistados no campo da tecnologia digital, os sistemas mo-
dernos de aquisicao de dados sao, frequentemente, baseados em processadores
digitais.

A utilizacao de processadores digitais pode ser tornada mais segura utilizando
cuidados especificos, tais como

Uso de watchdog timer (cao de guarda) para reinicializar algoritmos ou
softwares em caso de erros.

Uso de codigos corretores de erros.
Burn in para evitar falha precoce dos componentes.

Uso de compartimentos selados com temperatura controlada, preferenci-
almente com uso de trocadores de calor ao invés de ventoinhas e também
blindagem eletromagnética.

Eliminagao de soquetes e conectores para evitar mau contato devido a
fadiga por vibracao.

Uso de componentes endurecidos (por exemplo, com encapsulamento
especial).

Utilizacao de warm backup.

Algumas consideracoes adicionais constam do capitulo que trata o pro-
blema de controle por computador.




440 Engenharia de controle

12.10 Ajuste dos parametros

Embora em alguns casos mais simples o ajuste dos parametros do controlador
possa ser realizado através de tentativa e erro, de modo geral, é mais eficaz o
uso de métodos analiticos ou numéricos assistido por computador.

Sao exemplos de métodos de ajuste de parametros de controlador

e Métodos graficos (com ou sem o auxilio do computador), como os que
se valem do LGR, curvas de Bode, cartas de Nichols etc.

e Busca numérica, quer seja utilizando algoritmo de otimizagao ou de satis-
fagao de restrigoes. Um método nao muito elegante, mas que é utilizado
com alguma frequéncia, é o da busca em grade. Se os parametros sao
D € [Pmin, Pmaz] € ¢ € [@min, ¢maz), divide-se o retangulo com uma grade,
por exemplo, 10 x 10, e testa-se cada (p;, g;).

e Métodos heuristicos que, dependendo das informagoes disponiveis, po-
dem evitar a necessidade de tentativa e erro. Por exemplo, o método de
Ziegler-Nichols é heuristico, mas pode levar a resultados satisfatérios com
ensaios simples. Controladores baseados em conhecimentos, em geral,
estdo nessa categoria, mas eventualmente sao combinados com métodos
numéricos (por exemplo, para treinamento de redes neurais artificiais
ou para ajuste das regras e das funcbes de pertinéncia dos conjuntos
nebulosos envolvidos).

e Métodos automatizados ou analiticos como a autossintonizacao (self-
tuning), controle robusto, MRAC, MPC e outros.

12.11 Simulacoes e testes

e Testes sao essenciais, principalmente quando foram feitas aproximacoes
(linearizagao, polos congelados, atraso desprezivel, sem atrito seco, sem
quantizagao, viés (bias) negligenciado, ruido branco gaussiano etc.).

e Modelo de Projeto x Modelo de Verificagao: se o teste for realizado com
o modelo utilizado no projeto, o resultado serd aquele esperado pela
teoria. Deve-se, portanto, usar um modelo que contemple os aspectos
que foram desprezados.

e Hardware in the Loop: o iron bird é um sistema completo e real de parte
de uma aeronave montado em um hangar para efeito de testes. Um
sistema de navegacao inercial montado em uma mesa de trés eixos para
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testes. Embora seja efetivo, hd detalhes como o custo, duracao para o
setup, seguranca que podem comprometer a viabilidade.

e Protétipos e plantas piloto: embora as simulagoes sejam muito tteis, é
necessario, em projeto de sistemas criticos, a implementagao de protéti-
pos, ou plantas piloto que possuem total funcionalidade.

12.12 Documentacao

Essa é uma etapa que deve ocorrer em todas as fases do projeto devido a razoes
variadas.

e Amnésia técnica: projetos ndo documentados apresentarao dificuldades
na atualizagao, manutencao ou duplicacao.

e Verificacao de conformidade: uma documentagao precisa, detalhada e
objetiva permite um acompanhamento eficaz do desenvolvimento do pro-
duto de modo fiel ao planejado.

e Implicagoes legais: em casos de litigio ou processos penais, a documen-
tagdo pode comprovar (ou nao) a adequagao do projeto.

e Homologacao e certificacao: alguns equipamentos criticos tais como equi-
pamentos hospitalares e veiculos aéreos requerem a submissao de uma
documentacao extensa do projeto.

e Controle de custos: a documentagao ajuda a controlar os custos, permi-
tindo avaliagoes dos efeitos da variacao do cambio, taxas de importacao,
proibicao da importacao e outros fatores de volatilidade.

12.13 Implementacao

A implementacao depende, obviamente, do sistema especifico em desenvolvi-
mento.

Porém, algumas ponderacoes sao relevantes.

e Os testes de aceitagdo dos equipamentos s@o cruciais, pois, uma vez
instalados no campo, podera ser dificil fazer alteragoes ou até mesmo
verificagoes.

e A sequéncia das tarefas envolvidas na implementacio pode afetar signi-
ficativamente a eficacia da implementagao.
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e A partida pode requer procedimentos especiais. Por exemplo, se o con-
trolador vai operar em torno de um certo ponto de operacao, mecanismos
especificos devem levar o processo as condicoes iniciais adequadas.

e Atentar para a “curva da banheira” que representa a probabilidade de
falhas x tempo. Em particular, os produtos novos estao sujeitos a maior
probabilidade de erros de projeto e de implementacao (nos antigos, as
falhas sao mais relacionadas a desgaste e envelhecimento).

12.14 [Entrega

A entrega é uma ocasiao especial que, por vezes, demanda uma atencao espe-
cial e pode requerer alguns rituais especificos.

e Em alguns setores, é mandatodria a certificacao realizada por instituigoes
especiais e independentes.

e Todas as parte envolvidas devem ter acesso aos resultados de check de
conformidade e aceitagao.

e Questdes de propriedade intelectual, sigilo industrial e patentes podem
limitar a entrega de documentacao.

e A elaboracao de planos de contingéncia é recomendada para acomodar
casos de eventos nao antecipados (por exemplo, contar com sobressalen-
tes, instrumentos de medidas, equipamentos de protegao etc.).

12.15 Sintonizacao fina e otimizacgao

e Diferentemente de simulagoes, o processo real fornece dados concretos da
operacao do controlador e a coleta de dados de operacao pode propiciar
oportunidades para a melhoria do desempenho do controlador.

e Em alguns casos h&d um sistema supervisério ou de data logging que
permite um monitoramento detalhado da operacao do processo, podendo
contribuir para a manutencao baseada em condicao, correcoes periédicas
dos pontos de operacao, melhoria da eficiéncia e manejo dos insumos etc.

e O resultado de um problema de otimizagao depende da funcao de desem-
penho (em geral, maximizagao do retorno ou minimizacao das perdas).
Porém, normalmente existem objetivos conflitantes e, por exemplo, au-
mentar a taxa de producao de uma maquina pode levar a produtos de
qualidade inferior.
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e Em principio, uma sintonia fina poderia ser automatizada, mas o custo
pode ser a complexidade e talvez o comprometimento da dependabilidade
do sistema. (segundo a Wikipédia: “O termo dependabilidade é uma
traducao literal do termo inglés dependability, que indica a qualidade
do servigo fornecido por um dado sistema e a confianca depositada no
servigo fornecido”).

12.16 Operagao assistida

e Sistemas complexos podem exigir um treinamento especifico dos seus
operadores, nao somente para os procedimentos de rotina, mas também
para emergéncias.

e Em vista da “curva da banheira” ja mencionada e de eventos nao ante-
vistos, é conveniente que a operacao seja assistida, no inicio da operacao,
para a eventual necessidade de mitigar os problemas encontrados.

e Mais uma vez, lembrar que a operacao assistida envolve custos de pes-
soal e de material, principalmente se forem feitos experimentos com o
processo (por exemplo, aplicar um degrau ou injetar ruidos).

e A operacao assistida é uma oportunidade para obter novos conhecimen-
tos para aproveitamento em projetos futuros.

12.17 Manutencao

e E importante lembrar que tanto garantias quanto contratos de manu-
tencao costumam incorrer em elevacao de custos.

e Sa0 aplicdveis a manutengao corretiva, a programada e a baseada em
condigoes.

e Na modalidade de manutencao corretiva, a acao s6 ocorre apés a insta-
lacao da falha.

e Na manutengao programada sao feitas agoes periddicas compativeis com
expectativa de falhas.

e Na manutencao baseada em condi¢ao, mecanismos especiais monitoram
a degradacao e sao realizadas agdes quando um nivel de aceitabilidade é
ultrapassado.
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12.18 Desativacao

Embora essa etapa nao seja sempre relevante, por vezes a desativacao pode
requerer procedimentos especiais, por exemplo, no caso de envolver materi-
ais radioativos, componentes contaminados por patégenos (bactérias, fungos),
substancias toxicas etc.

e Analogamente a partida, a desativagdo de um controlador pode exigir
mecanismos especiais, contrastando com paradas abruptas, por exemplo,
em decorréncia de falhas.

e Se a desativagao for permanente, deve-se contemplar procedimentos para
descarte, por exemplo, material radioativo (por exemplo, sensor de gra-
matura de papéis usando raios beta oriundos de Kr85 ou Sr90) ou equipa-~
mentos utilizando SFg, que é um dos gases envolvidos no efeito estufa).

e A desativagdo de um sistema mais antigo pode ocorrer devido a atualiza-
¢ao tecnoldgica, por exemplo, substituicao de um equipamento analégico
para digital.

12.19 Mitigacao do efeito de falhas

Infelizmente, ndo existem sistemas totalmente livre de falhas.

Logo, muitas vezes é necessario incorporar aos sistemas de controle mecanis-
mos para mitigar os efeitos de possiveis falhas, principalmente em sistemas
criticos tais como os equipamentos médicos, veiculos de transporte (avioes,
trens, navios), processos quimicos que manipular substancias letais, equipa-
mentos que utilizam radioisétopos etc.

De modo simplificado, a mitigagao pode ser classificada como agoes anteriores
ou posteriores a uma falha.

Com o intuito de organizar a apresentagao, o termo falha é utilizado para de-
signar ocorréncias tipo “parada de funcionamento” ou “quebra de uma peca”.

Por outro lado, a causa de mau funcionamento de equipamentos em funcao
do envelhecimento do componente (por exemplo, relacionado com a migracao
de fons em semicondutores, precipitagao de cristais em baterias etc. ) ou des-
gaste devido a utilizacdo (pneus “carecas”, engrenagens com folga etc.) serd
denominado de degradagao.

As categorias basicas de métodos relacionados com falhas sdo aquelas baseadas
em séries temporais (sinais ao longo do tempo) e as baseadas em modelos.
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12.19.1 Acgoes pré-falhas

As acOes anteriores & falha se referem aqueles realizadas no sentido de:

1. Reduzir os efeitos de mau funcionamento devido a uma degradagao pro-
gressiva (devida ao desgaste ou o envelhecimento) até culminar em de-
sempenho inaceitavel (p. ex., devido a entupimento de duto, oxidagao
de uma pecga). Sao exemplos: entupimento de dutos e orificios, oxidagao
de uma pega, acimulo de residuos etc.

2. Reduzir a probabilidade de ocorréncia de uma falha abrupta. Sao exem-
plos: curtos ou abertos em circuitos elétricos, rompimento de uma tubu-
lacao, travamento de um eixo etc.

3. Prolongar a vida util de componentes degradados. Sao exemplos: au-
mentar a poténcia do cooler, ativar uma bomba auxiliar, reduzir o esforco
a ser demandado pelo transdutor, relaxar especificagoes operacionais de
desempenho etc.

Varias agoes podem reduzir o processo de degradagao, tais como a adequada
filtragem de fluidos, boa regulacao da tensao de alimentacao, frequente lim-
peza de dissipadores de calor, verificacao e aplicagao peridédica de lubrificantes
etc.

A utilizagao de componentes de melhor qualidade (com melhor MTBF - mean
time between failure) e sua correta utilizacao (conforme as recomendagoes do
fabricante) também tendem a reduzir o risco de ocorréncia de falhas.

A partir do conhecimento do MTBF, pode-se, por exemplo, planejar uma ma-
nutencao preventiva, como o que ocorre com os automoéveis, tais como troca
da correia dentada com 50.000 km, troca dos lubrificante a cada 10.000 km
etc...

Um detalhe interessante é que a taxa de falhas tende a ocorrer no inicio da vida
do componente (por exemplo, devido a falhas na montagem, embalagem ou
transporte, além de instalagao incorreta) ou mais tardiamente, agora devido
ao desgaste com o uso ou envelhecimento ao longo do tempo (na literatura da
teoria de confiabilidade, o grafico de taxas de falha com o tempo é referido
como a curva da banheira). Em havendo a disponibilidade de sensores e atu-
adores incorporados no sistema, podem ser realizados testes especificos para
aferir o adequado funcionamento dos componentes (built in tests).

O prolongamento da vida 1til de um componente, ou seja, manter a sua ope-
ragado com adequada confiabilidade, porém com desempenho reduzido a um
nivel aceitdavel, requer a monitoracao do estado através de sensores adequados
(por exemplo, mediante a medida da intensidade e faixa de frequéncia das
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Incidéncia
de Falhas

Curva da “Banheira”
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Figura 12.1: Curva da banheira: incidéncia de falhas ao longo da vida 1til de

um componente.

vibracoes ou do ruido audivel, andlise das caracteristicas dos eletrélitos das
baterias, detecgao da presenca de limalhas no fluido de lubrificagao etc.).

A figura 12.2 apresenta, graficamente, o conceito de RUL (textitremaining use-
ful life), utilizdvel tanto no enfoque de prolongamento da vida util de compo-
nentes, bem como para manutencao baseada em condigao. Ter uma estimativa

indicador de
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| Medidas | } o
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Figura 12.2: Estimagao do remaining useful life.

do instante de ocorréncia de uma falha com um adequado nivel de significancia
é util para a seguranca da operac¢ao, bem como do ponto de vista econémico,
no sentido de se evitar o descarte de um componente ainda higido e também
para planejar o estoque de pecas de reposicao.
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12.19.2 Acgoes pos-falhas

Quando ocorre uma falha, faz-se necessiria uma manutencao corretiva ou al-
gum mecanismo de tolerancia, tais como a ativacao de equipamentos redun-
dantes ou de reserva. Em alguns casos é invocada a intervencao do operador
humano.

Em linhas gerais a ocorréncia de falhas leva aos processos de deteccao, isolacao
e recuperagao, podendo envolver diagnéstico e mitigacao propriamente dita da
falha (fault detection, isolation, and recovery - FDIR).

Detecgao de falhas

Para se garantir a seguranca ou a continuidade das operacoes, pode-se valer
também de mecanismos de tolerancia a falhas, tipicamente baseadas na exis-
téncia de algum tipo de redundancia.

A detecgao de falha pode ser realizada com base em diferentes enfoques, como
ilustrado com alguns exemplos.

e Verificacdo da consisténcia entre trés sensores que monitoram a mesma
grandeza e fazer uma votagao 2 em 3.

e Verificacao da consisténcia entre sensores de tipos diferentes, mas que
se relacionam segundo um modelo analitico (por exemplo, entre a vazao
medida por sensor Doppler e a queda de pressao do fluido que atravessa
um orificio).

e Verificacao da consisténcia entre o modelo identificado (com os parame-
tros estimados) e o modelo nominal (com os parametros nominais).

e Verificacao da paridade dos dados transmitidos.

e Utilizagao de cao de guarda (watch dog timer.)

Isolagao da falha

Detectando-se uma falha, aciona-se em geral um alarme e um sinal que inicia
alguma forma de mitigacao.

E importante notar que um mau funcionamento de algum componente pode
eventualmente disparar varios alarmes distintos relacionados com processos
ligados a essa falha e que podem confundir o operador, ou entao o mesmo
alarme ser acionado repetidas vezes se nao houver um mecanismo de deboun-
cing.

O passo subsequente ¢é a isolacao da falha, ou seja, o reconhecimento de qual
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a ocorréncia que originou os sintomas da falha (qual sensor, qual subsistema,
qual processador etc.).

Dependendo da ocorréncia, sao tomadas acoes que podem variar de comutacao
para o modo normal, parada emergencial, operagao degradada ou acionamento
de mecanismos de tolerancia a falhas.

Ativacao do back up

Um controlador back up pode ser do tipo sempre ativo ou estar em stand by e
ser ligado quando necessario.

Assumindo que se tem componentes idénticos, independentes (pois se, por
exemplo, os dois sao alimentados pela mesma rede elétrica, a falha de um
pode estar relacionada a do outro) e com a densidade de probabilidade de
falha dado por p(t) = Ae ™, tem-se que o instante esperado (médio) de falha

é E[t] = 55 para conexao em série, E[t] = . para conexdo paralelo e E[t] = 3

para conexio stand by (uma unidade simples teria E[t] = 1).

Convém mencionar que, embora a conexao stand by tenha o melhor MTBF,
ha a necessidade de “ativar” a unidade back up, que pode estar ligada mas
inativa ou mesmo desligada.

Controladores tolerantes a falhas

Para se garantir a seguranca ou a continuidade das operacoes, pode-se valer
também de mecanismos de tolerancia a falhas, tipicamente baseadas na exis-
téncia de algum tipo de redundancia e adequadas leis de adaptacgao, tanto
paramétrica quanto estrutural.

12.20 Condicoes operacionais de sistemas de controle

Mesmo que o projeto tenha sido realizado obedecendo as boas praticas e que
nao tenham ocorrido degradagoes ou falhas de componentes, a tentativa (ou a
necessidade) de operar o sistema em condicoes além dos limites estabelecidos
pode resultar em situagoes inconvenientes. Assim, é interessante que se esta-

belegam regides (envelopes) de operagao para que o sistema de controle possa
exibir um desempenho adequado.

Por exemplo, as regioes de operacao poderiam ser classificadas em:

1. Operacao normal ou rotineira: o sistema exibe alto desempenho em ter-
mos de eficiéncia, precisao, reduzido desgaste de componentes etc.
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2. Operagao intensiva: o sistema ainda exibe bom desempenho em termos
das especificagoes mais relevantes, mas pode ter a eficiéncia reduzida,
apresentar maior desgaste de componentes, maior dispersao dos erros
etc. Trata-se, por exemplo, de casos de emergéncia, atrasos na produgao,
demandas acima do esperado etc.

3. Operacao limite: condicao de operacao que nao deve ser ultrapassada,
possivelmente porque o projeto nao levou em consideracao essa situagao
em que podem ocorrer valores excessivos de grandezas como pressao,
temperatura, tensao, corrente, forca etc. e que eventualmente incorra
em perda da controlabilidade (loss of control).

Para que um sistema nao passe a operar em uma condicao limite, é inte-
ressante que se incorporem mecanismos de “protecao de envelope”, ou seja,
incluir no projeto mecanismos que impegam o processo de adentrar tal regiao
de operacao. Ou existir um mecanismo de recuperacao, de tal forma que, se
for ultrapassada a fronteira da regiao limite, existam formas de voltar a ter a
controlabilidade.

Caso se reverta ao modo manual, deve-se ter em mente que o operador humano
deve estar devidamente treinado para lidar com situagoes nao rotineiras

No caso de controle de aeronaves, o conceitos estao bem elucidados do docu-
mento FAA AC-25-7C.

O projeto de controladores deve seguir as boas praticas recomendadas pela
Engenharia de Sistemas, uma vez que a obtencao das leis de controle é
apenas uma parte do problema. Varios fatores, como a seguranca, o custo, a
disponibilidade, a sustentabilidade e muitos outros, devem ser considerados
em aplicagoes criticas e sofisticadas, como o caso de veiculos de passageiros,
equipamentos médicos, centrais nucleares, armamentos etc.

12.21 Comentarios

As etapas para o desenvolvimento de Sistemas de Controle que sdo menciona-
das neste texto sao inspiradas na literatura de Engenharia de Sistemas.

Uma boa fonte de informagoes sobre Engenharia de Sistemas é o texto aberto
da NASA: National Aeronautics and Space Administration - NASA - Sys-
tems Engineering Handbook, NASA SP-2016-6105, Rev2, NASA Headquar-
ters, Washington, 2016.

A primeira utilizacdo da palavra reliability é atribuida ao poeta Samuel T.
Coleridge, 1816. Vide Saleh, J. H. e Marais, K. Highlights from the early (and
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pre-) history of reliability engineering. Reliability Engineering and System Sa-
fety, Elsevier, v. 91, n. 2, p. 249-256, 2006.

A origem do conceito de FMEA ¢ atribuido ao documento MIL-P-1629, Pro-
cedures for Performing a Failute Mode, Effects and Criticality Analysis de 9
de novembro de 1949, patrocinada pelas Forcas Armadas dos Estados Unidos.

O surgimento da disciplina Reliability Engineering ocorreu por volta de 1950,
quando a Forga Aérea dos Estados Unidos apurou que o custo de reparar e
substituir equipamentos eletronicos da época era cerca de dez vezes o seu custo
original.

Constituiu-se, entao, o Advisory Group on the Reliability of Electronic Equip-
ment (AGREE) pelo Departamento de Defesa dos Estados Unidos, operando
entre 1956 e 1958.

12.22 Exercicios

12.22.1 Exercicio: Especificagoes de requisitos

Conceber potenciais requisitos para o problema de controle envolvidos em
seguintes atividades

1. Tluminagao hospitalar
2. Tratamento de efluentes (esgoto)
3. Construgao de drones

4. Fabricacao de brinquedos

12.22.2 Prognostico de falhas

Que vantagens economicas e sociais poderiam advir de um sistema que permita
prognosticar falhas em equipamentos de engenharia?

12.22.3 Falhas, faltas, mau funcionamento, defeito e erro

Verificar o significado das palavras listadas no titulo da questao, tanto em
termos da lingua portuguesa, quanto da inglesa.

12.22.4 Exercicio: Controle tolerante a falhas

Dissertar sobre como seria um controle tolerante a falhas para o sistema de
controle de profundidade de um submarino.
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12.22.5 Exercicio: Manutencgao

Comentar sobre:
1. Manutencao corretiva
2. Manutengao programada
3. Manutencao preditiva

4. Manutencao baseada em condigao

12.22.6 Exercicio: Qualidade

1. O que se entende por um sistema de controle de alta “qualidade”?

2. O que se entende por um sistema de controle de baixa “qualidade”?

12.22.7 Exercicio: Produtividade

Como se expressaria o conceito de produtividade em termos das especificagoes
de desempenho de um controlador automaético?

12.22.8 Exercicio: Dependabilidade

Um termo que tem recebido muita atencao é dependabilidade. Buscar o signifi-
cado desse conceito na Internet e comentar sobre a possibilidade de incorpora-
lo como parte dos requisitos de um sistema de controle.

12.22.9 Exercicio: Inovagao

Um termo que tem recebido muita atencao é inovacdo. Ha diferenca de sig-
nificado entre as palavras inovacdo e invenc¢ao? Cite exemplos de inovacdo e
inovac¢ao na area de sensores e transdutores.

12.22.10 TRIZ

A sigla TRIZ, originada do russo Teoriya Resheniya Izobretatelskikh Zadatch,
pode ser traduzido como Teoria da Resolucdo Inventiva de Problemas. Buscar
elementos dessa teoria na Internet e comentar sobre o potencial de uso dessa
teoria no desenvolvimento de projeto de sistemas de controle.
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13
Apéndices

“We think in generalities, but we live in detail.”

— Alfred North Whitehead

13.1 Apéndice A - Equacao de Euler-Lagrange

Um dos métodos apresentados no capitulo sobre modelagem de sistemas de
tempo continuo utiliza a equagao de Euler-Lagrange.

A equagao de Euler-Lagrange surge como uma condicao de extremalidade no
célculo de variagoes, quando se busca minimizar a fungao de agao (principio
de Hamilton, (GOLDSTEIN, 1980)).

Aqui é apresentado um caso particular conhecido como o problema mais sim-
ples do cdlculo de variagdes, que consiste em determinar uma fungao x*(¢) tal
que

J[x*] = min J[x] (13.1)
sujeito as restricoes
X(tf) = Xf (133)

Usualmente sao adotados para X conjuntos tais como C'! ({to, t f} ;R"), ou
seja, espaco de funcoes diferencidveis com a primeira derivada continua.

As grandezas to, tf, Xo € Xy sao assumidas fixas e J : X — R ¢ da forma,

J[x] = /ttf ¢ (t,x (1), % (1)) dt (13.4)

0
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Assuma que existe x*(¢t) é uma solugao local (ponto de minimo de J).

Entao, se x*(t) for perturbado por uma funcgao l~1, o custo J deve aumentar,

J[x*] < J[x* + h] (13.5)
Seja h uma funcao C! ({to,tf] ;R"), tal que h(tg) = 0.

X(t) &

X*(t)+eh(t) t
(o) 4 |

|©

to tr

Figura 13.1: A linha vermelha representa o efeito da adicao de h(t) (tracado
em azul), & curva 6tima z*(t) (em verde).

Seja, ainda, h=ch (vide figura 13.1), em que e € R e J:R— R, segundo

J(e) = Jx*+h (13.6)
= J[x* +¢ch] (13.7)

Como x*(t) é assumida ser 6tima, J(g) deve ter um ponto estacionério para
e =0, ou

=0 (13.8)
e=0

Explicitando os termos no integrando, obtém-se

J(e) = / Y (t,x* (t) +h (¢),%* (t) + ch (t)) dt (13.9)

to
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e, portanto,

dj(e)
de

/tf ex (t,x (t) , % (1)) h+cx (t,x (t),% (1)) h| dt (13.10)

to

= [Mexltx ) x0) hat +
[ e (b x (1), % () () dt (13.11)
fo u dv

Utiliza-se agora o método de integracao por partes

ty
/ udv = uv

to

tf tf
- / v du (13.12)
to

to

Lembrando que h(tg) = 0 e h(tf) = 0 e também omitindo-se os argumentos
de cx e cx para simplificar a notagao, chega-se a

dv = hdt = v=h (13.13)
ty ty
uv = cxhl =0 (13.14)
to to
e, logo,
ty ty
/ udv = 0-— v du (13.15)
to to
tr d
= — h —cq dt (13.16)
t, dt
A expressdo %(;) pode agora ser escrita na forma
i ty ty
dJ(e) _ / cxchdt +/ udv (13.17)
de to to
ty d
= / [cx - c,-(] hdt (13.18)
to dt

em que os argumentos de cx, ¢y e de h foram omitidos para simplificar a
notagao.

Como a perturbagao h é escolhida arbitrariamente, deve-se ter

ic-—c
dt X X

Essa equagao é conhecida como a de Fuler-Lagrange.

=0 (13.19)

x=x*
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Exemplo

Seja o problema de célculo de variacdes em que z : R - R ez € C!

Jla] = /0 : [#2(1) — 2(1)] dt (13.20)
com as restrigcoes
z(0) = 0 (13.21)
x (g) =1 (13.22)
Fazendo-se a associacao
c(t, z(t), #(t)) = 22 (t) — 22(t) (13.23)
e os termos requeridos na equacao de Euler-Lagrange sao:

cz = —2x (13.24)
G = 2 (13.25)

Substituindo-se esses termos na equagao de Euler-Lagrange, tem-se que

d ..
(dt (2%) + 2:1:)

Logo, a condicao necesséria a ser satisfeita por x = z* é

=0 (13.26)

*

T=T

2+xz=0 (13.27)
cuja solucao é
x*(t) = a + bsin(t) (13.28)
Impondo as condicoes de contorno,
a+bsin(0) = 0 (13.29)
a+ bsin(g) -1 (13.30)
obtém-se
a=0 ; b=1 (13.31)

e a solucao do problema é
x* = sin(t) (13.32)
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13.2 Apéndice B - Iteracao de Picard

Apresenta-se aqui um caso particular da iteragao de Picard, aplicada a sistemas
LTI (X = Ax + Bu) para obtencao a férmula explicita para x(t) a partir de
x(0) dado.

Considere inicialmente a equagao sem a excitacao u,
x=Ax ;x(0)=x¢ (13.33)
e, lembrando que x = %’ pode-se escrever
dx = Ax(t)dt (13.34)

x(t) = X0+/0t Ax (7)dr (13.35)

A dificuldade para resolver 13.35 estd no fato de que x esta presente em ambos
os lados da equagao.

No método iterativo (iteracao de Picard), a ideia é construir uma sequéncia
de fungoes usando a recursao

xp(t) = xo ;Vt>0 (13.36)
x];(t) = xo+ | A[x(t)], , dr ;i=1,2,3,.. (13.37)

em que [x|, denota o i-ésimo termo da sequéncia.

Aplicando-se a recursdo proposta, tem-se

x], () = =xo (13.38)
¢

X, () = xo+ / Axodr = (I+ Ab)xo (13.39)
0
t

X, () = x0+/ A1+ Af)xodr
0

1
= <I + At + 2A2t2> X0 (13.40)

t
[x], (1) = x0+/ A (I+At+---+ A’“‘lt’“‘1> xg dr
0

(k—1)!

1 1
= <I + At + §A2t2 +oe (]€>|Aktk>X0 (13.41)

Ay(t)
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Pode-se verificar que os termos
1
k!

constituem uma sequéncia de Cauchy que converge ( || A, (t) — An(t)|| — 0
se m,n — o0) e convenciona-se denotar o limite por eAt

1
Ai(t) =T+ At + 5A%2 o AR (13.42)

A =T+ At + %A%Q + %A?’t‘”’ 4o (13.43)
Para a solucéo do caso em que hd uma excitacao u,
X =Ax+Bu ;x(0)=xp (13.44)
faca-se a mudanga de variaveis
z(t) = e Alx(t) (13.45)

Diferenciando-se essa expressao e usando a regra da cadeia

dz

gz —Ardx
dt

= —Ae Ax(t)+e yr () (13.46)
= —AeMx(t) + e M [Ax(t) + Bu(t)] = e A'Bu(t) (13.47)

jé que A e e~ At comutam.

Reescrevendo-se essa equacao, tem-se

dz = e ABu(t)dt (13.48)
2(t) —2(0) = /Ote_ATBu(T) dr (13.49)
2(t) = #(0)+ /te_ATBu(T) dr (13.50)

0

Substituindo-se z(t) = e A'x(t) e z(0) = x(0), obtém-se que

t
e~Alx(#) = x(0) + / e~A"Bu(r) dr (13.51)
0

A matriz e”At é nio singular (vide a férmula de Jacobi, por exemplo, em
(BELLMAN, 1974)).

det (e A1) = AN 20 (13.52)

-1
Portanto, fazendo-se (e‘At> = et obtém-se a expressao desejada

x(t) = eAlx(0) + At /Ote_ATBu(T) dr (13.53)

t
— Alx(0) + / AT Bu(r) dr (13.54)
0
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Observagoes

1. Muitas vezes é utilizada a notacio ®(t1,ty) para representar e(f1=%),

Na literatura, ®(t1,%9) é denominada matriz de transicdo de estados,
jd que para sistemas X = Ax a solu¢do a partir de x(tg) é x(t1) =
eA=10)x(tg) = B(t1, to)x(to)-

2. No caso de uma matriz A(t) comutar com [ A()dr, pode-se mostrar
pelo mesmo método (construindo a sequéncia {[x];}i=0,1,2,.., conhecida
como de Peano-Baker) que a solu¢do do caso ndo auténomo

x=A(t)x ;x(0)=x0 (13.55)

¢é dada por
t
x(t) = eJo Alo)do (13.56)
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13.3 Apéndice C - Exponencial de matriz

Dado o sinal de entrada u(t), a solucao de x = Ax+ Bu a partir de x(0) = xg
¢é dada por

t
x(t) = eflxq +/ AT Bu (1) dr (13.57)
0
em que
1 1
Al =T+ At + 5A%? + gAfft?’ SR (13.58)
E interessante, portanto, dispor de métodos para obtencao da expressao ex-

plicita para eA?,

Existem varios métodos conhecidos e neste apéndice sao apresentados dois dos
mais populares

1. utilizando a diagonalizagao
2. utilizando o teorema de Cayley-Hamilton
Outros métodos podem ser encontrados em

1. Moler, C. e Van Loan, C. Nineteen dubious ways to compute the expo-
nential of a matrix. SIAM Review, v. 20, n. 4, p. 801-836, 1978.

2. Moler, C. e Van Loan, C. Nineteen dubious ways to compute the expo-
nential of a matrix, twenty-five years later. SIAM Review, v. 45, n. 1,
pp- 3-49, 2003.

13.3.1 Diagonalizagao - Caso com autovalores distintos

No caso especial de matrizes diagonais,

A1

A2
A= . (13.59)

¢é imediato verificar que

Al = . (13.60)
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Portanto, se a matriz A, x, € tal que os seus n autovalores \; sao distintos,
entao, pode-se valer da diagonalizagao, notando que

A1

Alvi vo o v | =[vi va v ] Ao (13.61)

P P A,

em que v; sao os autovetores associados a A;.

Pode-se mostrar que P é nao singular (vide, por exemplo, (CHEN, 1970) e
(STRANG, 1988)) e, de fato, constitui uma transformacao similar

A =PAP! (13.62)
Logo, é imediato no caso de autovalores distintos que
At = peAtpt (13.63)
ja que

A" = PAP ' xPAP ' x...xPAP™' (nvezes) (13.64)
PAP! (13.65)

13.3.2 Teorema de Cayley-Hamilton

Um método mais geral pode ser obtido com o auxilio do teorema de Cayley-
Hamilton.

Seja o polinémio caracteristico de A
A(s) = det(sI—A) (13.66)
= aps" +a18" 't ass" 24 +ap_15+an (13.67)

e defina o polinomio de matriz

~

A(A) = apA™ + a1 A" + @ A" -+ ap 1 A+ apl (13.68)

que possui os mesmos coeficientes que A(s).
Notar, porém, que A : C — C, enquanto A : RPXn _ RrX

Segundo o teorema de Cayley-Hamilton,

A(A) =0 (13.69)
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De fato, pela férmula de inversao de matrizes,

1

(sT—A)~" = det (sI — A)

adj (sI — A) (13.70)

em que adj (sI — A) é a matriz adjunta (ou a dos cofatores transposta).

Reescrevendo-se essa expressao, tem-se que
Idet(sI—A)=(sI—A)adj(sI—A) (13.71)
em que se sabe que adj (sI — A) é um polinémio de matriz de grau n — 1
adj (sT—A) =Rgs" '+ Rys" 2+ -+ Ry 95+ Ry g (13.72)
Lembrando que
det(sI — A) = ags™ + 18"V +ass" 24+ +ap_18 + an (13.73)
obtém-se a seguinte identidade de polinéomios

aols" + aIs" 1+ +a,I = (sI—A) [Rosn_1 4+ +R,_95+ Rn_l}
LE

LD
(13.74)

Colocando-se o lado direito LD em ordem decrescente de poténcias de s resulta
que

LD = Res"+Rys" '+ + R,y 25> + Ry_1s (13.75)
—ARs" ' — AR;s" 2 — ... — AR, 25— AR, | (13.76)

Igualando-se os coeficientes de LE e do LD de mesma poténcia em s, obtém-se
que

CLQI == Ro (1377)
CLlI = leARo (1378)
al = Ry— AR, (13.79)
an-1I = R, 1 —AR, (13.80)

anl = —AR,_; (13.81)
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Ro = a()I (13.82)
Ry = aiI+ ARy (13.83)
Ry = aI+ ARy (1384)
R,-1 = a1 I+AR,2 (13.85)
4] = —AR,_i (13.86)

Esse sistema pode ser resolvido por substituicoes sequenciais.

Fazendo-se as substituicoes a partir de Ry, tem-se que

Ro = a(]I (13.87)

Ry = a1+ aA (13.88)

Ry = al+a1A+ a0A2 (13.89)

R, 1 = an1l+a, 2A+.. . +aA""! (13.90)

e substituindo-se R,,_1 na tdltima equacao a,I = —AR, obtém-se o resultado

desejado,

~

A(A) = apA" + a1 A" + @A P+t ag 1A +a,I=0  (13.91)

Por abuso de notagao, denota-se muitas vezes A(A) = A(A) e diz-se que “uma
matriz quadrada anula o seu polindmio caracteristico”.

Representacao de polindmios de matrizes

Dada uma matriz A, «n, seja A(A) o polinémio cujos coeficientes sao as mes-
mas que a de A(s).

Considere, agora, um polinémio genérico P(A) de grau qualquer.

O polinomio P(A) pode ser colocado na forma (Q e R s@o respectivamente o

quociente e o resto)
P(A) = Q(A)A(A) + R(A) (13.92)

apenas ajustando os respectivos coeficientes das poténcias de A nos lados
esquerdo e direito da identidade.

Pelo teorema de Cayley-Hamilton, A(A) = 0 e conclui-se que

P(A) = R(A) (13.93)
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ou seja, qualquer polinémio de matriz pode ser expresso como uma combinagao
de poténcias até graun — 1

P(A) = aol + an A + 0o A® + ... + ap 1 A" (13.94)

sendo que os coeficientes «; ainda devem ser determinados.

Como a expressao satisfeita por P(A) é a mesma que aquela satisfeita por
cada autovalor \;, deve-se ter também que:

P(M) = ao+aid+ A+ an g AT (13.95)
P(X2) = ap+aide+ a3 +... +a,1A)! (13.96)
PAn) = aotaidg+adl+ ... +ap At (13.97)

com \; sendo as raizes de det(sI — A) = 0 (assumidas distintas).

At

No caso especial de P(A) = e®!| resolve-se o sistema de equagoes

= ag(t) + ar(t)h a2 + .. o (AT (13.98)

2 = ag(t) +ar(t)he + a3+ .. a1 (AT (13.99)

et = ag(t) +ar(®)A + (A2 + . 4 o ()N (13.100)

e obtém-se (v (t), aa(t), -, an(t)).

Portanto, a férmula fechada desejada para et é dada por

A = ap(O)I 4 a1 () A + az(t)A? + ... + ap_1 (A" (13.101)
Exemplo
Dada a matriz
0 1
A= l 6 _5 ] (13.102)

deseja-se obter uma expressio fechada para eAt.

Para utilizar o método baseado no teorema de Cayley-Hamilton, seja

1 0]
eAt:agl + o 6 -5

01

0 1 ] (13.103)

Os autovalores de A sao obtidos de

10 0 1
det(slo 1]—_—6 _5]> =0 (13.104)
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cujas raizes s@o s = —2 e § = —3, ou seja, os autovalores sao A\; = —2 e
Ay = —3.
O sistema de equacgoes que fornece os coeficientes «; sao
eMt ap+ ath = e =y — 20 (13.105)
et = ap+ atde — e 3 = oy — 3 (13.106)
cuja solugao é
ap = 3e 2273 (13.107)
ap = e e (13.108)
e, portanto,
10 0 1
At _ -2t _ o —3t -2t _ -3t
M = (37— 2 )[0 Sl (e e )[_6 _5}13.109)
3 1 -2 -1
—2t —3t
= 13.11
SEEIEE i

Como esse exemplo pode ser resolvido também via diagonalizagao, pois A1 #
A2., busca-se a matriz de transformacao P.

Os autovetores sao

0 1 U1,1 _ V1,1 _

[ -6 =5 ] [ V1,2 ] = 2 [ v, ] — v =—2v;  (13.111)
0 1 V2,1 _ V2,1 _

[ -6 -5 1 [ V2,2 ] = 7 [ g, ] > vg2 = —3vp1 (13.112)

e, escolhendo-se v 1 = 1 e v21 = 1, tem-se v1 e vy associados aos autovalores

A transformacao diagonalizante é
P— [ L1 ] (13.114)

cuja inversa é

Pl= [ _3 ! ] (13.115)
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e, de fato,
3 1 3 -1 11
A = [ I B 8] [ s _3] (13.116)
B [ _(2) —g ] (13.117)
Tendo-se obtido P e P71, a expressdo desejada desejada para eAt é
Al = PAMPT! (13.118)
Lo Lfe™ 0 3 1
36—215 _ 26—3t 6_215 _ e_3t
- [ —6e 2 L g3t 92t 4 33t (13.120)
- [ —g _; +e [ _(23 _il)) ] (13.121)

que é o mesmo resultado obtido anteriormente.

Uma conclusao relevante é que a resposta de um sistema linear x = Ax a
partir de xg é uma combinacao de exponenciais de At (as vezes chamados de
modos)

x = eBxg (13.122)
n

= [ > MyeM | xo (13.123)
k=1

Caso haja autovalores com multiplicidade maior que 1, utilizam-se as expres-
soes obtidas derivando-se em A.

Por exemplo, se A possui multiplicidade 3, sao construidas as expressoes

M= A+ aN?+as N+ ap g AT (13.124)
teM = a4 2mA+3a3 2+ .. 4+ (n— Doy, A2 (13.125)
t2eM = 2054+ 6a3X2+ ...+ (n—2)(n — Day_ A" (13.126)
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13.4 Apéndice D - Estabilidade de sistemas LTI

A origem de um sistema LTI (x = 0) é estdvel se todos os seus autovalores
(ou as raizes do polindémio caracteristico A(s) ou os polos da funcao de trans-
feréncia) estao no interior do semiplano esquerdo (SPE).

Um polinémio que possui todas as raizes no interior do SPE é dito ser de
Hurtiwz.

Necessita-se, portanto, de métodos para verificar se um dado polinémio é
Hurwitz, sem a necessidade de determinar as suas raizes, em vista dos fatos:

1. nao hé expressao explicita, em geral, para raizes de polindmios de grau
maior que 4 (consequéncia de trabalhos de Galois);

2. muitas vezes os coeficientes dos polindmios envolvem parametros literais.

13.4.1 Critério de Mikhailov-Leonhard-Cremer

O polindémio com coeficientes reais A(s) de grau n é Hurwitz se e somente se

Im[G(s)]
:L A

£A(jw) varia de n% quando w varia de 0 a co.

)(—'7’»' h X—‘— Ja' ' B
Al P —

AN Re[G(3)] SN L\ RelG(s]
VEAVIR . JAVER Y |
K - TR & o
'(\CL_ {,"\0\_.

;o ; \

Figura 13.2: Tlustragdo de como varia a fase de A(jw) a medida que w varia
de 0 — oo.

Pela figura 13.2, é imediato notar que a fase de A(jw) varia de 0 a n7/2 a
medida que w varia de 0 — oo, se todas as raizes estiverem no interior do SPE.

Em outras palavras, o grafico de A(jw) percorre n quadrantes a medida que
w varia de 0 — oo, comegando com A(j0) € Rt (segmento positivo do eixo de
abscissas).
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13.4.2 Critério de Hermite-Bieler

Sejam FE(.) e O(.) polinomios tais que representam as partes par e impar de
A(s), respectivamente, ou, mais especificamente,

A(s) = aps" +a1s" +ags" 4 azs" P+ -+ an_15 + ay, (13.127)
E 0) E l6) o E
= aps"+ass" 4 -ran+ars" L 4ass" P+ 4 an_1s
E E E 16) 6] 6)
(13.128)

0|3

tar () et

E(s?)

= Qg (82>
21

“+a,s (32) 377 + aszs (Sz) 2 4+t an_q

s0(s2)
= E(s%) +50(s%) (13.129)

Critério de Hermite-Bieler

“O polinémio com coeficientes reais A(s) é Hurwitz se e somente se E(r) e
O(r) possuem raizes reais negativas simples intercaladas”, Z—‘l’ > 0 e a primeira
raiz mais préxima de 0 é de E(r).

Esse resultado decorre imediatamente do critério de Leonhard-Mikhailov, no-
tando que E(—w?) é a parte real de A(jw) e wO(—w?) é a parte imaginaria.
Para que a curva A(jw) passe por n quadrantes, deve cruzar os eixos imagi-
nario e real de modo alternado.

Logo, as raizes de E(—w?) = 0 e de wO(—w?) = 0 devem estar intercaladas.

Para w ~ 0 a fase de A(jw) ~ 0, e, portanto, o primeiro eixo a ser cruzado
é o imagindrio (Re{A(jwo)} = E(—w3) = 0 para algum wp) e & medida que
w T oo.

Polinémios E(r) e O(r) que possuem raizes intercaladas e o eixo imaginério
é o primeiro a ser cruzado quando w varia de 0 a oo sao chamados de pares
positivos.

Teorema dos pares positivos

Sem perda de generalidade, é admitido que n é par, uma vez que, para n
impar, o resultado pode ser obtido com um método analogo.
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Considere os polindémios com m = n/2

E('I") — ao,}f.m + CLQTm_l + - 4 ap_or+apy (13130)

Or) = ar™ ' +agr™ 2+ +a,1r (13.131)

Dados E(r) e O(r), constréi-se uma tabela incluindo a linha P(r) conforme

E : ay ay a4 -+ ap—2 ap
o : a; az as s an—1 0 (13.132)
P bl bQ b3 s b%
em que
by = HALAAE py = AUMTAEL e b = ay (13.133)

Sera mostrado que FE(r) e O(r) formam um par positivo se e somente se O(r)
e P(r) formam um par positivo.

Note, inicialmente, que

P(r) = E(r) - %‘imm (13.134)
pois
E(r)— 20, O(r) = agr™+agr™ '+ +ay_or +an —
ay
_q (aﬂ“m +agr™ an—ﬂ“) (13.135)
ai
= (a() — CLOal) T’m + (GQ — aoa3> Tm_l + -+
a1 ai
aop
+ (an_z — alan_1> T+ ap (13.136)
_  1a2 — apas sm1 4 a1a4 — a0a5rm_1 NI
a a
_— NS
b1 b2
alan—2 - aoan—lr + an — P(T') (13137)
al ~~~
bn
by, 2

Para verificar a suficiéncia, assume-se que O(r) e P(r) formam um par positivo
e mostra-se que E(r) e O(r) sdo pares positivos.

Em vista de

P(r) = E(r) — LrO@r) (13.138)
ai
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Se em um ponto 7, O(#) = 0, entdao P(7) # 0 pois P e ) sdo pares positivos
por hipétese. Além disso, se O(#) = 0, P(#) = E(7) e, portanto, E(7) # 0.

Se E(7) = 0, entao P(7) = —¢2rO(F). A alternativa O(#) = 0 resultaria
P(7) # 0, o que nao é possivel. Logo, O(7) # 0.

Portanto, O(7) = 0~ E(7) # 0 e E(7) =0 ~ O(7) # 0.

A necessidade é verificada com argumento andlogo.

13.4.3 Critério de Routh-Hurwitz

O critério de Routh-Hurwitz é baseado na aplicagao sucessiva do teorema dos
pares positivos e do critério de Hermite-Bieler.

Um polindmio de grau n com coeficientes reais A(s) é Hurwitz se nao hé troca
de sinais na primeira coluna do arranjo

S apg a2 a4 -+ Gp—4 Ap-—2 QAn
s a4y as as -+ ap—3 an_i O
8”72 b1 by bg R b%,1 b%
3 ca ¢ c3 ccr Cnog
(13.139)
3
S p1 P2 p3
2
§ qa g2
31 T1 (]
SO tl
Os rétulos s™, s" 1, ..., s, s¥ sdo utilizados frequentemente para identificar as

linhas da tabela em solugoes manuais para organizar os calculos e pode ser

dispensada.

As linhas s" e s"~! sdo obtidas diretamente de A(s) e as demais linhas do

arranjo sao determinadas usando a mecanizacao apresentada:

bl — a1a2a—1&0a3 bg — a1a4a—1@005 o b%—l _ alan—4a—1a0an73 b% =a,
biaz—aibs bias—aibs
e cg-1= by
(13.140)
t1 = an

e O critério de Routh-Hurwitz consiste, portanto, na aplicacao sucessiva

do teorema sobre pares positivos: (s°,s!) par positivo = (s!,s?) par

positivo; (s!,s?) par positivo = (s2,s%) par positivo; ... ;(s"72,s"71)
par positivo = (sn_l, s™) par positivo, até que se atinja o par requerido

pelo critério de Hermite-Bieler.
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e Existem regras adicionais quando o primeiro coeficiente da linha é 0 ou
se uma linha inteira é 0.

13.4.4 Critério de Nyquist

O critério de Nyquist é muito utilizado por permitir uma visualizacao grafica
direta das propriedades do processo, além de propiciar definicoes importantes
como a margem de fase e margem de ganho.

Os resultados fundamentais para a demonstragao do critério de Nyquist sao
o teorema do residuo e a férmula de Lucas ((APOSTOL, 1969), (BROWN;
CHURCHILL, 2013), (KARLIN, 1959), entre outros).

Teorema do residuo

Se f: C — C é uma funcao analitica em uma regiao simplesmente conexa
Q de C, delimitada pela curva fechada I exceto por singularidades isoladas
(o]

r1,...,7q € ), entao
f}f (s)ds = 2mj {TGS (fyr1)+---+res(f, Tq)} (13.141)

o]
em que €) denota o interior de 2, I' é percorrida no sentido anti-hordrio e
res (f,r;) denota o residuo de f em r;.
Teorema de Cauchy

Se f: C — C é uma fungao analitica em uma regiao 2 delimitada pela curva
fechada I', entao

j{ f(s)ds=0 (13.142)
r

Formula de Lucas

Se p(s) = aq(s — z1)(s — 22)...(s — z4) e p/(s) é a sua derivada, entdo

/ 1 1 1
Ps) _ n T (13.143)
p(s) 5—21 S—22 §— %
4 1
-y (13.144)
=157 %

Seja s = z; uma raiz de p(s) de multiplicidade ¢ > 1 de p(s), ou seja,

p(s) = (s — )" q(s) (13.145)
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para algum ¢ (s). Derivando-se a expressao 13.145, obtém-se
P(s)=0(s—2z)" q(s)+ (s — 2)q (s) (13.146)

e, portanto,
P _ 0 4
p(s) s—z  q(s)

Procedendo-se analogamente com o polindmio ¢ (s) e assim sucessivamente até
a ultima raiz, obtém-se o resultado desejado.

(13.147)

A férmula de Lucas pode ser estendida para o caso em que p(s) é uma razao
de polinémios.

Considere, inicialmente, um polo s = r; de multiplicidade ¢ > 1 de p(s), ou
seja,

p(s) = (s—mi) " q(s) (13.148)
para algum ¢ (s).
Derivando-se a expressao 13.145, obtém-se que
Ps)=—L(s—r)"q(s)+ (s — ) q (s) (13.149)
e, portanto,
pPis) ¢ d(s)
p(s) s—ri  q(s)
Combinando-se os resultados para os zeros e para os polos, tem-se para uma

funcao f(s) descrita como uma razao de polindémios, com Z zeros e P polos
em uma regiao ) que

s &
o>

(13.150)

—EP: LECAC) (13.151)

—s—1 g(s)
o
em que a fungao g (s) é analitica em .

Principio do argumento

Seja f : C' — C uma razao de polinémios, com z;,i = 1,..., Z zeros e ri, k =
1,..., P polos em uma regiao 2 delimitada pela curva fechada I"'. Em vista da
versao estendida da férmula de Lucas 13.151,

f(s) _ [
f(s) B>

s—z —s—ri g(s)

M~
—

_l’_
Q\
o

(13.152)
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Integrando-se ambos os lados, tem-se que

f/(S) Z 1 P 1 /_Q/PF
é“f(S)dS:ﬁ (;s—zi) ds_}é (;s—n) ds + T g(s)ds (13.153)

em que o dltimo termo é nulo em vista do teorema de Cauchy.

Pelo teorema do residuo,

jﬁ(ifz) ds = i(ﬁsj2i>ds (13.154)

=1

Z | —— —_—
= 2mj Y |res(f,z1) + - +res (f, zg) | (13.155)

i=1
= 27jZ (13.156)
e, analogamente,

P

é (Z - _1 T‘) ds = 2mj P (13.157)

i=1

ou seja,

frs) o
frf(s)ds_zmz P (13.158)

A imagem através de f(s) a medida que s percorre uma curva I' no plano s é
uma outra curva A = f (') no plano {Re{f(s)}, Im{G(s)}}.

Utilizando a notagao w = f(s), obtém-se que

dw
ﬁ‘};/((j))ds = ﬁzlu f'(s)ds

1
= —dw
AW

= Inw|,
€j&w

= In|w|
0 pois A fechado

j 4
- Infw||, + e w’
wOA
= jéw‘wQA

= 27N [0,+ O] (13.159)
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Combinando-se 13.158 e 13.159, constata-se que o nimero de voltas de f(A)
em torno da origem do plano {Re[f(s)],Im[f(s)]} é a diferenca entre os nimeros
de zeros e de polos enlacados pelo contorno fechado A no plano s.

N[0, +0]=Z—-P (13.160)

A ideia do critério de Nyquist é utilizar este fato para verificar se existem polos
de malha fechada no semiplano direito (SPD), caso em que o sistema nao seria
estavel.

& mls] Se houver polos
de Malha Aberta

sobre o eixo ). %
deve-se contorné—lo‘\\‘“\\

Re[s]

~
Contorno

de st

Critério de Nyquist

Seja G4 (s) uma fungao de transferéncia de malha aberta com P polos no SPD
e I' o contorno de Nyquist, a ser percorrido no sentido anti-horario.

A funcao de transferéncia de malha fechada é dada por

Gq ()

Gf(s) = m

(13.161)

e, portanto, os polos de malha fechada sao as raizes de 1 + G, (s) = 0.

O critério consiste em verificar se Z = 0, o nimero de zeros de 1+ G, (s) = 0, a
partir do conhecimento de P (ntimero de polos de malha aberta) e de N [0, O],
o nimero de enlagamentos do ponto 0 pela curva A =1+ G, (I).

E conveniente, para efeitos de praticidade, substituir N [0, O] por N [~1,0)] e
tragar Ay = G, (T'), que é a versao transladada de 1+ G, (T) de 1.

A porgao interessante de A; é aquela que corresponde a faixa de G, (jw) para
w=0aw = 00, ou seja, basta que se trace a versao polar da resposta em
frequéncia de G4(s) (as curvas de Bode ja fornecem o médulo e a fase de

Ga(jw)).
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A porcao de G4(s) em que |s| é muito grande (semicirculo do contorno de
Nyquist) corresponde a G, (s) =~ 0 no caso de fungao de transferéncia estrita-
mente prépria.

Nessas condicoes,

Z=N[-1,+ O]+ P (13.162)

e, de fato, o sistema sera estavel se Z = 0, ou seja, nenhum polo de malha
fechada no semiplano direito (mais rigorosamente, no interior do contorno de
Nyquist).

Se o contorno de Nyquist I' é percorrido no sentido hordrio, ou seja, de w =0

a w = 00, os enlacamentos de —1 devem ser considerados positivos se ocorrem
no sentido horario N [0, + O)].

Caso a fungao de transferéncia de malha aberta possua polos imaginarios puros
ou polo na origem, o contorno deve ser acrescido de desvios infinitesimais, pois
o contorno I' nao deve passar por singularidades.
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13.5 Apéndice E - Equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman

O problema LQR pode ser resolvido por um método algébrico como apresen-
tado, por exemplo, em (OGATA, 1970) ou (GEROMEL; KOROGUI, 2019)).

Aqui, optou-se por apresentar uma solucdo utilizando a Programacao Dina-
mica, proposta por (BELLMAN, 1957), baseada no Principio da Otimalidade,
com vistas a oferecer uma visao sobre o problema de Controle Otimo.

Segundo o Principio da Otimalidade, se um ponto C' pertencente a uma traje-
téria 6tima AB a partir de A, entdao o segmento C'B é também 6tima a partir
de C' (notar que se considera apenas o segmento final).

B

-~

O principio da otimalidade pode ser aplicado ao problema de controle étimo
que consiste em encontrar u(t) que minimiza de funcionais da forma

ty
Jla) = e (x(t5)) +/ ce (x(7) ,u(r), 7)dr (13.163)
to
sujeito a restricoes do modelo da dinamica do processo

x = f(x(t),u(t),t) (13.164)
X(to) = Xp (13165)

O termo ¢y é chamado de custo final ou terminal e c. de custo corrente.

Assume-se aqui que o problema é de instante final fixo, ou seja, ¢y é conhecido
e constante.

Defina V (¢,x), a fungao valor, como sendo

V(t,x) = minJ(t,x)[u] (13.166)

uelU

em que J(¢,x)[u] é o custo ainda a ser incorrido (cost to go), estando o estado
em x(t) = x no instante ¢

Ou seja, de modo mais explicito,

J(t,x)[u] & [cf (X(tf)) + /ttf ce (x(7) ,u(r), 7)dr (13.167)
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Se no instante t — At o estado é x ™, a utilizagao de um controle u(.) dado por

u(t) = { w(t) se £ € [t,ty] (13.168)
u(t) qualquer set € [t — At,t)

em que u*(t) denota o controle étimo, pode-se escrever

t

cr (x(tf)) —i—/t ce (x(7) ,u(r), 7)dr+

—At

J(t—At,x )[u] £

4 /t Y e (x(r) , ut(r), T)drl (13.169)

x(t—At)=x"

Rearranjando os termos e utilizando a aproximagao de Euler para o pri-
meiro termo, obtém-se que

¢
J(t— At x)u] 2 / co(x(7), u(r), 7)dr L (13.170)
At x(t—At)=x—
ce At
Ly
[Cf (X(tf)) +/ ce (x(7) ,u*(T),T)dT] (13.171)
t x(t—At)=x—
A partir do modelo da dinamica, tem-se que
x(t—At) =x = x(t) ~x + f(x,u(t),t)At (13.172)

e o segundo termo da expressao de J(t—At,x ™ )[u] pode ser reescrito como

[cf (x(tp) + /t Y e (x() ,u*(r),r)dT] (13.173)

x(t—At)=x"

~ [Cf (x(tf)) + /ttf ce (x(7) ,u*(T),T)dT] (13.174)

x(t)=x"+fAt
= V(t,x™ + fAt) (13.175)

jAqueu(r)=u*(r)sert € [t,tf]

Portanto, a equacao para J se torna

J(t— At,x7)[u] = ccAt+ V(t,x + fAL) (13.176)
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Tomando-se o minimo em u, tem-se que

V(t—At,x") = mei{[lj(t — At,x7)[u] (13.177)
= min [ceAt+ V(1,x™ + fAL)] (13.178)

Utilizando a aproximacao de primeira ordem na férmula de Taylor
V(t, x4+ fAL) 2V (t,x )+ VI (t,x")fAL (13.179)
e rearranjando-se os termos, obtém-se
V(t—At,x™) = V(t,x)
At
que para At | 0 permite obter a equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman(HJB)

= Hlelll} [cc + VI, X)f} (13.180)

~Vi(t,x) = min e, u,8) + VL (t,) £ (3,0, 1) (13.181)

A condicéao de contorno pode ser obtida notando que estar em x no instante
t =ty implica imediatamente no custo cy (x) ,ou seja

Vit x) =cyr(x) (13.182)

Observagoes

e A equacdo HJB pode ser expressa em termos do Hamiltoniano:

—Vi(t,x) = Hlelele(X, u, Vi, t) (13.183)

e Na equagao de HJB a minimizagao é realizada em relacao au € U

in{. 13.184
min {.} ( )
enquanto, no problema original, é no espaco de fungoes admissiveis
u(t) e
in{. 13.1
15161{{1{} (13.185)

e O problema LQR é um caso particular de controle 6timo e possui grande
relevancia pratica.

O custo é do tipo quadratico,

c; = %x(tf)Tsx(tf) (13.186)
- %[X(T)TQX(THu(T)TRu(T)} (13.187)

e o modelo é linear

i = Ax + Bu (13.188)
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13.6 Apéndice F - Lema de Barbalat

No capitulo sobre controle adaptativo, foi utilizada uma funcao de Lyapunov
com V negativo semidefinida, de modo que, sem alguma ferramenta adicional,
nao se pode mostrar que o erro de adaptacao e(t) — 0 para t — 0.

Uma ferramenta para remediar essa situagao é a utilizagao do lema de Barba-
lat, que permite obter uma extensao do método de Lyapunov (Lyapunov like).

Necessita-se, inicialmente, de um resultado auxiliar, encontrado em livros de
célculo tais como o (APOSTOL, 1969).

13.6.1 Continuidade uniforme
Assuma que f(t) é diferencidvel e a sua derivada é limitada Vt
f)| <M (13.189)

Entao, pelo teorema do valor médio,

10— 1@
‘ (2_a( ) = |f(a)| < M (13.190)
para algum c € [a, b].
De 13.190, tem-se que
()~ f(@)] < M b~ al (13.191)
e, se para um dado € > 0, faz-se
5= % (13.192)
resulta que para |b—a| < ¢
£(b) — f(a)| < M% <c (13.193)

13.6.2 Lema de Barbalat
Seja f(t) € Clla,00) e tlim f(t) = a, em que a < co. Se f(t) é uniformemente
— 00
continua, entao lim f(t) = 0.
t—o0
Prova por absurdo: Seja 1tlim f(t) # 0. Entao 3¢ > 0 e uma sequéncia mono-
—00

tonicamente crescente {t¢,} tal que t,, — co & medida que n — oo e ’ f (tn)‘ > ¢
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para Vn € N.

Como f (t) é assumida ser uniformemente continua, para esse £, 36 > 0 tal que
VneN

[t —tal < 6 = | £(t) = f(ta)| < % (13.194)
e, portanto,
f0] = |ftn) - () - F0)| (13.195)
> [f)] - [t - 00 (13.196)
> s—g (13.197)
- % (13.198)
Como f(t) € C*a,0), tem-se que
tn+d . tn . tn+d .
/ foae— [ i) = /t Flo)de
tntd .
= /t f(t)] dt
tn+90 B
> /tn Sdt
= ? >0 (13.199)
Por outro lado, .
| fwdt = 1) = 1@ (13.200)

que permite escrever

tnt+d tn .
Jim | [ fwar— [T F@a = pim |7+ 0) = f(t)
= |a—q|
=0 (13.201)

Portanto, de 13.199, tem-se que

tn+5. tn .
| dwae= [ i

a

>0 (13.202)
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enquanto, de 13.201,

tn+5. tn .
/a fwat— [ feyat

a

-0 (13.203)

0 que é uma contradicao.
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13.7 Apéndice G - Linearizagcao harmonica

A linearizagéo harmonica ¢é relevante no estudo de osciladores e existem apli-
cacoes interessantes, por exemplo para o desenvolvimento de controladores
adaptativos com auto-oscilacao Self Oscilating Adaptive Systems (SOAS), ava-
liagao da ocorréncia de fenémeno do salto (jump phenomenon) e para o ajuste
de ganhos pelo método de Ziegler-Nichols utilizando oscilacao limiar.

Trata-se de uma técnica baseada em balanceamento harmonico, muito 1til no

projeto de osciladores para obter uma estimativa da frequéncia e da amplitude
de oscilacao.

Ressalta-se, inicialmente, que, em geral, o sinal de saida de um dispositivo nao
linear a uma entrada senoidal ndo é necessariamente senoidal.

Porém, se o sinal de saida é periédico, pode-se utilizar a série de Fourier e,
caso o processo tenha caracteristica de filtro “passa-baixa”, pode-se considerar
apenas a sua primeira harmoénica, desprezando-se as harmonicas superiores.

O método é conhecido, portanto, como o de primeira harmaénica (ou do ganho
equivalente, fun¢ao descritiva).

Caso do relé ideal

Considere o processo G(s) com ordem maior que 2 (mais & frente serd visto
que a ocorréncia de oscilacao depende da existéncia de cruzamento das curvas
de Nyquist com o lugar geométrico dos valores correspondentes ao inverso do
ganho equivalente), .

Para ilustrar o procedimento, considere um modelo da forma

1

) = 13

(13.204)

a ser utilizado em malha fechada conforme o arranjo da figura 13.3

R(s)=0 E(s) 10 U(s) . Y(s)

+ 10 7 s(st2)(s+3)

Figura 13.3: Exemplo de processo acionado por um elemento liga-desliga

Para uma forma de onda da entrada senoidal,

e(t) = E sin (wt) (13.205)
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AU A u(t)

21

\\

31t

v Ot

Figura 13.4: Relacao entrada-saida de relé simples.

a saida do relé é dada por
u(t) = { Mteld 522 (13.206)

que é uma onda quadrada apresentada graficamente na figura 13.4.

A saida (onda quadrada) pode ser representada como uma somatdéria de harmo-
nicas pela expansao em série de Fourier

u(t) = ap + i ay, cos (nwt) + sin (nwt) (13.207)

n=1

Os coeficientes sao determinados através das expressoes

1 2m
a = — / w(wt) cos (nwt) d (wt) (13.208)
m™Jo
1 2
by = — / w(wt) sin (nwt) d (wt) (13.209)
™ Jo
Para a onda quadrada de amplitude M, o coeficiente a1 é dado por
2 ™
ap = —/ M cos (wt) d (wt) (13.210)
m™Jo
2M (T
= — [ cos(wt)d(wt) (13.211)
m™ Jo

2M .
= —sin(wt)|; =0 (13.212)
T
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Para a onda quadrada de amplitude M, o coeficiente b1 é dado por

o= 2 / M sin (wt) d (wt) (13.213)
T™Jo
2M [T
= — [ sin(wt)d(wt) (13.214)
™ Jo
2M -
= —— 13.21
- cos (wt)|g (13.215)
4M
= (13.216)
T

Se o processo G(s) atenua as harmonicas superiores, entdo é plausivel, em
muitos casos, utilizar a aproximacao u(t) = 2 sin(wt) e o fator 2L ¢ deno-

T
minado de ganho equivalente do relé.

Este procedimento é uma versao do principio de balanceamento de harmonicas
em que se considera apenas a primeira harmonica.

O método é aplicavel a outros tipos de nao linearidades, tais como amplificador
com saturacao, mecanismos com folga de engrenagem, atrito seco, componen-
tes que exibe resisténcia negativa em uma faixa de operacao, sensores tipo
u(t) = +/e(t) e outros, desde que as harmonicas superiores sejam suficiente-
mente atenuadas pelo processo G(s)

Entao a nao linearidade pode ser aproximada for N(E), conhecida como fun-
¢ao descritiva, dada por

N(E) = Amplitude da 1*harmonica de u(t)
~ Amplitude da senoide de entrada [E]

(13.217)

Verificagao das condigoes de oscilagao

Para que haja oscilacdo, jwysc deve ser raiz de 1+ N (FE)G(s) = 0, a semelhanga
da condicao 1+ KG(s) = 0.

Aplicando-se essa condicao para

1

G R — 13.218
(5) s34+ 352 4 2s ( )

tem-se que
1
1+ N(E)— - - =0 13.219
( ) (]Wosc)g + 3(]wosc)2 + Q(JWOSC) ( )

ou
(jwose)® + 3 (jwose)? + 2 (jwose) + N(E) = 0 (13.220)
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Igualando as partes reais e imagindrias a zero, constata-se que N(E) e w
satisfazem

N(E)-3w?=0 ; —w+2w = 0 (13.221)

Resolvendo-se esse sistema de equagoes, resulta que

w= 2 (13.222)
2
N(B)=3(V2) =6 (13.223)
Uma vez que para o relé ideal
4M
N(E)=— 13.224
(B) == (13.224)
obtém-se a amplitude do sinal de erro E para, por exemplo, M = 10
AM
E = —— 13.225
6 ( )
~ 2.12 (13.226)

Exemplo: Oscilador a Diodo Tinel

Osciladores lineares em que se aloca os polos imaginarios puros nao sao pra-
ticos, uma vez que a amplitude da oscilacao dependerd da condicao inicial e
tenderd a decair ou aumentar, dependendo de se estd localizado & esquerda ou
a direita do eixo imaginario, mesmo que esse desvio seja muito pequeno.
Uma possibilidade é utilizar um componente que permita injetar energia ao
circuito quando a oscilacao tende a decair, o que pode ser obtido pelo uso de
componentes com resisténcia negativa.

A figura 13.5a apresenta tal circuito empregando um diodo tunel.

ip [mA]

Alp
Reta de
Vv _ Carga
R e
A\ D

¢ Ponto de

Operagéo

R L i \ /
£> - \‘;/ R <0,
N .
v i @D) v, M
_I_ VT

(c) Caracteristica local
(a) Circuito (b) Diodo tinel  aproximada do diodo

Utilizando-se as leis de Kirchhoff e transladando-se o eixo de coordenadas em
torno de ponto de operagao (ip,vp) mediante a determinagao da reta de carga
com a caracteristica do diodo tunel, pode-se escrever
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ﬁ{AiL} 1 Ls+ R

TIAiY T 21 R.., 1

L{Aip} LC 2+ fs+ ;4
Considere que os parametros do circuitosao R =050, C=02FeL=05H
e, com o intuito de simplificar os calculos e também a apresentagao das ideias,

seja a caracteristica aproximada do diodo tunel conforme apresentado na figura
13.5c¢.

Substituindo os valores de R, L e C, bem como os parametros que caracterizam
o gréfico da nao linearidade, a condigao “14+ N (E)G(jwesc) = 07 leva ao sistema
de equacoes

(13.227)

1+5N(E) = 0 (13.228)
~w?+10+5N(E) = 0 (13.229)
que fornece as solugoes wyse = 3 ¢ N(E) = —0.2.

Por outro lado, a fungao descritiva da nao linearidade com resisténcia negativa
em uma regiao, encontrada em varios livros sobre sistemas nao lineares, é dada

por
2
N(E)= -1+ % 7 — 2sin~! (g) -2 <Z> 1 - (g) (13.230)

Assim, o valor de E tal que N(E) = —0.2 pode ser obtido do grafico

Fungdo Descritiva: Diodo Tiinel

06
04
02

w02

Figura 13.6: Funcao descritiva da caracteristica de resisténcia negativa, indi-
cando a amplitude F de oscilagao.
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Oscilador “duro”

Considere o circuito envolvendo um relé com zona morta, conforme ilustrado
na figura 13.7.

Note que, quando o sinal e(t) é pequeno (no exemplo, |e(t)| < 0.1), o relé se
encontra na regiao de zona morta e a saida correspondente é 0.

Porém, se alguma perturbagio externa tornar |e(t)| > 0.1, o circuito apresen-
tard oscilagao, como serd verificado usando o método da primeira harmonica.

U(s) 1 Y(s)
— |
s+ (s+)

Figura 13.7: Exemplo de Oscilador “duro”.

A condicao de oscilagao é

1

que leva & solugao wese = V2 e N(E) = 6.

A figura 13.8 apresenta graficamente o ganho equivalente do relé com zona
morta.

Nota-se que N(E) = 6 corresponde a 2 valores de E. Porém, apenas F ~ 0.41
corresponde a uma oscilacao sustentada, como pode ser concluido por uma
andlise qualitativa simples.

Funcéo Descritiva: Rele com Zona Morta

Se Amplitude E aumenta
Entdo ganho N(e) decresce

NE)

N

Oscilagéo
Instavel

1
1
1
1
1
1
:
; Ege= 041
4

0 02 0 0.6 0.8 1

Figura 13.8: Ganho equivalente do relé com zona morta e a solugao do exemplo.
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Caso de nao linearidades com memoria

Quando a funcao nao linear apresenta memoria, como ocorre com a presenca
de histerese ou de folgas de engrenagem, a saida u conterd componentes tanto
em sin quanto em cos para uma entrada puramente sin.

Para mostrar esse conceito, considere a estrutura de controle em que o dispo-
sitivo liga-desliga é um relé com histerese:

Yo

v

k ostrs e+l

Figura 13.9: Um processo acionado por um relé com histerese.

O sinal de saida correspondente a uma entrada senoidal é novamente do tipo
quadrado, porém, devido a histerese, apresenta uma defasagem nao nula 0,
conforme visto na figura 13.10.

AU au(t)

Figura 13.10: Caracteristica entrada-saida de um relé com histerese.
Para uma excitagao senoidal

e(t) = E sin (wt) (13.232)




Apéndices 491

e notando que o instante de comutacao é dado por

h
0 =sin"!| = 13.2
i (E> (13.233)

os coeficientes da primeira harmonica sao

o - % /02” u(t) cos (wt) d (wt) (13.234)
2 0 ™

= - [/0 [—M] cos (wt)d(wt)—i-/e [M] cos (wt)d(wt)] (13.235)

- _% sin (0) (13.236)

b = 71r/02ﬂ u(t) sin (wt) d (t) (13.237)
0 ™

= % [/0 [—M]sin (wt) d (wt) —1—/9 [M] sin (wt)d(wt)] (13.238)

- % cos (6) (13.239)

Logo, o sinal u (t) é aproximado por

u(t) = —% sin (0) cos (wt) + % cos (0) sin (wt) (13.240)
= g sin (wt — 0) (13.241)

Uma vez que a resposta aproximada u (t) é senoidal de frequéncia w, igual
a frequéncia do sinal e(t) de entrada, porém atrasado de 8 = sin™! (%), a
fungao descritiva é

N(E) = iﬁigg;i ~i9 (13.242)
- %eﬂm H%) (13.243)

= % cos(—sin™* <g)) + j sin(—sin~? (g) )] (13.244)

2
AM h h
= 2= (2) -2 13.245
— ( ) J ( )
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Para utilizar a expressao 1+ N(E)G(s) = 0 ou —ﬁ = G(jw), ¢é interessante

ter a formula para N (E)™

2
“¥E = i 1_@7) —|—j% (13.246)

- f& [VET=h2 + jh] (13.247)

de modo que a parte imaginaria é

1 mh
Im {—N(E)} =7 (13.248)

Em vista da presenca de memoéria na linearidade considerada, a funcao des-
critiva é complexa. A condicao de oscilagao é caracterizada por

1
— = QG(i 13.249
ou
_T [wa2 ) +jh} -t (13.250)
4M e
2 .
h 1 —w?) —jw
T VB —( )2 (13.251)
4M 4M (1 —w?)? 4 w?
Igualando as partes imaginarias, tem-se que
wh —w
—_—= 13.252
M (1 - w2)2 + w? ( )
Igualando as partes reais, tem-se que
T 1—w?
——VE2-h2= 13.253
4M (1 —w?)? 4 w? ( )

Inserindo-se os valores dos parametros do exemplo em questao, obtém-se que
— x 10

u _T ~ 0.393 (13.254)
(1—w?)"+w?2 4x20

que leva a frequéncia de oscila¢ao de w = 1.5 rd/s. Logo, em vista da expressao

1 —0.3932
- VEr R = 0393 = —0.328 (13.255)
4M (1—-10.3932)" + 0.3932
e em vista de h =10 e M = 20, obtém-se E =~ 13.0.
A solucao pode ser obtida graficamente, tracando as curvas de Nyquist e de

N(E) L
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Diagiama de Nyquist

Im(h(zinTt)

|
|2

4M

13.7.1 Estabilidade de oscilagoes

Suponha que o método da primeira harmonica indica uma oscilagdo com am-
plitude E e frequéncia w. Uma questdo relevante é saber se a oscilagao é
estavel, ou seja, quando E ou w sofre perturbacao, o sistema retorna esponta-
neamente a condicao anterior.

Se a saida de um oscilador é
e (t) = E sin (wt) (13.256)

deseja-se verificar se apds uma perturbacao que alterou a amplitude e a frequén-
cia para '+ AF e w + Aw

e(t)=(E+ AE)sin [(w + Aw)t] e (13.257)

o decaimento 7 é tal que

AE > 0=n>0 (13.258)
AE < 0=1n<0 (13.259)
A condicao de oscilacao
1
jwy) = ——— 13.2

pode ser reescrita agrupando-se os termos reais e complexos

A(E,w)+jB(E,w) =0 (13.261)
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Notando que sin(0) = Im{e’®} resulta que
e(t) = (B+AE)Im{ctbareon (13.262)
= (B+AB) Im {e/lotawtity (13.263)
a condicao A (E,w) + jB (E,w) = 0 se torna
AE+AE,w+Aw+jn) +jB(E+AFE,w+Aw+jn) =0  (13.264)

A andlise local é feita expandindo-se A e B em série de Taylor

z—/X\ﬁ@A

0A .
A(E,w) +oE (E,w) AE + %E (Aw+jn)  (13.265)
—— 9B OB |
+ B (B,w) +igp (B,w) AE + 5= (B,w) (Aw+jn) =0 (13.260)

em que os termos marcados com X se anulam, levando ao sistema

0A 0A 0B
8—E(E,w) AE—l—a—w(E,w) Aw — a—w(E,w)n = 0 (13.267)
0A 0B 0B
a—w(E,wo)T]-f—afE(E,w) AE—i—a—w(E,w) Aw = 0 (13.268)
em que Aw pode ser eliminado.
Logo, tem-se que
>0
2 2
0A 0B
{ [8&) (E,w)] + [&u (E,w)} } n = (13.269)
0B 0A 0A 0B

As condigbes AE >0 =1n>0e AE < 0 = n < 0 permitem escrever a
condicao de Loeb para estabilidade de oscilagoes

[83 DA DA dB . (13.271)

o (E,w) 3 (E,w) — % (E,w) 3E (E,w)

Na prética, com estruturas mais simples, pode-se fazer uma andlise intui-
tiva do tipo: “se a amplitude da oscilacao aumenta, entao o ganho equivalente
diminui”.
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13.7.2 Fenomeno do salto

Um fendmeno tipicamente relacionado a modelos nao lineares e que é obser-
vado, as vezes, quando se excita um sistema nao linear com um sinal periédico
é uma mudanca abrupta na resposta em frequéncia.

Considere o sistema em malha fechada em que existe um ganho com saturacao
e um termo forcante senoidal é aplicado como referéncia.

r(t) =R sin(wt) + e(t) = E sin(®t+0) 4 { R u 1 ¥
: G(s)=——"
_ i/ s (s+1)
Aot M

Figura 13.11: Exemplo de sistema que apresenta um salto abrupto na responsa
em frequéncia.

v

O ganho equivalente (ou a fungao descritiva) da fungao de saturagao é

2
2M h h h
N(Ey) = — |sin™' | = |+ |1 - | = 13.272
( 0) 7TEO St <E0> + E() (E()) ( )
Usando o ganho equivalente N(Ej) e assumindo-se uma excitagao senoidal
t(t) = Rpsin(wt), pode-se escrever a relagao entre as amplitudes Ry e Ej

aplicando o método da funcao descritiva (ou ganho equivalente)

Ey 1
= _ 13.273
Ro |1+ N(E)GGY) (15:273)
Substituindo-se q
Gljw)= ——— 13.274
() = D (13.274)
em 13.273 tem-se que a amplitude Ey deve satisfazer
RZ
N(Ey) =w? +wy/(1+ w2)F§ —1 (13.275)

Ao invés de buscar uma solugao fechada, a condigao 13.275 sera visualizada
através de um grafico.

A figura 13.11 apresenta os graficos de N(Ep) (13.272) e do termo a esquerda

de 13.275 para o caso de Ry =5, M = 10, h = 1, com w variando de 0.450 a
0.550.
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Nota-se que, dependendo da frequéncia w, a solucao Ey pode estar associada
a diferentes segmentos da curva N(E).

Assim, se a frequéncia do sinal de excitagao for variada, o ponto quiescente
pode variar abruptamente.

N(E)

Unica Solugdo
para o =0.550

Unica Solugdo
para @ =0.450

Mudanca abrupta de Amplimde

Figura 13.12: Possiveis valores de FEj
0.45, 0.475, 0.5, 0.525, 0.55 rd/s.

para frequéncias w =
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13.8 Apéndice H - Margens de estabilidade LQR/MIMO

Este apéndice busca complementar o resultado apresentado anteriormente, em
que se mostrou que o problema LQR leva a uma lei do tipo realimentagao de
estados com margens de ganho de [%, o0) e margens de fase de 60°, conforme
mostrado em (LEHTOMAKI, 1981).

Considere um sistema MIMO com m entradas conforme ilustrado na figura
13.13, em que cada elemento da matriz perturbagao A(s) poderd ser um ganho
ou um deslocamento de fase,

V(=) + U(s) -1 X(s

Figura 13.13: Realimentacao de estados, perturbado por uma matriz diagonal

A.

A margem de ganho MIMO é o par de niimeros k£ e k que define o maior
intervalo (k, k) tal que a malha fechada segundo a estrutura da figura 13.13 é
estavel se

k<ki<k;i=1,2..,m (13.276)

em que

A, =k eR (13.277)

A margem de fase MIMO ¢é o par de niimeros ¢ e ¢ que define o maior

intervalo (¢, @) tal que a malha fechada segundo a figura mmmm ¢é estével se
o< ;< P;i=12..,m (13.278)

em que

Aj=exp(jgi) ; ¢i €R (13.279)
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Relagao entre os polinémios caracteristicos de malhas aberta e fechada

Considere um processo a ser controlado através de uma lei tipo realimentacao
estados com a matriz de ganhos K e definam-se os seguintes termos:

Gr(s) = K(sI—A)'B (13.280)
Do(s) = det(sI — A+ BK) (13.281)
Po(s) = det(sI—A) (13.282)

Nessas condicoes, pela defini¢ao, o polindmio caracteristico de malha fechada
¢é dado por

Do(s) = det(sI — A+ BK) (13.283)
— det {(51 C AT+ (sT— A)_IBKﬂ (13.284)
= det |:(SI — A)] det [(I + (sI — A)_lBKﬂ (13.285)
Necessita-se agora da identidade de Sylvester

det[Ime + GmannXm} = det[(Inxn + FnXmeXn] (13286)

Para a verificagdo da identidade de Sylvester basta utilizar a propriedade de
comutatividade

I -F I F 1 F I -F
det[G I 1det[0 I]:detlo I]deth I ] (13.287)

I 11

De fato, de I, tem-se que

I -F I F 1 0
S EA A P I R e

= det (I+ GF) (13.289)
e, de I,
I F 1 -F| I+FG 0
det[0 I]detlg I ] = detl G I] (13.290)
= det(I+FG) (13.291)

e, portanto, de 13.289 e 13.291,

det (I + GF) = det (I + FG) (13.292)
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a equacao 13.285 se torna

do(s) = det (sT — A)det [T+ K(sI - A)"'B (13.293)
N— —_—— —
Qo(s) GL(s)

Com o auxilio da identidade de Sylvester, o polinomio caracteristico de malha
fechada é reescrito como

det(I+ Gp(s)) = (13.294)

Caso ®p(s) nao possua singularidades no SPD, as singularidades de ®¢(s)
podem ser estudadas investigando det(I + G (s)).

A matriz I+ Gr(s) é conhecida como return difference matriz.

Margens de ganho e de fase do controle LQR: caso MIMO

Se G1,(s) nao possuir zeros no SPD e

c[I+GL(s)] >a; Vwe R, a<1 (13.295)
entao
1 1
M = _— 13.296
¢ (1+a’ 1—a> ( )

MF = (—2 sin~! (‘;) ,2sin~? (3)) (13.297)

Prova: Vide (LEHTOMAKI, 1981).

Com o intuito de obter o valor de a na condi¢ao o [I+ G (s)] > «, utiliza-se
a identidade de Kalman

1+Gy ()" [T+ G ()] = T+ -G () Gr () (13209

Pela definigao de valores singulares, tem-se que

ol [T+ Gy (jw)] = i [T+ GY (jw) G (jw) (13.299)
N>0
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Para a matriz N = G¥ (jw) G, (jw), seja M tal que D = MNM ! é diagonal

MI+N] = X\ [MM™! 4+ MDM | (13.300)
= A\ [MI+D)M (13.301)
= AAMT N [T+ D] A/M (13.302)
= AN[I+D) (13.303)

ou seja, A\; = 1+ d;, d; > 0, permitindo que se escreva

o [I+Gg (jw)] oi [I+ G (jw)] (13.304)

<
< 1 (13.305)

Portanto, @« = 1 em 13.296 e 13.297, resulta que

Vol o c o= lim (13.306)
141 2 M=o = T4 '
[§]
1 N\ 1
—9sin~! (;‘) — 60° < ; < 60° = 2sin"! (;‘) (13.308)

parat=1,2,...,m.
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13.9 Apéndice I - Dinamica zero
A linearizacao por realimentacgdo da saida de um modelo de grau relativo r

x = f(x)+gx)u (13.309)
y = h(x) (13.310)

pode levar a uma representagao em que n — r componentes do vetor estado,
doravante denotados wyy1, Wy42,... , Wy NA0 820 observaveis.

Para se investigar a natureza de w41, Wyy2, ... , Wy, considere o sistema LTI
de ordem 3, descrito por

0 1 0 0
x = 0 0 1 |x+|0]|u (13.311)
—az1 —azy —ass 1

y = [a o 0]x (13.312)

Conforme o processo apresentado de linearizagao por realimentacao da saida,
deriva-se y,

y = Cx (13.313)
j = Cx
0
0 1 0
= {cl co O] 0 0 1 x+[c1 co 0 |u
—ag1 —azy —ass 1
= [0 a ex (13.314)

Derivando-se mais uma vez,

0 1 0 0
g:[o ¢ CQ} 0 0 1 x+[0 01 cz} 0 |u
—agy —az2 —ass 1
= [ —C2G31 —C2q3, C1 — C2033 } T + cou (13.315)
e, se c2 # 0, entao o grau relativo é r = 2.
Por outro lado, a partir de G(s)
N
G(s) = S s (13.316)

D(s)  s° + agss® + asys + az;
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Usando a identidade polinomial

D(s) = Q(s)N(s) + R(s) (13.317)

em que os graus de D(s), Q(s), N(s) e R(s) sao 3, 2, 1 e 0, respectivamente,

obtém-se as expressoes para os coeficientes

1

q9Q = —
C2

q = 7(02a33—61)
3

1

2 2
@2 = —(ci —asscica + azacy)

55

3 2 2 3
ro = —5(—c] +agcica — azzcicy + azicy)

C

[\

Em termos dos polinémios Q(s), R(s) e
N(s), a func@o de transferéncia G(s) pode
ser representada conforme a figura 13.14.

_ N(s)
GO) = GuNe F R 1B
1
- 7621(8)3(5) (13.319)

Nessa representagao, a malha fica carac-
terizada por

U + E 1 Y
_ Q(s) g
W | R(s) P
N(s) -

Figura 13.14: Representacao
modificada de G(s).

1
Y(s) = Q(S)E(s) (13.320)
W(s) = f[((i))Y(s) (13.321)
E(s) = U(s)—W(s) (13.322)

De Y (s) = Q%S)E(s), tem-se que
Y(s) [q082 +qs + qg} = E(s) (13.323)

ou

e = qof + QY+ qy (13.324)
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Fazendo-se a associagao z1 =y e 22 = ¥,

21 = y = 29 (13.325)
Zy = §=——9y——y+ —e¢ (13.326)
0 q0

ede W(s) = f,((i))Y(s) verifica-se que

1. Se N(s) tiver raizes no semiplano direito (G(s) de fase nao minima),

entao % serd um modelo instével (eventualmente w(t) pode crescer

indefinidamente)

2. A saida y(t) excita o componente w(t).

Em vista da expressao e = u — w,
. ) 1
Z9 = ——y— —y+ —e (13.327)
0 q
1 .
= —lnd-aytu-ul (13.328)

Usando o controle

u = [ 2 q ] [ 2 +w — qov (13.329)
obtém-se
Ho= 2 (13.330)
o= v (13.331)
W= —C—2w+roy (13.332)
1
y = 2 (13.333)

A representagdo do exemplo de 3% ordem em 13.316 possui agora uma parte
na forma de Brunovsky e uma componente w que nao é observavel.

O modelo dessa parte nao observével possui como polo o zero de G(s).

No caso nao linear a parte nao observavel é da forma z = p(z,w) e, para z = 0,
o fluxo de 2 = (0, w) é chamado de dinamica zero e, por semelhanga ao caso
LTI, diz-se que o sistema é de fase minima se Z = (0, w) for assintoticamente
estavel.
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13.10 Apéndice J - Nao linearidades setoriais

Muitas vezes uma fungao ganho f(y) assume um valor em um intervalo [k, k],
e no plano (f(y),y) o seu grafico pode ser interpretado como pertencente a
um setor, como ilustrado na figura 13.15.

Este Apéndice foi incluido porque hé varios casos em que modelos lineares sao
atuados através de ganhos que se situam em um setor.
Um exemplo tipico é quando se utiliza um controlador fuzzy.

Considere um modelo SISO-LTI G(s) a ser realimentado através de uma fun-
gao estdtica nao linear f : R — R, tal que £ f(£) > 0, como visto na figura
13.15.

f(e)s ku

G(s) >

Figura 13.15: Realimentagao com uma funcao de ganho contido em um setor.

O problema de Lur’e-Postnikov consiste no estudo da estabilidade da origem
0 de um sistema com entrada nula e com um bloco néo linear f(y) na malha.

A nao linearidade f(y) é assumida ser do tipo setor kr, e ki (L de lower e U
de upper).

Uma realizagao minima de
G(s)=cl (sI—A) 'b+d (13.334)
é representada por A, xn, bnx1, Cnx1 € dix1-

x = Ax+bu (13.335)
y = c'x+du (13.336)

em que, conforme o diagrama de blocos em 13.15,

u=—f(y) (13.337)

Conjecturas de Aizerman e de Kalman

Se f = ky, entao, muitas vezes, é possivel encontrar valores ky, e ky7, de modo
que, para Vk € (kr, ky), o sistema em malha fechada é estavel.
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Na tentativa de se estender essa condicao para o caso de f nao linear, surgiram
as conjecturas de Aizerman e de Kalman.

A conjectura de Aizerman se refere a estabilidade do sistema em questao se

kp < f;y) < ky (13.338)

e a de Kalman
kr <

d,
@ S kU e kL S l S k‘U (13.339)
y dy

Infelizmente, ambas as conjecturas sao falsas uma vez que existem contrae-

xemplos (vide, por exemplo, (NARENDRA; TAYLOR, 1973)).

Para obter condicoes de estabilidade para nao linearidades contidas em um
setor (kr, ky), adotam-se algumas hipdteses adicionais.

e (A,b) é controlavel

e (A, c) é observavel

Re{\(A)} <0

14+ kyd>0

kr = 0, sem perda de generalidade, pois o caso kr, # 0 pode ser conver-
tido de modo simples.

Assumindo, por enquanto, que existe uma matriz P > 0 adequada, toma-se a
funcdo candidata de Lyapunov, V(x) = x? Px. Mais adiante sera apresentada
uma condicao tal que garante a positividade de P.

: .T T

V = x Px+x Px (13.340)
= (x"AT +u"b") Px +x"P (Ax + bu) (13.341)
= x"(ATP + PA)x + 2x'Pbu (13.342)

Por outro lado,

y cI'x +du (13.343)

cI'x+du—y = 0 (13.344)

cI'xu+du? —yu = 0 (13.345)

cI'xkyu + dkpu? — kpyu = 0 (13.346)

cI'xkyu + dkpu® — kpyu +u? —u? = 0 (13.347)
xTckpu+ (1 + kyd)u? — (u+ kpy)u = 0 (13.348)
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O termo x” ckyu+ (1 + kyd) u? — (u + kyy) u = 0 seré subtraido na expressdo
V =xT(ATP + PA)x + 2x"Pbu (13.349)
resultando em

V = x'(ATP +PA)x +2x"Pbu —
0

—xTckyu — (1 — kyd) u® + (u + kyy) u (13.350)
1
= x"(ATP + PA)x + 2x” (Pb - 2kUc> u— (14 kyd) u® +
+ (u+ kyy)u (13.351)
O ultimo termo a direita dessa expressao é negativo, pois para u = — f(y)
(u+kuy)u=—(=f(y) +kuy) fly) <0 (13.352)

haja vista que

>0 quando f(y) >0

(kuy = () { <0 quando f(y) <0 (13.353)

Necessita-se, agora, do auxilio do lema de Kalman-Yakubovich-Popov (KYP)
para reescrever a expressio de V em uma forma mais conveniente (para uma
prova simplificada do Lema KYP, ver RANTZER, A. On the Kalman-Yakubovich-
Popov lemma. Systems and Control Letters, v. 28, p. 7-10, 1996).

Lema de Kalman-Yakubovich-Popov

Fornecidas uma constante v > 0, uma matriz A, «, cujos autovalores possuem
a parte real estritamente negativa, uma matriz L, x, > 0 e vetores b,,x1 € vy, x1,
se

Re{T(jw)} >0, Vw € R (13.354)
em que
T(s) = vI(sI - A) b + % (13.355)
entdao de > 0, qux1 € Ppxn = 0, tal que
ATP+PA = —qql —¢L (13.356)
Pb-v = q (13.357)
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Associa-se, inicialmente, os dois primeiros termos da direita da expressao
de V' com aqueles que estao no lema de Kalman-Yakubovich,

ATP+PA «— ATP+PA (13.358)
1
Pb— Skyc «— Pb—v (13.359)
ou seja,
1
Skue =v (13.360)
Escolhendo-se para
v=1+kyd (13.361)
a expressao para T'(s) se torna
T(s) = vi(sI—A)'b+ % (13.362)
1
= Shue”(sT—A)"'b+ % (13.363)
1
- 3 (ke (sT— A) b + 4] (13.364)
1
= 3 ke (sT= A)™'b + 1+ kyd| (13.365)
1
= S|+ kU T(sT—A)"'b+ d)} (13.366)
1
= 5 [L+koG(s)] (13.367)
Portanto, a condicdo Re{T'(jw)} > 0 se reduz a
Re{l + kpG(jw)} >0, Yw € R (13.368)

Satisfeita essa condicao, o Lema de KYP garante a existéncia de € > 0, qnx1
e Ppxn > 0, e permite reescrever V'

. 1
V = xT(ATP 4+ PA)x + 2x” (Pb - 2kUc> u— (1+ kyd) u® +

+ (u+ kuy) u (13.369)
— xT(—qq” — eL)x + 2x" /1 + kpdqu — (1 + kyd) u® +
+ (u+ kuy) u (13.370)
2
= —ex'Lx— (XTq — mu) + (u+ kyy) u (13.371)
< —exLx (13.372)
< 0 (13.373)

estabelecendo a estabilidade da malha fechada.
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Resumindo o desenvolvimento apresentado, tem-se que, para o problema de
Lur’e-Postnikov com o processo modelado por G(s) = ¢Z (sI — A) ' b+d em
que

o Re{\{A}} <0
e (A,b) controldvel
e (A, c) observavel
o 1+ kyd>0
e k1, =0 (sem perda de generalidade)
tem-se estabilidade da malha fechada se
Re{l + kyG(jw)} >0, ;Vw e R, (13.374)

Caso k;, # 0

Reorganiza-se o diagrama de blocos conforme a figura 13.16 e definindo @(s)
e ganho f.

Figura 13.16: Rearranjo do diagrama de blocos para o caso de ky, # 0.

Tem-se agora que
Ay G
G = T55.60)
e setor(0,ky — k) (13.376)

(13.375)
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13.11 Apéndice K - Otimizacao numérica

Métodos de otimizagao numérica sao amplamente utilizados no projeto de con-
troladores, por exemplo, no ajuste de ganhos de um controlador PID, projeto
de filtros e otimizacao de trajetorias entre outras aplicagoes relevantes.

Aqui sdo apresentados alguns dos métodos mais simples baseados em direcoes
de decréscimo das funcGes custo.

Métodos baseados em populacao como os algoritmos genéticos, enxame de par-
ticulas e os bio-inspirados nao sao tratados aqui, mas podem ser encontrados,
por exemplo, em (HADDAD; SOLGI; LOAICIGA, 2017).

Um excelente texto em lingua portuguesa para um estudo mais aprofundado
no tema apresentado aqui é (IZMAILOV; SOLODOV, 2005).

13.11.1 Otimizagao univariada

Trata-se do caso simples em que a grandeza a ser otimizada 8 € R, ou seja, o
problema é obter 8* tal que

0" =arg meinJ(G) (13.377)

Busca por secgao aurea

A seccao aurea divide um segmento L em duas partes e a secgao aurea de cada
uma dessas partes possui um ponto em comum com a sec¢ao anterior.
Uma possibilidade para busca em um

intervalo delimitado por escolhas ini- , L
ciais 0,5 € Omaqe € utilizar bi-seccao, al (Aol
obtendo 0 /5. y / - Bl _
o=’ \\\\ o
Porém, pode ocorrer que apesar de \ pL al-ol | PLeflraCizol

J(Omin) > J(Omaz) 0 ponto de mi-
nimo esteja contido em {emm;e . /2]. Figura 13.17: Relacoes entre os seg-
mentos particionados pela seccao au-

) e . rea.
Esse risco diminui se forem determi-

nados 2 pontos ao invés de 1, o que
pode ser feito com o uso da secgao aurea.

Se o intervalo [0,in; Omas | fosse dividido em 3 partes, resultando os pontos
intermedidrios 01,3 we 03, ter-se-ia que calcular J em 2 pontos (J(0, /3) €
J(89/3).

Utilizando a seccdo durea, em vista da propriedade de que a seccao de cada
uma das partes obtidas possui um ponto em comum com a seccao anterior,
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necessita-se determinar J(0) apenas 1 vez a cada iteragao.

Diretamente da figura, obtém-se o sistema de equacoes o = 3% e 3 = B2 +a(1—
@) que possui a solucio a = (3 —/5)/2~0.382 e = (v5—1)/2 ~ 0,618.

Minimizagao utilizando seccao aurea
Passo 0: Propor valores para tol € Nyax % (tolerancia em 6 e niimero maximo
de iteragoes)

Passo 1: Arbitrar valores Oy, € Omax % (assumindo que J é convexa no in-
tervalo [Omin, Omax))

Passo 2: Fazer k = 0, renomear 9% = Omin € 9]15 = Omax

Passo 3: Obter os dois pontos 0%, e 0%, por seccio durea de [0%, 0%)]

Passo 4: Calcular J(0%), J(6F),
J(07,) e J(0) 4 1©

Passo 5: Enquanto ’ oL+l — ghtl H > ¢
tol ou k < Npax : % (inicio do lago)
Passo 6: Se J(0F) < J(6%,) Entao

flag = E Senao flag =D .
G)
Passo 7: Escolha do intervalo a Es- | * T -
querda ou a Direita: Se flag = E b ! e'w
= k+1 k+1 = N
Entao obter 05,7 e 0}, por seccao \

durea de [0%, 0% ], fazer Op = 0%, e +¢
calcular J(0X+1) Se flag = D Entdo

obter 05+ ¢ 051 por secgio durea . . ~
de [0% 0k ], fazer O = 0% e calcular Figura 13.18: Mecanismo de iteracao
m? ) m

J(Gk‘H) na otimizacao utilizando a seccao au-
M

rea.
Passo 8: k := k+ 1 e retornar % (fe-

cha o lago)
Passo 9: 0 ~ 0F,

E interessante notar que a cada iteracao é necessario calcular apenas 1 valor
J(0novo, 0 que pode ser importante se, por exemplo, esse valor é obtido por
simulagao numérica.

Ajuste de um polinémio quadratico
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A partir de um ponto 6y e um passo h
dado, pode-se fazer uma busca como
ilustrada na figura 13.19 (Obs: pode
nao funcionar para valores elevados

de 1) B I (A
Passo 0: Escolher 6g e h ; kK = 0 e e U - o

y o

%hﬂ 2h
g
Passo 1: Obter o ponto 0,1 = 0k+h [%-1
R

Passo 2: Se J(0x41) < J = 0k +h Figura 13.19: Busca inicial para o algo-
e fazer h = 2h ; kK = k + 1; re- ritmo de ajuste de polinémio quadré-
torna ao Passo 3. Senao h = —h tico.

Passo 3: Escolher os 3 pontos com o
menor valor de J: {J(0x+1),J(0k), J(0r—1), J(Or—2)}

Passo 4: Colocar esses 3 pontos na forma de pares ordenados (04,.J(64)),
(0p,J(0B)) e (B¢, J(O¢)). Se esses trés pontos nao estao alinhados, entao é
possivel “passar” uma pardbola por eles (ou seja, é possivel obter um poliné-
mio quadratico cujo gréfico passa por esses trés pontos).

Em outras palavras, a expressio da pardbola J(0) = a0? 4 b0 + c seria tal que

J(04) = ab% +b04+c (13.378)
JOp) = ab% +b0p+c (13.379)
J0c) = aB%i +boc +c (13.380)

Passo 5: O minimo de J ocorre aproximadamente em 0 = —%

Observacao: Para a aplicacdo em vista, nao sao necessarios 04, 0 e O¢
genéricos, mas sim apenas o caso de Os igualmente espacados de h. Mais
especificamente, 64 =0 — h, 05 =0, 6c =0 + h.

Assumindo que h # 0, o sistema de equagoes se reduz para

J04) = a(®0—h)?+b0—h)+c (13.381)
J(0B) = ab®+b0+c (13.382)
J0c) = a(®@+h)*+b0+h)+c (13.383)

que deve ser resolvido em termos de (a, b, c).
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Para o caso particular 8 = 0, obtém-se resolvendo o sistema de equagoes que

o = 2—]112(J(6A)—2J(93)+J(Gc)) (13.384)
b= —%(J(GA)—J(GC)) (13.385)
¢ = J(0p) (13.386)

O ponto estaciondrio de J(0) = a0? + b0 + ¢ é obtido fazendo

dJ
do |,
2a0* +b = 0 (13.388)

~ 0 (13.387)

e, se a > 0, entao 0* serd o ponto de minimo de J(0).

Portanto,

b
© - 2 13.
0 > (13.389)

e substituindo-se os valores de a,b e ¢, tem-se

o1, J(04) - J(Oc)
2 J(04)—2J(0p)+ J(0c)

(13.390)

Lembrando que 85 = 0 e que havia sido assumido 0 para simplificar os célculos,
o ponto de minimo original é

. 1 J(04) — J(0c)
O =0 S e = 2000, + J(60)

(13.391)

Algoritmo usando aproximagao quadratica

Utilizando-se a ideia de aproximar a
funcao de custo J, por uma quadra-

tica, pode-se propor o seguinte algo- P ey
ritmo iterativo:

Passo 0: Arbitrar 6y e h. Fazer k =0
Passo 1: Se J(6p+h) > J(6¢) Entao
h:=—h o 0 0y

(sentido inicial incorreto)

70

y o

Passo 2: 041 =03 +h Figura 13.20: Ajuste de uma quadra-
tica
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Passo 3: Se J(0,11) < J(0;) Entao
h := 2h e retorna ao Passo 2 Senao
h = *h/2 (§ ek+2 = ek;+1 +h

Passo 4: Escolher entre {0;_1, 0%, 0x11,0r12} 0s 3 associados aos menores va-
lores de J. Renomear esses 3 de {64,0p5,0c}

Passo 5: O ponto de minimo aproximado é

1 J(04) — J(60)

0"~ 0p+ =h 13.392
P27 7(04) — 2J(85) + J(0c) (13.392)

Relagao entre o gradiente e a curva de nivel

Considere o ponto 8* e um deslocamento h.

Segundo a férmula de Taylor

JO +h) ~ J(O)+VJI(O*)h (13.393)
JO*+h)—J(O) ~ <VJI(O)|h> (13.394)

AJ(6%)

Q

[V7(0%)] ] cos(£{V 7 (), h})

Logo, para um deslocamento h a partir de 6%, a variacao AJ(0*) é maxima se
VJT(0*) || h. Ou seja, VJT(0*) aponta na direcio de maior crescimento de
J.

Além disso, se o deslocamento h é tal que VJ?(0*) L h corresponde a
AJ(0*) = 0 na vizinhanca de 8*. Portanto, V.J7(0*) é perpendicular & curva
de nivel de J.

Algoritmo de maxima declividade

O algoritmo da méaxima declividade (Steepest Descent) faz buscas na diregao
oposta aquela indicada pelo gradiente.

Passo 0: Escolher tol € Ny, % (tolerancia em 0 e nimero maximo de itera-
goes); arbitrar 0 e fazer k = 0

Passo 1: Seja hy, := —V.J7T(0;)

Passo 2: Obter \* que minimiza J()) := J(6x + Ahy);% (Otimizacdo em 1
variavel real \)

Passo 3: Fazer 0511 =0 + N*hy ek =k +1
Passo 4: Se HVJT(G;C)H < tol ou Se k > Ny, Entao 0% =~ 0,
Passo 5: Se k > Np,q: Entao mensagem de falha

Passo 6: Retornar ao passo 2
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0,4
Curvas de
Nivel de J
Ponto de
n
Observagoes:
No passo 2, utiliza-se hy := —D;V.J7(0;) que modifica a direcio de busca.

No caso especial de Dj, = H™1(0;) em que H(0y) := [%8‘]9]} é a matriz Hes-

siana, tem-se o método de Newton.

O método de Newton possui velocidade de convergéncia maior que o da ma-

xima declividade.

Em vista de possiveis dificuldades em obter as segundas derivadas, requeridas
em H(0;), e também devido & necessidade de inversio de matriz H=1(0}),
existem vdarios métodos que buscam obter aproximagoes de H(0y) (ver, por
exemplo, (LUENBERGER, 1979) e (POLAK, 1971).

No passo 3, ndo ¢ necessdrio obter A* que minimiza J(N), mas sim um \* tal
que J(A*) < J(0g). Um regra para obter tal A* é o de Armijo.

Regra de Armijo

A proposta da regra de Armijo é buscar um
intervalo de A tal que J(\) < J(0), ou seja,
ao invés de buscar um ponto de minimo,
aceita-se um ponto que reduz J.

Observando-se a figura 13.21,
J(A) < J(0) + &' (0)A (13.395)

com ¢ € (0,1) (o apéstrofo em J'(0) denota
derivada).

A partir de Ao > 0 que satisfaz J(\) < J(0)+

= S -
‘ Ao A Mo My

J(0) + T (0)n

Figura 13.21: Reducdo de J
usando a regra de Armijo
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&7’(0))\, toma-se A\p11 = a\; com a > 1, (ou
o método menos “agressivo” \r11 = A\ +AN) até que haja “piora”:

JNig1) > J(0) +eJ'(0) Apss (13.396)

Nesse ponto, adota-se A* = Aj.

13.11.2 Otimizagao no R"

Em muitos problemas de otimizac¢ao paramétrica, 8 € R"™ como o caso do con-
trolador PID (6 = [ Kp, K1, Kp]).

Apenas para ilustracao, apresenta-se aqui o método de Nelder-Mead (ou de po-
liedros flexiveis), embora existam muitos outros algoritmos (vide, por exemplo,
(LUENBERGER, 2010), (IZMAILOV; SOLODOV, 2005), (HIMMELBLAU,
1972)).

Algoritmo dos poliedros flexiveis

Trata-se de um algoritmo muito utilizado por nao requer a determinacao de

VJ.

Nelder, J. A.; Mead, R. A simplex method for function minimization. Com-
puter Journal. v. 7, n. 4, p. 308-313, 1965. doi:10.1093/comjnl/7.4.308

Passo 0: Escolher tol, Npax, bem como pardametros a > 0,0 < f < 1,v >
e 0 < p<1% (reflexdo, contragdo, expansao e redugao, respectivamente) e
fager k =1

Passo 1: Se J : R" — R, escolher n + 1 pontos {01,02,---,0,11} nao alinha-
dos

Passo 2: Determinar quais sao os vértices com maior e menor valor de J
associado

0 = J (8; 13.397
no= arg  max J(0) ( )
0 = argie{lglir.l’nHJ (6;) (13.398)

Passo 3: Obter as coordenadas do baricentro 05 da face oposta a 0 :

1 n+1
Opc=— (D> 6i—0xn (13.399)
=1

n

Passo 4: Reflex@ao: Refletir o “pior vértice’através da face oposta a este

Op :=0r :=0pc + a(0pc — On) (13.400)
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ey A

Ponto de

Vértice com o
- Minimo

o maior J(6)

Baricentro da 0,
Face Oposta ﬂx
>

Figura 13.22: Exemplo de progressao no método dos poliedros flexiveis

Passo 5: Redugao: Se J(0r) > J(0x) Entao 0; =: 01 +p (0; — 01) % (manter
01 e aproximar os demais 0; de 0r)

Passo 6: Contragao: Se J(0r) > J(0;) V0; # 0y Entao 0y := 0c+5 (0 — 0¢)
Passo 7: Expansao para aumentar a velocidade de progressao 0g:

Se J(Or) < J(0pc) Entéao 0 :=0pc + v (0r —0n)

Se J(O0g) < J(O0pc) Entao 0y := 0 % (Elimina 0y e 6 é um novo vértice)
Se J(0g) > J(0pc) Entao 0 := 0r % (Elimina 0 e Oz é um novo vértice)
Passo 7: k:=k+1

Passo 8: Se Z?;ll |0; — 0| > tol e k < Npqy retornar ao passo 2.

Esse algoritmo também é conhecido como o de Nelder-Mead, Simplex e Amo-

eba. Notar, porém, que Simplex é o nome de um algoritmo de programagao
linear.

Método da fungao de penalidade

Considere o problema de minimizar J(0) sujeito a restricao g(6) = 0 ou g(0) <
0.

Esse problema pode ser reescrito na forma de minimizacao sem restri¢cées do
custo

7 2

J(0) = J(6) + M ||g(0)] (13.401)

O termo || g(E))H2 representa uma penalidade por violar g(0) ~ 0 e para M —
00, a solucao do problema irrestrito J pode se aproximar do problema original
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com restrigoes.

Um enfoque alternativo é o da barreira que se utiliza
J(6) = J(6) + M B(8) (13.402)
sendo frequentemente utilizada a fungao
B(0) = [max{0,g(0)}]? (13.403)

Se 0 estiver fora da regido vidvel, B(0) impoe um custo adicional, donde o
nome “barreira”.

Condigao de Kuhn-Tucker

Para verificar se um dado ponto 6 é 6timo, necessita-se de algum critério como
o de Kuhn-Tucker.

Considere o problema de minimizagao

élelﬁg}lbf (0) (13.404)
sujeito as restricoes lineares
g1(0) < (13.405)
92(8) < 0 (13.406)
gm (0) < 0 (13.407)

Uma restricao tal que g; (8) = 0 é dita estar ativa.

Em um ponto 8* candidato a solucao deve
ser tal que nao é possivel obter uma dire-
¢ao h de decréscimo J(0* + h) < J(0%) e,
simultaneamente, manter as restrigoes ativas S
gativas(e* + h) < 0. deg/(?)
As diregoes h de decréscimo de J devem es- .
tar a menos de 90° de —V.J(0*.

Para ilustrar graficamente a condi¢ao de N T
Kuhn-Tucker, sejam apenas 2 restrigoes ati-
vas g1 (0%) e g2 (0*) em um certo ponto 0*.

~__ Figura 13.23: Condigao de
Pela figura, —V.J (6*) é uma combinacdo li- ¢ 1n-Tucker.

near de Vg; (0*) e Vga (6%) :
-VJ (9*) =MVag (9*) + AoV go (9*) (13.408)
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Seja h um deslocamento a partir de 0* e note que, pela férmula de Taylor,
J(0* +h) ~ J(0%) + hTV.J(6%) (13.409)
No caso,
J(0" +h) ~ J(0") = hT |\ Vg1 (0%) + A2Vgs (07)] (13.410)
ou
J(0* +h) — J(0%) = A (hT Vg (8)) — Xa(hT|Vga (6))  (13.411)

Para que 0" + h nao viole as restrigdes ativas g; (0*) e g2 (0%), deve-se ter,
simultaneamente, (h!|Vg; (8%)) > 0e (hT|Vge (6%)) > 0.
Se h for uma direcao tal que J(0* +h) — J(0*) <0 e de

J(0* +h) — J(0%) =~ —\; (hT|Vg; (0%)) — Xa(hT|Vgs (0%)) (13.412)

<0 >0 >0

conclui-se que A\; > 0 e A9 > 0 no ponto de 6timo com as restrigoes g; e go
ativas.
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Esta obra busca oferecer aos estudantes e profissionais da area de Sistemas e
Controle uma visao ampla, moderna e integrada do tema de modo simples, po-
rém sem prescindir de rigor formal. Sao apresentados os aspectos praticos rele-
vantes na pratica com uma solida base tedrica que permite aprofundar o dominio
dos conceitos envolvidos. Cada topico é ilustrado com exemplos numéricos e
complementados com exercicios de variadas dificuldades. Alguns detalhes mais
intrincados das ferramentas utilizadas nos projetos de controladores podem ser
encontrados na forma de apéndices.

555 502

openacceslher.com.br BIUCher Open ACCGSS



	I Introdução
	1 Conceitos e definições
	1.1 Conceitos, definições e notação
	1.2 Um exemplo intuitivo de projeto
	1.3 Público-alvo
	1.4 Exercícios

	2 Panorama histórico
	2.1 IFAC
	2.2 Livros-textos pioneiros
	2.3 Controle no Brasil
	2.4 Medalhistas IEEE
	2.5 Exercícios


	II Modelos de sistemas dinâmicos
	3 Modelos dinâmicos
	3.1 Modelos de tempo contínuo
	3.2 Modelagem usando leis físicas
	3.3 Validação de modelos
	3.4 Incertezas em modelos
	3.5 Solução de EDOs lineares
	3.6 Método da média (averaging)
	3.7 Linearização
	3.8 Estabilidade de sistemas LTI
	3.9 Controlabilidade
	3.10 Observabilidade
	3.11 Simulação de sistemas dinâmicos
	3.12 Sistemas de segunda ordem
	3.13 Resposta em frequência
	3.14 Realizações simples
	3.15 Exercícios

	4 Modelos de tempo discreto
	4.1 Equações a diferenças
	4.2 Transformadas Z
	4.3 Modelo no domínio z
	4.4 Transformada inversa de Z
	4.5 Alguns textos históricos
	4.6 Exercícios

	5 Identificação de modelos
	5.1 Métodos elementares
	5.2 Identificação de modelos de tempo discreto
	5.3 Identificação pelo método do subespaço
	5.4 Algumas notas históricas
	5.5 Exercícios


	III Estabilidade
	6 Critérios de estabilidade para modelos LTI
	6.1 BIBO - Estabilidade
	6.2 Algumas personalidades ilustres
	6.3 Exercícios

	7 Métodos de Lyapunov
	7.1 Primeiro método de Lyapunov
	7.2 Segundo método de Lyapunov
	7.3 Identificação de modelos de tempo contínuo
	7.4 Backstepping
	7.5 Observações Complementares
	7.6 Observações sobre pontos de equilíbrio
	7.7 Notas históricas sobre o critério de Lyapunov
	7.8 Exercícios

	8 Métodos no domínio transformado
	8.1 Vantagens do controle em malha fechada
	8.2 Compromissos entre requisitos
	8.3 Controladores liga-desliga
	8.4 Controladores no domínio transformado
	8.5 Lugar geométrico das raízes (LGR)
	8.6 Controlador PID
	8.7 Escalonamento de ganhos
	8.8 Controladores cascata
	8.9 Compensadores avançadores/atrasadores de fase
	8.10 Curvas de terceira ordem
	8.11 Otimização de controladores
	8.12 Exercícios

	9 Métodos no Domínio do Tempo
	9.1 Realimentação de estado
	9.2 Observador de estados
	9.3 Observadores de ordem reduzida
	9.4 Filtro de Kalman: tempo contínuo
	9.5 Observador de Perturbações
	9.6 Observadores de estado: tempo discreto
	9.7 Filtro de Kalman: tempo discreto
	9.8 Regulador linear quadrático (LQR)
	9.9 Margens de ganho e fase do controlador LQR
	9.10 Método LQG/LTR
	9.11 Desigualdades matriciais lineares (LMI)
	9.12 Algumas personalidades ilustres
	9.13 Exercícios

	10 Controle por computador
	10.1 Amostrador-segurador
	10.2 Discretização de modelos de tempo contínuo
	10.3 Escolha do período de amostragem
	10.4 Erros de Quantização
	10.5 Vantagens do controle por computador
	10.6 Script típico de controlador
	10.7 Mini-histórico de DDC
	10.8 Exercícios


	IV Métodos adicionais
	11 Alguns Métodos Adicionais
	11.1 Linearização via realimentação de estados
	11.2 Linearização por realimentação da saída
	11.3 Controle utilizando movimentos deslizantes
	11.4 Controle adaptativo
	11.5 Controle baseado em planicidade
	11.6 Controle preditivo MPC
	11.7 Controladores inteligentes
	11.8 Algumas personalidades famosas
	11.9 Exercícios


	V Uma visão sistêmica de projeto
	12 Alguns aspectos relevantes em projetos
	12.1 Coleta de Informações
	12.2 Estudo do processo a ser controlado
	12.3 Definição dos objetivos
	12.4 Caracterização das restrições
	12.5 Especificação dos requisitos
	12.6 Revisão crítica
	12.7 Modelagem matemática
	12.8 Escolha do Enfoque
	12.9 Seleção de componentes
	12.10 Ajuste dos parâmetros
	12.11 Simulações e testes
	12.12 Documentação
	12.13 Implementação
	12.14 Entrega
	12.15 Sintonização fina e otimização
	12.16 Operação assistida
	12.17 Manutenção
	12.18 Desativação
	12.19 Mitigação do efeito de falhas
	12.20 Condições operacionais de sistemas de controle
	12.21 Comentários
	12.22 Exercícios


	VI Apêndices
	13 Apêndices
	13.1 Apêndice A - Equação de Euler-Lagrange
	13.2 Apêndice B - Iteração de Picard
	13.3 Apêndice C - Exponencial de matriz
	13.4 Apêndice D - Estabilidade de sistemas LTI
	13.5 Apêndice E - Equação de Hamilton-Jacobi-Bellman
	13.6 Apêndice F - Lema de Barbalat
	13.7 Apêndice G - Linearização harmônica
	13.8 Apêndice H - Margens de estabilidade LQR/MIMO
	13.9 Apêndice I - Dinâmica zero
	13.10 Apêndice J - Não linearidades setoriais
	13.11 Apêndice K - Otimização numérica





