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7.1 Fundamentos tedricos e metodologicos

7.1.1 Divisibilidade

A Teoria dos Nimeros € o ramo da matemadtica pura que estuda propri-
edades dos nimeros inteiros, bem como a larga classe de problemas que
surge no seu estudo. O termo aritmética (arithmetiké) vem do idioma grego
e literalmente significa ciéncia dos nimeros, sendo também usado para se
referir a Teoria dos Nimeros.

Um conceito muito importante no estudo da Teoria dos Nimeros é
chamado de divisibilidade. Mas, do que trata tal conceito? Vejamos a

seguir.

Definicao 1. Sejam a e b inteiros com a # 0. Dizemos q
43 errors36 warnings ue a é um divisor de b ou que b é um miiltiplo de
a, se existir um inteiro c tal que b = a - ¢ (indicamos a|b). Caso contrdrio,

expressamos a | b.
Exemplo 1. 8|24, pois 24 =3.8.

E fécil ver que 1|a para todo a inteiro, a|a e a|0 para todo a # 0, a €
Z.. De fato, temos que a = 1 -a, paratodo a € Z e que 0 = a -0, para todo
inteiro a, a # 0.

As propriedades a seguir serdo de fundamental importancia, pois se
revelardo bastante tteis na resolu¢do de varios exercicios. A principio,
tente verificar por meio de alguns nimeros a veracidade de cada afirmacao

abaixo.

1. Sejam a, b e c inteiros, a # 0, b # 0. Se a|b e b|c, entdo alc.
2. Sejam a, b, c, e d inteiros, a # 0, ¢ # 0. Se a|b e c|d, entdo ac|bd.
3. Sejam a, b, m e n inteiros, com a # 0 e n # 0. Se an|am, entdo n|m.

4. Sejam a, b e c inteiros, com a # 0. Se a|(b+c¢), entdo a|b se, e

somente se, alc.
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5. Sejam a, b e c inteiros, com a # 0. Se a|(b— c), entdo alb se, e

somente se, alc.

6. Sejam a, b e c inteiros, com a # 0 . Se a|b e alc, entdo a|(bx £ cy)

para quaisquer x, y inteiros.

b,entdao b > a.

7. Dados a, b com a # 0. Temos que se a

Vejamos agora as demonstracdes de cada propriedade.

Demonstracoes:

1. Ora, se a|b, entdo podemos escrever b = am, para algum m € Z. Por
outro lado, como b|c, entdo podemos escrever ¢ = bn, para algum

n € Z. Portanto, teremos que ¢ = bn = a(mn), 0 que mostra que d|c.

2. Ora, se a|b entdo podemos escrever b = am para algum m € Z. Por
outro lado, se c|d entdo d = cn, para algum n € Z. Dai, temos que
b-d = (ac)(mn), o que mostra que ac|bd.

3. De fato, como an|am, temos que existe k inteiro tal que am = (an)k.
Ora, como a # 0, podemos dividir ambos os membros por a, o que

vai resultar m = nk, o que mostra que n|m.

4. Como a|(b+-c), existe k € Z tal que b+ c = ak. Mais ainda, como a/|b,
temos que existe r € Z tal que b = ar. A partir das duas igualdades,
concluimos que

ar+c = ak,

Logo, temos que
c=ak—ar=alk—r),

o0 que implica que a|c. Ficard como exercicio para o leitor a demons-

tracdo da outra implicacao.
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5. A demonstragao dessa propriedade também fica a cargo do leitor, pois

tem uma demonstragdo andloga a propriedade anterior.

6. De fato, como a|b e alc, entdo existem inteiros m e n tais que b = am
e ¢ = an. Dai, temos que
bx+tcy=(am)x=+(an)y = a(mx)+a(ny) = a(mx+tny),para todox,y € Z,

portanto, conclui-se que a|(bx £ cy).

7. Essa ultima demonstracdo utiliza ideias andlogas as anteriores,

ficando, portanto, como exercicio para o leitor.

Exemplo 2. Prove que o niimero N = 5%362 _7 nao é divisivel por 5.

Solucao 1. Suponhamos que esse niimero fosse divisivel por 5. Pela

propriedade 5 acima, temos que se 5|545362 —7, entdo 5

7, o que ndo é

verdade, mostrando assim que 5 J5*36% — 7.

Exemplo 3. Se a e b sdo dois niimeros naturais e 2a + b é divisivel por 13,

mostre que 93a+ b também é miiltiplo de 13.

Solucdo 2. De fato, temos que 93a+b = 9la+ (2a+b). Ora, como
13|91a, pois 91a = 13- (7a) e, por hipdtese, 13|2a+ b, concluimos que
1393a -+ b.

Definicao 2. Chamamos de conjunto dos divisores naturais de um natural

n dado, e indicamos por D(n), os naturais de quem n é miiltiplo.
Exemplo 4. Sendo n = 20, temos D(20) = {1,2,4,5,10,20}.

Se D(n) tem exatamente dois elementos, isto é, D(n) = {1,n}, dizemos
que n é um numero primo. O numero 7 possui apenas dois divisores, 1 e 7,
portanto é um nimero primo.
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7.1.2 Divisao Euclidiana

O algoritmo da divisdo, apesar de sua simplicidade, ¢ uma das
ferramentas mais poderosas no estudo da Teoria dos Nimeros. Apresentado
pelo matematico Euclides, € bastante ttil na resolu¢do de muitos problemas.
Vimos no tdpico anterior que um ndmero inteiro b € divisivel por outro
a # 0, se existir um inteiro c, tal que b = a-c¢ . Mas, quando b ndo é
divisivel por a, isto é,a ,/é o algoritmo da divisdo que possibilitard as
devidas representacdes desse processo. Vamos, entdo, ao enunciado desse

importante resultado.

Teorema 1 (Algoritmo da divisdo). Dados dois inteiros b e a, com a # 0,

existem dois tinicos inteiros q e r, tais que:
b=a-q+r, com 0<r<|al,

Nesse caso, o niimero b é chamado de dividendo, a é chamado de divisor, g

€ chamado de quociente e r é chamado de resto da divisdo.

Exemplo 5. Note que 13 =5-2+3 e isso significa dizer que, ao dividirmos
13 por 5, o quociente é 2 e o resto dessa divisdo é 3.

Exemplo 6. Vejamos também que 4 =5 -0+ 4, ou seja, na divisdo de 4

por 5, o quociente é 0 e o resto é 4.

Exemplo 7. Ao dividirmos —19 por 5, obteremos g = —4 e r = 1.

Demonstragcdo. Considere o nimero inteiro a, com a # 0. Podemos escre-

ver o conjunto dos nimeros inteiros da seguinte forma:

Z=..U [—2a,—a) U [—a,O) U [O,a) U [a,Za) U [2a,3a) U..u [qa7(q—|—
a)U...
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Os subconjuntos descritos acima sao disjuntos, ou seja, sendo b um inteiro
qualquer, temos que b pertence a apenas um desses subconjuntos, sendo

portanto tnico. Mais ainda, podemos escrever:

ga<b<(q+1l)a=qa+a=0<b—qga<a
~——

r

Desta forma, r € inicamente determinado e
b=ga+r,com0<r<a

O]

Uma das importantes consequéncias do algoritmo da divisdo é saber
que, ao dividirmos um inteiro b por um inteiro a, a # 0, o resto r dessa
divisdo pertence ao conjunto {0,1,2,3,...,a— 1}. Estudando o caso em que
a = 2, temos que o resto r da divisdo de b por a serd O ou 1. Se r = 0, temos
que b =2 -¢g, com q inteiro e, nesse caso, dizemos que b € um nimero par.
Se r =1, escrevemos b = 2- g+ 1, com g inteiro e, nesse caso, dizemos
que b € um nimero impar. Tal andlise permite-nos generalizar e dizer que
todo inteiro b pode ser expresso na forma2-gou2-g+1, com g € Z.
Analogamente, no caso em que a = 3, temos que b serd da forma 3 - g,
3-q+10ou3-g+2, com q inteiro.

A seguir, estudaremos um importante resultado conhecido como lema

dos restos.

Lema 1 (Lema dos restos). A soma e o produto de quaisquer dois niimeros
inteiros deixa o mesmo resto que a soma e o produto dos seus restos,

respectivamente, na divisdo por um inteiro a, a # 0.

Demonstragdo. Sejam ny e np € Z . Ao fazermos a divisdo com resto

desses dois nimeros por a, teremos:
ny =aqy+rieny =aq;+r;

em que 0 < ry,rp < a. Dai, teremos:
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mny = (aqi+ri)(agx+r)
= aquqz +aqiry +aqary +r1r;
= alaqiq2 +qir2+qar1) +r1r2
= aq+rn (7.1)

onde consideraremos g € Z e q = aq1q> + q1r> + g»2r1. Mais ainda, ao

dividirmos ryr; por a, teremos:

rnr=ap+r, peZ, 0<r<a (7.2)

Dai, de (7.1) e (7.2)), conclui-se que
mny =aq+ap+r=a(p+q)+r,0<r<a

]

A demonstracdo para a soma € muito simples e tem procedimento andlogo

ao anterior, ficando, portanto, como exercicio.

3250

Exemplo 8. Qual é o resto da divisdo de por4?

Solucdo 3. Note que, ao dividirmos 3> =9 por 4, o resto serd 1. Como
320 — (32)125 temos, pelo lema dos restos, que o resto da divisdo de 3*°

por 4 serd igual ao produto 1 -1-1-1----1=1.
—_——
125 fatores

Exemplo 9. Qual é o resto da divisdo de 3'%° 4 5% por 2?

Solucio 4. Inicialmente, note que o resto da divisdo de 3 por 2, é 1. Por-
tanto, pelo lema do resto, temos que o resto da divisio de 3'%° por 2 serd

100

igual a 1'"*Y = 1. Por outro lado, o resto da divisdo de 5 por 2 também é

5% por 2 serd igual a 1% = 1

igual a 1; sendo assim, o resto da divisdo de
e, consequentemente, o resto da divisdo de 3100 4 545 por2sera 1l +1=2.

E claro que, cfomo o divisor é 2, o resto serd, portanto, igual a 0!

7.1.3 Nuameros primos

Agora, vamos estudar um tema que ha bastante tempo tem sido objeto

de estudo de varios mateméticos: 0s nimeros primos.



200 Coletanea de estudos de egressos do ProfMat - UFRPE

Definicao 3. Niumero primo. Um niimero inteiro p > 1 ¢é dito primo se
possui apenas dois divisores positivos: 1 e p. Sdo exemplos de niimeros
primos, os nimeros 5, 17, 19, 71, etc. Quando um niimero inteiro positivo

ndo é primo, ele é chamado de niimero composto.

A aplicabilidade dos nimeros primos no nosso cotidiano € vasta. Por
exemplo, podemos citar o método de criptografia (conjunto de regras que
visa codificar informa¢des) RSA, um sistema criado pelos matematicos
Ron Rivest, Adi Shamir e Leonard Adleman na década de 70, que permite
a seguranca do uso de cartdes de crédito, criando nimeros primos de até
100 digitos. Hoje em dia, ja s@o usados nimeros primos com 600 digitos,

objetivando uma maior seguranca.

Teorema 2 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo niimero natural
maior do que 1 ou é primo ou pode ser escrito de forma tinica, como

produto de niimeros primos.

Demonstracdo. Sejan um ndmero inteiro tal que n > 1. Mais ainda, seja p
o menor entre os divisores de n diferentes de 1. Temos assim que p; € primo
ou composto. Suponhamos que p; seja composto. Dai, existird um inteiro
d, 1 <d < py, de forma que d|p;. Ora, como d|p; e pi|n, concluimos,
pela propriedade 1 estudada na discussio sobre divisibilidade, que d|n. No
entanto, essa conclusdo vai contradizer a escolha de p;. Logo, p; € primo.

Mas, como pi|n, existe m; € N, tal que n = p; - m,. Dai:

Se my = 1, temos n = pp, portanto, n € primo.

Se m > 1, entdo podemos fazer o mesmo procedimento que fizemos para
o valor de n, ou seja, teremos m| = p; - my, cOM p, primo e, consequen-
temente, podemos escrever n = py - py-mp, com 1 < my < my e py,p2
primos.

Se tivermos my = 1, teremos n = py - p> €, assim, terminariamos a prova.

Se my > 1, de maneira andloga, podemos decompor m, assim como fizemos

com mj.
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Dando continuidade a esse procedimento, obtemos nudmeros primos
P1,P2,P3,...,pi € uma sequéncia de nimeros naturais m; > mp > m3 >
...>m; > 1, de forma que, sempre que m; > 1, podemos continuar a de-
composi¢do de n. Ora, como entre 1 e n existe uma quantidade finita de
ndmeros naturais, haverd, na decomposi¢ao de n, um tltimo passo, no qual

teremos m ji= le, portanto:

n=pi-p2-p3---Pj, COM p1,P2,P3,..., Pj Primos.

]

Exemplo 10. Notemos que 18 =3-3-2=32.2,40=2.2.2.5=23.5¢
800=2-2-2-2-3-5.5.7=24.3.52.7

Uma importante consequéncia do Teorema Fundamental da Aritmética
estd no fato de descobrirmos a quantidade de divisores positivos de um
nimero natural n. Representando por d(n) o nimero de divisores posi-
tivos de n, € sendo n = p‘f‘1 -p(z)‘2 . -p,‘f", onde py,p2,- -+, Pk SA0 primos e
ap, 00, ..., 0y € N, entdo:

D(n) = (o1 +1)- (o + 1)~ (0 + 1)

De fato, todos os divisores de n serdo da forma n = pi' - p3*--- plr{k,

comr; € {0,1,...,a;}, que é um conjunto que possui, obviamente, & + 1
elementos. Por outro lado, temos que r, € {0,1,..., %} , que por sua vez,
possui ap + 1 elementos e assim por diante. Portanto, é fécil ver, pelo
Principio Multiplicativo, que o nimero de divisores positivos, d(n), do

natural n serd dado pela expressdo vista anteriormente.
Exemplo 11. Encontrar o niimero de divisores positivos do niimero 80.

Solucfio 5. Temos que 80 = 2*-5. Dai, é fdcil ver que D(80) = (4+1) -
(1+1)=5-2=10.

Teorema 3. O conjunto dos niimeros primos é infinito.
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Demonstracdo. Suponhamos que exista um primo p, tal que p, seja o
maior nimero primo. Sejan € N tal que n = py-p2-p3---pn+ 1, onde
p1=2,p2»=3,p3=35,.... Logo, como n > 1, pelo Teorema Fundamental
da Aritmética, existe pelo menos algum primo p, tal que p|n. No entanto,
COmo pi, P2, P3, P4, ---, Pn S0, por hipétese, os tinicos primos, concluimos
que p|p1-pa2- p3- pa--- pn. Dai, pela propriedade 4 estudada na discusséo

sobre divisibilidade, temos que p

1, o que € absurdo, pois o Unico inteiro
positivo divisor de 1 é ele mesmo. Portanto, qualquer que seja o primo
Pn, €Xistird sempre um outro primo p,, tal que p,, > p,, a partir do que

concluimos que a quantidade de primos € infinita. [

Dando prosseguimento, veremos uma proposi¢ao que servird para estu-
darmos um importante procedimento, conhecido como Crivo de Eratdstenes,
procedimento esse utilizado para descobrir se um nimero positivo inteiro é

primo.

Proposicao 1. Seja n um niimero natural maior que 1. Se n é um niimero
composto, temos entdo que o menor divisor, diferente de 1, de n é < \/n,
isto é, se os divisores de n, diferentes de 1, forem maiores que /n, entdo n

é primo.

Demonstracdo. Com efeito, seja p o menor divisor de n, diferente de 1.
Temos entdo que n = pg, com g > p. Se multiplicarmos cada membro da
desigualdade por p, o resultado ser4:

n=pq>p*

dai, segue que \/n > p. O

O crivo de Eratdstenes - Trata-se de um algoritmo criado pelo matematico
grego Eratéstenes (285 - 194 a.C) cujo objetivo € encontrar, até determinado
nuimero 7 inteiro positivo dado, quais sdo 0s nimeros primos menores ou
iguais a ele. De acordo com esse algoritmo, inicialmente lista-se numa
tabela todos os inteiros positivos ordenadamente, a partir de 2, até o n, isto

€,

2,3,4,,5,6,7,8,9,...,n
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Apds isso, marca-se com um X o primeiro nimero primo da tabela, no caso
0 2 e em seguida circula-se todos os multiplos de 2 da tabela por serem
todos eles compostos. O primeiro nimero que nao foi circulado, apds o
2, foi o 3, que € préximo numero primo da tabela. Dai, o procedimento
prossegue , ou seja, marca-se com um X o nimero 3 e circula-se todos
os multiplos de 3 da tabela. O processo serd repetido até que o primeiro
nimero néo circulado na tabela seja maior que /n, devido a Proposicéo 1.
A partir dai, todos os nlimeros restantes s30 0s primos menores ou iguais a
n.

Um dos problemas mais famosos relacionados aos nimeros primos e
que ainda nio foi provado, sendo portanto ainda uma conjectura, ¢ chamado
de Conjectura de Goldbach. Em 1742, o matemético Christian Goldbach
enviou uma carta para outro matematico, cujo nome era Leonhard Euler.
Nessa carta, Goldbach afirmava que todo nimero natural par, maior ou igual
a 4, podia ser expresso como a soma de dois nimeros primos. Vejamos

alguns exemplos:
4=242,22=19+3,70=59+11.

Outro importante matemadtico, Pierre de Fermat (1601 — 1665), fasci-
nado pela beleza dos nlimeros primos, tentou criar uma férmula através da
qual pudéssemos encontrar qualquer nimero primo. Tal busca levou Fermat

a conjecturar que sao primos todos os nimeros F,, da forma:
n
F,=2%"+1,

sendo n um inteiro ndo-negativo.
Fermat conseguiu verificar a veracidade de tal conjectura para os se-
guintes casos:

n=0=F,=2"+1=3
n=1=F=241=5
n=2=FH=2241=17
n=3=F=2211=257
n=4= F =22 11=65537
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O ndmeros acima sao chamados de Primos de Fermat. O problema é que a
partir de n > 5, Fermat conjecturou que todos os proximos nimeros seriam
primos. Porém, outro grande matematico citado anteriormente, Leonhard
Euler (1707 — 1783), mostrou que, para o caso n = 5, o nimero obtido é
composto. De fato,

Fs = 2% 41 = 4294967297 = 641.6700417,

que é, consequentemente, um nimero composto.

7.1.4 Maximo divisor comum - MDC

Considere todos os divisores positivos dos nimeros 36 e 42:
D(36) ={1,2,3,4,6,9,12,18,36} e D(42) = {1,2,3,6,7,14,21,42}

Note que o maior nimero que € divisor de 36 e 42, ao mesmo tempo, é
6. Dizemos que 6 € o mdximo divisor comum de 36 e 42 e escrevemos
(32,42) =6.

Definicao 4. Sejam a,b € Z com pelo menos um deles diferente de zero. O
mdximo divisor comum de a e b (MDC) é um inteiro positivo d tal que d é o
maior dentre os divisores positivos comuns de a e b. Escrevemos (a,b) = d.

Se (a,b) =1, dizemos que a e b sdo primos entre si.

E ficil ver que, sendo a € Z, temos que (a,0) = |a|,(a,1) = 1 e que
(a,a) = |a|. As proposi¢des a seguir sdo de grande importincia na teoria

dos nimeros, em especial para o cdlculo do MDC de niimeros inteiros.

Proposicao 2. Sejam a e b dois inteiros, com pelo menos um deles diferente

de zero. As seguintes afirmagoes sdo vdlidas:

(i) Se a é miiltiplo de b, entdo (a,b) = |b|,b # 0.

(ii) Se a=bqg+ c, com c # 0, entdo o conjunto dos divisores comuns de a e b é

igual ao conjunto dos divisores comuns de b e c e temos, em particular, que

(a,b) = (b,c).
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Demonstragdo. Inicialmente, demonstraremos (7). De fato, se um inteiro
pertence ao conjunto dos divisores comuns dos nimeros a e b, entdo, em
particular, ele também é divisor de b. Mas, como b|a, segue que todo divisor
de b também € divisor de a. Dai, o conjunto dos divisores comuns de ae b
¢, portanto, igual ao conjunto dos divisores de b. No entanto, como 0 maior
inteiro que divide b é ele mesmo, concluimos que (a,b) = b.
Para provarmos (ii), utilizaremos a propriedade 4 estudada no tépico
de Divisibilidade. Baseados nela, temos que todo divisor comum de a e b
também € divisor de c e, portanto, divisor de b e c. Por outro lado, todo
divisor comum de b e ¢ também € divisor de a e, assim, também é um
divisor de a. Logo, os divisores comuns dos inteiros a € b também sdo
0os mesmos que os divisores comuns dos inteiros b e ¢ o que resulta que
(a,b) = (b,c).
]

Exemplo 12. Sejam a =15 e b =5. De (i), temos que (15,5) =5

Exemplo 13. Sendo a =28 e b = 8, temos 28 =3-8+4. Logo, por (ii),
concluimos que (28,8) = (8,4) = 4.

Teorema 4 (Algoritmo de Euclides). Dados dois inteiros positivos a e b,

considere as divisoes sucessivas, para obtermos:

a = bg + 7, O<r<b

= rqr + r, O<ri<r
r = riqx + r, 0<n<n
ry = +

mnqgs r3, 0<r3<r2

Tk = Tkr1Gk+2 + Te2s 0<rgio<rig
Fe1= Tk+24k+3

até algum ry o dividir ryy . Assim, temos que (a,b) = ryi o, que € o iiltimo

resto ndo-nulo das divisoes sucessivas anteriores.

Demonstragdo. E facil ver que processo de divisdes sucessivas descritos

acima € finito. De fato, pelo algoritmo da divisdo, temos que b > rog > ry >
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ry > ..., €, se essa sequéncia de restos ndo fosse finita, em algum momento
terfamos um resto negativo, o que é absurdo. Mais ainda, analisando as
igualdades de cima para baixo, como também utilizando a Proposicao 2,

concluimos que:

(Cl,b) = (b,l’()) - (r07r1> == (Fk+1,rk+2) = Fk+2

Exemplo 14. Calcular (1320,35).

Solucio 6. Baseados no algoritmo de Euclides, tal cdlculo serd realizado

da seguinte forma:

1320/ 35 35| 25 25|£ m|i

23 37 10 1 2 2 0 2

Ou seja,

1320 = 35-37425
35 = 25-1+4+10
25 = 10-2+5
10 = 52

A partir dos resultados acima, temos que (1320,35) = (35,25) =
(25,10) = (10,5) = (5,0) = 5. Dai, (1320,35) = 5. Esse método é cha-
mado de divisoes sucessivas. Uma forma de representarmos as divisoes
sucessivas é usando uma grade conforme ilustrada abaixo para o cdlculo
de (1320,35). Utilizando esse mecanismo, (1320,35) serd o ultimo resto,

no caso, igual a 5.

Exemplo 15. Vejamos outro exemplo. Calculemos (60,42). Utilizando o

método descrito acima, temos:
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60 | 42 18
18 6

Portanto, (60,42) = 6. Note que, a partir desses dados, podemos

escrever:

18 = 60—42-1 (7.1)
6 = 42-18-2 (7.2)

Substituindo (7.1) em (7,2), teremos:

= 42— (60—42-1)-2
= 42-60-2+42-2
= 42.3-60-2

= 60-(—2)+42-3.

o o o o
|

Nesse tdltimo exemplo, o fato (60,42) = 60-(—2) +42 -3 serd generali-

zado a seguir.

Teorema 5 (Teorema de Bachet-Bézout). Seja d = (a,b). Entdo, existem

inteiros x e y de forma que:
d = ax+ by.

Demonstracdo. Com  efeito, considere o conjunto C =
{ax+by,comx,y€Z} e n = axg + byy o menor elemento de C.
Suponhamos, por absurdo, que n { a.  Pelo algoritmo da divi-

sdo, temos que a = ng+r, com 0 < r < n. Dai, r = a — ng.
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Substituindo o valor de n nessa ultima equagdo, teremos
r = a— (axo + byo)g = a — axoq — byoq = a(1 — xoq) + b(—yoq), ou
seja, r € C. Mas, como r < n, esse fato contraria a hipétese de n ser o
menor elemento de C. Portanto, n|a. De forma analoga, podemos provar

que n|b. Sendo assim, n é divisor comum de a e b. Agora, resta-nos mostrar

que n = d. De fato, como d|a e d|b, podemos escrever a = dq; e b = dqp.
Como n = axy + by, temos entdo, n = (dq;)xo + (dq2)yo, mais ainda,
n = d(q1xo+ q2y0), e dai concluimos que d|n. Como d = (a,b), segue que

d=n. [
Uma consequéncia importante desse Teorema € a proposicdo abaixo.

Proposicao 3. Dados a,b inteiros com pelo menos um deles diferente de

zero, se existirem inteiros r,s tais que 1 = ra+ sb, entdo (a,b) = 1.

Demonstracdo. De fato, sendo d = (a,b), temos que d|ra e d|sb, portanto
d|(ra+ sb). Dai, temos que d|1. Logo, d = 1. O

Uma outra proposi¢ao importante € a que veremos a seguir.
Proposiciio 4. Dados a, b e ¢ inteiros ndo nulos, entdo (a,b,c) = ((a,b),c).

Demonstragdo. Com efeito, sejam (a,b) =d, (a,b,c) =di, ((a,b),c) =d>.
Dai, temos que dz|c e d|d. Mas, como d|a e d|b, concluimos que d, divide

a,b e c. Portanto, d» < d;. No entanto, como d; divide a,b e ¢, temos que,

em particular, d; |a e d, |b, logo d;|d. Dai, segue que d; divide d e ¢, donde
seque que d||d e, portanto, d; < dp. Enfim, d| = dp, como queriamos

mostrar. =
Exemplo 16. Calcular (24,18,12).
Solucdo 7. Deixaremos a solugdo a cargo do leitor.

Proposicao 5. Sejam by,b;,bs, ..., b, inteiros com pelo menos um diferente
de zero, temos que (by,by,bs, ...,by,) serd o produto de todas as poténcias
p’, tal que p pertence ao conjunto de todos os primos que dividem simul-
taneamente by,by,bs,...,b,, e s é 0 menor expoente de p de forma que p*

divide, ao mesmo tempo, by,by,bs3, ..., by,.
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Exemplo 17. Calcular (24,18,12).

Solucdo 8. Notemos que 24 =23-3, 18 =2-3% ¢ 6 = 2-3. Note que os
primos 2 e 3 dividem simultaneamente 24, 18 e 6. Mais ainda, o menor
expoente de tanto do 2 quanto do 3, é 1. Portanto, (24,18,6) = 2.3 =6,

Proposicdo 6. Sejam a e b inteiros ndo nulos. Se albc e (a,b) = 1, entdo

ale.

Demonstragdo. De fato, pela Proposi¢do 5, podemos escrever ra 4 sb =
1, com r,s inteiros. Multiplicando cada membro dessa igualdade por c,

teremos:
a(rc)+s(bc) =c

Como ala(rc) e a|s(bc), segue, pela propriedade 4 da divisibilidade,
que alc.
]

7.1.5 Menor miltiplo comum - MMC

Suponhamos que, no alto de uma torre de uma emissora de televisao,
duas luzes piscam com frequéncias diferentes. A primeira pisca 15 vezes
por minuto e a segunda pisca 10 vezes por minuto. Se num certo instante
as luzes piscam simultaneamente, apds quantos segundos elas voltardo a
piscar simultaneamente? Para resolvermos esse problema de uma maneira

muito prética, estudaremos o conceito de MMC (menor multiplo comum).

Definicao S. Sejam a e b inteiros ndo nulos. Chamamos de menor miiltiplo
comum de a e b, e indicamos por |a,b], o inteiro positivo m tal que m é o

menor niimero que é divisivel por a e b ao mesmo tempo.

Exemplo 18. M(24) = {24,48,72,96,120,144,..}
M(30) = {30,60,90, 120,150, ...}.
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Notemos que 120 é o menor nimero da lista que € divisivel a0 mesmo
tempo por 24 e 30, ou seja, € 0 menor nimero inteiro positivo que € multiplo
ao mesmo tempo de 24 e 30. Portanto, [24,30] = 120.

Um método bastante pratico para o cdlculo do mmc de dois inteiros
dados sera visto a seguir, utilizando a decomposicdo em fatores primos,
assim como foi feito para o MDC. Para utilizar esse método, considere
b1,by,bs, ..., b, inteiros nao nulos. Decompondo em fatores primos cada
nimero desse, temos que [by, b3, ..., b,] serd o produto de todos os fatores
primos, comuns e ndo-comuns a eles, cada um elevado ao maior expoente
que aparece “acompanhando” cada um dos fatores primos. E claro que se
algum b;, i € {1,2,3,...,n} é negativo, basta decompor |b;|.

Exemplo 19. Calcular [18,24,30]. Temos que 18 =2-32, 24 =233 ¢
30=2-3-5. Dai, [18,24,30] = 23-3%.5 = 360.

Esse resultado também poderia ser obtido através do método que con-
siste em colocar os trés nimeros um ao lado do outro, separados por virgulas
e com uma barra vertical a sua direita, assim realizando as divisoes suces-
sivas. Abaixo de cada niimero, colocamos o quociente da divisdo de cada
um deles pelo menor primo que divide pelo menos um deles. Se algum
deles nao for divisivel por esse primo, ele é repetido na linha seguinte. O
procedimento termina quando todos os quocientes forem iguais a 1. O

MMC sera o resultado do produto dos fatores primos.

18, 24, 30| 2
9, 12, 15| 2
2

Agora, vejamos uma situacdo bastante interessante. J4 vimos ante-
riormente que [24,30] = 120. E trivial encontrarmos que (24,30) = 6.
Efetuando [24,30] - (24,30), teremos:
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[24,30] - (24,30) = 120-6 = 2430

Sera que isso sempre serd verdade? Veremos mais adiante um teorema
importante que generaliza esse fato. Mas, antes, estudaremos dois lemas

que fundamentardo a prova desse teorema.

Lema 2. Sejam a e b inteiros ndo nulos e (a,b) = d. Sendo a =dm, e

b = dmy, entdo (my,my) = 1.

Demonstra¢do. Suponhamos que (my,my) =k, tal que k > 1. Sendo assim,

teremos:
my=k-nj=a=d-kny =d- kla
m2:k-n2:>b:d-kn2:>d-k|b

Dai, concluimos que d - k € um divisor comum de a e b. Logo, como por
hipétese k > 1, teremos d - k > d, o que € absurdo, pois d € o maior divisor
comum de a e b. Portanto, (m;,my) = 1.

]

Lema 3. Sejam a e b inteiros ndo nulos e [a,b] = m. Sendo m = ak; e
m = bk, entdo (ky,ky) = 1.

Demonstrag¢do. Suponhamos que (ky,k2) =1, tal que [ > 1. Sendo assim,

teremos:
ki=lrr=m=a-l-n
k=1l-rn=m=>b-1-rn

Das duas igualdades acima, concluimos que
a-l-ry=b-l-rp=a-rr=>b-n

Semy=a-ry =b-rp, temos m; < m. Como m; € um multiplo comum de
a e b e menor que m, chegamos a um absurdo, pois [a,b] = m. Portanto,
(k1,ky) = 1. O



212 Coletanea de estudos de egressos do ProfMat - UFRPE

Agora, vejamos o seguinte teorema:
Teorema 6. Sejam a e b inteiros ndo nulos. Entdo (a,b)-[a,b] = a-b.

Demonstracdo. Seja (a,b) = d. Entdo:

ca=d- h

«b=d-hy
Dai, pelo Lema 2, temos que (h1,h,) = 1. Sejam também [a, b] = m. Temos
que:

*m=a-0 e

em=>b-0
Sendo assim, pelo Lema 3, temos (o, ) = 1. Podemos escrever, entdo:

*m=a-0=d-h;-o

M mZb-OCZZd-hQ-OQ
Dai, temos que d-hy- a1 =d-hy- 0o = h; - &1 = hp - ap. Portanto,
hilhy - 0. Mas, como (hy,hy) = 1, s6 nos resta concluir que & |ap. Analo-
gamente, temos /;|h; - ;. No entanto, como ja foi visto antes, (h1,h) = 1.

Concluimos que h;|a;. Utilizando a mesma argumentacdo, chegaremos a
conclusdo que ap|h; e que o |h; e, consequentemente:

* hy =0 ;eque
L h2 =0
Por fim, teremos:

m__d*-m? 2 12 2 2
b ab m

m

a-b=d-hi-dhy=d* oy op=d*

Ou seja, ab = dm, como queriamos demonstrar. 0
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Observagdo: uma importante consequéncia desse fato € que, sendo a e

b inteiros n@o nulos e primos entre si, ou seja, (a,b) = 1, teremos: q

(a,b)-la,bl=a-b=[a,b]=a-b

7.1.6 Equacoes diofantinas

Suponhamos a seguinte situa¢do: Pedro deseja comprar selos de 5 reais
e de 3 reais e, para isso, quer gastar exatamente 50 reais. De quantas
maneiras ele pode fazer essa compra?

Para resolvermos o problema acima, chamemos de x e y a quantidade
de selos de 5 reais e 3 reais, respectivamente. Entdo, chegaremos a seguinte
equacio:

S5x+3y=150,

na qual devemos encontrar x e y inteiros positivos.

A equacdo encontrada é um exemplo do que chamamos de equacdo
diofantina e serd objeto de estudo nessa aula. O nome diofantina é uma
homenagem ao matemadtico grego Diofanto (214 - 299) considerado por
muitos como o “pai da Algebra”. Sua obra Arithmetica, que foi escrita
por volta de 250 d.C, j4 traz referéncias a esses tipos de equagdes € como

resolvé-las.

Definicao 6 (Equacao Diofantina). Chamamos de Equacdo Diofantina,

toda equagdo da forma:
ax+by=c, com a,b,ce€Z ea,b#0

Na equacdo 5x + 3y = 50, temos a = 5, b = 3 e ¢ = 50. Vejamos mais
exemplos de equagdes diofantinas:

* 3x+y=100

* 4x+6y=9
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Proposicao 7. A equacdo diofantina
ax+by=c, com a,b,ceZ ea,b#0

possui solugdo se, e somente se, (a,b) = d|c. Mais ainda, se o par (xo,yo)
¢é uma solugdo dessa equagdo, temos que o conjunto dessa equagdo serd
formada por todos os pares de inteiros (x,y) da forma:

b a
x:xo—l—tg e y:yo—tg, emque t €7

Demonstrag¢do. Suponhamos, por hipdtese, que o par (xp,yo) seja uma
solucdo da equagdo. Logo, teremos axg + byy = c. Mas, como d|a e d|b,
temos que d|c, pela propriedade 6 estudada na se¢@o de divisibilidade.

Da mesma forma, se d|c, existe ¢ € Z de forma que ¢ = gd. No entanto,
pelo Teorema de Bézout, existem dois inteiros xg € y tais que axg+byy =d.

Dai, multiplicando os dois membros dessa ultima igualdade por ¢, teremos:
agxo+bgyy =dq=—c

Portanto, o par (x1,y;), com x; = xpq € y; = yoq € solu¢do da equagdo
difantina inicial.

Agora, considerando a soluc@o (xp,yo) € seja o par (x,y) uma outra
solu¢do da equacao difantina. Sendo assim, axy + byg = ax -+ by. Entdo:

a(x—xo) =b(yo—y)

e, dividindo essa ultima igualdade por d, teremos:

b
Slx—x0) = Z(0—)
mas, como (4, g) = 1, pelo lema 2 concluimos que §|(yo —y) e (§|(x—x0).

Portanto, existe ¢ € Z tal que:

—tb:> = l‘b —ta=> = ta
X—Xxg=I1—=>x=x9+1— e —y=t— =vyo—1t—
0 d 0 d Yo=Yy d y=xo d
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]

Em termos de solug¢do de uma equacgdo diofantina, sé existem duas

possibilidades: ou ela ndo possui solugdes ou possui infinitas solucoes.
Exemplo 20. Resolver a equagdo 15x+ 10y = 20.

Solucdo 9. Inicialmente, observemos que (15,10) =5 e que 5|20. Logo, é
garantido que essa equagdo possui solucdo. Vamos encontrar uma particu-
lar e, assim, encontrar a solugdo geral. Utilizando o algoritmo de Euclides

para calcular (15,10), encontraremos as seguintes igualdades:

15 = 10-1+5,
10 = 5-2+0.

Dai, temos que 5 =15-1—10-1. Multiplicando essa igualdade por 4,
teremos, 20 = 15-4+10- (—4). Portanto, xy = 4 e yo = —4 sdo solugoes

particulares dessa equagdo e a solugdo geral dessa equacdo serd:

10 15
x=4—|—t?=4—l—2t e y:—4—?t:—4—3t

Parat = 2, por exemplo, teremos x =4+2-2=8e¢y=—-4—-3-2=—10.
De fato, 15-8+10-(—10) = 120 — 100 = 20.

Exemplo 21. Resolver a equacdo 5x+ 3y = 50.

Solucao 10. Pelo algoritmo de Euclides, temos:

5 = 3-142,
3 = 2-1+1,
2 = 1-1+1. (7.3)

Da primeira e segunda igualdade, temos

1=3-2-1e2=5-3-1
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Usando essas duas tiltimas, vamos obter:

1 = 3-2-1
= 3-(5-3-1)-1
= 5. (-1)+3-(2) (7.4)

mas, multiplicando por 50 essa iiltima igualdade, teremos
5-(—=50)+43-(100) =50

e dai, temos xo = —50 e yo = 100, solugcoes particulares dessa equacado,

donde concluimos que a solugdo geral serd, parat € 7:

x=-504+3t e y=100—5¢

Essa equacgdo desse iiltimo exemplo é referente ao problema exposto
no inicio desse topico. Pela natureza do problema, as solucées devem ser

naturais. Deixaremos a cargo do leitor encontrd-las.

7.1.7 Congruéncias

O estudo da aritmética modular introduz o conceito de congruéncias,
linguagem que foi desenvolvida por Karl Friedrich Gauss no inicio do

século XIX e faz parte da Teoria dos Nimeros.

Definicao 7 (Aritmética Modular). A aritmética modular é um sistema
em que as operagoes entre niimeros inteiros sdo feitas em modulo, um outro
inteiro n, positivo e diferente de zero. Para isso, definimos que um inteiro a
¢ congruente a outro inteiro b modulo m, m € Z, m > 1, se a divisdo de a e b
por m deixam o mesmo resto. Indica-se a = b (mod m). Por exemplo, 9 =5

(mod 4), pois ambos deixam restos 1 na divisdo por 4. Temos também que

15 =2 (mod 13).
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Proposicdo 8. a = b (mod n) < a— b é divisivel por m.

Demonstracdo. De fato, se a e b deixam o0 mesmo resto na divisdo por m,
temos

a=mqi+r, e b=mgy+r,com 0<ri<meO0<rn<m

mas como, por hipétese, r| = ry, temos a —b = mq; +ry — (mqa + 1) =

m(q1 — q2), donde concluimos que m|(a — b).

Vamos provar agora a outra implica¢do. Com efeito, temos a — b = mq +
ri—(mgy+r) =m(q1 —q2) + (r; — r2). Mas, como m|(a—b) e mlm(q; —
q2), concluimos que m|(r; — r;). No entanto, notemos que —m < r; —rp <
m. Porém, como r; — r, € um multiplo de m e, entre —m e m, o0 Unico
multiplo de m € 0, concluimos que r| — rp = 0, o que resulta r; = r».

[

As propriedades abaixo serdo importantes na resolug@o de varios exerci-

cios. Sejam a, b, ¢ e m inteiros, m > 1 e n € N, entdo:

1. a=a (mod m). (Reflexividade)
2. Sea=b (mod m) , entdao b = a (mod m). (Comutatividade)

3. Sea=b (mod m) e b=c (modm),entdo a = ¢ (mod m). (Transiti-
vidade)

4. Sea=b (mod m)ec=d (mod m),entio a+c =b+d (mod m).
5. Sea=b (mod m) e c =d (mod m) , entdo ac = bd (mod m).
6. Se a = b (mod m), entdo a" = b" (mod m), c € N.

7. a+c=b+c (mod m) < a=b (mod m).
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8. Se ac = bc (mod m) e (c,m) =1, entdo a = b (mod m).
9. Sea=b (mod m;),i=1,2,...,r, entdo a = b (mod [my,my, ...,m,]).

Demonstracdo. Vejamos a demonstragdo de cada uma dessas propriedades:

De fato, m|(a — a) para todo a € Z.

Com efeito, se m|(a — b), entdo m|(b — a).

De fato, se m|(a —b) e m|(b— ¢), entdo m|(a —b) + (b —c). Dai, m|(a — ),
donde concluimos que a = ¢ (mod m).

De fato, se m|(a — b) e m|(c —d), entdo m|(a—b)+ (c—d) = (a+¢) —
(b+d), o que mostra que a+ ¢ = b+d (mod m).

Basta notar que ac — bd = a(c —d) +d(a — b). Portanto, m|(ac — bd). Dali,
ac = bd (mod m).

n "

Com efeito, utilizando a propriedade 5 "n"vezes, temos:

a.a-a.a--.@z@.b-b.b.--é(modm)’
n fa‘t;res nf a‘trores

o que mostra que a”" = b" (mod m).

De fato, se a+c¢ = b+ ¢ (mod m), entdo m|(a+c)— (b+c) = (a—b), 0
que mostra que a = b (mod m).
Por outro lado, sendo a = b (mod m), temos que ¢ = ¢ (mod m) e, da pro-

priedade 4, temos que a + ¢ = b+ ¢ (mod m), como querfamos demonstrar.

Com efeito, se ac = bc (mod m), entdo m|(ac — bc) = c(a— b). No entanto,
sendo m e ¢ primos entre si, temos que m|(a — b), 0 que mostra que a = b
(mod m).

Com efeito, como a = b (mod m;),i = 1,2,...,r, entdo m;|(a — b), para
todo i. Sendo assim, (@ —b) é um multiplo de cada m;, donde segue que

[my,my,...,m;]|(a —b), como queriamos demonstrar.

Exemplo 22. Qual é o resto da divisdo de 50%° + 353 por 3?
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Solucao 11. Utilizando as propriedades das congruéncias estudadas, tal

cdlculo serd bastante simples. Para isso, notemos que 50 = —1 (mod 3).
Portanto, 50°° = (—1)?° = 1 (mod 3). Temos também que 35 = —1 (mod 3)
e, portanto, 35%° = (—1)*> = —1 (mod 3). Mas, como 0 =3 (mod 3),

utilizando a propriedade 4, teremos 35% 4+0 = —1+ 3 (mod 3), resultando,
portanto, a partir dai, que 3535 =2 (mod 3). Mais uma vez, utilizando a
propriedade 4, temos que S0 +35¥ =1+4+2=0 (mod 3), mostrando que
o resto da divisdo de 50%° +35% por 3 ¢ 0.

Proposicao 9. Sejam a,b € Z e n € N. Temos que (a —b)|(a" —D").

Demonstracdo. De fato, em particular, sendo m = a — b, temos a = b
(mod m), pois € claro que a — bla — b. Da propriedade 6, temos a" = b"

(mod m), o que prova a proposicao. o
Proposicao 10. Sejam a,b € Z e n € N. Entdo, (a —|—b)|(a2”+1 +b2n+1)_

Demonstracdo. Com efeito, considerando em particular m = a + b, temos

a = —b (mod m). Como, para todo n € N, temos que 2n+ 1 é um niimero
I+l = _p2+1 (mod m), o que prova a proposicio.

]

impar, € f4cil ver que a

Proposi¢do 11. Sejam a,b € 7 e n € N. Entdo, temos que (a+ b)|(a*" —
b2n>.

Demonstracdo. Mais uma vez, considerando m = a + b, verificando que
a = —b (mod m) e que, para todo n € N, o nimero 2n é par, facilmente

observa-se que a>" = b*" (mod m), como querfamos demonstrar. [

Exemplo 23. Mostrar que, para todo n € N, 111021 4+ 1).

Solucfio 12. De fato, pela propriedade 6, 11 = (10+1) (1021 - 12+1) =

10271 4 1, como queriamos demonstrar.

Definicao 8. Um inteiro a é dito inversivel modulo m se existir um outro

inteiro d' tal que
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a-d = 1(mod m)

Por exemplo, 2 e 4 sdo inversiveis médulo 7, pois 2-4 = 8- =1 (mod 7).
Proposicao 12. Se um inteiro a é inversivel médulo m, entdo (a,m) = 1.

Demonstragdo. De fato, como por hipdtese a € inversivel médulo m, temos

que:
a-d =1 (modm)=ad =mk+1=ad —mk=1

dai, pelo teorema de Bezout, temos que (a,m) = 1. O

7.1.8 Teorema de Euler e Fermat

Definicao 9. Seja m € N*. Seja m = p‘f‘1 ~p§‘2 “ oo pIn a decomposicdo de

m em fatores. Definimos:

o(m)=p = - p3 I (pr = D) (p2— 1)+ (P — 1).
onde
¢ :N*"— N,
é chamada de funcdo phi de Euler .

Exemplo 24. Calcular ¢(20).

Solugdo 13. Como 20 =225, entdo ¢(2%-5)=2>"1.51"12-1)(5—-1) =
8.

Exemplo 25. Encontrar ¢(36).

Solucdo 14. Ora, ¢(36) = @(22-3?) =2>"1.32"12-1)(3—1) = 12.
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Note que se se p é primo, entdo @(p) = p — 1. De fato, pela defini¢do
vista, @(p) = p'~!-(p—1) = p— 1. Por exemplo, ¢(23) =23 — 1 =22.

Teorema 7 (Teorema de Euler). Sejam m,a € N comm > 1e (a,m)= 1.

Entdo,
a®"™ =1 (mod m)

A demonstragdo desse teorema nao serd realizada nesse artigo, mas

sugerimos aos leitores que a pesquisem.

Exemplo 26. Qual é o resto da divisdo de 5% por 33?

Soluciio 15. Ora, como (5,33) =1, e 9(33) =3°-11°(3—1)(11—1) =20,
pelo Teorema de Euler, 5°° = 1 (mod 33). Dai, 5" = 5%0+1 = (520)3.5 =

1-5=5 (mod 33), o que mostra que o resto dessa divisdo é 5.

Uma consequéncia desse Teorema serd vista a seguir.

Teorema 8 (Teorema de Fermat). Seja p um niimero primo e a € Z com

(a,p) = 1. Entdo:
aP = a (mod p)

Demonstra¢do. Como p é primo, ¢(p) = p — 1 e, mais ainda, como p1{a,
pelo Teorema de Euler, teremos:

a®P) =1 (mod p) = a?~' =1 (mod p).

Como a = a (mod p), utilizando as propriedades das congruéncias, temos:

a’~ ' a=1-a(mod p) = a’ = a (mod p)
0

Observagdo: Sendo p primo, a € Z com (a, p) = 1, concluimos, na demons-

tracdo anterior, que
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a’~! =1 (mod p)
Esse resultado € conhecido como Pequeno Teorema de Fermat.
Exemplo 27. Quais sdo os dois iiltimos algarismos do niimero 3121 ?

Soluciio 16. E claro que para descobrirmos esses dois algarismos, pre-

3121

cisamos dividir por 100. Como (3,100) = 1, uma boa estratégia é

utilizarmos o Teorema de Euler. Com um simples cdlculo, descobrimos que
©(100) = 40 e, portanto, 3*° = 1 (mod 100). Dai:

3121 = 340-3+1 = (340)3. 3 = 3 (mod 100)

Porém, fazendo os devidos célculos, também poderiamos descobrir

que o menor inteiro # tal que 3" = 1 (mod 100) é n = 20, ou seja, 320 =

1 (mod 100) (fica a cargo de leitor fazer tal verificagdo). Dizemos, nesse
caso, que 20 é a ordem de 3 com rela¢@o a 100. Em notag@o, ordjgo(3) = 20.

De maneira geral, temos:

Definicdo 10. Sejam a,m € N*, com m > 1 e (a,m) = 1. Definimos como

a ordem de a com relagdo a m como sendo o niimero natural tal que:
ordy,(a) = min{i € N*;a' = 1 (mod m)}
Proposicio 13. Se k =ord,(a), entdo k|@(m).
Demonstragdo. De fato, pela divisdo euclidiana, podemos escrever:
o(m) =kq+r,com0<r<k.
dai, supondo, por absurdo, que r # 0, teremos:

1 =a®m =gkt = (d%)1-a" = a" (mod m)

mas isso é um absurdo, pois supomos 0 < r < k e k € o menor expoente nao

nulo i tal que a' = 1 (mod m). O]

Exemplo 28. Mostre que 18/5'0% 45,
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Solucio 17. Inicialmente, notemos que (5,8) = 1. Dai, podemos utilizar
o Teorema de Euler. Temos entio que ¢(18) = @(2)-@(3?) =1-6=6.
Portanto, 5° = 1 (mod 18). No entanto, como 1000 = 6- 166+ 4, segue que
51000 = (5166Y6. 5% = 1.625 = 13 (mod 18). Portanto, 5'%° +5=13+45=

0 (mod 18), como queriamos mostrar.
Exemplo 29. Qual é o resto da divisdo de 4'1° por 23?

Soluciio 18. Note que (4,23) = 1. Como 23 é primo, pelo Pequeno Teorema

de Fermat, temos
481 =422 = | (mod 23) = (42)5 = 15 (mod 23) = 4110 =1 (mod 23).

Portanto, o resto divisao de 419 por23¢é 1.

7.2 Consideracoes finais

Este artigo, acreditamos, contribui com o estudo, conhecimento e apro-
fundamento de tépicos bdsicos da Teoria dos Nimeros. A linguagem
utilizada € bastante acessivel, inclusive para alunos do ensino bésico. E
importante destacar que esse trabalho foi fundamentado na dissertagcdo de
Josemar Claudino Barbosa, sob a orientagdo da Dra. Bérbara Costa da
Silva, cujo titulo é "Teoria dos Niimeros no Ensino Bdsico: Um estudo de
caso no 2° ano do Ensino Médio". Sera possivel acessa-lo nas referéncias

bibliograficas desse artigo.
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