PARTE 3: CASCAS

1. GENERALIDADES

Cascas sao pegas estruturais em que uma dimensao, a espessura e, ¢ muito
menor que as outras duas, ndo sdo necessariamente planas, e os carregamentos
podem ser tanto tangenciais como normais & superficie da casca. E, generica-
mente, o caso de objetos como os painéis de fechamento de fuselagens de aero-
naves e espagonaves, veiculos terrestres e navais, tubulacoes e vasos de pressao,
silos, cupulas etc.

2. CASCAS DE REVOLUCAO COM CARGA AXISSIMETRICA

Consideram-se, neste texto, apenas as cascas geradas por revolugcao de uma
curva em torno de um eixo de rotacao, conforme Fig. 3.1. Nesses casos, 0s raios
de curvatura, normais a superficie em cada ponto da casca, e os respectivos cen-
tros de curvatura, situam-se no plano que contém esse ponto e o eixo de rotagao.
As curvas geradoras da superficie sio denominadas meridianos, € os circulos
descritos por um ponto A da curva rodando em torno do eixo sdo denominados
paralelos, tal como no caso do planeta Terra. As longitudes sdo dadas por um
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angulo 6, medido a partir de uma linha de referéncia, arbitrariamente escolhi-
da (como o meridiano de Greenwich na Terra), até¢ o meridiano considerado,
conforme Fig. 3.2, uma se¢@o da casca normal ao eixo de rotacgdo. Ja a latitude,
a posicao do paralelo em questdo, ¢ dada por um angulo ¢, conforme Fig. 3.3,
uma secao da casca contendo um meridiano e o eixo de rotag@o, na qual também
¢ definido o raio de curvatura do meridiano naquele ponto, r;. Note-se nessa
Figura que o raio de curvatura do paralelo em um ponto, r, , esta relacionado
com o raio do circulo normal ao eixo de revolucao nesse ponto nesse paralelo,
Iy, POT Iy = I, sem ¢.

Pequenas variagdes desses angulos, df e d¢, definem um elemento de casca,
curvo nas 2 dire¢des no caso geral, de area dS, com vértices A A> A, conforme
Fig. 3.4.

Eixo de
Revolugdo

Paralclos

Referéncia
Arbitraria

Figura 3.2: Posi¢do dos meridianos
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i

Figura 3.3: Posi¢ao dos paralelos

2.1 Teoria de Membrana

2.1.1 Teoria

Para determinados carregamentos (simétricos em relagao ao eixo de rotagdo) e
condigdes de contorno bastante comuns na pratica, pode-se considerar que apenas
forgas normais atuam na casca, sem flexdo. E a chamada Teoria de Membrana.

Nesta hipotese, no elemento de casca da Fig. 3.4 atuam apenas as forcas
Ny, na direg¢do dos paralelos, e Ny, na dire¢do dos meridianos. Essas for¢as tém
unidades N/m. Além disso, tem-se o carregamento, que nao necessariamente ¢
normal ao elemento, que seria o caso de uma pressao, em N/m?.

No

JV.‘; A

Figura 3.4: Elemento de casca
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O comprimento dos segmentos de curvas do perimetro do elemento de
casca da Fig. 3.4 ¢ ilustrado nas Figs. 3.2 e 3.3, e dados por

A =r,de 3.1)

AA" = 1r,do (3.2)

Com esses comprimentos € possivel calcular a area do elemento r,r, dfdg,
e as resultantes das for¢as, na dire¢do dos paralelos

Ngridep (3.3)
e na dire¢ao dos meridianos,

Ngrod6 = Ny, sen ¢d9(N) (3.4)

A seguir, determina-se o equilibrio de forcas na direcdo normal ao ele-
mento, em que atua a resultante normal do carregamento pyTo7r1d0dg (N),
considerando-se que para angulos pequenos o seno ¢ aproximadamente igual
ao proprio angulo em radianos,

Nerado Nerado

Nerzdgp

Figura 3.5: Decomposi¢@o de forcas na dire¢do normal a casca

sen ¢do
2

= ONy1rod0de + Nory dOdpsend — pyror1dfdep = 0

d
2Ny1od6 sen 7¢ + 2Ngrd¢ sen — pnTor dOdo

(3.5)
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e, dividindo-se por r,r, dfd¢, chega-se a

T + ™ = DN (3.6)

Nesta equagdo, t€ém-se 2 incdgnitas. A outra equacao necessaria, pode ser
obtida de varias maneiras. A mais simples ¢ considerar um corte na casca con-
tendo o paralelo em analise, e determinar o equilibrio entre a resultante R do car-
regamento sobre a parte da casca de um lado do paralelo, na direcao do eixo de
rota¢do, ¢ as for¢as N, ao longo da circunferéncia de comprimento 27r, as quais
tém a inclinacdo ¢ com relagdo ao eixo de rotacao, conforme Fig. 3.5. Obtém-se

2nrgNy cos (g - ¢) —R=0 ou

R nrgp pry  pry

N = = = T ——
¢ 2nrysen¢g 2mrgsen¢  2sen ¢ 2 (37)

Tendo-se as for¢as por unidade de comprimento, basta dividi-las pela
espessura da casca e para serem obtidas as tensdes normais atuantes nas
duas direcoes.
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Figura 3.6: Obtengdo da for¢a na direcdo dos meridianos
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3. EXEMPLOS

3.1 Balao esférico

Considera-se um baldo esférico sob pressao interna de gas p, de raio r e
espessura e.

Os raios de curvatura sdo iguais
Tl = TZ =r

e, da Eq. 3.6, e levando em conta que N, = N,, por simetria,

pr
Ny = Ng = —
¢ =No ==

As tensdes normais principais atuantes valem

O'¢ = 0g = z
3.2 Casca cilindrica (fuselagem de aeronave ou tubulagao, pressurizada)

Considera-se uma casca cilindrica, fechada nas extremidades, de raio r e
espessura e sob pressao interna p.

Neste caso, como a curva geradora da casca ¢ uma reta paralela ao eixo de
revolugdo, o raio de curvatura do meridiano r, € infinito (curvatura nula) € o raio
de curvatura do paralelo r,=r.

A resultante de pressao sobre as extremidades, conforme Eq. 3.7, ¢

R = pnr
que dividida pelo perimetro 2mr resulta a for¢a por unidade de comprimento

Ny = % (N/m)

114



Parte 3: cascas

paralela ao eixo do cilindro. Da Eq. 3.6, obtém-se

Ng = pr

As tensOes normais principais atuantes valem

T
0'9:20'¢ :p?

3.3 Casca conica

Considera-se uma casca em forma de cone de raio na base a, altura b e
espessura e, sob pressao interna de gas p, gerado pela revolucao de uma reta em
torno do eixo y. A tangente da geratriz em relacdo ao eixo y € ¢ = arctg (g) Os
resultados sao:

X N pry N
1y = 0O Ty = — = — = N7
1 2 seng ¢ > 6 =P
AY
a
b-y
b
?'2 Yy
A -,-“ = =
" a 1 a v
A A A

Figura 3.7: Casca conica
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3.4 Paraboloide

Considera-se um paraboloide de revolugdo em torno do eixo y, de raio na
base a, altura b e espessura e, sob pressao interna de gas p.

x? ) 2bx ., 2b
y=b 1—; y = —-—— y'=——

JOFOPE

n=—-—— T

y

+ a . a -
L) L L

Figura 3.8: Paraboloide de revolugao

3.5 Dirigivel eliptico ou extremidade de vaso de pressao cilindrico

Considera-se uma casca em forma de um elipsoide de revolugdo de raio
maior a, raio menor b e espessura e, sob pressao interna de gas p.

Uma aplicagdo seria um dirigivel sob pressao do gas interno. Outra, bas-
tante comum, ¢ usar a metade de um elipsoide de revolugdo como extremidades
de um vaso de pressao cilindrico, como as extremidades de uma fuselagem de
aeronave.

Os raios de curvatura principais dessa casca, em fun¢do do angulo ¢,
indicado na Figura 3.6, conforme a Geometria Diferencial, valem
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VI1+()2P |x|

rH=——- Ty, =
n
y

a

Figura 3.9: Raios de curvatura de elipsoide de revolugao

Dados os raios de curvatura, ¢ possivel obter as for¢as N, ¢ N, pelas Equa-
¢oes 3.6 e 3.7.

Uma analise mais expedita ¢ feita para um paralelo de raio »,. A resultante
mencionada na Eq. 3.7 vale R = npr¢, levando a

bro P12

N, = =
¢ 2seng 2

Substituindo esse valor na Eq. 3.6, encontra-se

T2 ri
Ng =sz—r—1N¢ =P\ 75,
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a2

No topo da casca, r; =1, = - de forma que

2
Ny =Ny = —
=0T 2
b2
No equador da casca, r; = S en=a de forma que

pa a?
N¢=7eN9=pa l—m

Assim, N, é sempre positiva, enquanto N, fica negativa no equador se a*>2b°,

4. TEORIA FLEXIONAL PARA CASCAS CILINDRICAS

Em muitas aplica¢des praticas tém-se cascas cilindricas carregadas simetri-
camente em relagdo ao eixo. E, e.g., o caso de vasos de pressio cilindricos (como
fuselagens de aeronaves), tubulacdes (como raiser de petrdleo em instalagdes
off-shore) etc.

Considere-se o elemento de casca cilindrica de espessura e da Fig. 3.10, em
que o eixo longitudinal ¢ x, o eixo y € tangente a casca em um ponto € 0 €ixo z,
normal a esses eixos, tem a dire¢ao do raio do cilindro. Como a curva geradora
da casca € uma reta paralela ao eixo, o raio de curvatura do meridiano | € infi-
nito (curvatura nula) e o raio de curvatura do paralelo 7, = a.

Figura 3.10: Elemento de casca cilindrica
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Por razdes de simetria, ndo ha forgas tangenciais Ny, = Ny, s6 havendo
forcas tangenciais Q. Ainda por simetria, ndo ha momentos de tor¢do M,, = M,,,
e o momento fletor M,, tem que ser constante ao longo da circunferéncia. Das 6
equagdes de equilibrio em 3D, restam apenas 3:

dN,
ZFx 0 = —Ladxdo (3.8)

d
Z E =0 dex adxd6 + Nydxd6 + pydxdd

M,
Z My = 0= =2 adxdo - Q.adxdo

A primeira equacdo de (3.8) implica em que N, ¢ constante, e facilmente
determinavel na pratica, ndo afetando o célculo dos momentos, podendo ser con-
siderada nula nas derivacdes que se seguem. Restam

do, 1
dx TalNe =Py (3.9)
dM,

dx - Qx =0

duas equagoes e trés incognitas. Para solugdo, considera-se os deslocamentos no
sentido longitudinal u e o no sentido radial w, segundo Fig. 3.11.

Figura 3.11: Deslocamento radial da casca
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As deformagdes nesses dois sentidos sao

du w
Ex = dx €&y = T a (3.10)

levando, por meio da Lei de Hooke, a

du w
= 'g (3.11)
Da segunda equagao de equilibrio

Etw (3.12)

Por simetria, nao ha variagdo na curvatura na direcao circunferencial. Ja a
. ~ . . , de . ~ .
curvatura na dire¢ao longitudinal ¢ == Lembrando as consideragdes feitas na
dedugido das expressdes dos momentos fletores em placas planas, chega-se a

My = vM, (3.13)

d*w Et3
My = —D — D= — M 3.14
0 iz onde 12(1 —v2) 3.19)

Retornando as equagdes de equilibrio (3.9), e supondo a espessura ¢ cons-
tante, obtém-se

d*w p Et 3(1 —v?)

4. _ N _ _
dx* T ABTw = D onde b= 4a2D  a?t?

(3.15)

A Eq. (3.15) ¢ a equacgdo diferencial que rege o problema. A solugdo geral
padrao para esse tipo de equacdo diferencial ¢ a soma da solugdo homogénea
com a particular:

w = eP*(C; cos B x + Cysenfx) + e P*(C3 cos B x + Cusenfx) + f(x) (3.16)

Na Eq. (3.16) as constantes saem das condigdes de contorno geométricas nas
extremidades do cilindro.
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4.1 Exemplos

4.1.1 Casca cilindrica

Verificar que a solu¢do do exemplo 3.2. atende a Eq. 3.15.

4.1.2 Momento e forca cortante distribuidos na borda de uma casca
cilindrica

Considera-se a Fig. 3.12, representando um carregamento composto de
momento fletor por unidade de comprimento M (Nm/m) e for¢a cortante por
unidade de comprimento O, (N/m) uniformemente distribuidos no perimetro
da extremidade de uma casca cilindrica longa, ndo pressurizada interiormente
(py = 0), implicando que ndo ha solugdo particular f(x) na Eq. (3.16).

IQL
(\ M,
()
C; AJJJ
Y
o,

Figura 3.12: Casca cilindrica com momentos e forgas por unidade na borda

Como fisicamente em cascas finas 0 momento fletor deve diminuir rapida-
mente com a varidvel x, € necessario que C, = C, = 0, restando

w = e B*(C5 cos B x + Cysenfx)

No contorno

d?w
(Mg)y=o = =D axZ = M,
x=0

dM, d3w
(Q Jx=0 = ( ™ ) =-D (E) =Qo
x=0 =0
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resultando
1 M,
C3:_2ﬁ—3D(Q°+M°) C4:2,3—ZD
e
e Px
w = 25°D [BM,(senBx — cos B x) — Qg cos B x]

E simples verificar, plotando em uma planilha EXCEL, por exemplo, ou no
MATLAB, que o valor maximo ¢ obtido na borda carregada x = 0 e vai dimi-
nuindo rapidamente ao longo desse eixo.

5. ELEMENTOS FINITOS PARA CASCAS DE REVOLUCAO

Muitos problemas tridimensionais no campo da engenharia apresentam
simetria ao redor de um eixo de rotagdo, tanto em sua geometria como nas con-
di¢des de contorno e cargas aplicadas.

Esses problemas sdo conhecidos como axissimétricos. Eles podem ser ana-
lisados de maneira mais simples como um caso bidimensional no plano 7z, em
que r ¢ o raio e z a coordenada longitudinal. Os resultados sao equivalentes a res-
posta global do sélido de revolugdo. A Figura 3.13 mostra um solido de revolugao
sujeito a cargas distribuidas simétricas com respeito ao eixo vertical Z indicando
a simplificagdo realizada para analise pelo MEF como um caso bidimensional.

Ll

[

z(+)

r(+)

Figura 3.13: Estrutura genérica com simetria axial
Fonte: Guallichico S. F. R., & Macas V. X. O. (2010).
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Vantagens:

» malhas de elementos finitos mais simples.
* redugdo significativa do numero de graus de liberdade.
* diminuicao substancial do tempo de resolugdo do sistema de equagdes.

* maior facilidade de interpretagdo de resultados.

5.1 Mecanica de solidos axissimétricos

5.1.1 Deslocamentos e deformacées

Em um sélido que cumpre com as condi¢des para ser modelado como um
solido de revolugdo, o movimento de um ponto qualquer localizado na sec¢do
carateristica de revolucao pode ser perfeitamente definido pelas componentes de
deslocamento radial u e axial w, como mostra a Figura 3.14.

{u} = {u(r’ Z)} (3.17)

w(r, z)

O vetor das deformagdes de um ponto, neste caso, tem as seguintes componentes:

¢,: deformacao radial.
&, deformacao axial.

&y. deformagao circunferencial.

Pl S

V... deformacgao tangencial.

Figura 3.14: Elemento diferencial circunferencial
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Analisando a Figura 3.14 pode-se ver que a deformagao radial tem a forma:

1 +(’)ud _Ou
sr—dr u p r—u =5 (3.18)

De maneira semelhante, a deformagdo axial ¢ dada pela relagao

1 awd _ 0w
SZ_E W+E zZ— W _E (319)

Por outro lado, a deformagao circunferencial esta estreitamente relacionada
com a deformacao radial, expressando-se da forma:

_(r+u)d0—rd9_r

_ 3.20
rdf u ( )

€o

De acordo com estas 3 equagdes, pode-se escrever o vetor de deformagdes:

( OJu )
ar
&r u (3.21)
{e} = e, (= X aw >
Yrz 0z
Ju N ow
\dz Or/
ou
{e} = [L1{u} (3.22)

Para este caso, a matriz de operadores diferenciais [L] teria a forma:

5 .
ar
! (3.23)
L =|" '
0 3
a 0
Lldz Or
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5.1.2 Tensoes

As tensdes nao nulas, correspondentes as deformagdes nao nulas, sdo mos-
tradas em um elemento diferencial sujeito ao estado de tensdes mostrado na
Figura 3.15.

~

Figura 3.15: Tensdes atuando sobre um elemento diferencial de um sdlido de revolucdo

Entdo o vetor do campo de tensdes tem a forma:

3.24
(@1 =1 o 029

onde o,, g,, 0y, T,, SA0, respectivamente, as tensoes radial, axial, circunferencial
e tangencial.

5.1.3 Equacéo constitutiva

Considerando um material isotropico e homogéneo, cujo comportamento
se encontra na regiao linear (lei de Hooke), a equacao constitutiva tem a forma:

{0} = [D]{e} (3.25)
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Em consequéncia, tem-se:

o, 1-v Y Y 0 €,
o E 9 1-v 9 0
ol = 9 9 1-v 0 K2V 32
0z 1+v)1-2v) 1—=2v &z )
TTZ 0 0 0 VT’Z
2
onde [D], a matriz de propriedades do material para o caso bidimensional é:
1-v v v 0
E 9 1-v v 0
[D] = 9 9 1-v 0 (3.27)
1+v)(1-2v) 1—=2v
0 0 0 >

5.2 Discretizacao por elementos finitos

Supdem-se, agora, que o dominio do sélido foi discretizado em elementos
pequenos, porém finitos. O vetor de deslocamentos nodais para um elemento
bidimensional de M nos ¢ dado pela equagao

)

4] = ) 429

Um
[WM

Adota-se uma matriz de funcdes de forma para este elemento, ordenadas

na forma:
L (A I B |

permitindo chegar a um campo de deslocamentos aproximado da forma:

M
u(r,z) = Z N; (r, 2)y; (330)
i=1 ‘

M
w(r,z) = N; (r, z)w;
2
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ou, em forma matricial:

i) =0

251
Wl]

A Y N e A

Uy
WM]

(3.31)

Do produto da matriz de operadores diferenciais pela matriz de funcdes de
forma, resulta a matriz gradiente de deformacao [B]

- a 0 -
or
1 (3.32)
_ _|r Ny O ]
m=mm=|" o[y vl [0 w0 N,
0 —
0z
a d
L0z Or
que também pode ser expressa na forma:
(TONy [ON, 1 [ONy I
—_ — 0 — 0
Jar Jar or (333)
N N. N, :
RN N Sl R
[B] = 4 N, . aN, . Ny
0z 0z 0z
dN; ONy{| |ON, ON, dNy 0Ny
\Lgz ord Loz or/ L9z or V
permitindo a aproximacao para as deformacoes:
e=LU=LNU® =BU® (3.34)
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(TON; 1 [ON, ] [ON,, T
> Olla o )
N. N N w
2 o= o ML w1 | 335
=1 r LT Y
o M| oM o N[
0z 0z 0z [uM
aN]_ aN]_ aNZ aNz aNM aNM WM J
\Lgz ord Loz or L 0z or V

Da aproximagao do campo de deformacdes resulta a aproximacao do campo
de tensoes:

{o} = [D][B][U“] (3.36)

A seguir, pela aplicagdo de um principio fisico, como o do minimo da
Energia Potencial Total ou dos Trabalhos Virtuais, ou uma técnica matematica
de minimizagao de residuos, como a de Galerkin, chega-se a matriz de rigidez
do elemento.

Essa matriz contém a resposta interna do sistema que equilibra as solicitacdes
externas. Sendo assim, a matriz de um elemento genérico ¢ dada pela expressao:

[k(e)]—J [B]"[D][B] dV© M, = Ddzw
V@ o dx? (3.37)
e D = Et3
onae T =120 —v?)
com
AV = 2rdrdamy = - 2
= 2nrdrdzMg = T2
de D= Et3
onae ¥ =10 —v?)
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Assim, a matriz de rigidez do elemento tera a forma:

d2
[k(e)] = 27'[J [B]T[D][B] T'dT'dZM@ = —Dd—vzv
o x (3.38)
de D= Et3
ot T ERa -

A integragdo explicita desta ultima expressao nao ¢ recomendada devido a
sua complexidade. Geralmente, ¢ utilizada a técnica de integragdo numérica de
Gauss, a qual se efetua em pontos especificamente determinados para o elemento
finito em questdo. Uma outra forma de fazer este calculo de forma aproximada ¢
avaliar a matriz [B] no centroide do elemento com o qual as matrizes da integral
se transformam em constantes e a matriz de rigidez aproximada ¢ expressa por:

[k(©] = 2rrA[B]"[D][B] (339)

onde 2mrA é o volume do elemento axissimétrico.

A matriz do elemento ¢ quadrada e simétrica, de dimensdes nxn, em que n
¢ o produto dos graus de liberdade por né do elemento pelo numero de nos M.

No caso dinamico, as matrizes de massa dos elementos podem ser obtidas a
partir do vetor de velocidades aproximadas obtidas pela derivagdo no tempo do
vetor de deslocamentos aproximado.

No passo seguinte, ¢ feito o chamado “espalhamento” em que os coeficien-
tes das matrizes dos elementos sdo adicionados as matrizes de rigidez e massa
globais da estrutura nas posi¢des dadas pela conectividade previamente definida
no modelo.

Ao final, a solucdo das equacdes de equilibrio global fornece os desloca-
mentos nodais dos quais se podem determinar os deslocamentos, deformagoes ¢
tensdes no interior dos elementos.
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