PARTE 2: PLACAS

1. GENERALIDADES

Placas sdo pecgas estruturais em que uma dimensao, a espessura e, ¢ muito
menor que as outras duas, sdo planas, e os carregamentos sao supostamente per-
pendiculares a esse plano, gerando flexdo e cisalhamento. E o caso, por exemplo,
dos painéis de fechamento de asas de aeronaves, em que pequenas curvaturas
permitem a aproximag¢do por um plano e o carregamento predominante sao as
forcas de sustentacdao sempre normais a superficie da peca. Na Engenharia Civil
tém-se as lajes de concreto armado e protendido.

1.1 Derivando a Equacao de Sophie-Germain e Lagrange

Considere-se a placa da Fig. 2.1, de espessura muito fina 4, contida no plano
horizontal x-y. Supde-se que seja retangular, com comprimento a na dire¢ao do
eixo x e largura b na dire¢do do eixo y. Um carregamento transversal a seu plano
(na diregdo vertical) p = p (x, y) provoca deslocamentos transversais (verticais) de
seus pontos, dados por w = w (x, y), conforme Fig. 2.2. Dentro das hipoteses de
placas finas de Kirchoff-Love, e adotando-se material elastico linear isotropico e
homogéneo, o problema ¢ regido pela Equagdo de Sophie-Germain e Lagrange:
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2.1)
p (
Viw = =
Y D
onde o operador nabla quatro ¢
5 5 " (2.2)
Vt=—+ +
ox* ox20y? = oy*
em que
Ee3 23)

b= 12(1 —v2)

¢ a rigidez flexional da placa. Sua deducdo ¢ apresentada a seguir.

p=p(x,y) N/m2

z

\>w=w( x,y)

Figura 2.2
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1.2 Cinematica

Considere-se, primeiro, um elemento dessa placa de comprimento dx e lar-
gura unitaria. Adotando-se a hipotese de que as segoes permanecem planas apos
a flexdo, conforme Fig. 2.3, tem-se que a deformacao de uma fibra distante z do
plano neutro é

__ e
Rx
e/2 X
e/? z ] ;
i \
L L
Figura 2.3
B 11’ _z
& = dx R_x = KxZ (2.4)
em que
(2.5)
_ 1 _ 0w
Hx = R,  0x?

¢ a curvatura em x, o inverso do correspondente raio de curvatura. Considere-se,
agora, um elemento dessa placa de comprimento dy e largura unitaria. Adotan-
do-se a hipotese de que as secdes permanecem planas apos a flexao, conforme
Fig. 2.4, tem-se que a deformag¢do de uma fibra distante z do plano neutro ¢
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cec

Ry
e/2 1 y
e/2 21\2’
T \
d
Figura 2.4
22z
2 _z_ 2.6)
y dy Ry y
em que
1 9w @2.7)
Ky R, 82

¢ a curvatura em y, o inverso do correspondente raio de curvatura.

1.3 Lei de Hooke

Adota-se material elastico linear isotrépico e homogéneo, com mddulo de
elasticidade E e coeficiente de Poisson v. Assim, as tensoes normais nas duas
dire¢des do plano sdao

E E 02w 0w

Oy = 12 (sx + vsy) = — T2\ 322 +v ayz z (2.8)
E E [d*w 9w

g, = 12 (sy + vex) = — 1=v2(3y2 +v 32 A (2.9)
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que atuam como indicado nas Figuras 2.5 e 2.6.
dx

1
X
e/2
— g %
e/2 ¥y —';:—"
Figura 2.5
1
dy
I
e/2
- LA IASL NG LIS LAS ALY

/.

Figura 2.6
A integragdo dessas tensdes fornece os momentos fletores por unidade de

comprimento dados por
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e/2

d2%w 2%w
M, = jaxzdz=—D W+V6—y2
—e/2
e/2
0w 02w
My: fO'yZdZ:—D a—yz-}'VW
—e/2
e/2
Do f 2, — Ee3
1-v2 | 2T 1a -9
—e/2

(2.10)

@2.11)

(2.12)

Tensdes tangenciais (de cisalhamento) também atuam nas faces do elemento
de placa de comprimentos unitarios nas duas dire¢des representado na Fig. 2.7,

resultando forgas cortantes por unidade de comprimento.

1

J) 3 1:""‘ T=

{dz

Ty=

Figura 2.7

e/2

Qx = JszdZ

—-e/2
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e/2
Q, = f 7,,dz
—e/2
e momentos de tor¢ao
e/2
) a%w
M,, = — Tyyzdz = —D(l -V )axay
—e/2
e/2
) 0’w
M,, = / Tyyzdz = D(l -V )axay
—e/2

1.4 Equilibrio

Parte 2: placas

(2.14)

(2.15)

(2.16)

Escreve-se, agora, o equilibrio de for¢as na vertical de um elemento de placa
de comprimentos dx e dy no plano, conforme indicado na Fig. 2.8, resultando

0 0
0x 00y _
dx 0y

dx

l QJ(+_€.3,Q,r dx

o+ %g,.dy

Figura 2.8
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Figura 2.9

Analisando a Fig. 2.9, escreve-se o equilibrio de momentos em torno dos
eixos x e y, desprezando-se termos de ordem superior, na forma

_ My My,

= 2.18

Qy dy 0x (2.18)
oM oM

_ oMy oMy 2.19)
Cx ax T dy

que substituidas na equacao de equilibrio de for¢as cortantes resulta, finalmente,

2 2 2
0x? oxdy  0y?

Agora, basta substituir as expressdes dos momentos fletores e de tor¢ao,
escritas em funcdo do deslocamento transversal w para chegar a ja apresentada
Equacao de Sophie-Germain e Lagrange

Viw = (2.21)

P
D
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1.5 Solucao

Se for determinada a fungdo w = w (%, y), pode-se, em principio, deter-
minar os esfor¢os solicitantes na placa. Os momentos fletores, por unidade de
comprimento, ja apresentados, sdo

_ 9%w 9’w
M, = =D ayZ TV oxz (2.22)

9’w 9w
Mx =-D W + Va—yz (223)

Os momentos de tor¢do, por unidade de comprimento, sao
2
M,, = —-D(1 — .
oy =-DA-V 5o (2.24)
_ 9°w

My, =D(1—-v) x3y (2.25)

e as forgas cortantes, também por unidade de comprimento, ja apresentadas, sdo

oM, JM.
_ Yy Xy
Q=52+ (2.26)
oM, M,

Trata-se de uma equagao diferencial parcial de quarta ordem cuja solucao
depende das condigdes de contorno nos lados da placa. No geral:

1. simplesmente apoiada, em que o deslocamento vertical e a derivada se-
gunda, relacionada com o momento fletor, s3o nulos;

2. engastada, em que o deslocamento vertical e a derivada primeira, relacio-
nada com a tangente a superficie deformada, sdo nulos;

3. livre, em que o deslocamento ¢ livre e os momentos fletores sdo nulos.
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Na prética, solugdes fechadas sdo muito dificeis de se obter. Com a dis-
ponibilidade atual de métodos computacionais, esses sdo preferiveis para fins
profissionais e serdo detalhados na sequéncia deste capitulo. Existem na litera-
tura técnica, entretanto, solu¢des obtidas por séries trigonométricas infinitas,
uma vez que fungdes harmonicas sdo trataveis quando aplicadas a Equagdo de
Sophie-Germain e Lagrange e a condi¢des de contorno usuais. Tabelas geradas
por essas solugdes podem ser encontradas em, por exemplo, Timoshenko.

2. DINAMICA EM PLACAS

2.1 Carregamento genérico

No caso de uma andlise dinamica, tanto o carregamento como os des-
locamentos resultantes sdao fungdes também do tempo, isto &, p =p (x, J, t) e
w=w (X, ), t). Além disso, de acordo com a segunda lei de Newton, surgem as
forgas de inércia, massa vezes aceleracao. Assim, a equagdo de Sophie-Germain
e Lagrange se escreve

1
Viw = D (p + pw) (2.28)

em que p ¢ a densidade do material (kg/m?), suposta constante, e

0w

== (2.29)

No caso de vibragdes livres amortecidas, o Uinico carregamento externo ¢ a
forga dissipativa. Se for suposta do tipo viscosa, proporcional a velocidade, tem-se

p=cw=c—_— (2.30)

em que ¢ ¢ uma constante de amortecimento viscoso, obtida experimentalmente
ou adotada por indica¢des de normas.

2.2 Vibragdes livres nao amortecidas

A equacdo do movimento para vibragdes livres ndo amortecidas de
placas finas ¢
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4 9w
DV W+pw=0 (2.31)

Neste caso de vibragoes livres, o vetor de deslocamentos, nos nés de coorde-
nadas x ¢ y de uma malha de pontos resultante de uma discretiza¢ao do continuo
no interior da placa, varia harmonicamente com o tempo, na forma

wx,y,0)} = (W(x,y)} cos wt (2.32)

onde w é uma frequéncia circular de vibragao (em radianos/segundo), ¢ {W(x,y)}
um vetor fun¢do apenas das coordenadas espaciais, também conhecido como
modo de vibragao, levando a equagao do movimento

(v*=2)wi=0 (2.33)
onde
2
1= % (2.34)

Temos, assim, um problema de autovalores e autovetores.

Solucdes fechadas, obtidas por séries trigonométricas, para as frequén-
cias de placas podem ser encontradas na publicagdo da NASA de autoria do
Prof. A. Leissa.

CONDICOES DE - p
CONTORNO FUNCAO DE DEFLEXAO N K
21X 2my a2 a\*
/ (cosT — 1) (cosT — 1> 2.25 12+ 8 (E) + 12 (E)
7 7
LLLLLLLL
3mx X 21 2 4
i (cosz— — cos 2—> (cosTy - 1) 1.50 3.85+5 (ﬁ) +8 (E)
a a b b
VIIIIIIIA (1 nx) 2my . 140 a2 a4
cos 2a cos b : 0.0468 + 0.340 (E) + 1.814 (E)
T777777
e a 2mx Ty a2 a*
A v o7 in—= z e
; ________ ; <cos A 1) sin Y 75 4+2 (b) +0.75 (b)
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4 # 2mx y T
y g — 1)z 50 a
1| ’ (COS a )b : 2.67 + 0.304 (b)
4 L 21X
5 ; cos——1 1.5 8
A “ a
_______ B 3mx X 3 b3 an2 a4
/ : (cosz—cos%> <cosz—by—cos%> 1.00 2.56 + 3.12 (3) +2.56(5)
oy rosea
! 3mx X b5 2 4
I (COS— - COS—> (1- cos—y) 227 | 0581+ 0.213 (5) +0.031 (5)
e 2a 2a 2b b b
7 X Ty GnE
(1 - cosz—) (1 - cosﬁ) 0.0514 0.0072 + 0.024 (_)
Vosrororad “ b
AT ﬂ 3mx X my N2 ant
/ ! tided nx ny a a
/. § <cos 5~ S 2a> sin— .50 1.28 +1.25 (b) +05 (b)
y ! 3mx nx\y a2
/] I _ =\ a
A | (COS g oS Za) 5 333 0.853 + 0.190 (b)
/] | 3
4 ‘ cosﬂ - cosE 1.00 2.56
g ! 2 2a
A= 2 ,
/ —cos )T sin™ 1134 a
/. (1= cos Za) 7sin 113 0.0156 + 0.0852 (b)
/] X\ Y a2
/] - — )= bl
7 I (1 cos Za) 5 0756 0.0104 +0.0190 ( b)
g X
y 1 cos - 2268 0.0313
/ a
TR e =3
[ | X L Ty an 2 ant
L | sin—sin— 25 0.25 + 0.50 (Z) +0.25 (Z)
: ' XN\ Y "
| | NS a
L | (sm - )b 1667 0.1667 + 0.0760 (b)
! ! X
| : sin— 50 0.50
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Por exemplo, para uma placa retangular simplesmente apoiada em todo seu
perimetro, calcula-se a rigidez flexional

D Ee3
= a9 (2.35)
e coeficientes K
K =025+05(;) +0.25(;) (2.36)

e N = 0.2, dados na Tabela para esta condicdo de contorno. A frequéncia
correspondente, dada em rad/s, ¢

w=2(%) \/ﬁ:}’\j @37

Uma solu¢ao numérica muito conveniente € obtida pela aplicacao do Método
das Diferengas Finitas, como se vera na se¢ao 4. desta Parte 2.

3. ESTABILIDADE: EQUACAO DE SAINT-VENANT

Considere-se, agora o caso de presen¢a de for¢as normais N, ¢ N,, e de
cisalhamento N,, e N,,, por unidade de comprimento, contidas no plano x y da
placa, conforme Fig. 2.10. Se forem de pequena intensidade, espera-se que nao
influenciem nos deslocamentos transversais w da placa. Caso contrario, isso
pode ocorrer, e levar, no limite, a instabilidade (lambagem). A proje¢ao dessas
forgas no plano x y da placa resultam as equacdes de equilibrio:

ON, ON,,

) + W =0 (2.38)
JdN, 0N

X4+ _p

dy 0x
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Essas equagdes sdo inteiramente independentes das 3 equacdes de equili-
brio deduzidas na secao 1.4 desta Parte 2.

{ dx
| b
N, w
dw
;RL, s w+ 73 dx
Aw -’ |
as
| \{T SN
| | £ )N+a—€-xdx
dw , Ow
o T o &
z V¥ | |
I |
| l \x
I I s
hY
| NVon 1\ |
NW A
N N+ aé‘]_v:t ax
dy e —
VJ\C,,-!- ggv.ty ax
y¥ ‘L ]\g ¢ yx adv

+ ON
2V, + I v dv

Figura 2.10

Agora considere-se a projecdo das for¢cas normais no plano x z na dire¢ao
z, a dire¢do transversal ao plano da placa, levando em conta, como mostrado na
Fig. 2.10, o deslocamento transversal w de seu plano neutro. Resulta

(2.39)

ONy Ny

oy " Tox
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ow ON, ow 0*w
—Nydy——dxdy + Ny +—— —dx o F gz x| dy (2.40)

Simplificando e desconsiderando termos de ordem superior, tem-se

02w ON, ow
N, Tz —dxdy +

—dx d

5% 9 X DY (2.41)

Da mesma forma, considere-se a projecao das for¢as normais no plano y z
na direc¢do z, levando a

0N, ow
—dxdy + —y—y dx dy (2.42)

Um raciocinio bem mais elaborado, aqui omitido, € necessario para obten-
c¢do da projecdo das forcas de cisalhamento na dire¢do do eixo z, levando a

0Ny ONyy, 0w
—dxdy + ————dxd 243
0x ady xdy + dy 0x i @43

A seguir, todas essas componentes de forgas na dire¢do z serdo somadas
as forcas nessas direcdes ja consideradas no equilibrio de forcas verticais deter-
minado na se¢do 1.4 desta Parte 2, levando a uma nova forma da Equagdo de
Sophie-Germain e Lagrange, primeiramente obtida por Saint-Venant, na forma:

. 1 2%w 2%w 2%w
Viw =—(p+ N, + N.

> 557 T Mgyt WMo g (2.44)

No caso particular de carregamento transversal p nulo, tem-se a formulagao
tedrica necessaria a determinagdo do carregamento que levaria a instabilidade
(flambagem) de uma placa fina.

Mais uma vez, na pratica, solu¢des fechadas sao muito dificeis de se obter.
Com a disponibilidade atual de métodos computacionais, esses sdo preferiveis
para fins profissionais. Existem na literatura técnica, entretanto, solugdes obtidas
por séries trigonométricas infinitas, uma vez que fun¢des harmonicas sao trata-
veis quando aplicadas a Equagao de Sophie-Germain e Lagrange e a condigdes
de contorno usuais. Tabelas geradas por essas solu¢des podem ser encontradas
em, por exemplo, Leissa.

99



Chapas, placas e cascas: na engenharia aeroespacial

4. METODO DAS DIFERENCAS FINITAS EM PLACAS

4.1 Generalidades

A finalidade dos métodos de discretizagao € reduzir um problema continuo
a um sistema com um numero finito de graus de liberdade. No geral, tem-se um
fendomeno fisico governado por uma equagdo diferencial, ou um sistema delas,
envolvendo uma ou mais fungdes. A solugdo dessas equacdes, a obtencdo da
expressao da fun¢do em forma fechada quase nunca € possivel, e uma boa apro-
ximagdo pode ser obtida de um numero limitado de pardmetros se o analista
tiver boa sensibilidade.

A aproximagdo basicamente envolve trocar um dominio continuo por uma
malha de pontos discretos no interior desse dominio. Em vez de se obter a funcao
continua nesse dominio, obtém-se aproximagdes para o valor que essa fungao
assume somente em cada um desses pontos isolados.

No caso em estudo, das placas, a equagao diferencial governante no domi-
nio da placa, ja vista, ¢ a de Sophie-Germain e Lagrange:

Pw = % (2.45)
onde o operador nabla quatro é
a* 9% a*
il TRy e R (2.46)

Além disso, ha que impor as condigdes de contorno nas faces da placa. Por
exemplo, se for um apoio simples, os momentos fletores sdo nulos e, portanto, a
derivada segunda ¢ zero nessa extremidade. Ja uma face engastada implica em
que a tangente a deformada ali € nula, ou seja, a derivada primeira ¢ zero.

No Me¢étodo das Diferencas Finitas, as diversas derivadas presentes nas
equagoes diferenciais no dominio e nas condi¢cdes de contorno, sdo aproxima-
das por expressoes de diferencas, em geral obtidas de séries de Taylor. O proce-
dimento foi primeiro aplicado a dominios bidimensionais, como neste caso, por
C. Runge, em 1908.

As expressdes necessarias para o propdsito deste capitulo sdo apresentadas
a seguir, para um ponto pertencente a uma linha j e uma coluna 4, de uma malha
retangular com espagamento /4, na dire¢do do eixo x € 4, na do y.
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(Z_W> _ Wjk+1 ;Wj,k—l (g_W> _ Wisik ~ Wj-1k (2.47)
X/ 2h, Y/ ik 2h,,

2

(6 W> _ Wiks1 — 2Wjg + Wik
2 - 2

0x ik h,

(a%;) _ W1k~ 2Wjék T Wi-1k (2.48)
ay jk h'y

atw Witz = AW T OW e — 4w 1+ Wik

A - (2.49)

Jik x
<64w> _ Wit = AW g+ 6W e — AWi_q e + Wigp (2.50)
4 - 4 '

ay ok hy

<_64W ) 1 ( 2 + 2
— W _1 — LW; W; — aWjj—

0x*9y?),, — pEnp T T T TR a5

+Awj e = 2w pq1 + Wi k1 — 2Wi gk + Wi ke1)

4.2 Exemplo basico

Considere-se uma placa simplesmente apoiada em todo perimetro, de planta
quadrada 2 x 2 m, espessura e = 2 cm, carregada de cima para baixo por carga
uniformemente distribuida p = 2 KPa, mddulo de elasticidade £ = 200 GPa e
coeficiente de Poisson v = 0,3.

Ee3

D=—-—
12(1 —v2)

= 146,52

101



Chapas, placas e cascas: na engenharia aeroespacial

Para comparacdo, sera calculado o deslocamento vertical maximo, no meio
da placa, para duas malhas, uma com 4, =h, = I meaoutra s, = h, = 0,5 m.

Para a malha mais grosseira, tem-se apenas um ponto no interior do do-
minio, e a aplicagdo da equagdo diferencial em sua forma de diferengas finitas
necessita que se considere pontos externos ao dominio.

Nas linhas do contorno apoiado, os deslocamentos verticais sdo zero.
Também o momento fletor (derivada segunda) ¢ nulo, implicando que os des-
locamentos dos pontos externos sdo iguais a menos o deslocamento do ponto
interno. Com 1isso, chega-se a

2
16wo, = 772,52 = 0,01365wo,0 = 0,8531 mm

Para a malha mais fina tem-se nove pontos no interior do dominio. Por
razoes de simetria, basta fazer a aplicagao da equagao diferencial em sua forma
de diferencas finitas em apenas trés desses pontos, no primeiro quadrante.

Ponto 0,0
Wo2 —8wg 1 + 20wgo — 8wy 1 + W2 + Wy — 8wy —8w_10+w_y

P

+ 2(W1’1 + Wl,—l + W—l,l + W_1’_1) = O, 54 D

Ponto 0,1

W0_3 - 8W0_2 + 20W0_1 - 8W0_0 + WO,—l + W2,1 - 8W1,1 - 8W_1,1 + W_2_1

o

+ 2(W1,2 + Wl,O + W_1_2 + W—l,O) = 0, 54 6

Ponto 1,1
W1‘3 - 8W1'2 + 20W1'1 - 8W1‘0 + Wl,—l + W3'1 - 8W2‘1 - 8W0'1 + W—l,l

+ 2(W2'2 + W2,0 + WO,Z + WO,O) = O, 542

o

Levando em conta as condi¢des de contorno e de simetria, chega-se ao sis-
tema algébrico linear de 3 equagdes em 3 incognitas
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20 =32 8 7(Woo 1
—8 24 —16|{Wo1;=0,5*x0,013651{1

2 =16 20 1W11 1

Para comparacao, o resultado obtido por Timoshenko por séries trigonomé-
tricas € wg o = 0,8867 mm

4.3 Exemplo mais completo

Considere-se a placa da Fig. 2.11 simplesmente apoiada em duas bordas
paralelas a x e engastada nas outras duas, de planta retangular 8 x 4 m, espessura
e = 5 cm, carregada de cima para baixo por carga uniformemente distribuida
p = 100 Pa, modulo de elasticidade £ = 3 GPa e coeficiente de Poisson v = 0,25.

A

B )
)
NN Y

1,0 1,1

>

0,0 0.1

I
AN AN LA AR SRR NN,

] X
1
. . 4 <>
1| E
b7

L | L L |

1 E) I 2 1 2 1 2 I

Figura 2.11

Pelas simetrias observaveis na figura, basta aplicar a equacao diferencial
nos 4 pontos indicados no primeiro quadrante, dos 9 pontos internos.
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Ponto 0,0

16 (WO'Z — 4wy 1 + 6wy — 4wy 1 + WO,_Z)
1
+ I (W2‘0 — 4W1'0 + 6W0'0 - 4W_1,0 + W—Z,O)

+ Z (W1,1 — 2W1,0 + Wl,—l - 2W0,1 + 4W0.0 — 2W0,_1 + W—l,l

- 2W—1,0 + W_1'_1) = % = 0,003

Ponto 0,1

1
E (W0,3 - 4W0'2 + 6W0,1 — 4‘W0,0 + WO,—1)

+ I (WZ,l - 4‘W1‘1 + 6W0‘1 - 4‘W_1‘1 + W—Z,l)

+ Z (Wl,Z - 2W1'1 + Wl,O — ZWO,Z + 4‘W0.1 - ZW0,0 + W_]_,z - ZW_L]_

+w_io) = % — 0,003

Ponto 1,0

1
E (Wl,Z — 4‘W1,1 + 6W1,0 — 4W1,_1 + Wl,—Z)

1
+ I (W3’0 - 4W2'0 + 6W1’0 - 4W0’0 + W—l,())

+ Z (W2’1 - 2W2'0 + WZ,—l - 2W1’1 + 4’W1_0 - 2W1’_1 + W0’1 - 2W0,0

+wo_1) = % — 0,003
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Ponto 1,1

1
E (W1’3 - 4W1‘2 + 6W1’1 - 4'W1‘0 + W]_‘_]_)

1
+ T (W3’1 - 4'W2‘1 + 6W1’1 - 4'W0’1 + W—l,l)
+ Z (WZ,Z — 2W2,1 + WZ,O — 2W1,2 + 4‘W1_1 — 2W1,0 + WO,Z — 2W0'1

+wgg) = % = 0,003

Levando em conta as condi¢des de contorno e de simetria, chega-se ao sis-
tema algébrico linear de 4 equagdes em 4 incognitas

8375 —-2,5 -—-10 2 Wo,0 1
—-1,25 8,5 1 —10 | )Wo1( _ 1
5 1 8375 —2,5|)wie( = %0939
0,5 -5 —-1,25 8,5 1\W11 1
cuja solucao ¢

Wo,0 7,097

Woi( _ 5,204

141 = 0,001 5,012

W11 3,745

4.4 Vibracoes livres nao amortecidas

A anadlise de vibragdes livres de placas delgadas discretizadas pelo Método
das Diferencas Finitas parte da instituicdo de um vetor w de deslocamentos ver-
ticais dos 7 nos da malha de diferencas finitas:

W1
{wx,y,0)} = { } (2.52)

Wn

Esse vetor pode ser considerado como o produto de um vetor {W(x,y)},
também com n componentes, invariavel no tempo, ou seja, fungdo apenas de x
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e de y, chamado modo de vibragdo, por uma funcio do tempo, que supomos ser
harmonica, com frequéncia w:

{w}={W}cosw (2.53)

Substituindo-se a solu¢do (2.53) na equacdo do movimento para vibragdes
livres, e considerando-se que os deslocamentos w foram obtidos por aproxima-
coes de diferencas finitas, chega-se ao problema de autovalores e autovetores:

([A] = AlID{wW}=0 (2.54)
em que
_pw?
A= o (2.55)

As expressdes necessarias para escrever os termos gerais dos coeficientes
dessa matriz [A4] sdo apresentadas a seguir, tendo por base em um ponto centrado
em uma linha j e uma coluna &, de uma malha retangular com espacamento /4, na
dire¢do do eixo x e &, na do y. Esses coeficientes devem ser superpostos com o0s
gerados nos pontos vizinhos a esse. Além disso, as condi¢des de contorno tém
que ser impostas. Os detalhes computacionais para essas duas operagdes sao
aqui omitidos pela dificuldade de serem detalhados com a clareza necessaria,
mas o algoritmo completo e testado, em linguagem MATLAB, ¢ dado no anexo
deste livro.

6 6 8

AGK) ==+ —+—5 (2.56)
ht ' hE " hZhZ
4 4

j = 2.57

A,k +1) T (2.57)
4 4

AGk—1) = ——— —— (2.58)
ht  hZh?
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4 4
AG+1Lk) = ——
y

4 4
AG—1,k) =—
y

1
A(],k+2)=ﬁ

X

1
X

1
A(]'+2,k)=m
y

1
A(]'—Z,k)zm
Yy

2
x 'ty
2

A(]—l,k+1)=Wh}2/

A(]'+1,k—1):W

AQ—Lk—D=h%§
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ht  hZh2

h% hZhZ

Parte 2: placas

(2.59)

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)






