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“Eu ougo os mortos. Sou um rep6rter do passado.”
Laurentino Gomes, autor de “1808” e “1822”

Maynard Keynes estudou os manuscritos secretos de Newton sobre alquimia e religido. Observou, por exemplo,
que certos metais parecem ter vida e crescer como plantas. Buscava a Pedra Filosofal, ndo para ficar rico, mas para
descobrir os segredos de como Deus criou o Universo.

Edmund Halley, astronomo e fisico inglés (1656-1742), perguntou a Isaac Newton, fisico, matemdtico e
astrénomo inglés, qual a forma das 6rbitas dos planetas? Resposta: Elipse. Para prova-lo, Newton descreveria a
gravidade na sua monumental obra: “Philosophiae Naturalis Principia Mathematica”. (ver paragrafo 4.6, e
pardgrafo 4.7).

Einstein costumava dizer: O sucesso vem de 1% de inspiracio e 99% de transpiracao.

No6s ndo temos Amigos. N6s ndo temos Inimigos. Nos temos Instrutores.
Ronnie Von.

A descoberta quase acidental dos raios X por Rontgen em 05/11/1895 é considerada por alguns como o inicio da
2* Revolugio Cientifica (a 1* comegou com Copérnico e sua descoberta de que a Terra se move em torno do Sol e
se consumou com o método cientifico de Galileu). Sua descoberta () significa que a idade da fisica cldssica (o
mundo mecanico de Galileu e Newton) estava chegando ao fim. Paul Strathern.

“Eppur si muove” (ndo obstante se move). Dizem que Galileu teria murmurado apoés ter abjurado que a Terra
orbita em torno do Sol, conforme a Teoria de Copérnico, em vez da Teoria de Ptolomeu que afirmava ser a Terra
imovel.

O importante é dar flores em vida.
Robson Monteiro.

O Homem constréi a casa para dar @ Mulher. E a Mulher constréi o Lar para dar ao Homem. (Clarice Lispector)
The woman of my life.

Em geral as mulheres entendem de moda mais que vocé, siga os conselhos dela.

Ha pessoas que se casam em comunhdo de males (Gabaglia).

O Bario de Itararé era filho de india. Tinha um jornal: A Manha. Angariou vérios desafetos com seus ditos
ferinos.

Para evitar tantas agressoes pos cartaz no Portal do jornal: Entre sem Bater. Algumas maximas suas: Os homens
nascem iguais, mas se tornam desiguais.

A forca é o mais desagradavel dos instrumentos de corda.

Quem empresta Adeus.

Quando pobre come galinha um dos 2 esta doente.

Mandela s6 foi Mandela porque nio se permitiu o Ressentimento, apés 27 anos de reclusdo.

Uma observagio a respeito da inclusdo escolar. Se ndo tem “eu” ndo tem “outro”. E preciso entdo, mostrar a
diferenga entre o “eu” e o “outro”.

Como pesar um elefante? Pelos meios convencionais é dificil. Mas se utilizarmos o Principio de Arquimedes,
usando um tanque ou uma piscina e calculando o peso do volume de dgua deslocada, fica mais ficil.
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APRESENTACAO

A inten¢do deste livro é mostrar como, partindo dos conceitos da Fisica classica, se chega aos
conceitos da Relatividade. Fazemos uma perspectiva evolutiva e historica dos conceitos fisicos até atingir
os conceitos relativisticos. No 1° volume, abordaremos a relatividade especial ou restrita e, no 2°, a
Relatividade geral.

Na Introdu¢io mostramos a importancia da contribui¢io dos antigos gregos para a formag¢io da
Ciéncia, entdo chamada de Filosofia, principalmente de Aristoteles, Pitagoras e Arquimedes. As
explicacdes eram apoiadas em evidéncias, ndo mais na religido, supersticio ou mitologia. Aristoteles pela
primeira vez mencionou o nome “Fisica” para observacdes da natureza; Pitdgoras sistematizou a
Geometria; e Arquimedes estabeleceu o Principio da Hidrostdtica e as primeiras maquinas simples:
roldanas e alavancas.

Mostramos as virias etapas pelas quais a Fisica passou. Newton desenvolveu a Mecanica Cléssica,
com suas leis, incluindo a lei da Gravitagio universal, com base nas teorias de Copérnico, Kepler e Galileu.
Maxwell elaborou suas equagdes fundamentais, tomando-se as experimentagdes e leis de Gauss,
Coulomb, Ampére e Faraday, prevendo a existéncia das ondas eletromagnéticas, confirmadas por Hertz,
e considerando a luz como onda eletromagnética. Einstein, tomando a Mecanica classica, as equagoes de
Maxwell e a experiéncia de Michelson-Morley, desenvolveu a teoria da Relatividade especial e geral,
apresentando uma nova visdo do Universo, com o espago curvo, buracos negros, desvio das raias
espectrais e desvio das orbitas planetdrias (como a de Merctrio), e Einstein também confirmou a
proposi¢cao de Max Planck sobre o quantum, dando inicio 3 Mecanica quantica, ao explicar o efeito
fotoelétrico.

Galileu é considerado o primeiro fisico na acep¢io moderna, por priorizar a experimentacio e
utilizacdo da matemadtica nos fendomenos fisicos. Ele descobriu a aceleragio da gravidade, contrapondo-
se a ideia intuitiva de Aristoteles sobre a queda dos corpos, ao afirmar que os corpos pesados caem mais
rdpidos do que os leves. Galileu postulou que, no vacuo, corpos com pesos diferentes chegavam ao solo
a0 mesmo tempo, confirmado pelo astronauta David R. Scott na Lua.

Em seguida, apresentamos as equagdes de transformagio de Galileu, que seria a Relatividade
galileana.

O Capitulo 2 é dedicado aos Sistemas de unidades métricas e como foram obtidos.

Explicagio do interferdmetro de Michelson-Morley e sua utilizagdo para medir o comprimento de
onda do Kr® como padrio do comprimento. Esse interferometro também foi usado para medir a
velocidade da luz, de grande importancia na teoria da Relatividade.

Esclarecemos como se mede o tempo e de que forma Galileu descobriu a medi¢io mais precisa na
sua época por meio do péndulo.
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A seguir, consideramos 0 Movimento Harmoénico Simples (MHS) e sua relagio com a lei de Hooke,
da deformacao elastica dos corpos, e também relacionamos o MHS e o péndulo. Essas consideracoes
serdo importantes para a compreensao do movimento ondulatorio e nas ondas eletromagnéticas. Também
servem de base para a Balanga de tor¢ao de Cavendish, usada para medir massas e cargas elétricas.

Apresentamos a importancia do Quartzo para medi¢des elétricas e do tempo.
No Capitulo 3, fornecemos a lei de Hooke e a Elasticidade.

O Capitulo 4 foi dedicado as leis de Newton e a interagio gravitacional. Esclarecemos que,
contrariamente a ideia intuitiva do tempo absoluto de Newton, Einstein formulou que o tempo é
relativistico, como sera explicado no Capitulo 7.

No Capitulo 5, consideramos a interacdo elétrica e magnética. Recapitulamos as leis de Coulomb,
Gauss, Faraday-Henry e Ampere-Maxwell, e o teorema de Gauss-Ostrogradsky. Conceituamos as
grandezas escalares, vetoriais e tensoriais: campos e equagio da continuidade. Recordamos as oscilacoes
do circuito indutincia-capacitancia e as oscilagdes eletromagnéticas. Desenvolvemos o quadripotencial
para um espaco-tempo quadridimensional a partir do qual obtemos a forca de Lorentz.

Também obtivemos o tensor do campo eletromagnético, levando em conta a proposicio de
Minkowski, sobre a utilizacio de um tensor de 2* ordem, associando os vetores campo elétrico e campo
magnético para um espaco quadridimensional: x,y, z e t, como varidveis independentes.

Concluimos com a resolu¢io do Vetor de Poynting, a partir das energias dos campos elétrico e
magnético, incluindo também uma solug¢io vetorial.

No Capitulo 6, desenvolvemos uma equagio da continuidade quadridimensional.

No Capitulo 7, esclarecemos que até Maxwell acreditava que as ondas eletromagnéticas fossem as
oscilacoes de certo meio denominado “éter luminifero”. Em 1881, Michelson e Morley se encarregaram
de comprovié-lo. Surpreendentemente, para eles, nio o conseguiram, pois a velocidade da luz medida em
seu interferdmetro nio detectou nenhuma variagio da velocidade, seja no sentido N —S ou E — W.
Lorentz sugeriu, com sua equac¢do da contragio, que o proprio equipamento compensaria a eventual
diferenca das velocidades, hipétese muito controversa.

Somente em 1905, Einstein postulou que a velocidade da luz, no vdcuo, seria invariavel para qualquer
sistema de coordenadas. Essa hipotese faz parte da teoria da relatividade restrita, que passamos a
descrever.

Desenvolvemos entdo: a relatividade do tempo, tempo e os buracos negros, relatividade da massa,
descoberta do elétron por J.J. Thomson, e a relacdo entre massa e energia, resultando na férmula E =
(Am)c?. Exemplos de sua aplicagdo: fissio nuclear, fusio nuclear.

Além disso, tratou-se de diversos assuntos: contribui¢io de Henri Poincaré; usinas atomicas de
energia e acidentes: Three mile Island, Chernobil, Fukushima; postulado da relatividade; transformacio
de Lorentz; validade das formulas; e o decaimento radioativo e meia-vida.
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Nos Anexos, descrevemos varios itens que ndo couberam no texto principal,' como: Teorema de
Pitagoras; Galileu e a descoberta da aceleragio da gravidade; Principio da Acao minima ou de Hamilton;
1° e 2° principios da termodinamica; temperatura absoluta; entropia; principio da incerteza de Heisenberg
a luz do principio da agdo minima; equagdo da onda de Schrédinger; teoria dos erros de Gauss; Resiliéncia
e energia de deformacdo; CERN confirma que neutrinos nio viajam mais rdpido que a luz; como Newton
deduziu a lei da gravitagdo; a dedugio da 3% lei de Kepler; etimologia e filologia das conicas; aplicagao da
3" lei de Kepler; superficie da esfera conforme Arquimedes; volume da esfera por calculo integral; o papel
da teoria especial da relatividade na Fisica atdmica e nuclear; a teoria do movimento browniano e, por
fim, Einstein na comprovagio da existéncia do atomo.

' Embora tenham relagdes com a relatividade.
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INTRODUCAO

O objetivo deste livro é mostrar como os conceitos e teorias evoluiram na Fisica, partindo de forma
empirica (experimental) para depois realizar uma sintese que, posteriormente podera evoluir para
previsdes de novos conceitos. Antes de abordar essa evolucdo, faremos um breve histérico de como a
Fisica teve seu inicio, ainda quando era Filosofia.

O mais significativo, do ponto de vista intelectual, foi o despertar da Grécia. Devemos a Grécia
Antiga um legado cultural para a civiliza¢do ocidental, que originou a ciéncia como a compreendemos
hoje. A ciéncia se separou da religido; a Astronomia marginalizou a Astrologia; o dominio tornou-se antes
da razao que da intuicdo; as explicagdes sobre o funcionamento do mundo passaram a ser apoiadas em
evidéncias, nio mais na religido, na supersticio ou em contos de fadas; introduziu-se a prova na
matemdtica; os teoremas substituiram o procedimento habitual; as regras e as leis comecaram a ser
derivadas do estudo dos fenémenos naturais.

O teorema de Pitdgoras leva seu nome pois ele foi o primeiro a provi-lo. Os gregos continuavam
acreditando em deuses, mas, a partir de entio, o comportamento divino passou a estar sujeito aos limites
da razio. Pitdgoras (287 a.C.-212 a.C.) foi além e declarou que o mundo se comportaria, fatalmente,
segundo um modelo matematico. Ele foi o primeiro a afirmi-lo no século VI a.C., e nés ainda cremos em
sua afirmagdo. Pitagoras pdde ter instituido a visio matemdtica do mundo, mas a visdo cientifica grega
foi estabelecida pelo filosofo Aristoteles. Esses dois pensadores foram considerados filésofos em sua
época. A ciéncia era parte da Filosofia, que em grego antigo significa “amor a sabedoria”. Posteriormente
a ciéncia veio a ser conhecida como Filosofia da natureza.

Pitdgoras é considerado o pioneiro da Matemadtica por sua grande e valiosa contribui¢do a essa
ciéncia (STRATHERN). A propria palavra matematica, usada pela primeira vez por ele, veio do grego
mathema, que significa “aquilo que se aprende”, ou ciéncia. Foi somente no milénio seguinte que as
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alavras ilosofia”, “matematica” e “ciéncia esenvolveram gradualmente os significados
1 “filosofia”, “matematica” «“ ” d | dual t ficad
independentes de que hoje dispoem.

A primeira sintese, tomando as teorias de Copérnico, Kepler e Galileu, desenvolveu o que é conhecido
hoje como a mecanica cldssica, com as leis devidas a Newton, incluindo a lei da gravitagio. A segunda
sintese, tomando as experimentagdes e leis de Gauss, Coulomb, Ampére e Faraday, desenvolveu as
equacoes fundamentais de Maxwell (em forma diferencial e integral), prevendo a existéncia das ondas
eletromagnéticas (confirmada por Hertz) e considerando a luz como onda eletromagnética.’

A terceira sintese, devida a Albert Einstein, tomou a mecanica cldssica, as equagdes de Maxwell e a
experiéncia de Michelson-Morley, e desenvolveu a teoria da relatividade (especial e geral),
proporcionando uma nova visao do Universo com espaco curvo (tetradimensional), curvatura da luz (sob
a influéncia de um campo gravitacional), buracos negros, desvio das raias espectrais e desvio das 6rbitas
planetarias (p. ex., a de Merctirio). Einstein também promoveu o pontapé inicial da mecanica quantica,
vislumbrada inicialmente por Max Planck (com a quantizacdo da energia), com a explica¢io do efeito
fotoelétrico e a conclusdo da natureza dual da luz (ondulatéria e corpuscular), seguindo os passos de Niels
Bohr (teoria das orbitas eletronicas dos dtomos).

Naturalmente, foram citados os mais conhecidos, mas nio podemos esquecer a contribuicio de
muitos outros.

1.1 CINEMATICA E DINAMICA

Aristoteles (384-322 a. C.) descreveu que um corpo pesado cai mais rapidamente que um leve.
Contudo, Galileu (1564-1642, considerado o fundador da Fisica moderna) determinou
experimentalmente que as coisas ndo eram bem assim. Usando um relégio de dgua, examinou o
movimento de corpos esféricos percorrendo vagarosamente um plano inclinado e obteve que,
independentemente do peso, quando o corpo estd sujeito apenas a gravitagio, a relagio entre a velocidade

7 . ~ ~ p— . ~ . . z 2
e o tempo é sempre constante e igual a aceleragao: d = vt , e a distancia percorrida sera: s = ”’A .

Entdo se conclui que a aceleragio da gravidade é a mesma para qualquer peso, desprezando-se a
resisténcia do ar.’

' Em 1865, Maxwell concluiu teoricamente a existéncia das ondas eletromagnéticas, e afirmou que a luz deveria ser uma onda

eletromagnética. Essa conclusdo era muito arrojada na época. Suas ideias custaram a ser aceitas, mesmo por grandes fisicos.
Assim, em 1867, a Academia de Ciéncias de Berlim ofereceu um prémio a quem conseguisse demonstrar experimentalmente
a existéncia das ondas eletromagnéticas. Em 1879, o fisico alemao Heinrich Hertz conseguiu prové-lo com seu oscilador. Essas
ondas descobertas por Hertz se tornariam, futuramente, meios de comunicagdo, dando origem ao telégrafo, radio, televisio
etc. Olivier Heaviside, matemdtico e fisico inglés, traduziu a teoria eletromagnética de Maxwell em termos vetoriais
(LAROUSSE).

Todos sabem que o primeiro homem a pisar na Lua foi o astronauta Neil Alden Armstrong, através da Nave norte-americana
Apollo 11, em 21 de julho de 1969. Mas quem lembra que o astronauta David R. Scott, da Apollo 15, fez a seguinte

2

experiéncia, transmitida ao vivo pela televisdo: deixou cair, de uma determinada altura, uma pena e um martelo, lado a lado,
na superficie da Lua, onde ndo existe ar?, corroborando o que Galileu dissera — se uma pena e um pedago de chumbo fossem
deixados cair no vacuo, chegariam ao chio a0 mesmo tempo, pois suas aceleragdes seriam iguais —, o Coronel Scott afirmou:
“Isso prova que o Sr. Galileu estava certo”.
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No entanto, tudo o que apresentamos ainda é parte da cinemitica, isto é, a descricao do movimento
dos corpos. Nio se levou em conta a relagdo entre a forga (no caso, o peso) que provoca 0 movimento e
a aceleragio a que o corpo fica sujeito (o objetivo da dindmica). Veremos isso no Capitulo 4, sobre as leis
de Newton. Para maiores detalhes a respeito da aceleragio da gravidade, ver Anexo 2, intitulado “Como
Galileu descobriu a aceleragio da gravidade™.

A importancia historica de Galileu é enorme. Além de suas descobertas em Fisica e Astronomia, ele
abalou o prestigio do aristotelismo, e também estabeleceu o experimento e a formulagio matemadtica do
resultado da experiéncia como fundamento das Ciéncias Exatas. Em 1633, foi condenado a prisio
domiciliar’ e proibido de publicar livros. Conta a historia que ele teria murmurado: “Eppur si muove”
(no entanto se move). Em 12 de setembro de 1982, ao visitar a Universidades de Padua, o Papa Jodo
Paulo II retirou as acusagdes de heresia feitas pela Inquisi¢io e, em novembro de 1992, o reabilitou
definitivamente, reconhecendo Galileu como um fisico genial, apesar dos 360 anos de atraso
(LAROUSSE).

1.1.1 Exemplo ilustrativo

Solta-se uma bola sobre um plano inclinado e esta se poe em movimento para baixo, necessitando

de 4seg para percorrer a distincia de 100cm . Qual é a sua aceleragiao em C%egz ? Quantos cm ela

teria caido, verticalmente, no mesmo tempo?

Solugio:

Distancia percorrida:

x=lat x =100cm

2

Tempo de percurso: ¢ = 4seg

Explicitando a aceleracio:

Por ter defendido o heliocentrismo de Copérnico, isto é, que a Terra se move em torno do Sol.
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o =22 - 2X100 .-.a=12,50y ,
seg

t 16

Utilizando a mesma férmula e considerando a aceleragio @ como a aceleracio da gravidade:
a=g=981¢m
g Seg2 (1)

L,
Obtemos: X = Egt .

Essa serd a distancia percorrida na vertical durante o mesmo intervalo de tempo ¢ = 4seg .

Sox= %981><16 =7848cm =78,48m

Qual sera a inclinagio @ do plano inclinado para obter a aceleracio a =12.,5 C%egz apos
percorrer a distancia x = 100 cm?

Por trigonometria temos:*

teto oposto
song = Sdeto oPoS0_a 12’? =0,012742

hipotenusa 4

Pela tabela de fungdes trigonométricas: o = 0°43'47” .

Portanto, a inclinagao é menor do que 1°.

1.2 EQUACOES DE TRANSFORMAGAO DE GALILEU

’

y S y s’
,V
vt
X' Evento
P
|
0 x 0 X

O angulo formado pela perpendicular ao plano inclinado e a vertical tem seus lados perpendiculares ao angulo formado pelo
plano inclinado com a horizontal, logo, sdo iguais.
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e ’ . N L .

O referencial inercial S” move-se com velocidade v em relacio ao referencial (sistema de referéncia)

S', no sentido positivo do eixo horizontal (x,x) comum aos dois. Um observador em S registra as
coordenadas espago-tempo X, y,z,f para um evento, e outro observador, em S’ registra as coordenadas

’ ’ ’ ’
X,V.z, t para o mesmo evento.
.. . . 4
Referenciais com um eixo horizontal comum (x, x”):

O referencial S” se afasta de S com velocidade v.
. . ~ ~ . P fr— 4 ’
As coordenadas y e z, perpendiculares ao movimento, nao sio afetadas, istoé, Yy =) e z=12z .

No instante inicial # =% = 0, quando a origem dos dois sistemas coincide.
O tempo € considerado absoluto e, portanto, comum aos dois sistemas.
Teremos entdo as equagdes de transformacio de Galileu:

X =x—vt

Veremos, posteriormente, que estas equagdes somente sao validas para baixas velocidades, quando
V é muito menor que ¢, V<<C, sendo ¢ a velocidade da luz no vicuo (ver Relatividade do tempo, Secao
7.2, e Relatividade do comprimento, Se¢io 7.3).

Na mecanica cldssica, a interacao das particulas materiais é feita pela energia potencial de interagio,
fun¢iao das coordenadas das particulas (ver Se¢ao 4.8).

. ~ . ~ ’ . ’
Derivando as equagdes anteriores em relagio a fou ¢, tem-se o mesmo, pois { =1 :
’ _ ,r
Ve =V, =V v, =v vi=v
1
Sendo: v, =dx/dt v, =dx'/dt’ etc. ()

As equagdes em (1) fornecem a regra galileana para a comparagio das velocidades de um corpo
medidas por dois observadores em movimento relativo de translacao.
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SISTEMAS DE UNIDADES

2.1 SISTEMA MKSC

Comprimento: metro (m)

Massa: quilograma (kg)

Tempo: segundo (s)

Carga elétrica: Coulomb (C).

O metro foi definido originalmente como a décima milionésima parte da distdncia do Polo ao
Equador no meridiano de Paris.' Posteriormente verificou-se que ele diferia 0,023% do valor pretendido

(barra do metro-padrio).

Entdo, adotou-se como padrao o valor de 1.650.763,73 comprimentos de onda da luz emitida, no

. . o 86 . o - .
vacuo, pelo isétopo do cripténio Kr™ | excitado por carga elétrica, na radiacio vermelho alaranjada.

Assim: comprimento de onda 4 = 6057,8021 1A

TA=10""m

Ou seja 1077 de um quadrante do meridiano terrestre, isto é, 1/4 de uma circunferéncia passando pelos polos.
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1.650.763,73% 6057,80211x107° =1,00m

Utiliza-se um interferometro de Michelson (o mesmo utilizado na célebre experiéncia de Michelson-
Morley).

Esquema:

l Espelho mével

M,
[ \ Semi
espelhado
—_—
S
fonte — ’
M J M
Espelho
fixo

B

Formacéo das franjas

2.1.1 Fendas miiltiplas

A = comprimento de onda

Sdo fendas paralelas, de mesma largura, separadas por intervalos iguais. Esse dispositivo é
denominado “Rede de difragdo”. Sua primeira constru¢io foi realizada em 1814 por Joseph von
Fraunhofer (1787-1826).
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As redes de difracao foram inicialmente montadas com fios metalicos muito finos, de 0,04 a 0,6 mm
de diametro, separados por intervalos de 0,0528 mm a 0,6866 mm. Atualmente, s3o constituidas com uma
lamina de vidro onde se riscam, com diamante, uma grande quantidade de linhas retas igualmente
intercaladas.

Cada fenda gera uma onda. As ondas paralelas se interferem, como as ondas do mar ou do som.
Quando o som ricocheteia em uma parede, as interferéncias podem se aniquilar ou reforcar, e também
provocar ecos. Algo semelhante acontece quando a luz se reflete nos espelhos do Interferometro de
Michelson (SEARS; STRATHERN).

Na interferéncia, formam-se franjas, isto €, zonas intercaladas de claro e escuro. As zonas claras sao
de reforco, e as escuras, de aniquilagdo das ondas. [Ver redes de difracao de Fraunhofer (1787-1826)].

A rede de difracdo é formada pela ldamina de vidro onde se riscam, com diamante, um grande nimero
de linhas retas igualmente intervaladas.

No interferometro de Michelson, no lugar da lamina de vidro com riscas, teremos a interferéncia
devida aos trens de ondas refletidas em M, e M,, que interferem em M e, conforme o deslocamento de

M, , podem ser reforcados ou anulados, formando franjas de interferéncia, semelhantes a listras de zebra
(SEARS).

Em nosso caso, 8 =180, logo, A = ﬁ
n

2.1.1.1 Exemplo ilustrativo

Contam-se 792 franjas ao se deslocar o espelho M, de 0,233mm .
Qual é o comprimento da luz utilizada?

_ 2L 2x0,233x10
N 792

2 —5883A
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Quando o espelho M, ¢ deslocado de uma distincia A/, a diferenca do trajeto de luz variard de 4,

2 3
e a figura de interferéncia sofrerd um deslocamento de uma franja.

o o~ ~ 2 7
A precisdo alcangada com o metro padrao é de cerca de uma parte em 10" . Se esse erro ocorresse no
ajuste da bussola giroscopica, poderia ocasionar um desvio de 1.600km em um foguete lancado para a
Lua.

. ~ . . =5 ..
As ondas luminosas tém comprimento de aproximadamente 5x107 ¢m , resultando em uma precisio
de uma parte em 10°.

Originalmente, o quilograma foi definido como a massa de um bloco de platina mantido em Sevres,
nas proximidades de Paris.

Para fins praticos, a massa de 1 kg é 1.000 vezes igual 4 massa de lem® de dgua destilada a
temperatura de 4’ C, condicio na qual a densidade da dgua é maxima (ALONSO, FINN; HALLIDAY,
RESNICK; ENC. BRITANNICA).

A férmula da densidade é: p = %, ou seja, massa por unidade de volume.

Para fins préticos, um litro de dgua tem a massa de lkg

1 =1dm’ ldm =10cm  1m =100cm

Logo, ldm® =1000cm® .

Qualquer fendmeno periddico que se repita no tempo pode servir para sua medi¢io. Pode ser um
péndulo oscilante, uma mola espiral ou um cristal de quartzo.

Desde os tempos primitivos, a duracio do dia tem sido usada como padrio de tempo.
O dia tem 24 h de 60 min cada, e cada min, 60 s. Logo, o dia tem: 24 x 60 x 60 = 86.400s .

Define-se o segundo (S ) como a fragio 1/86400 do dia solar médio e é denominado de “tempo

universal” (TU).

Em 1956, o Congresso Internacional de Pesos e Medidas redefiniu o segundo considerando um
periodo anual.

Devido as a¢des das marés, o periodo de rotagio da Terra estd aumentando gradualmente, por isso,
tomou-se o ano de 1900, fornecendo o ano trépico (intervalo entre duas passagens sucessivas pelo
equindcio vernal, em 21 de marco de cada ano) com 365d 5h 48 min 45,97 seg = 31556925,9747 s

Assim, o segundo é definido entdo como a fragio: 1/31556925,9747 do ano trépico de 1900, e essa

unidade é denominada “tempo das efemérides” (TE).
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2.1.2 Péndulo simples

Em 1581, Galileu entrou na Universidade de Pisa para estudar Medicina. Em certa ocasido, quando
assistia a uma missa na Catedral de Pisa, observou uma lampada que balancava pendurada do teto por
um longo fio. Ele notou que, independentemente da amplitude, o periodo de oscilagio era constante. Ao
chegar em casa, construiu um péndulo com um pedago de corda e um peso de chumbo. Ao realizar
experiéncias com pesos e cordas de comprimentos diferentes, chegou a conclusio de que o periodo, para
pequenas oscila¢des, dependia unicamente do comprimento do péndulo.

Entdo, Galileu concebeu um tipo de péndulo que podia ser usado para medir os batimentos cardiacos
dos pacientes e o apresentou a alguns membros do departamento médico, que ficaram tao impressionados
a ponto de roubar sua ideia (naquele tempo nio havia registro de patentes). Apesar disso, o pulsilogium,
como ficou conhecido, granjeou a Galileu certo renome local.

Posteriormente Christiaan Huygens, em 1656, foi o responsavel por sua aplicagio geral como
controlador do tempo em reldgios.

A grande virtude do péndulo como medidor do tempo esta no fato de que, para pequenos arcos de
oscilagdo, seu periodo depende somente do comprimento do péndulo e praticamente independe da
extensao do arco.

Sendo F a forga restauradora I =—mg send

O sinal negativo indica que a sua diregdo é contraria ao crescimento do arco.
Para pequenas oscilagdes: sen@ = 6

Logo: F'=-mg6

O angulo @ em radianos é medido como a razdo entre o arco e o raio:’

Outro modo é medir os Angulos em graus, tomando como base o angulo reto 90° . Como a circunferéncia tem quatro angulos
retos, tem-se: 4X90°=360°. Assim, a circunferéncia completa tem 360°= 27 rad
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0= (1)

X
r

Assim, a circunferéncia tem 27 radianos.

m,
Portanto: F'=—-mg—= _7gx 2)
r r

A forga é proporcional ao deslocamento X .

2.1.3 Movimento harmdnico simples (MHS)

Seja um corpo de massa m deslizando sobre uma superficie lisa e ligado a uma mola.

Distendemos a mola e soltamos o corpo, que tende a voltar a posi¢io inicial, mas oscila entre as
posicdes —X e T X

Chamamos F de forga restauradora, ou forga elastica (devido as propriedades elasticas da mola). A
formula F = —k x é conhecida como Lei de Hooke, de autoria de Robert Hooke (1635-1703), que
descreve a deformacio’ eldstica dos corpos. A lei foi descoberta em 1660 e publicada somente 16 anos
depois.

Posicéo de
equiiibrio

| - | +x |

0
| <— Amplitude —|— Amplitude —

F=—kx=ma .‘.a:—ix (3a)
m

Onde a é aceleragio e a For¢a F' é massa vezes aceleracao (ver secoes 4.3 e 4.4)
k é chamada de constante eldstica

Consideremos o ponto Q movendo-se em trajetoria circular com velocidade angular constante @

de
d cW=—"
(rad/seg) 7

* Ver Capitulo 3, “Elasticidade”.
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Pé a projeciao de Q no eixo dos X e P se move para frente e para trds em movimento harmonico

simples, como veremos.

Consideremos somente a cinematica do movimento P, isto é, ndo consideramos a forca que o
provoca. A aceleragio de Pserd: @ =—a, c0s @, sendo a, aceleracio radial ou centripeta.

Para calcular a, :

. Av Av

a, = lim — A0=—  ou Av=vAl (aproximadamente)
Ai—0 At Vv

Ay A imad

AL Al (aproximadamente)

Quando Ar — 0, a aproximagao torna-se exata:

. Av . . A8
Iim —=vIlim — Porém: @ = lim —
A—0 At LAY A—=0 At

Logo: a, =v@
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Porém, V=R (3b)

Deduzindo da Equacao (1), derivando em t:

40 _14x péconstante, w = Doy =X
dt ~ Rdt’ > T ae T ae
2
5 v
a, =vo=Rw" =— (3al)
R

. N 2
Voltando ao movimento harménico simples (MHS): a =—a, cos@ ..a =—-® Rcosé, sendo em

nosso caso, Ramplitude mdxima:  x = Rcosé

Logo: a=-w'x Como @¢é constante, a s6 depende de x .
k ~
Comparando com a =——x, ver Equacio (3a).
m
P 2
Entio: W~ =— Mas: @ =—— (3¢)
m T

Sendo T o periodo de uma volta.

O angulo de uma volta é 2w rad, ou periodo, e T é 0 tempo gasto em uma volta ou periodo, resultando
 em rad por seg, velocidade angular.

2r
Logo: T=— .. T =2r, /ﬂ (4)
w k

Outra forma de resolver é:

d’x k
Como: a =——+ Temos da equagdo: @ =——X
dt m
: k
Portanto: +—x=0 E uma equacio diferencial de 2* ordem.
d®  m
o d’x k
Entio: i =——Xx (4b1)
m

E uma funcdo cuja derivada de segunda ordem em relagio ao tempo seja igual a propria fungdo, com
sinal oposto e multiplicado por uma constante k/m. As funcdes seno e cosseno satisfazem essas
condig¢des. Assim:

2

d d d
qrcost = —sent Tz Cost = ——sent = —cost

Essa propriedade ndo é afetada se a fun¢do cosseno for multiplicada pela constante R. Levando em
consideracio 6 = wt, sendo @ constante: x = Rcoswt.
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d d?
£ = _WR senwt £2 — _w?Rcoswt
dt dt?
. . 2 k

Substituindo na equagio: dx__ %,
dr? m
Kk

Teremos: —w?Rcoswt = — - R coswt

. 2 _
Conclui-se que: @~ = — (4a)
m

Significado fisico da constante @.
Se o tempo ¢ for aumentado de 277/ @, a funcio se torna:
x = R cosw(t + 2m/w) = Rcos (wt + 2m) = R coswt (4b2)

Isto é, a funcio é periédica e se repete ap6s o intervalo de tempo 277/@, que é denominado de

periodo 7.
, k
Como @~ =—  ver Equagio (3c¢),
m
T=2=2n |2 (5)

[Ver Se¢ao 5.22, Equacio (0)]

e w= 27” , que é uma velocidade angular (rad/seg).

2.1.4 Péndulo simples

m,
Retomando a Equacio 2: F' = _ns X, podemos fazer a analise dindmica desse MHS.
r

Vemos que obedece a Lei de Hooke: F=—kx , Equacio (3).

mg
Comparando as duas equagoes: k=— , introduzindo na Equacao (4b1),
r
Ldx_ mg/r g
Tae T m X= rx ou

2
% = —%9 (6), pois x = r0, ver Equacio (1) e Anexo 6, “Resolu¢io da equacio da onda”, Equagio

9).
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Substituindo na equagio do periodo: T = ZH\/% [Equacdes (4) e (5)]

m r
T=2rx .'.T=27Z'\/7 .-.‘;—if:mg/rx= —(g/v)x ou
mg/r g m
dze/dtz = —(g/r)e (6), pois x =10, ver Equacio (1) e também Anexo 6, “Resolucio da

equacido da onda”, Equacio (9).

Vemos que para pequenas oscilacdes (desde que sen@=@). T é independente de m. Depende
somente de 7. E um método conveniente para medir a aceleracdo da gravidade g (conhecendo 7 e r).

2

Quando a amplitude de oscilagiao ndo for pequena, usamos: 7 a =—gsenb
2
de 2
Integrando em relacioa  : (dt) = (COS 6 —cos 0!)
r

Integrando novamente em t.

I 2 a 4o r a de
g JeosO—cosar  \ g Senzﬁ_ge,ﬁg
—a —a 2 2

o, amplitude de oscilagdo do péndulo, posi¢do angular para ¢ =0 com velocidade 0.

(Integral eliptica)

Desenvolvendo pelo teorema do binémio, e depois integrando termo por termo:

2
T=2rx r 1+L2-sen2 O, %%sen“ei#..
g 2 2 2°4 2

6, deslocamento angular maximo (COURANT; YAVORSKL; HUTTE).

Somente para amplitudes muito grandes é que o péndulo difere de 7, = 27 r
g

Para pequenas amplitudes é suficiente tomar apenas o primeiro termo de correcio e pode-se substituir
1 1 1

sen—6, por —@,, resultando em: 7' =27z L —6;
2 2 g 16

0, em rad
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f o . . - L 2 oo
E suficiente para a maioria das situagdes praticas. De fato, o termo 6, / 16 contribui com menos de

1% para amplitudes menores que 23°.

Para maior exatiddo, o periodo pode ser calculado com o grau de precisio necessario, tomando-se a
quantidade suficiente de termos da série.

Quando 8, =15°, o periodo mais exato difere do aproximado em menos de 0,5%.

2.1.5 Péndulo de torgao

Conjugado ou torque elementar: d C= rdF (7a) [Momento da forca elementar; ver Equacio (2),
Capitulo 3, “Elasticidade”].

Porém, pela Segunda Lei de Newton: dF = di(vdm) e vV=owr ~dF = rdmd—w
t

dt
Nesse caso, a massa dm e o raio ¥ ndo variam com o tempo.

dw
o=—
dt

Logo: d C = r’dma
o =aceleracdo angular
A quantidade: dI =r>dm chama-se momento de inércia elementar.

Integrando para o corpo todo, teremos o torque total: C= jotrzdm

d
.‘.C=afr2dm=—wjdl
dt

A expressdo geral do conjugado serd: C= di([a))’ semelhante a ' = a (mv)
t

Considerando a quantidade de movimento angular do elemento: vrdm = wr?dm = dL.

A quantidade de movimento angular do total do corpo sera: [ wr?dm = w [ r?dm.
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Como vimos, I = [r?dm, é o momento de inércia do corpo. Entdo, a quantidade de movimento
angular pode ser definida como: L = Iw.

C= %([m) = %Urzdm(m)] =a;—(;)jr2dm =0/, para [ constante no tempo, cOMO Vimos
anteriormente.
) do
Logo: C= I (para I constante), pois 00 = ;
1111111111111
/
Contra
eso
r p

(2.9)

A balanga de tor¢io de Cavendish, utilizada para experiéncias com massas e cargas elétricas, é
constituida de um fio de fibra ou metalico, de comprimento / que sustenta uma haste de comprimento
2r, tendo em uma extremidade um corpo de prova (massa ou carga elétrica) e, na outra extremidade, um
contrapeso. O corpo de prova fica sujeito a uma for¢a de atracdo ou repulsio F'. A haste é defletida de
um angulo @ na horizontal, provocando no fio uma tor¢do que deve ser contrabalancada.

Essa deflexdo é provocada pelo torque (momento):

C=-K@ (8) [Ver Capitulo 3, “Elasticidade”, Equagdo (3)]

K (kapa) é o moédulo de torcao do fio, que depende do material do fio.
Momento C=F - r

A foérmula é vélida para pequenas deflexoes.

2 2
ComoC:la:1¥ dﬂ_ KH
t

X
Para 0=— ,sendo x o deslocamento do corpo de prova
r
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d? d* (x K(x ; d*x
—60=—5|—|=——| = |, como réconstante, —=——x
dt dt=\ r I\r dt 1
k
F=—kx ¢ a=——x
m

Comparando com a Equacdo (3a), vemos que obedece a Lei de Hooke.

Nio contrabalan¢ando a tor¢io, o corpo de prova vai oscilar com um periodo como na Equagio (4):

T= ZIZ\/E
k
I
Em nosso caso: .. 1T =27

Conhecendo K e medindo 7', pode-se determinar o 7 de qualquer corpo rigido em relacdo ao eixo
de rotagao. Ou conhecendo I e medindo 7', pode-se determinar K .

Muitos instrumentos envolvem oscilagdes de tor¢io, como o galvanémetro e a balanca de tor¢io.

O volante de um relégio é um exemplo de movimento harménico angular. O torque restaurador é
fornecido por uma mola espiral (“cabelo”).

2.1.6 Quartzo

O cristal de quartzo tem a forma de um prisma hexagonal, terminado por duas pirdimides hexagonais.

De duas em duas, as arestas laterais s3o terminadas por facetas, que faltam nas arestas intermedidrias,
resultando uma dissimetria particular.

Suponhamos ter cortado um prisma reto de base retangular, como mostra a Figura, com faces
paralelas aos eixos principais do cristal.

Jacques e Pierre Curie descobriram, em 1882, que esse prisma é piezoelétrico, isto é, que pode se
eletrizar por compressio ou tracdo, e que suas faces opostas ficam com cargas de sinais diferentes.
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Reciprocamente, o fendmeno é reversivel, isto é, ao eletrizar as referidas faces, o prisma se alongard ou

encurtara.

Como aplicacdo, utiliza-se para medidas elétricas e substitui o galvandémetro. Também produz
ultrassons. Um sistema oscilante de radiofrequéncia, produzindo com frequéncia de 100.000Hz , carrega
alternadamente as duas faces de uma limina de quartzo, produzindo contracdes e dilatagdes de
100.000Hz , fazendo vibrar por ressonincia um tubo sonoro.

B AN

Sistema

. Ultrassom
oscilante

Obstaculo

O ultrassom sera produzido, propagando-se na agua a 15007’”/ S, altamente direcional e sem

difragio.

As vibracdes retornam e o proprio cristal atua como receptor, emitindo corrente elétrica de sinal
fraco, que é amplificado através da grade de uma valvula triodo ou transistor. As ondas sdo ouvidas e
registradas. Serve para detectar submarinos, nivelamento do fundo do mar, icebergs, navios submersos e
outros obstaculos (LEMOINE, GUYOT).

Atualmente, é muito utilizado na medi¢io de tempo, em rel6gios e crondmetros, ao proporcionar
uma frequéncia constante. Este assunto serd retomado oportunamente.
O relégio mais preciso inventado até hoje é o atdmico, por basear-se na transi¢do entre dois estados

. . 133 . < - - »
quanticos do dtomo de Cs™ | em que ha absor¢io ou emissdo de radiagdo eletromagnética de uma
frequéncia bem definida.” Um exemplo desse relégio é o que esta instalado no National Physical
Laboratory em Teddington, proximo de Londres. (7)

Frequéncia =9.192.631.7700scil/seg

. L. . 133, . .
* Com isso, 0 momento magnético dos dtomos de Cs ~~ ¢é alterado, podendo ser convenientemente defletido por campos

magnéticos oscilantes (mesma frequéncia da transi¢ao).
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C, a quarta letra de MKSC, é a unidade de carga elétrica Coulomb, que serd definida oportunamente.
No momento, podemos dizer que é, em valor absoluto, igual ao conteido de carga negativa de

6,2418x10" elétrons, ou de igual nimero de carga positiva de prétons.’

Em engenharia é comum utilizar-se do sistema MKS técnico, em que a for¢a constitui uma grandeza

fundamental em lugar da massa, que passa a ser grandeza derivada. Nesse caso, a for¢a serd medida em
kef .

2.2 SISTEMA MKSA

Comprimento: metro (m)

Massa: quilograma (kg)

Tempo: segundo (s)

Corrente elétrica: Ampeére (A).

Também chamado de Sistema Internacional (SI) de unidades, foi adotado na 11* Conferencia Geral
de Pesos e Medidas, em Paris (1960), e, nesse caso, o Ampere (A) é escolhido por ser mais facil de medir.

O Coulomb ¢é entdo definido como a quantidade de carga elétrica que atravessa uma sec¢do de um
condutor durante 1 s, quando a corrente que o percorre é de 1 A.

2.3 SISTEMA CGS (SISTEMA GAUSSIANO)

E muito popular nos trabalhos cientificos, nele tem-se:

Comprimento: centimetro (cm)

Massa: grama (g)

Tempo: segundo (s).

* Ver a definigio apresentada na pagina inicial do capitulo 5.
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ELASTICIDADE

yaas

AZ]:'__ .

F
Chama-se tensio a relacio entre a forca F' e a seccio 4 onde a forca for aplicada.
Pode ser de tracio ou compressio: 0 =—

Chama-se deformacio a relacdo entre a varia¢gio no comprimento e o comprimento inicial, quando
Al

N

0 corpo € sujeito a uma forga € —
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A relagdo entre a tensio e a deformacio é o mddulo de elasticidade E: E = o_F/4
£

T Al

Explicitando F':

(1)

Essa é a Lei de Hooke, em que k é a constante eldstica [ver Anexo 7, Equagdo (1)].

Chama-se modulo de rigidez G a relagio entre tensio de cisalhamento' e deformacio de

cisalhamento:

G:7dF/2ﬂ'rdr SdE = 272G 0 rdr

ro/ ! :

O momento da forca (conjugado) sera:

d c= rszgﬁdr (2)

[ver Capitulo 2, Equag¢io (7a), Péndulo de tor¢io].

Tensao de cisalhamento: relacao entre forga tangencial F; e a drea tangencial A, em que a forca F; é aplicada: F;/At .

r6 € o arco descrito pela extremidade mével do raio r ao executar um angulo 6.
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Ax

l, 6

F

Deformagdo: Ax/l,

Integrando entre =0 até r =R:

2766 IRr3dr

‘C=jd‘(‘;’= ;

G
C= onde 7ICTC()nstante (3)

4
Férmula estabelecida por Coulomb: C =k 7 0

em que C é ‘G, conjugado.
(Ver Lei de Coulomb)

[ver Capitulo 2, Equagio (8), Péndulo de Tor¢ao].

3.1 EXEMPLOS ILUSTRATIVOS

Imagine um objeto de borracha sendo esticado ou torcido.

Uma carga de 454kg , suspensa por um fio de ago de 2,44m de comprimento e sec¢do transversal de

0,161cm*, distendeu um fio de 0,305¢m . Qual é a tensdo, a deformacio e o médulo de elasticidade desse

fio de ago?

F 454

Tensio: =—=—""—=2820k ?

ensao o 47 olel of [em

Al 0,305

Deformacio: E=—= =0,00125
L, 244

tensdo 2820

Moédulo de elasticidade: E = =22,6x10° kgf [em®

deformagio  0,00125

Uma chapa quadrada de latio com 0,61m de lado e 0,635¢m de espessura esta rigidamente presa
no chido por um de seus lados. Qual é a for¢a necessdria para deslocar a borda superior de 0,0254cm ? O

médulo de elasticidade transversal (rigidez) desse latdo é 3,52x10° kgf/cm2 .
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F’ (Exercida por tira fina de metal soldada na borda superior.)

117010077171/

A forca é aplicada a tira de metal em uma 4rea de cisalhamento de: 4 = 61x0,635 = 38,8cm’

Tensio de cisalhamento: ‘G = %8,8 kg}"/cm2

Deformacao de cisalhamento: £ = A% - 0=062154 —0,000417
-0
Moédulo de elasticidade transversal: G = _ temsao
deformagdo

%
G=352x10°=— /388 . F =5700kgf
0,000417

F

Imagine um baralho sendo deslocado lateralmente. Suas cartas estardo sujeitas a tensdes de
cisalhamento (TIMOSHENKO).



7

O1NLdvO

LEIS DE NEWTON

4.1 PRIMEIRA LEI

Galileu determinou, por intermédio de suas experiéncias, que uma esfera, em uma superficie plana,
uma vez posta em movimento, continuaria indefinidamente, desde que as forcas de atrito fossem
eliminadas. Com base nisso, Newton formulou sua primeira lei.

A Primeira Lei, ou Lei da inércia, postula que qualquer corpo permanece em repouso ou em
movimento retilineo uniforme, a menos que seja obrigado a sair desse estado por forgas aplicadas a ele.

Ou seja, se nenhuma forca resultante atuar sobre um corpo sua aceleragio a serd nula.

4.2 SEGUNDA LEI: MASSA
Chegamos ao conceito de massa como inércia, isto é, a resisténcia a0 movimento: a = %
Quanto maior a massa, maior a forga para a mesma aceleracio.'
Assim, temos a equagdo fundamental da mecinica cldssica: F = ma
[Ver observagdo da Se¢do 4.4, Equacio (1), e da Secido 4.3, “Quantidade de movimento™].

A primeira lei esta implicita na 2° Lei, isto é, quando a forca for nula, a aceleracio também ser4 nula.

Agora consideramos a relacio entre forca e aceleragdo, que é objeto da Dindmica.
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4.3 QUANTIDADE DE MOVIMENTO
: i;

Seja a massa 71 se deslocando com velocidade V', chamamos quantidade de movimento ao produto

de M por V.

p=mv

Originalmente, Newton descreveu a 2° Lei utilizando o conceito da quantidade de movimento [ver
Anexo 9, Equagio (2) sob titulo 2°* Lei e Gravita¢io Universal].

Quando uma forca age sobre um corpo, esta provoca a variacao da sua quantidade de movimento

em relacdo ao tempo, na direcao da forga:

pA
Ap
At
0 7
. Ap -
F=1im=>2 =@ = i(mv)
a0 Af - dt dt
~ dav
Se a massa for constante: F =m—
dt
g dv
mas a aceleragao: dt

Logo: F' = ma
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4.3.1 Exemplo ilustrativo

Um projétil impelido pelos gases da pélvora (que fornece a forga) estd sujeito a aceleragdo a
(GAMOW; HALLIDAY, RESNICK).

4.4 PESO E MASSA

O peso de um corpo é a forga gravitacional exercida sobre ele pela Terra. Exerce-se do corpo para o
centro da Terra.

Nesse caso, a aceleragio da gravidade & =d e o peso W = F

Logo: W = mg (1)*

4.4.1 Exemplo ilustrativo

Se uma pessoa pesa 50kgf na superficie da Terra, quanto pesard na superficie da Lua?

Sabendo que a relagdo das aceleracoes gravitacionais entre a Lua e a Terra é: % =0,166, o peso
t

na superficie da Lua serd: 50x0,166 = 8,3kgf (HALLIDAY, RESNICK; ENC. BRITANNICA).

Rigorosamente, deveriamos expressar a 2* Lei na forma: [ = kma, onde k é uma constante de proporcionalidade que
depende do sistema de unidades utilizado. Assim, no sistema MKSC, usamos massa 7 em quilograma massa, kgnt , obtendo

a forga F' em Newtons, N ,e k sendo k& =1, como mencionado na Se¢ao 4.2.
No sistema MKS técnico, apresentado no fim da Se¢do 2.1, utilizamos também a massa 71 em kgm, mas a forca em

2
quilograma forca kgf, resultard em k = EX& , diferente de 1: k= 19 Slkﬂsegz/kgmm .
kgm — m 7
De modo semelhante, no sistema gaussiano cgs, usamos a massa 72 em grama g , obtendo a forca em dinas, que resultard em
k =1, eaférmula resulta em F = ma , a expressio preferida pelos fisicos.
Vale observar que no sistema MKS técnico, o valor da forca em kgf é igual ao valor da massa em kg, considerando o valor

da aceleragdo da gravidade g = 9,81 m/s2 ao nivel do mar, e 4(° de latitude, valor padrio, pois g varia com a altitude e

a latitude.



46 Antonio Giuseppe Roth

4.5 TERCEIRA LEI: ACAO E REACAO

A toda ag¢do corresponde uma reacdo igual e de sentido contrario.
Se o corpo A exercer uma forga sobre o corpo B, este exercera sobre A4 uma forca igual, mas de

sentido oposto. Nota-se que as forcas de acdo e rea¢do atuam sobre corpos diferentes.

4.5.1 Exemplo ilustrativo

FE—t —>—F

Os gases resultantes da queima do combustivel do foguete se deslocam para tras através de um ejetor
com alta velocidade. Como resultado, o corpo do foguete é empurrado para frente (HALLIDAY-
RESNICK; GAMOW).

4.6 INTERAGCAO GRAVITACIONAL

Em 16685, Isaac Newton, entio com 23 anos, mostrou que a gravitacdo que mantém a Lua em sua
6rbita é a mesma que faz uma maga cair do galho de uma arvore.’ Ele concluiu que a Terra atrai tanto a
maca quanto a Lua, e também que: “Qualquer corpo no Universo atrai todos os outros™.

A partir disso, estabeleceu a Lei da Gravitacdo, que postula: a forca gravitacional é diretamente
proporcional as massas e inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre as massas.

F=G™52 (o)

G é a constante de gravitagdo universal. Ver anexo 9, como Newton a deduziu.

G =6,67x10"" N.m*/kg?

Observagao

A ideia intuitiva de Newton é que as massas se atraem a distancia, dando origem a féormula da
gravitacio, semelhante a formula de cargas elétricas de sinais opostos que se atraem. Contudo, como ser
visto no segundo volume desta obra, a ideia de Einstein é que a massa deforma o espaco-tempo
quadridimensional, fazendo que as massas em movimento proximas encurvem suas trajetorias.

Assim como a dgua descendo pela pia, como se o orificio atraisse essa dgua, isto €, imagine um objeto
boiando na 4gua e descendo pela pia, o objeto seria a massa atraida pelo orificio. Na verdade, o orificio

Publicada somente em 1687, intitulada Philosophiae Naturalis Principia Mathematica. Para uma compreensio de como

Newton chegou a Lei da gravitagao, ver Anexo 9.
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seria uma singularidade matemadtica nessa analogia, ndo algo que atraisse a matéria, como imaginava
Newton. Ou melhor, imagine um espaco bidimensional representado por uma folha eldstica quadriculada,
onde se deposita uma bola. A bola provoca uma depressdo e as linhas inicialmente retas na proximidade
da bola agora se tornam curvas. Se lancarmos uma bolinha de gude em torno da depressio obtemos uma
trajetoria semelhante a de um planeta em torno do Sol. Nessa interpretacdo, devida a Einstein, a gravidade
¢ uma deformagio na estrutura do espago bidimensional.

Imagine-se que vivemos em um Universo tridimensional, distorcido localmente pela matéria em uma
4* dimensio fisica, a qual nio pode ser percebida diretamente. Quanto maior a massa local, maior a
gravidade local e maior a distor¢do, até se obter, em casos extremos, um buraco sem fundo, também
conhecido como buraco negro (SAGAN; WILL; EINSTEIN).

A Lei dos periodos de Kepler postula que o quadrado do periodo de qualquer planeta é proporcional
a0 cubo do semieixo maior de sua 6rbita [ver Anexo 9, Equacido (10), deducdo da 3* lei de Kepler].

Semieixo maior da elipse a.

o [N
~_ | ~

Consideremos uma 6rbita circular de raio 7 (o raio é equivalente ao semieixo maior).
. GM 2
Aplicando F' =ma, 2 M= (m)(a) ”) e g=a

@’ 7 é a aceleragio centripeta

)
\
|

Substituimos @ = 27 7 em que T € o periodo [ver Secdo 2.1, “Movimento harménico simples”,

Equacao (3¢)].

Ver na Equagio (3), Se¢do 4.7, uma forma mais exata sugerida por Newton.

a2
Encontramos: 7'~ =($}3 (1)
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arn’
GM
Kepler.*

€ uma constante que depende s6 da massa do corpo central. Obtemos a lei dos periodos de

A equacio vale também para orbitas elipticas, substituindo 7 por @ [semieixo maior da elipse, a é
proporcional a r, ver Dedugio da 3* Lei de Kepler no Anexo 9, Equagio (10)].°

2
T / .
a M)
¢é a mesma para todas as oOrbitas planetarias (HALLIDAY, RESNICK, WALKER; ALONSO, FINN).

2 2 . .
T / =3,0x107* % , sendo t em anos e L em m,’ mais exatamente, devemos usar a massa reduzida para
a

todas as Orbitas planetarias. A propdsito, convém consultar a Lei de Titius-Bode, no final do Anexo 9.

Newton testou a validez comparando a aceleragdo centripeta da Lua accom a aceleragio da

gravidade’
g= 9,80'/”
s 2

2 2

Ver Capitulo 2, Equacao (3al).

7 =3,84x10°m = 384000km ¢ W=7 T =2,36%x10%s =27d7h33 min = 28d
=2,72x107°m
a, =2,72x 42

£ = 3602 = (60)°
a

c

Logo:*

Raio da Terra: R =6,37x10°m = 6370km

2 2
r 384 )
=1 =l—1 =60
Temos: (R ) (6,37 ) (60)

O quadrado do periodo é proporcional ao cubo do semieixo maior, obtida experimentalmente por observagdo astronomica.

. 4m* P . . . 4m?
* A féormula P? = a3, ¢ mais geral, por levar em conta a drea da elipse. A formula: P2 = GLMr3, adapta-se melhor
Y

m'
quando a 6rbita é praticamente circular como a da Terra e a da Lua.
° Semieixo maior: @ em 10'"z;. Exemplo: para a Terra, g = 15, isto é, 15x10'"m = 150.000.000kn (HALLIDAY,

RESNICK, WALKER).
7 Aideia é que a gravitacdo terrestre é compensada pela aceleragio centrifuga, e a Lua continua em 6rbita por inércia.
; F GM . ) . )
Recordemos: g =—=———— .- A gravitacdo ocasionada pela massa da Terra M é inversamente proporcional ao
m r

quadrado da distancia entre o centro da Terra e o objeto atraido de massa m .
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2
Logo: %‘ =(%3) (2) dentro da precisio dos calculos, as duas aceleragdes estdo na propor¢do

inversa dos quadrados das distancias dos pontos ao centro da Terra. Nao confundir com a gravidade da
Lua, que é devida a sua massa, como ja visto, 0,166 vezes menor (ALONSO, FINN).

4.6.1 Por que a forca gravitacional entre duas massas é proporcional ao quadrado da distancia
que os separa?

Com a apresentagdo da forca gravitacional, deparamos com uma duvida recorrente, conforme
expresso no titulo desta subse¢io. Com base no que foi visto anteriormente, vemos como Newton
justificou simplificadamente a dependéncia entre massa e sua distdncia (uma prova rigorosa de Newton
serd fornecida no Anexo 9): assim como a maca que cai do galho de uma drvore é atraida pela Terra, a
Lua também ¢é atraida pelo planeta, pensou ele.

Como a 6rbita da Lua é aproximadamente circular, e o circulo é um caso particular da elipse, Newton
aplicou a 1* Lei de Kepler, que postula que a 6rbita dos planetas é eliptica. Nesse caso, os dois focos
coincidem com o centro. A forca F, centripeta, aponta para o centro do circulo.

Aplicando a férmula da forga centripeta em um movimento circular:

F= e v= 27Tr/T, em que T é o periodo.

Pela 3" Lei de Kepler, para a 6rbita circular, temos que: o quadrado do periodo T é proporcional ao
cubo do raio r: T? = kr3.

m (2nr\% _ mam?r? an?m
= = — = F =

Portanto, F = e p

r

Provando, assim, que para satisfazer as Leis de Kepler, a intera¢io gravitacional deve ser central e
inversamente proporcional ao quadrado da distancia.

Newton testou a validade de sua hipotese, comparando a aceleracio centripeta da Lua com a
aceleracao da gravidade: g = 9,80 m/sz’

A ideia é que a gravitacio terrestre na Lua é compensada pela aceleracio centrifuga do movimento
circular da Lua, e esta continua em 6rbita por inércia e pela auséncia de atmosfera no vacuo espacial,
portanto, sem atrito.

2 2
Aceleracio centripeta da Lua é a, = V' /. = 47 r/TZ

Raio da érbita lunar: r = 3,84 x 108m = 384000 km e T = 2,36 X 10°s = 28d
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Portanto: a, = 2,72 X 1073 m/sz

Logo: 9/, = ~3) = 3603 = (60)

9,8
/(2,72 x 10

Mas como o raio da Terra é: R = 6,37 X 10°m = 6370km

Teremos: (%)2 = (ﬂ)z = (60)?

6,37

2 s~ z . .l
Consequentemente, g/ac=(r/R) e, dentro da precisio dos cilculos simplificados, as duas

aceleracdes estio na propor¢io inversa dos quadrados das distdncias dos pontos ao centro da Terra
(ALONSO, FINN).

4.7 ENERGIA POTENCIAL GRAVITACIONAL

Trabalho como variagao da energia potencial entre as posi¢des rye ry.
Trabalho realizado para afastar mde m’:

Trabalho realizado € igual ao aumento da energia potencial:

1 1
W=E, -E, = 7.m.m{f——]

h n

(1)

Como referéncia, tomamos 77 = ==, pois Em =0
_ (11 . . P
E,,—0=y.mm (; - E) A energia potencial no = é nula.
mm’
Logo, desprezando o indice: £, =—y—— (2)
r

(SEARS)

Energia total de um sistema de duas particulas que interagem gravitacionalmente:

E= %mv2 +%m'v'2 _ymm ,isto &, E = Ei + E, (2a)
r
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Referindo-se ao centro de massa do sistema, a energia cinética serd em fun¢do da massa reduzida ¢ :

E, = %ﬂvlzz V,, : velocidade relativa
1, ymm mm’ m'
Logo: E—E,UVIZ—T, em que ﬂ—m=mm (3)

massa reduzida’ (ver a Subsegdo 4.7.1 “Observacdes sobre massa reduzida”).

Observe a Figura a seguir, e também outro exemplo no final do Anexo 9. Consulte também Landau
em Mecanica (1966) relatando ser sugestio de Newton.

O centro de massary, =1, + 13

4.7.1 Observacdes sobre massa reduzida

Energia cinética do conjunto m;m,. Sendo cm: centro de massa.

-2
mqr-
Ex=—*+

~2
mat; do 7 =91 — . dry
—,senon—;—me rZ_E_UZ'

Seja r = 1y — 1y, distancia entre os dois pontos.
Coloquemos a origem das coordenadas no centro de massa.

Teremos: mqny + myr, = (Mmq + my)rey  (0)

9 . L . e —_ 1 1 . 2
’ Conforme a Scientific American, dividindo por m': 4 = My quando m' > m, T~ 1, por isso na férmula da
m m

2 2
Equagio 1, da Secdo 4.6 utilizamos M, pois M > m e u - m. Logo, da Equacdo (1): T /a3 = ZLM ﬁ fazendom’ = M. (4)
M
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. myry+myry . T
Pois: 1, = ——=2, que é a média ponderada entre 7; e 1, tomando as massas como pesos, nesse
my+my

€aso 1., = 0, onde 7, ,, € a distancia do centro de massa.

Obtemos: r; = m"fm T (2a)
1 2

e r=——t—y (2b)

mq+my

Colocando a origem das coordenadas respectivamente em r, e depois em r;.

m 2 2
itul E, m ., m. m .
Substituindo en Kk Ek =1 (—Z) TZ 2 ( 1 ) rZ
2 \myt+m, 2 \my+m,

1Mz

Fazendo: yu = teremos: Ej, = %[(u M)] 72 = %,u 72 (%)

m
my+my’ my+m,

Chamamos p de massa reduzida (LANDAU; ALONSO, FINN).

’ . . 7 ’ . L.
Quando m’" for muito maior que 771 (m >> m) teremos M = m e m praticamente coincide com

o centro da massa [ver Se¢do 4.7, Equacio (4)] e:

E:%mv2 —yﬂ, isto é, E = E;, + Ep
-

Teremos trés casos:

E>0
E<0 E ‘

E,

m m
]
Foco
Trajetéria
Elipse o e
Trajetéria Trajetéria
Hipérbole Parabola
) E, _ [ mumy (natmy)] p _ 1[_mamy? mym,? ]2
K= 2 [tm,+my) (m1+m2)J‘ 2 [my+mp)? T (my+mp)2l

¥
(my +m;)*
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Como exemplos dessas trajetdrias, podemos citar:

o Eliptica: orbitas planetdrias, de cometas e satélites, excetuando as ressalvas indicadas no Anexo
9, e também as do elétron, excetuando as ressalvas indicadas pela Mecanica Quantica.

e Hiperbolica: a luz ao ser defletida quando passa préximo a uma estrela, como o Sol. Isso sera
mais bem visto no segundo volume desta obra.

Seja um satélite a uma altura I da superficie da Terra.

i 1E—lmv2— mM
Energia total: 5 Mo 7R+h

Como elipse, pode cair sobre a Terra ou orbitar em torno dela (conforme a Energia cinética). O
mesmo pode ser aplicado a um satélite natural como a Lua (ALONSO, FINN).

4.8 ENERGIA POTENCIAL GRAVITACIONAL, FUNGAO DAS COORDENADAS DAS PARTICULAS

’
L , I:; _ ymm _
Forca F agindo sobre "sob a acao de m : == > U,
r
. . , ’ = , . ~ 4. —
A origem do sistema estd no centro de m . Como F estd em dire¢do oposta ao vetor unitdrio Uy, seu
sinal é negativo.

A forga é igual ao gradiente da energia potencial com sinal trocado:

5 9E, _
F. = —grad E, = —a—rpur (0)

1

Fo=_Ym m'/ . O0Ep _ymm
= 2 i
r

or r2
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Ao integrar e dar valor ( para energia potencial a uma distancia muito grande (» =), obtemos:
Ep , (Tdr
dE, =y.m.m —
0 o

. . . . . ’
Resulta em energia potencial gravitacional do sistema composto pelas massas m e m':

_ymam’
r (1)

E =

P

Para um sistema de mais de duas particulas interagindo gravitacionalmente, teremos:

£ — _z y.m;.m,
r V.
Todos i

0s pares

Conclui-se que a energia potencial é fun¢do das coordenadas das particulas, supondo um sistema de
coordenadas esféricas: raio vetor 7, angulo com eixo ¥, ¢ e Angulo com eixo Z, @ (ver a Figura a seguir;
ALONSO, FINN; BORISENKO; COURANT).

T Rp—-

Como na Mecanica Cléssica, a interacao de particulas materiais é feita pela energia potencial de
interacdo, que é fun¢io das coordenadas dessas particulas.
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Pode-se ver que essa descricio implica a instantaneidade das interacoes, que, alids, era a crenca de
> £l il
IQ(EWtOI’l.1U

As forgas que as outras particulas exercem sobre uma particula dada dependem, em cada instante,
nessa descri¢ao, somente da posi¢do dessa particula.

A variacio da posicdo de qualquer particula se reflete no mesmo instante sobre as outras particulas.

Sera visto no Capitulo 7 que, de acordo com a relatividade einsteiniana, o tempo nio é absoluto (ver
Se¢do 7.1) e a propagagdo da interacdo ndo € instantanea, mas se propaga com a velocidade da luz no
vacuo (ver Se¢do 7.12; ALONSO, FINN; LANDAU, na Introducio, paragrafo assinalado com 1).

' Na verdade, Newton nio associava a interagio gravitacional com a propagagio da luz, como fazemos na atualidade.
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INTERACAO ELETRICA E MAGNETICA

5.1 LEI DE COULOMB

Em 1785, Coulomb (1736-1806) mediu o valor das forgas elétricas de atracio e repulsdo, obtendo a
lei que as descreve. Usou uma balanca de tor¢ao parecida com a de Cavendish, posteriormente utilizada
na medida da atragio gravitacional.

KA

Contra
F\B peso
o~ F
~ € Indica o

0. angulo de
torcdo
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Em seguida, obteve uma equacio semelhante & de Newton para a intera¢io gravitacional:

Fos 1 00

Tdmg, 1
_ 2 1
€, =8,85418x10™" CA,mZ
C = Coulomb, unidade de carga elétrica

9 e 0, cargas elétricas

A forga entre duas cargas O, e O, é diretamente proporcional as cargas elétricas e inversamente
proporcional ao quadrado da distincia 7 entre as duas. Quando O, e 0, tém mesmo sinal, haverd

repulsdo; quando tém sinais contrarios, atra¢do.

Calibra-se o aparelho com uma forca conhecida (p. ex., um peso) que causard uma deflexio 6. As
outras forcas ocasionario deflexdes proporcionais. Variando-se as cargas e a distancia entre elas, obtemos
forgas diferentes. Adiante, veremos um exemplo de como avaliar a viabilidade.

Dessa forma:

Distancias, angulo de torcao 36° 18° 9°

Forcas, angulo de torgdo 36° 144° = 36" x4 576" =36° %16

Quando a distancia se torna duas, depois quatro vezes menor, a forga se torna quatro e, em seguida,
16 vezes maior, o que verifica a lei, pois as forcas sio inversamente proporcionais aos quadrados dos
angulos de torcdo e, portanto, aos quadrados das distancias.’

Sendo @ o angulo, CO o momento proporcional ao angulo de tor¢io &, CE o par de torgio, C
constante de tor¢io que depende do comprimento £, didmetro d e da natureza do fio.
d4

Coulomb estabeleceu a lei da torcio:  C =k—

L

Constante dielétrica ou de permissividade, ver Segio 5.10. Fazendo: F' = K"’QIQZ/2 . Atribuindo a Kg um valor
r
conveniente: KE = 1077 C2 =8,9874X]09, C= velocidade da luz no vacuo. .. Ke = 9)(109‘ Logo
2
K =1 _ -2C N v o
¢ 471'80 eresulta & 8,85418x10 N2 Definicao de Coulomb: € a carga que, quando colocada no

vdcuo, a um metro de uma carga igual, repele-a com uma forca de 8,9874)( 1 09 N . A conveniéncia desse valor é que

2
¢ = % 1y sendo [l a constante de permeabilidade, como serd visto nas Segdes 5.16, 5.23 e 5.24.
oty

O angulo 6 é proporcional ao arco 8p, onde p = raio (distancia ao centro de rotacdo), logo 8p é uma distancia (ver figura da

Secdo 5.1, pagina inicial).
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k é o coeficiente que depende da natureza do fio (ver Capitulo 3, “Elasticidade”; ALONSO, FINN,
LEMOINE, GUYOT).

Leis como a da interagao gravitacional e a de Coulomb, que variam com o inverso do quadrado da
distancia, sao denominadas de leis do inverso do quadrado (RAINICH).

mimz _ K QUQ (1)
e

Se igualarmos as forgas gravitacionais e elétricas: G—5 >
T T

E multiplicarmos essas forgas por r, obtemos o trabalho W = F - r, que é uma forma de energia.

Usando unidades gaussianas cgs, sabemos que K, = 10~7c? (ver Segdo 5.1).’

Valor de K, = 1d. sz/ [ver observagio na subsecio 5.1.2 Equagio (1)]

statc?

Valor de G = 6,67 x 1011 N- mz/kgz , em unidades cgs:

Referéncia: LANDAU

G=667x1078 d sz/gz

Ha, portanto, uma semelhanca formal entre as duas formas de energia. Isso nio € fortuito, pois como
veremos na Secio 7.7, Equacdo (1), existe uma relagdo entre massa e energia, como deduzido na famosa
férmula de Einstein: Ey = c2Am , em que a velocidade da luz no vacuo, ¢, tem um importante significado.

Isso explica porque o deficit de massa® resultante das reagdes atdmicas se converte em energia, que é
aproveitada nos reatores nucleares e nas bombas atomicas. Também explica de onde as estrelas obtém
energia, convertendo H em He, e, como explicado pelo ciclo de Bethe, as estrelas geram os elementos leves:
C,Ne 0 (GAMOW).

De modo semelhante, as estrelas geram os elementos até o Fe. E os mais pesados que o Fe sio gerados
quando as estrelas morrem nas explosdes estelares denominadas novas e supernovas, tao espetaculares
que sua luminosidade supera a de uma galaxia inteira. Concluimos entdo, que “somos formados do p6
das estrelas extintas”.

Observando-se a Equagio (1), deduzimos haver uma relacdo entre carga e massa Q/m. De fato, é
possivel verificar pelas experiéncias realizadas por J. J. Thomson, em 1897, no Exemplo ilustrativo da
Se¢do 7.4, sobre a descoberta do elétron, em que ele mediu a relacdo entre a carga do elétron e e sua
massa m: ¢/p,. Podemos afirmar que a carga do elétron é realmente o guantum das cargas elétricas, isto
¢, a menor carga elétrica possivel, e toda carga elétrica é um mdltiplo dessa carga.

Ke = 1077¢? = 8,9874 X 10°, em unidades MKS,em unidades cgs, o valor dado a seguir: K, = 1 d'cmz/statc‘

Isto é, o que falta no resultado final com relagao as massas iniciais. Observe que Am é a variagio da massa, ou seja, a massa
faltante. Podemos, entdo, pensar que a massa seria uma forma de energia condensada e, consequentemente, a massa faltante

Am seria liberada como energia cinética Ey durante a reagio nuclear.
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Thomson mediu: €/ = 1,7 x 1011 C/kg’ em excelente concordincia com o valor atual:
1,75890 x 10t C/kg’ ou, no sistema cgs, Thomson teria encontrado: €/, = 5,1 X 107 statC/g, pois 1C =
2,99592 x 107statc = 3 x 107statc.

A experiéncia de ].J. Thomson foi realizada com tubo de raios catddicos, conforme apresentado na
Se¢do 7.4, Exemplo ilustrativo, sobre a descoberta do elétron.

O valor obtido é cerca de 1.800 vezes maior que o valor conseguido com fons de H na eletrélise (com
maior exatidio 1836,15; HALLIDAY, RESNICK, WALKER). Ver final da Se¢io 7.5, sobre as
experiéncias levadas a efeito por Faraday em 1833:

€/my = 95721 C/atg = 2,8716 x 10™* statc/g (deve-se levar em conta que latg H = 1,008g).*

Como o valor encontrado por Thomson era independente do material usado no catodo e do gas
usado no tubo de raios catédicos,” ele assumiu que as particulas dos raios catédicos teriam massa cerca
de 1.800 vezes menor que a do fon H, entdo supds que a massa da particula seria cerca de 1/1800 a do

ion H. Considerou que as particulas fossem uma nova espécie de “corptisculo negativo”, o qual, por
sugestdo de Stoney em 1874 (ver Anexo 11, “Da importancia de alguém que andou meio esquecido”),
chamamos hoje de elétron. Stoney previra sua existéncia como a “unidade natural de eletricidade”, ou
seja, a quantidade de eletricidade que deve passar através da solugdo a fim de liberar, em um dos eletrodos,
um atomo de H ou um datomo de qualquer substancia univalente.

Em 1873, Maxwell, investigando a determina¢io da velocidade da luz no vicuo, em fun¢io da
L. C A 1 ~ ~ . c A .
constante eletrostatica e eletrodindmica: ¢ = —=[Se¢do 5.23, Equacio (5)], previu a existéncia das ondas

+ €oMo
eletromagnéticas com as equagoes: ¥e_ 1 0% e r¥e_ 1 0%
& qUACOEs: Fo = o ax2 © e

= [Secao 5.23, Equacdes (4) e (6)], a partir

goho 0x?

1 X . .
da qual se deduz que v=c= Tory confirmando a equacdo apresentada, por sua vez, deduzida por
oMo

Kohlrausch e Weber em 1832.

Hertz, em 1888, verificou a existéncia das ondas eletromagnéticas com seu oscilador.

. . 107 -12 C?
tgg = = X
O valor de g foi estabelecido como: g, 70z = 8,854 x 10 /(N. m?)
e L. 1 QQr I .
Podemos verificar que a forca elétrica se torna F = e substituindo pelo valor acima, temos:
0

1 4mc? QQ/
=— —-, como: F=K
4m 107 r2° e

inicialmente, portanto, em fun¢io da velocidade da luz no vacuo c.

Q

r2’

2 . .
obtemos: K, = 1077¢2N.m /CZ em unidades MKS, como visto

Posteriormente, Bucherer, em 1909, testou a relatividade da massa medindo €/;, em fungio de v,
conforme relatado no inicio da Se¢ao 7.5.

Levando em consideragido que v = E/B ,* obteve:

° Materiais usados no citodo: Al Fe e Pt. Gases usados: Ar, H, e CO,.

Em que v € a velocidade dos elétrons no feixe eletronico da experiéncia de Thomson no tubo de raios catodicos.
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1
e_el_v2 /2 1~Q/ .
- =) verarelagdo </, a seguir.

Da relatividade, sabemos que a massa de repouso my, a carga e e a velocidade ¢ sdo constantes, logo,

a relagio €/, e, portanto Q/m, pois Q é maltiplo de e, é fungdo da velocidade da luz no vacuo c,
justificando a utilizacio de K, = 1077 c?, como visto no inicio (KAPLAN, SEARS, HALLIDAY,

RESNICK).

Para generalizar, aplica-se a férmula da forca eletromagnética de Lorentz: F = Q(E +V x §), como

1 d _ 1 _Vv
[a(YV)], em un-Y—WCB -c

visto no final da Secao 7.4, obtendo: Q-1
mq E+VxB

Mais uma vez, observamos que ¢ desempenha seu papel.

A seguir, sera relatado como as ideias evoluiram.

Expressando a lei de Coulomb como F = 4:5 Qing no sistema de unidades MKSC (Segdo 5.1), em
0

que 41 aparece considerando a carga Q; no centro de um espaco em que sua influéncia é exercida sobre
a carga Q,,situada a uma distancia r sobre uma superficie esférica com angulo sélido total de 4m
esferorradianos [Se¢dao 5.10, Equacio (1)], o indice 0 da constante dielétrica &, indica seu valor no vicuo

(Segao S.1).
Até entdo, trabalhamos somente com cargas em repouso, ao que damos o nome de Eletrostatica.

Ao pesquisar a corrente em condutores, denominada Eletrodindmica, verificou-se que ela causa um
campo magnético em torno do condutor. Esse campo foi definido experimentalmente como: B = %i.

Veremos na Se¢io 5.16, Equacio (1), que a circulagio magnética resulta em:

rzfﬁ-dizpoi
C

Chamada de lei de Ampére, originando a constante de permeabilidade p (ver inicio da Se¢do 5.16 ¢

final da Sec¢ao 5.23, sobre a velocidade da luz no vacuo).

Por outro lado, Faraday, em 1831, chegou a lei da inducao: giﬁ di = %, ou seja, um campo

magnético varidvel, com o tempo, produz um campo elétrico (i.e., uma corrente) em um condutor (final
da Secao 5.14).

Em 1832, Kohlrausch e Weber determinaram a relagio da constante eletrostatica e eletrodinamica,

1 1 . . )
encontrando: ¢ = = =3 x 108 M/, isto é, a velocidade da luz no vacuo.
Jeoxto  /(amx1077)(8,9x10-12)

Medida pela primeira vez em 1785 por Coulomb. Mostrou que seguia uma lei da forma: F ociz , em que & significa
I

proporcional. Na época, ndo havia um conceito preciso sobre carga. Trabalhos posteriores indicaram a influéncia das cargas:
QuQ

2

e, finalmente, chegou-se a equagio mencionada.
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Maxwell, tomando conhecimento dessa rela¢io, investigou teoricamente, resultando em seu Tratado
de Eletricidade e Magnetismo, publicado em 1873.

Considerando que a luz se propagando no vacuo, isto €, sem cargas livres nem corrente, ele deduziu
as equagoes:

Lei de Faraday-Henry % = —% (2)

0E

. N aB
e a lei de Ampeére-Maxwell — o5 = Eobog; (3)

Ver Se¢ao 5.23, Equagoes (1) e (3).

Derivando (2) em rela¢io a x e (3) em relagio a t, obtemos: PE_ _0°B e _oB € 7B
¢ . : s g C oo axor & " orox  coMoge:

. 0%E 1 0%E . - .
Combinando as duas, teremos: 3% = sun axz Precisamente a equagio diferencial de segunda ordem de
oHo
2%g 2 9%

uma onda: == = v? —.
a2 ox2

[Secao 5.23, Equagdo (2); ver também Anexo 6, Equagdes (0) e (1), Resolu¢do da Equagio da Onda
de Schrodinger, e em outras palavras].

Por onde se deduz que a velocidade: v = — =, confirmando a equacao obtida por Kohlrausch
e Weber, como ja mencionado.

De modo semelhante também se obtém: 2t = — 28

a2 gog OX2

Maxwell concluiu que a luz sdo ondas elétricas e magnéticas se propagando no vacuo na velocidade
da luz c. Previu, entdo, a existéncia das ondas eletromagnéticas [Se¢io 5.23, Equacdes (4), (5), (6) e (7)],
cuja existéncia seria confirmada por Hertz em 1888, com seu oscilador. Por isso, essas ondas ficaram
conhecidas como ondas hertzianas. A partir de entdo, a Otica se tornou parte do estudo do
eletromagnetismo. Posteriormente, descobriram-se novos campos para essas ondas, com frequéncias
diferentes da luz: infravermelho, ultravioleta, raios X, ondas de radio etc. O raio X comprovou ser
eficiente no diagnéstico médico, e as ondas de rddio, na telecomunicacio telegrafica, radiocomunicacio,
TV etc. Vale mencionar a descoberta posterior da radiacdo vy, resultante da desintegragdo atdémica
(ALONSO, FINN).*

O problema da radiagio térmica foi resolvido por Planck em 1901, com uma hipétese revolucionaria.
Ele postulou que a energia da radiacdo, em vez de utilizar valores de zero ao infinito, tomam valores de
0 a ngy, sendo n valores inteiros e € o denominado quantum, e no plural, quanta, dai o conceito de
“quantizagio da energia”.” Porém, ainda se considerava, conforme Maxwell, a radiagdo térmica, parte
das oscilagdes eletromagnéticas, como um fenomeno ondulatério.

¥ Também vale ressaltar o surgimento de um campo novo: a Radioastronomia.

Trata-se do inicio da Mecanica Quantica, embora Planck nio tivesse consciéncia disso.
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Somente em 1905, Einstein, ao publicar trés artigos,' um deles sobre o efeito fotoelétrico, aplicou o
conceito de Planck para explicar como a radiagdo ultravioleta, ao incidir sobre uma placa metalica, libera
elétrons que podem ser detectados na forma de corrente elétrica. Ele explicou que a radiagio é formada
de particulas, os quanta da energia, denominando-as de “fétons”.

Isso seria confirmado por Compton, em sua experiéncia denominada efeito Compton, de 1928, na
qual demonstrou que os fétons de raios X incidem sobre elétrons livres e, assim como bolas de bilhar,
provocam a transferéncia da quantidade de movimento, deslocando os elétrons e sendo desviados por
eles, como particulas.

Einstein chegou a conclusio que a radiacdo eletromagnética tem natureza dualistica, comportando-
se como onda sob certas circunstincias, e como particulas ou fétons sob outras.

Todavia, em 19035, a existéncia do dtomo ainda era posta em divida (MACH). Em 1916, Einstein
publica artigo sobre a Relatividade geral e, em 1921, recebe o Prémio Nobel pela explicagio do efeito
fotoelétrico. Contudo, as ideias sobre Relatividade demorariam a ser aceitas e somente o foram gragas
aos esfor¢os de Sir Arthur Eddington, Schwarschild (curvatura da luz sob efeito gravitacional e buracos
negros), Otto Hahn e Lise Meitner (em 1938, fissio do Uranio), Oppenheimer e muitos outros.

5.1.1 Exemplo ilustrativo

Para avaliar melhor a viabilidade da utilizacdo da balanca de tor¢do, vejamos um exemplo:

Sejam duas cargas: O, = —1,0x10°C e O, = —3,0X 107°C , distantes entre side 7 = 15¢m .
Qual é a forga que atua nas cargas O, e Q,?

Como as cargas tém sinal igual, as foras F| e F, serdo de repulsio:

[s9874x10 Nm*/ ) (Lox10C) (.0x10C)

g 1 00 _
' P 4ne, r? v
(15107 m)

LI98N

9,81%gf

=1198N = =0,122kgf =122gf

Resolvendo no sistema gaussiano:

" Os outros dois eram: “Movimento browniano”, em que se comprovava a existéncia do dtomo, e “Teoria da relatividade
especial ou restrita”, nos Annalen der Physick.
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0, =-1,0x10°C = -1,0x10°x2,99592x10° statcoulomb =—2,99592x10" statc
0, =-3,0x10°Cx2,99592 = —8 98776statc

(2.99592x10° state) (8.98776x10° statc) \ 4
F=-F,= =11,96738x10* = 119673 8dinas =
(1L,5x10cm)

_119673,8

=122
981 g

E possivel trabalhar com cargas da ordem de statc, ou unidades eletrostaticas, ues , distAncias em cm,
e forgas da ordem de centenas de gf . As cargas em Coulomb C seriam grandes demais.

5.1.2 Observacao

Pode-se observar que ao usar o sistema gaussiano, na formula da lei de Coulomb:

FZKL, Q]2Q2 Kezld'sz (1)
r

statc?

o . . . P
OH =h COSE , momento em relacdo ao eixo de rota¢do de forca elétrica F:

FXxOH = Fh cosg , equacdo de equilibrio:

co
icosg =Co . F= — g por exemplo:

hcos—
2

. . - - . a* . .
" Ver Capitulo 3, “Elasticidade”, sobre 0 momento de tor¢io ou conjugada, C = k>, k nas mesmas unidades que o modulo de

rigidez G, kgf/cmz.
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Suponha @ = lrad e h=15,64cm
co0s0,5rad = 0,87758 , comprimento do fio de tor¢io ¢ = 50cm , diametro do fio
d=217mm = 2,17 x 10" tcm .
4
Entio: F =k—

7 . Para fio de prata, tem-se em unidades gaussianas & = 2,7x10', kgf/cm?,
" hcos—
2

OH = hcos 9/2 = 11,395 x 0,87758 = 10cm

2,17x107™ 1
—X

L F=27x10"x — =119.674dinas AB = 2hsen% =15cm
50 10

6/ _
sen A =0,47943

5.2 FLUXO DE UM LIQUIDO

A nogio de fluxo deriva do escoamento de um liquido pela seccao de um tubo ou canal.

Supondo a velocidade V' constante na seccao S, a vazdo, ou fluxo, do liquido sera:

3
¢:VSC’%><cm2:>C’"K.

Na pritica, todo liquido é viscoso, o que provoca atrito interno no escoamento. As particulas que
fluem por S ndo tém a mesma velocidade, sendo nulas nas margens e aumentando até atingir um maximo
no eixo da tubulagio.

Camada
limite

Como V varia na sec¢do, teremos um fluxo elementar: d o= vdS , em um elemento de drea dS

da 4rea total S.
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Integrando por toda sec¢do: o= _”VdS
N

Referéncia: Maurer, J. M. Azevedo Netto

5.3 GRANDEZAS ESCALARES, VETORIAIS E TENSORIAIS: CAMPOS

Grandezas escalares sio as que necessitam somente da especificacio da magnitude e do sinal, e podem
ser positivas, negativas ou nulas. Exemplos: temperatura, volume, massa, carga elétrica etc. Além da
magnitude, as grandezas vetoriais necessitam da especificagio direcional, por exemplo, velocidade,
momento, forca etc.

O tensor é uma generalizagio dos conceitos de escalar e vetor. Dessa forma, eles so casos especiais.
O escalar é um tensor de ordem zero, e o vetor, de primeira ordem. O tensor é uma entidade que, com a
mudanca do sistema de coordenadas (por translagio e/ou rotacio), sofre mudanca de suas componentes,
porém, a grandeza em si € invariante.

Um tensor de segunda ordem também é chamado de diddica. Exemplos de tensor de segunda ordem
530 a tensdo e a deformacao. Um tensor de terceira ordem é chamado de triddica. Se for de ordem 7,
serd uma poliddica. As leis fisicas, para serem validas, devem ser independentes do sistema de coordenadas
para exprimi-las matematicamente.

Conforme a grandeza considerada, podemos express-la em um espaco tridimensional (x, y, z),
tetradimensional (x, y, z, t) ou, generalizando, m dimensional.

Um “campo” é uma distribui¢ao continua de quantidades escalares, vetoriais ou tensoriais, descritas
por fungdes continuas de coordenadas espaciais e do tempo. Por exemplo, a temperatura em todos os
pontos de um corpo, em qualquer instante, pode ser descrita pelo campo escalar 7' (x, y, z, t).

Um campo vetorial, como o da velocidade, pode ser designado por v (x, vy, z, t). Isso significa que
V= f(x,y,Z,t), é uma funcio das varidveis x, y, z, t. Na verdade cada uma de suas componentes sio
fungdes de cada uma das coordenadas, respectivamente, x, v, z e t. Uma diddica tridimensional tem 32 =

e . . 2 _
9 componentes, e uma diddica tetradimensional, 4~ =16 componentes.

Observagao

Embora o quociente entre dois vetores ndo possa ser definido satisfatoriamente, os tensores surgem
fisicamente em circunstincias que os fazem parecer com uma divisdo. Por exemplo, tensdo é forca por
unidade de 4rea. Considerando o vetor A de grandeza igual a drea, e na direcio normal a 4rea, podemos
afirmar:

- -
F=AT = A& Ty € = 8;jAiTjex = A;iTi€x = Ficéy, em que T ¢ a tensdo.
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Flo R .
= Tix =7, vemos que obedece a regra do quociente."
i

No segundo volume, quando tratarmos da Relatividade Geral, veremos que o tensor curvatura, de
quarta ordem, também satisfaz essas circunstancias, obedecendo a regra do quociente. Também é
importante salientar que um tensor de segunda ordem est4 associado com duas dire¢des, e nio uma, como
o vetor, ou nenhuma, como o escalar. Assim, quando dois indices forem iguais, a tensdo serd compressio
e quando forem diferentes, cisalhamento, tratando-se da diddica de tensdes (ARIS, ARFKEN, WEBER).

5.4 FLUXO DE UM VETOR

Generalizamos o conceito de fluxo de um liquido para o fluxo de um vetor considerando uma
grandeza vetorial v passando por uma sec¢do S e calculando seu fluxo.

Fluxo elementar d@ em dS : sendo V,, componente de ¥ na direcio do vetor unitirio 7, normal

a secgdo dS , teremos: dd = v,dS = v cos6dS.
d¢ =v-ndS
1l é o vetor unitdrio normal a superficie dS

Integrando em toda sec¢do S':

o=|[v-iids

5.5 CAMPO GRAVITACIONAL E CAMPO ELETRICO

 Em uma equagio tensorial, os indices do lado esquerdo devem aparecer no lado direito, exceto quando repetidos, quando
desaparecem, indicando formacdo de escalar e também quando existir produto escalar, em que hd contracio de indices.
Estamos nos referindo aos indices das componentes e ndo dos vetores unitarios.
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Seja um corpo de massa M (como a Terra) que suporemos concentrada em seu centro. A uma
distancia 7 colocamos varias massas: m,m,,m,,m,... Essas massas ficardo sujeitas, respectivamente, as

forgas P,B,P,P,... que chamaremos de peso. As relagdes entre peso e massa sdo constantes e iguais a g

P ~ = .
=—1= =g ~P=mg. 5.51.

SET
3 ‘.:Ux
w§ "’m

, isto é, A aceleracdo da gravidade:
m
|

=g

o)

Comparemos com a segunda lei de Newton: F= ma , nesse caso: I’ =Pe
. . mm , 0,0

Pela lei da gravitagio: F = G—5= e pela lei de Coulomb: F= iﬁ 12 : , vemos semelhancas

r yze

ancia 7, se colocarmos

entre elas. S3o leis do inverso do quadrado da distancia.
Logo, dada uma carga 0, ela produzird um campo elétrico tal, que a uma dist
F,F,

)

As relacdes entre forca e carga sio constantes e iguais a FE, “vetor campo elétrico”:

=—=—=—=FEem N/ -~ F=qE (1)
4 4 4 /C

< |

5.6 LINHAS DE FORCA
Uma linha de forca é aquela em que cada ponto é tangente ao vetor campo nesse ponto.
E, E,

B
C i

Portanto, indica a dire¢do da for¢a que surge em cada ponto quando se coloca uma massa ou uma
carga nesse ponto (para campo gravitacional ou campo elétrico). Michael Faraday (1791-1867) iniciou

sua utilizagio.



Introducao ao Estudo da Teoria da Relatividade | 69

Podemos obter a visualizagio das linhas de forca se colocarmos um cartao sobre uma barra
imantada e, por cima do cartio, espalharmos limalha de ferro. eremos o que se chama de “espectro

tada e, d tao, lh, limalha de f Obt: h de « t
magnético”.

As particulas de limalha se transformam em pequenos imas, os quais se orientam conforme as linhas
de forca do campo magnético. As linhas de forca nunca se cruzam.

5.7 \IARIA(;EO DO FLUXO DO VETOR: DIVERGENCIA

v+ Ay,

Ay

Seja um paralelepipedo elementar de lados AX,Ay,Az. Na face Ay,Az entra um fluxo @ com

velocidade V|, e na face oposta, sai: ¢ +Ag com velocidade v, +Av,.

Varia¢io do fluxo na dire¢do x:
Av, Av,
A = AvAYAzZ A = SV AxAyAz = S Ay
& Y 4 Ax \V: Ax
AV Volume elementar = Ax Ay Az
Variacio de fluxo total A@ nas trés direcdes X, V.2

Ap = Ag +Ag, +Ag, =[AV‘+AV2+AV3 v

Ar Ay Az
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Variagio do fluxo por unidade de volume:

AP _Av  Av, Ay,

 Ap= ff 5 -7ids
AV Ax Ay Como: )

(ver Secao 5.4).

Levando ao limite:

ffv-sds Av, Av, A o v ov. do
po % (A Av, Av) 9w 9w, v, dg
a0 AV wed Ax Ay Az | ox 9y 0z dV

Chamamos essa tltima expressao de divergéncia de v :

divv=—+—+— Em que: ¥ =vi +v,j +v,k ou

13
divv=V.v = if+i]+il€ -(vlf+v2]+v3l€):%+%+%—ﬂ
oz ox

ox dy dy oz dV
_ 953,05, 0%
Em que: V= ped +6y] + sz

5.8 TEOREMA DE GAUSS-OSTROGRADSKY

Transforma integral tripla em um volume ¥ em uma integral dupla da superficie S que encerra V.

3
Recorde o produto escalar: 4+B = Z AB; i], sei=j,1+] = cos ;= 1,pois 0 dngulo «;jentre Te T é nulo; se T#J,1-7= 0,
=1
pois ;= 90°,
Logo: A-B= AB; + A;B; + A3B3, pois A= AT+ A+ A3E eB= B+ By + B3E como os termos da soma sdo escalares, o
resultado da soma serd um escalar.

3
ZAiBji-j

ij=1
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ham i o

O volume V é dividido em uma grande quantidade de paralelepipedos diferenciais. O fluxo em cada
paralelepipedo sera:

V-HdS =V-vav
6 superficies

Assim como visto na sec¢do anterior, pois d¢ = Vv dV é a variacdo elementar do fluxo.

O fluxo interno é compensado pelas faces contiguas dos paralelepipedos. Os termos V- 7idS se
cancelam aos pares. Contudo, o fluxo externo nio é compensado.'

Logo, o fluxo total serd composto pelas faces externas que nao sio compensadas por ndo serem
contiguas a outros paralelepipedos.

2 V-ndS = zv-ﬁdV Quando 77 —> o= ou dS e dV — 0, teremos:

sup erf externa volupes
l I , o circulo significa superficie fechada,
N conforme Carl Friedrich Gauss (1777-1855).
#5-@5: ﬂfv-ﬁdv
S

Do pardgrafo anterior: % =V:V = d¢ = V- vdV, integrando:

Supondo ndo haver fontes nem sumidouros. Sdo consideradas singularidades. Nesse caso, teremos acréscimos ou decréscimos
de fluxo interno que deverdo ser considerados. No segundo volume, esclareceremos o significado de singularidade (ver
curvatura do espaco segundo Einstein em Sagan e singularidade, conforme Hawking em Uma breve bistoria do tempo). Para
melhor compreensio das singularidades, ver a Se¢ao 5.25, sobre a “distribuicio da matéria™.



72 Antonio Giuseppe Roth

oL = concordando com a dedu¢do mencionada anteriormente. Ou
Ap={pv-ndS= j# v-vdy, seja, o fluxo A¢ da funcio vetorial ¥, através da superficie de
\4 controle SC, resulta na divergéncia dessa fun¢io no volume de

controle VC, encerrado pela superficie de controle SC.

Observacao
Ha uma demonstracgdo tensorial no assunto quando falarmos sobre o vetor de Poynting na Secio

5.26, Equagdo (5.10).

5.9 EQUA(;I\O DA CONTINUIDADE

Seja o volume de controle VC, envolvido pela superficie de controle SC. A varia¢do em relagdo ao

h d _dm dq
tempo da massa ou carga noVC sera dada por: gj.JJ.pdV ,emque p = g ou g (0)

Ou seja, massa ou carga por unidade de volume.

A variacio é devida aos fluxos de entrada e saida da massa ou carga através da superficie de controle
SC, que sera calculada por: ﬁpﬁ -ndS ¢
s

° Anilise dimensional de fluxo: verifique Segio 5.4,V 1i dS = ([L]/[T]) [12] = [LS]/[T]--, que € vazao, isto é, volume na unidade
de tempo. pV -1 dS = ([M]/[L3]) ([L3]/[T]) = [M]/[T] , massa na unidade de tempo ou: ([Q]/[Lg]) ([L3]/[T]) = [Q]/[T] carga

na unidade de tempo e a/at (pdV) = pdV = dm ou dq -~ massa ou carga na unidade de tempo, ou seja, corrente i, como serd

visto na Se¢do 5.16.
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O circulo significa que é calculado na superficie fechada.

Nota-se que o fluxo de saida é positivo, pois 8 <90° e cos@ > 0. O fluxo de entrada é negativo,
pois 6 >90° e cos® < 0. Recorde-se que V- T = cosf.

Entao teremos: %J‘J.J.pdV = _ﬁp‘j -ndS (1)
v s

O sinal negativo indica que, quando o fluxo entra e, portanto, é negativo, a quantidade de carga
ou massa aumenta e, logo, o acréscimo é positivo. Quando o fluxo sai, teremos o oposto, isto é, o fluxo
é positivo, mas haverd um decréscimo na massa ou carga. Trata-se de um balang¢o material ou de cargas
no VC.

Essa é a equagdo integral da continuidade.

Levando em conta o teorema de Gauss-Ostrogradsky, ou seja:

ﬁﬂﬁds:jﬂ?ﬁdr/

N

Teremos, substituindo v por OV, nessa equagio.

ijV(pa) dV:_%JJJPdV,pois: #p\_/’-ﬁ’ds = MV’- (p¥)dV
s v

5.9.1 Demonstracao da equivaléncia

JpV-HdS = j pv,dS
g S vy, =1, velocidade perpendicular a dS, aplicando Gauss-
Ostrogradski:
S 9] 0x; d 0X;
Vids = | V- (pWdv = (_*.). kY :f (_> (25 gy =
f P f (°¥) f ax; i (p at9) V=) elay) Bl 5 )Y
S \% v \%

[ -3 [
- vp ax/\ac )¢ Tac) P

\Y%

oo 0
..fpv-ndS—afpdV
S )
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A menos do sinal que j4 demonstramos no 2° membro, ser negativo.

d
a3 fpde—fpV-ﬁdS
\Y S

Em um VC fechado, quando hd aumento do fluxo (positivo) no VC, a massa ou carga na SC diminui
(negativo) e o oposto quando houver diminuicio do fluxo (ver a figura da Se¢io 5.9).

A foérmula é valida independentemente do volume de integracdo. Logo, tendo em mente que a
derivagdo é a operacdo inversa da integragio: '

Foon=_® .9 dev), dpv)
P a T o dy oz

ver observacdo ao pé da pagina na Secao 5.7)

o,
ot
E a equacio da continuidade em forma diferencial.

5.10 LEI DE GAUSS PARA ELETRICIDADE

O fluxo vetorial nio é necessariamente material.
9= [[v-iids
s

No caso de fluxo elétrico teremos:

' Pois: a drea A sob a curva y = f(x), no intervalo a = x = b, ¢ dada pela integral A = fab ydx, derivando:

d b d dA . .. s .
Efa ydx = A= significa, a > b (“a” tende a “b”) e a integral se torna dA = ydx, obtemos:

b b
dfuydx:“mAfuydx:&:y
dx n-o Ax dx

A é variagdo. No lim, o que era uma variagao A, se torna um infinitésimo d. Observe que a opera¢ao diferencial d anula a
operagio integral [ .

Tomando-se a drea elementar dA, obtida multiplicando a ordenada y pelo elemento da abcissa dx, ou seja, dA = ydx, e
integrando entre os limites a = x = b, recuperamos a drea inicial.

y
- y=f
b b . =
. dx = lim A i P
A:f ydx =A lll)'no ZyiAx,- Sendo x A}(I—I»}) * i r ~ Area
“ * x=a Yi Areq 2% elem. dA
i1 A iy
\VA 1 - ~
! >
a b

Simplificando: seja a drea A, calculada pela integral A = fab ydx. Achar a fun¢do y = f(x). Para isso, calculamos a derivada da
integral:

y= 5l A =160 2)
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9, = |[B-iids = [[[V -Eav

s 14 (1a)
d¢e
das”
for¢a”, pode-se afirmar que a quantidade de linhas de forca é deduzida pela relacao do fluxo ¢, em N/C
pela superficie S em m?, no sistema MKS. Ver também Se¢do 5.17a, potencial elétrico.

A partir disso, obtemos: E = em que E, campo elétrico, da Se¢do 5.6, conceito de “Linhas de

Utilizamos anteriormente o teorema de Gauss-Ostrogradsky (ver final da Secio 5.8), porém,

e_F 9 . o P . -

E=—= 2 TU, g,- carga de prova sujeita a forga [ a uma distancia » de ¢, U,- vetor
90 TLEN

unitario.

Cada linha de forga se origina em uma carga positiva e termina em uma carga negativa de mesmo
valor absoluto.

—»dS

dScos®

Carga ¢ no interior de uma superficie fechada S.

dQ : angulo s6lido em esferorradianos.

Contudo, dS Cose/rz é o angulo solido dQ.

"7 Ver Lei de Coulomb, Segdo 5.1: F = L4

4mey 12 *
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Pois o angulo sélido total ¢ 47 . Considerando que a superficie da esfera ¢ 4m r?, logo:
2
a=4mr/ L r

A férmula é véilida também para n cargas.

Entio teremos: @, = va -EdV = é‘i (0) Lei de Gauss f E-fidS= si e equagao la
v 0 0
S

por Gauss- Ostrogradsky.

<

em forma diferencial, explicitando:

Se fizermos 4 = Jﬂp dV , teremos:
v

O0E, OE, OE, p
t—*+t——= ; Também chamada de 1° lei de Maxwell (ALONSO, FINN, SALMERON).
0

ox dy Oz

O fluxo elétrico ¢, através de uma superficie fechada é proporcional a soma das cargas elétricas no

interior dessa superficie. Se nio houver carga: V- E =( (2). Indica que as fontes do fluxo elétrico sio as
cargas elétricas (YAVORSKI).

" Definimos o radiano em um angulo plano como a relagio entre o arco € e o raio R (ver Figura a seguir). Um “4ngulo sélido”
¢ 0 espaco compreendido no interior de uma superficie conica ou piramidal. Em analogia ao dngulo em radianos, definimos
o esferorradiano, sr, como a relagdo entre a superficie S interseccao do angulo s6lido da esfera com o centro no vértice da
superficie e seu raio R ( ver Figura anterior). Como a esfera tem uma superficie de 4mR?, essa relacdo se torna: Q = S/Rz =
41t = angulo sélido da esfera. Se o angulo sélido for pequeno, ou seja, elementar d(, pode-se substituir a calota esférica S por
uma superficie plana elementar dS: dQ = dS/Rz.
Se dS ndo for perpendicular ao eixo do angulo s6lido, projetamos essa superficie sobre uma superficie perpendicular ao eixo,
dS’ = dS cos® (ver Figura anterior), obtendo-se: dQ = (dS cos8)/R?, como visto anteriormente (ALONSO, FINN). Sobre a
superficie da esfera, ver Anexo 10.

/
R 1 Assim como o angulo em radianos ¢é definido como: 6 =—, definimos o angulo sélido como:
‘ R

comprim
/ comprim € £

0

B superf/

N
Q=—, ambos sio adimensionais, pois 0 é superf*

R



Introducao ao Estudo da Teoria da Relatividade | 77

5.11 INDUCAO MAGNETICA

Se uma carga ¢ com velocidade V passar por um campo magnético de vetor de indugio B, ficara

sujeita a uma forca perpendiculara V e a B, obedecendo a equacio vetorial:

P — g B
F=qgvxB (1) p

. . B =
Logo, a indu¢ao magnética sera: qv sen@

Se a carga estiver sujeita a0 campo magnético e ao campo elétrico, entdo ficara sujeita a forga total
(soma das forgas elétrica e magnética), ou seja,

F=qgE+qvxB 2)

Denominada Forga de Lorentz.

5.12 LEI DE GAUSS PARA O MAGNETISMO

O fluxo magnético sera definido como:

@y = '”.E-ﬁdS = ”B cos @

Para uma superficie fechada, isto é, V'C com SC fechada: Oy = ﬁB ndS =0
s

E impossivel obter um tnico polo magnético, pois eles sempre trabalham aos pares.
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Forma diferencial:
fjB-iias = [[[V-Bav =0
s 14
Por Gauss-Ostrogradsky, ver Se¢ao 5.8.

Logo: V-B=0 ou %_{_8&_{_8&:0’ a 2° lei de Maxwell.
ox dy oz

As linhas de for¢a do campo magnético emergem externamente do polo norte do imi e penetram no
polo sul do ima. Internamente, as linhas de forcas se dirigem do polo sul ao polo norte, tornando a linha
de forca magnética fechada. Por esse motivo, o divergente da indu¢io magnética B é nulo: V-B = 0.

Comparando com a lei de Gauss para eletricidade (Secio 5.10): &,V -E = q, verificamos que carga
magnética nao existe.

Tomando-se o fluxo magnético:

Vemos que o fluxo para fora é positivo e o fluxo para dentro tem o mesmo valor, porém negativo,
sendo a soma dos dois, nula."” Essa a verificagdo é experimental (HALLIDAY, RESNICK).

5.13 DIFERENCA DE POTENCIAL

A energia potencial entre dois pontos a e b sera:
b b
Ep = J. Fcosadl = f q(E + Bv) cosadl
a a

(Se Be v forem perpendiculares)

a dat

" Indica que na natureza nio ha cargas magnéticas e que as linhas de indugio do campo magnético sio fechadas. O que temos

sdo dipolos magnéticos, como por exemplo, no campo magnético produzido pelo spin dos elétrons, que funcionam como imas
elementares (YAVORSKI). Como veremos adiante na subsecio 5.14.1 equagio 1.
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Pois, pela for¢a de Lorentz: F_ E + By [ver Secdo 5.11, Equagao (2)].
q

Chamamos diferenca de potencial a: —== AV,
b -
AV, :J (E+ BV) cosar Al (para Be ¥ perpendiculares)

5.14 LEI DE FARADAY-HENRY

Foi deduzida por Michael Faraday em 1831.

Inducio magnética L ao plano: B,
apontando para para fora na direcio do leitor.

O movimento do circuito fechado com velocidade v induz uma corrente ino circuito. Na Secdo
5.11, o sistema de referéncia estava em B. Agora, o sistema de referéncia estd na carga g, movendo-se no
circuito. Logo, é B que se move em relagio a q.

O potencial serd: AWV = f(E +Bv) cosa df (0) (ver Se¢do 5.13).
c

Como o circuito é fechado, o potencial elétrico ser nulo, pois @ = b e AV,, =0 (potencial elétrico).

Em nosso caso, F, =—F] e se cancelam.
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F'l serd fungdo de & = 90°, logo, senf@ =1 e AV =B

0 é o Angulo entre B e V.

d d d
Como @ = Blx .- % = —E(fo) = —Béd—j = —Blv

(B x superficie)

. __ 4

wav=-=2(1)

(Lei de Faraday-Henry)

Sendo ¢g, fluxo magnético.

A uma variagdo positiva de dt (variacio elementar de tempo) corresponde uma variacao negativa da
area ¥x, entdo, deve-se usar o sinal negativo.

5.14.1 Interpretacao do sinal negativo na lei de Faraday-Henry

y

Sistema dextrogiro

F

0 F] = —tu ver Equacdo (1), Se¢do 5.11: F; = —quBsen 8.~ —E = —; =uB E+uB=0,u =% Jélav= %‘
3
o poted®”
T 0 0
_ (md‘nc@
B
Pela regra da mio esquerda: F | a Beaw i=-w
w(médio)

. dl ;
*' Devido a corrente circulante 7, surge forga no condutor mével. Fi = Bli pois: F} =quB = dF; = dq;B =iBdl e
t

Fl = JdFI = JBidf = Bli; distancia  dx = vdt trabalho  realizado: dW = Fidx = B/vidt 5 ld[ = dq
sdW = Bdeq potencial AV = d%q =By (1a).
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Z

e
0

y

Sistema dextrogiro X
[o
B
gy
- -
- - -
Produto vetorial A
C=AxE=AB( sene)ﬁ, K = vetor unitario
A rotacao A, B, C é dextrogira (COURANT).
g

D

Pela regra da mio direita, polegar para cima; outros dedos: direcdo contrarreldgio, isto €, sistema

Se AXB =S-, L contorno da drea

dextrogiro (Alonso Finn).
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i B
8
espira
AV
Com relagio ao fluxo:
AV tem direcdo contrdria a rotacdo dextrogira, entao sera negativo: ¢pg = f§ “dA = d;itﬁ =—AV (1)

A dire¢io de AV foi determinada experimentalmente por Faraday, Henry e Lenz, de modo
independente (HALLIDAY, RESNICK, WALKER).*

Indugdo magnética B

. . . . . =1 . ~
Seja uma carga q percorrendo o circuito com um campo induzido E provocado por uma indugdo
>
magnética varidvel B. Entdo o trabalho em cada rotacio é:

gAV  av = Ep/q , ver Se¢do 5.13.

Também deve ser igual a (CJE)( 27 1), pois F = qE.

* Considerando a carga de q positiva. Quando cresce, 498/ & positivo e AV, negativo. Quando decresce, teremos a
ga de g p B L 4B/ ép , neg 8 3

varia¢do do potencial AV positiva.
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Energia potencial Ej, = trabalho: F x distdncia (nesse caso, circunferéncia)

Logo: AV =E2n r
No caso geral, devemos ter: AV = §;E -di (1b)

Entdo a lei da inducdo de Faraday, ver em (1), se torna:

§E-d?=—%
2)

A 3% lei de Maxwell

O campo magnético varidvel com o tempo produz um campo elétrico, fendmeno chamado de
“inducdo”. Ele é utilizado, por exemplo, em um gerador elétrico, ou um dinamo, em que a varia¢io do
campo magnético é produzida por movimenta¢ao do magneto.

Retornando & questdo do sinal, podemos resolvé-lo matematicamente:

Tomando-se a primeira equacio (0): AV = 3§(E + Bv)cosad?, como a=0° e o ciclo
fechado, temos:

AV:f(E+Bv)de:o:>§£E-d?=—vade
C

A 1% parcela chamariamos de AVg, potencial elétrico, e a 2, AVy;, de potencial magnético.

“AVg = $E-de

AVy = $Bvd? , como vimos ao pé da pagina na Secdo 5.14, Equacio (1a), integrando AV = Bév.
Logo: AVg = —AVy, justificando o sinal negativo.

Nada mais é do que obedecer ao principio da “Conservagio da energia” (HALLIDAY, RESNICK,

WALKER).

5.15 TEOREMA DE STOKES

Transforma uma integral de linha de caminho fechado em uma integral da superficie circunscrita por
essa linha.

Circulagio:



84 Antonio Giuseppe Roth

dl,

<l

E uma integral de linha em um caminho fechado da componente tangencial ao longo da trajetéria.

r=§v.d2

Célculo da circulagio em um elemento de drea dxdy :

v+ v, &
y &
Vy
va
o || v T=dx
YT ox
dx
VX
X
0

Circulagio nos lados da area:

1°lado: v, d,

v,
2°lado: | v, + —dx dy
b
3 lado: —[ v, + Py

T

4°lado: —v dy
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— Bv oy
Somando os resultados parciais, teremos: §V rdl=| ———| dxdy .
v ox dy
¥y
P v o
|
LS
N /
= /€
==
0 x
LI N R
- L2 v, v
é V), = V) =|ox oay|=—2L—-=—=
Porém, (rotv), (VXV)Z Vi VZ - (1)

Componente na direcio z do rotacional de v no plano xy
Logo: dr=§¥-di = (7019). @S gy que ds = dxdy
c
E uma circulagio elementar.
Considerando uma area S, dividida em dreas elementares.

As circulagdes internas se cancelam mutuamente, restando a circulagdo no contorno ¢ da area S'.

O raciocinio é semelhante ao utilizado para o teorema Gauss-Ostrogradsky da Secio 5.8.

Q@
®

Trata-se do teorema bidimensional de Stokes, também chamado de Green.

Logo: I'= §\7 dl = H (rotv),dS
c s

Consideremos o caso tridimensional. Seja uma superficie S, limitada por uma curva nio coplanar .

A superficie é subdividida em elementos infinitesimais de area d ..
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Para cada elemento de 4rea, teremos:
dT = (rotV) dS = rotv -ii dS

Em que a componente do rotacional é normal ao elemento de area.

Da mesma forma como na divergéncia, as circulagdes internas se cancelam em S, restando as externas
em c. Na divergéncia, os fluxos se cancelavam aos pares, agora, as circulagdes se cancelam (ver Secao
5.8 teorema de Gauss-Ostrogradsky).

Logo, teremos: §\7 dil = H(? X \7)- nds (1a)
s

Projetando nos planos Xy, ¥Yze zx:
v, v av, ov av, v
d d dz = —2——L xdy+| —— =% Wydz +| —L—— [xd.
§V' ARRC R ,”.[Bx By]d 7 (By Jz e dz Ox -
S
c
Em que d = dx7' + dy] + dzk 23
Aplicando na lei de Faraday (Secdo 5.14) e utilizando o fluxo magnético (Secao 5.12), teremos:
- d ([« o z_ dB
v LRdS = — — T Logo: VX E=—— 2)*
ﬂ(VxE) RdsS = dtffB nds g 7 (2)
S S

235

- dl = v;dx + v,dy + v3dz, produto escalar, ver nota ao pé da pagina da Secdo 5.7.
* Trata-se de um vetor. Recordando o produto vetorial: se i = j, X = sen o;j=sen 0° =0, se i # j,

Tx7 = (sen o)k = (sen 90°)k =k, logo A x B
3
Z AiBjTxj =
=1
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Pois:

y Projecdo no
plano x0y

¥ -dl = vdl cosB = (vq1 + Vo] + v3K) - (dxi + dyj + dzk)

jﬁﬁ-d?=ﬂ(ﬁxﬁ)-ﬁds, fﬁ-d?:—%% e ¢B=ﬂ§.ﬁds
S c

C

Terceira lei de Maxwell ou Faraday-Henry.

5.15.1 Exemplo ilustrativo

Calcular o trabalho da for¢a de atracio newtoniana de uma massa imével M agindo sobre uma
massa unitaria se deslocando entre dois pontos (PISKOUNOV).

m =1
© Massa
unitdria

.= femm” ., kem
Forga na massa unitdria: F = ———7, =-—-/,
r r
P e P ,
Logo, F é o campo gravitacional: g = — o =1

Componentes:

= (A,B, — A;BK + (A,Bs — A3B,)T + (A3B; — AB,)], é um vetor perpendicular ao plano onde se
oL S - |t Tk
situam os vetores A € B. Isto ¢, umamatrizzAX B = |A; A, A,
By B; Bs
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X=dm ey = gm i 7= dmZ
r-r rr rr (3)

A A
r r r cossenos diretores

Trabalho para deslocar de 7 ap,:

Py P, P,

xdx + ydy + zdz 2rdr 2

A:—ka. — =—k = =)m dl
R r R ROr

Pois trabalho elementar dW ¢é a forca F agindo por um deslocamento dx, integrando:

W = [ Fdx, ver 1° pagina do Anexo 3.

=X+ )t 4zt rdr = xdx + ydy + zdz ,” pois derivando r2, temos: Zr% = ZX% e etc.
2 ) -
2 a_; = é ar/ay =Y e 6r/az =%/ (4) derivadas parciais
xdx + ydy + zdz

Por célculo diferencial: dr = 2 dx + & dy + Xdz=2dx+2 dy + Zdz = , assim,
ox ay 0z r r r

r
temos a equagdo anterior.

11
Logo: A=km (—)
oA

A ¢é a diferenca de potencial (trabalho por unidade de massa), ver Secdo 4.7, Equagao (1):

)
u=|m
" (4a)

é o potencial, entdo, derivando em relacdo as coordenadas:

ou Jdu
_oau y=_9%
ox dy

7= —Z—M , compare com as Equagdes (3) e (4).*
4

Este € o potencial gravitacional, assim denominado para distinguir-se do potencial eletromagnético,
apresentado na Se¢do 5.13.

Além disso, pelo calculo vetorial: dA = (—kr";r

x d x+ydy+zdz
3

25 rdr _

FD) s (drty) = — kr—T (7 + y7 + 7K) - (dxi + dyj + + dzK) = —km — = —km

), confirmando o resultado anterior,

* Conclui-se que o gradiente do potencial fornece o campo gravitacional com sinal trocado, g = —Vu.
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oA =u(P)—u(P) A diferenga de potencial gravitacional se manifesta como trabalho para
deslocar a massa unitdria m’ entre os pontos 7 e p,. Independe do caminho percorrido, e s6 depende das

coordenadas dos pontos.

5.15.2 Velocidade angular em torno de O

v, +aidy
=
3
dy
dx Velocidade angular:
%0
Vx ) 0 . Av, v,
oV @=—(im —Y___Y
° IV +—2dy Ax —0 Ax ox
6, 7 ox
Vy

[ +—avyd :|

V, X |—V,

0 P ) 4

0= __L° o> 1 7 i(QJielzay/ax,éngulo

1 ax dx T ox\or

Velocidade angular ¢ 4ngulo na unidade de tempo.?’
v,
v, [V* +aTdy}_V* 3 (ax

0
ez=+a—y=+d7y=a—y(§):>ez=ax/ay

Velocidade angular média em torno do eixo z: w, = %(91 + 92)

1(dv, v,
W =— _—r
o2y ox 2

Ver Se¢do 5.15, sobre o teorema de Stokes, Equagdo (1), em que deduzimos o (rotV), através da

circulagdo:
r= fv -dé

) " . v ov. dar
isto é,  (rotV), = a_xy - a—; =% B

A figura ao lado da Equacdo (1) é uma representacio grafica do rotacional no plano bidimensional
xy. Para uma interpretacio grafica do rotacional no espago tridimensional, ver figura ao lado da Equacgio

¥ Ver Segdo 2.1.2, Péndulo simples, equagio 1.
** Apresentamos aqui a obtengio do rotacional bidimensional para um campo de velocidades. Contudo, essa forma é valida para

qualquer variavel, como poderd ser visto a seguir. O conceito de campo foi introduzido na Se¢do 5.3.
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(3) na Secdo 5.16, em que a variagdo da relagio entre a circulagio I' representada pelo contorno do orificio
L e a superficie S da bexiga estdo indicadas. A definicio matemdtica do rotacional tridimensional
encontra-se na Equag¢io (5a) da Secao 5.16.

O rotacional significa que, além da componente axial, existe uma componente tangencial
provocando circulagdo no plano perpendicular ao eixo considerado, isto é, provocando turbilhdo no fluxo
vetorial, ou seja, uma rotacio.

Escrevendo a lei de Faraday na forma diferencial:

%_% L+ %_% |+ %_% 2:_%514_%52.}.%53 :rotE
ox  dy Jdy 0z dz  Ox t ot ot

0Ej  OE;\ » 0B; - 2\ - ] 0z
ou: (a_x:_a_yj)ek=_Wei=(mtE)iei’e"'VXE:_aB
ijk=123
Como visto na Equacao (2) da Se¢io 5.15.
5.16 LEI DE AMPERE-MAXWELL
3 1i

Com a corrente 7 surge um campo de indugdo magnética B em volta do condutor, de valor:
N i L . o .
B = Z#—Oug, ii, vetor unitdrio. B é diretamente proporcional a 7 e inversamente proporcional a 7.

mTr

Calculemos a circulagdo magnética:
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lo = constante de permeabilidade, ver Secdes 5.23 e 5.24.
Trata-se da lei de Ampeére (1755-1836).

James Clerk Maxwell (1831-1879) percebeu que Faraday foi o primeiro a compreender corretamente
os fendmenos elétricos e magnéticos. O trabalho de Faraday fora experimental, e Maxwell se propos a
expor matematicamente os conhecimentos de eletricidade e magnetismo da época, reunindo suas
conclusées no Tratado de Eletricidade e Magnetismo, publicado em 1873. (0)

Seja o fluxo de corrente através de uma superficie de controle SC (ver Se¢io 5.9).

= , . d
A corrente jserd: i = §pv -ndS » i= _a%
s

Nesse caso, a superficie é fechada.
i é o fluxo da carga por unidade de tempo.

O fluxo g ¢, saindo da superficie € positivo, pois v - 7i = vcos @, @ = angulo entre v € 7, < 90°,
logo, cos@ > 0. Porém, o fluxo da corrente saindo da superficie fechada significa diminui¢do da carga no

yC . Entao, d%[ <0, pois dg <0 € dr > 0. (ver figura da Se¢io 5.9).

o dg ¢ o . dge
Logo, teremos: — o7 ipv -ndS = —go — (1a)

ver Se¢ao 5.10, Equacido (0).

Porém,

— dq if (pela lei de Gauss para
9= 80§E - HdS , portanto: dt | 2) eletricidade, Secio 5.10,

S e teorema de Gauss-
Ostrogradsky)
q =fpdV=£0fl7'EdV=sofE-ﬁdS=eo¢e
14 v s
o Lo drz -
Substituindo em 1a: §/7V -ndS +¢, E§E~nds =0 (2a)
N N

E o principio da conservagdo da carga em uma SC.

» ¢ pv-ndS

Ver Secdo 5.9, Equacio (1

m*—e—.
l
|
—
RS
S
<
|
|
|
= —
12
<
Il
|
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Se os campos forem estaticos, a integral §E -7 dS nao depende do tempo, e sua derivada em relagao
s

ao tempo € nula. Portanto: § PV -1 dS =0 para campos estaticos, a carga q é constante no tempo através
N

da superficie de controle SC. Como o fluxo elétrico é: ¢pe = q/¢, ver Se¢do 5.10, o fluxo elétrico ¢, na
SC é constante.

Maxwell sugeriu uma modificacio da lei de Ampere, que foi deduzida em condicdes estéticas.

E aplicada a uma superficie S limitada pela linha c.
f B.df = Jrotﬁ. Uy dS (3) pelo teorema de Stokes.

Pode ser expressa comos:

:fédz :ﬂojpﬁ~ﬁd5 = Wi [ver Equagio (1)].
c s

U, = vetor unitirio L adS

Se a linha se contrai a um ponto, a superficie se torna fechada e, nesse caso, §p\7 -1ndS =0," que

S
concorda com o principio de conservagdo da carga como vimos. Contudo, isso é para campo estatico,
nio sendo védlida quando dependente do tempo. A modificagio sugerida se torna:

fﬁdz=,u(,£p\7-ﬁdS+go,u0%£E-ﬁdS ou

5o d iz -
§B dl= Mol + &Ly E_[E -ndS ; conforme equagdo 2a, nesse caso, ndo sera nulo
c S

E a lei de Ampere-Maxwell ou 4* Equacio de Maxwell.

Ela se reduz a lei de Ampére para campos estaticos, pois o tltimo termo € nulo, quando a linha se
reduz a um ponto e a superficie S se torna fechada. A modificacio de Maxwell foi mais pela necessidade

* Pois dl fica nulo.
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de consisténcia matemdtica do que por experiéncias. As experiéncias que comprovaram sua modificacio
apareceram alguns anos mais tarde.

O termo correspondente a “corrente elétrica”, que seria “corrente magnética”, nao aparece, pois nao
existem polos magnéticos livres na natureza, isto é, nio ha cargas magnéticas. Estamos nos referindo a lei

a¢,
dt ’

31

de Faraday-Henry: §E dl =—

ver final da Secao 5.14.1, Equacio (2).

Aplicando o teorema de Stokes na lei de Ampere-Maxwell: transforma integral de linha em integral
de superficie, ver no final da Se¢do 5.15, Equagio (1a):*

Sﬁé-d?:jmté-ﬁds=ﬂ0£pc~ﬁds+goﬂ0%£iﬁds=f

¢ s (4)

Tendo em vista que:

$v.di
o Ar I -
n-rotv= lim —= lim <— (5a) = ¢Vv-df = | rotv-ndS
ASS0 AS  AS—0 AS
C S
§v-sids
e levando ao limite da mesma forma que: div v = lim ST (Ver Secdo 5.7)
AV =0

Obtemos: rotB = 1yp¥ + souO% ()

Forma diferencial da lei de Ampere- Maxwell e 4* lei de Maxwell.

Obtida da Equag¢do (4), por diferenciacdo, isto é, chamando (4) de f, achamos a quantidade
elementar df da fungio f, ou melhor, derivamos em rela¢o a TS, procedemos a operagio inversa da

integracdo, como visto na Se¢ao 5.9, Equagio (2).

5.16.1 Exemplo ilustrativo

Seja um campo elétrico uniforme E em uma regido cilindrica do espaco. Por exemplo, um
condensador com armaduras circulares planas e paralelas, de raio R, sendo carregado como na Figura a
seguir. Deduzir o campo magnético B em pontos internos do capacitor: r = R. Nao existe corrente entre
as placas, entio i = 0 e pyi = 0.

, Bodi=ui aé; - . .
~ Compare com: : =M/t + Eoldy (ver inicio da Se¢do 5.10). O termo K, é o da corrente elétrica.

dt

*# Recorde-se que: V x B = rot B.
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Condensador

A intensidade do campo elétrico £ aumenta uniformemente: dE/d , constante e positivamente. A

carga das armaduras também aumenta uniformemente. Uma corrente flui para a armadura positiva, e
outra igual sai da armadura negativa.

O campo elétrico varidvel cria um campo magnético induzido, isto é, a indu¢io magnética B.

Isso pode ser expresso como:

D/ d¢e =
§B'd€ =M€y ?, combinando as Equagdes (1), (2) e (3),” @, :_[E~71dS , ver Equagdo (1a)
c N
da Secao 5.10.

Compare com a dltima figura da Se¢io 5.14, é a contrapartida da lei da inducdo de Faraday. Repare
que B esta em sentido contrdrio a £, por isso a troca de sinais.

Circulagdo de B = ¢, (variagdao temporal do fluxo elétrico ¢e) =
dE = - . .
= (B)(2mr) = pygomr? ¢ » E -1 constante na superficie S em determinado instante t.

- d
Explicitando B: B = %uosord—f ,parar=R.

. R dg — d [
33 fﬂ' di:ynnz—pna pu‘r‘la:—d—q:snm‘/m .'.jﬁE-d-f:;&DEDEfE-ﬂdS
£ o T
. dq
Recorde-se que: i = % © be = q/¢.
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5.17 ENERGIA POTENCIAL

Referindo-se a Se¢ao 5.15, exemplo ilustrativo, se substituirmos as massas m e m’ pelas cargas Qe ¢,

= 1 Qg

a forca sera: F'=——="1, *
¢ drg, 1’

¥y vetor unitdrio supondo cargas de sinais contrarios.

Campo elétrico: E=

< |

Forca para carga unitdria: ¢ = 1

Componentes:

cossenos diretores,

Trabalho para deslocar de p a p: W =E, = :12? -dr

B xdx + ydy + zdz @) ) rdr Qg =
g . ydy+zdz _ Qg rdr _ d

P 3 3
4re, Jp r dre, Jp T 4rne,

"
22, 2, 2 Jor_x I Y0735 gorivad -
rr=x"+y +z rdr = xdx + ydy + zdz Xt oy rSa-r+ erivadas parciais

L E. =9 (L _ i) : T
~Ep = e\ ) Energia potencial elétrica.

Sobre o trabalho, ver exemplo ilustrativo da Se¢ao 5.15.1

* Nesse caso, nos restringimos a forca entre cargas elétricas.

Ver detalhes no exemplo ilustrativo da Se¢ao 5.15.1, Equagio 4 Zrar/aX =2x "X/ax.

35
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5.17.1 Potencial elétrico

Ainda se restringindo a forga entre cargas elétricas, se tomarmos E, ¢ dividirmos por g teremos a

diferenga de potencial:*

E, 1 1
AV =—L= 7Q —_——
q Arg,\nr, 1 (0)7
. 01
Chamando V' de potencial: =<~ (1)
4re, r
Entio: X = —a—V Y = v zZ = —a—V , compare com as grandezas mencionadas na se¢ao 5.17,
ox ay oz

Q 10redr_x etc. Ver Secio 5.17, Equagdo (1), X, Y e Z s3o as componentes de E.

ols — = —
p ox amegr?dx  9x T

AV =V (P)-V(R)

A diferenga de potencial se manifesta como trabalho para deslocar a carga unitaria q entre os pontos

P e P,. Independe do caminho percorrido, e depende somente das coordenadas dos pontos (x, y, z).

Pelo visto anteriormente, deduzimos que:

E =—-gradV (1a)

ou E=-VV (ver Se¢do anterior, idem ao ja mencionado; X,Y,Z componentes de E).

E= F/q = —cte r% to, porém, V = cte Q/r, logo: VV = —constante r% t, = E, ver Equacio (1a).

O campo elétrico £ ¢ igual ao gradiente do potencial ¥ com sinal trocado, ou seja, o vetor campo
elétrico é perpendicular as superficies equipotenciais e, como ele é negativo, aponta no sentido dos

potenciais decrescentes.

* A parcela devida a energia magnética serd tratada na Secio 5.21.
7 Recordemos a integral definida: f: f(x) dx = F(b) — F(a) = A (ver equagdo de Ep na Secdo 5.17).
Em que: [ f(x) dx = F(x) + cte ¢ A = Area sob a curva y = f(x), entre: a = x = b.

/'/r- y =f(x)
I

1A,
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; il é St vol% newtoy
A unidade usada para o potencial é o volt (V) e, para o campo elétrico, 0 OU Coulomb

. Lembremos que: E= % e

Sejam duas superficies planas e paralelas com potenciais /| e V. Essas superficies sdo equipotenciais,

isto é, seus pontos estdo a um mesmo potencial, respectivamente Vl e V7

" "

I lm

e
—>
—>

f——d—
V,-V, V.-V,
E=— 2d L_ 1d2 (1b)
AV =V,-V, (2)
Diferenga de potencial = E = —%

5.18 CAPACIDADE ELETRICA, CAPACITORES

O potencial elétrico na superficie esférica equipotencial de raio 7, tendo uma carga Q concentrada em seu centro, é, como visto

o

na Se¢do 5.17.1, Equacdo (1): V' =
4re, r

, isto é, em modulo.

Se a carga estiver envolta por um dielétrico, um material isolante, substituiremos &, por €:

= 4&7 , em que € é a permissividade do isolante, e gy, permissividade no vacuo.
TE 1"
A relacido QV para a esfera é constante e igual a 4mer, e é denominada “Capacidade”:
C= Q =4rer,
V

YO volté joul%oulomb , pois potencial é energia/carga_ Recordar Secdo 5.6, “Linhas de forca”. Como E = F/q ,dE, = F -

= . . - o (E L B
d%; , dV = dE,/q, E = —VV = —aV/axi & = _a_xi( P/q)ei = F/q.
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A capacidade é expressa em farad, homenagem a Michael Faraday.

O farad é definido como a capacidade de um condutor que, recebendo uma carga de 1 Coulomb,
fica com um potencial de 1 Volt.

O conceito de capacidade elétrica pode ser estendido para um sistema de condutores. Sejam os dois
condutores na Figura com cargas, respectivamente, + Q e¢ —Q, a capacidade de um sistema ¢ definida

Q9 _9Q
ViV, AV

como: C = Vl - V2 =Ed , ver equacdo 1b na seccdo 5.17.1

Esse arranjo é chamado de capacitor.

Os capacitores ou condensadores servem para armazenar energia elétrica na forma de energia
potencial, e acumulam carga. Exemplos de aplicacdo, dos condensadores temos: desfibrilador ventricular,
flash de maquina fotografica, circuitos de sintoniza¢do de transmissores e receptores de rddio e televisio,
bancos de meméria de computadores, entre outros.

—~

QEE

Nl

W
IR

Elementos bésicos: dois condutores isolados de formato arbitririo. Os condutores sdo as “placas”.
O mais convencional é o de placas paralelas jd visto na Figura da Se¢do 5.17.1, mas também podem ser
cilindricos. Quando carregados, suas placas adquirem cargas iguais, mas de sinais opostos. Para carrega-
lo, colocamos seus terminais em contato com uma bateria.

C (condensador)
11

11
Terminal \ S (chave)
p Terminal
|
I

B (bateria)

A garrafa de Leyden é o condensador mais antigo. Seu nome vem da cidade onde foi inventada.” Foi
inventada em 1746. A experiéncia de Franklin foi posterior. Benjamin Franklin (1706-1790) demonstrou

¥ Cidade na Holanda, sede de uma Universidade importante.
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que quando um condensador é carregado, ndo s6 as armaduras ficam eletrizadas, mas também o dielétrico
(isolante).

Conforme a Figura a seguir, na garrafa de Leyden, o dielétrico é um vaso conico de vidro A, a
armadura externa é um vaso metalico B que se adapta externamente a A; a armadura interna é um tronco
de cone macico C que se adapta internamente a A e com uma haste H através da qual é eletrizado. Em D
indica-se o condensador montado, o qual é carregado. Ao desmontar as armaduras, o contato com as
maos as descarregam. Montando-se novamente, as armaduras ficam outra vez carregadas, indicando que
o dielétrico A estava eletrizado, carregando as armaduras depois da 2* montagem.

Pode-se fazer analogia entre um capacitor carregado com uma carga q e um recipiente de paredes
rigidas de volume V, contendo massa m de gés perfeito. A pressdao p do gis (para uma temperatura dada)
L . . . v .

é diretamente proporcional a m, de acordo com as leis dos gases perfeitos: m = (ﬁ) p. Para o capacitor

teremos: q = (C)V. Comparando, vemos que a capacitancia C é o andlogo do volume V do recipiente
(supondo T constante) e a carga q corresponde a massa m.

Observe que referimo-nos a carga de um capacitor como sendo g, o valor absoluto da carga de uma
das armaduras. No entanto, sua carga liquida é nula.

Considera-se que o condensador acumula energia elétrica na forma de energia potencial no campo
elétrico existente entre as placas do capacitor. Sao capazes de confinar os campos elétricos em volumes
pequenos, sendo dispositivos acumuladores de energia. Nos sincrotons (ciclotron acelerador de elétrons),
a energia acumulada em capacitores durante um longo tempo é liberada de modo intermitente para
aceleracao dos elétrons, por meio da descarga dos capacitores, em um tempo muito mais curto.

Na fisica dos plasmas também se faz uso dos capacitores.
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5.19 ENERGIA DO CAMPO ELETRICO

Tendo em vista o pardgrafo anterior, ao carregar um condutor ou capacitor, gastamos energia ao
trazer mais carga, e realizamos trabalho para superar a repulsio da carga existente, se houver.

Seja um condutor ou capacitor de capacidade € com carga ¢. Seu potencial é V' = q f .* Adicionando

dq , trazendo do infinito, o trabalho efetuado é dW =Vdq, igual ao acréscimo dEﬁ, na energia do

condutor.

Entao:

0 9dcﬁ Q -

dE, = % Integrando de O (zero) até a carga total Q.

1 (Q 1Q?
Fe=g ), ata=5
0

(1)

Q
E. = f Vdg , nota-se que: E, =%VfQ
0
V=E, i i
Recorde que: /Q' ver Secao 5.17.1, Equacao (0).

E a 4rea de um tridngulo, ver figura, Vi seria a ddp final entre os terminais do condensador, quando
sua carga for a carga total Q e a ddp inicial fosse nula.

* No caso de um capacitor, V sera a diferenca de potencial, ddp, entre as placas.



Introducdo ao Estudo da Teoria da Relatividade | 101

5.20 AUTOINDUCAO

\\
5

S
B

Seja um circuito percorrido pela corrente i. Conforme a lei de Ampere, Se¢do 5.16, Equacio (1), a

corrente produz um campo magnético que, em cada ponto, é proporcional a i. Esse fluxo @, é, portanto,

proporcional a corrente i: ¢ = Li."

L depende da forma geométrica do condutor e é chamada “autoindutancia” do circuito.

E expresso em uma unidade denominada henry, em homenagem a Joseph Henry (1797-1878),
contemporaneo de Faraday.

Se houver variacio da corrente i com o tempo, o fluxo magnético ¢, também varia e, conforme a Lei

de Faraday-Henry [ver Se¢do 5.14, Equagio (1)], uma forca eletromotriz fem, isto é, uma diferenca de

_dg, _ Ldl

dt dt

potencial AVL , é induzida no circuito. E chamada de “autoinducio”: AV, =

O sinal negativo indica que AVL se opde a variagdo da corrente, isto €, para dt positivo, di serd

negativo.

A equacio é vélida para o circuito rigido e, portanto, para L constante. Se o circuito for varidvel, L
ndo serd constante e:

“'" A relagio entre L e a indugio B e o fluxo magnético ¢ serd apresentada na Segio 5.26, ao tratarmos do vetor de Poynting,

no caso de um solenoide.



102 Antonio Giuseppe Roth

5.21 ENERGIA DO CAMPO MAGNETICO

a1 4]s]

R
Resisténcia

Seja o circuito em que é aplicada uma fem AV, * com o circuito inicialmente desligado. Ao se ligar

o circuito, devido a indutancia L, que atua se opondo & corrente, como se fosse para vencer uma inércia,

a corrente nio atinge o valor instantaneamente, mas, aos poucos, o valor % A resisténcia R¥

representa as perdas de energia do circuito que se transformam em energia térmica, ou seja, calor, pelo
efeito Joule.

Claro que, pela lei da conservacdo da energia, a diferenga de potencial em um no sera:
di .
AV, —LI-Ri=0 (1)

Ri € a queda de tensio devido as perdas de energia. Daqui se deduz a lei de Ohm, valida para metais
condutores. Essa queda de tensdo é uma funcio linear com a corrente i, sendo R uma constante que
depende do condutor, e sua geometria, ¢ medida em ohms.

di ;
Ri = AV@ —L*l Logo: AV,i = Ri* + Ll'ﬂ (2)
dt dt

O 1° termo representa AV, dq I > que ¢ a taxa da energia por unidade de tempo da fem fornecida
ao circuito (ver Se¢do 5.13), diferenca de potencial multiplicado pela corrente.

O 2° termo representa a taxa de produgio de calor no circuito. Para uma explicagio fisica desse
termo, ver Se¢do 5.26, Equagio (5.8a 2).

O 3° termo representa a energia por unidade de tempo para formar a corrente ou estabelecer seu
campo magnético associado.

* Um dispositivo capaz de manter uma diferenga de potencial AV, [ver Se¢io 5.17.1, Equagio (2)] entre seus terminais, é
denominado fonte de forca eletromotriz fem, por exemplo: bateria, pilha ou gerador.

* Em 1827, Georg Ohm estabeleceu uma analogia entre um circuito hidraulico e um circuito elétrico: a vazao corresponderia a
corrente, ao desnivel, a diferenca de potencial e a oposi¢do ao fluxo a resisténcia R. Em 1828, chegou experimentalmente a lei
que hoje leva seu nome (Lei de Ohm): queda de tensdo no circuito AV = Ri. Um condutor com R = 1ohm (Q), quando existe
um AV = 1V, estabelece uma corrente i = 1A.
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Ey

. L. . . di - .
A taxa de aumento da energia magnética sera: = Lz; , ver equacdo (2) anterior.
t

A energia magnética necessiria para aumentar a corrente de zero até o valor i sera:
E i 1 . . < ~
E, = JO ! dE, = J;Lidi = ELi2 , Equacdo (3), que serd mais bem esclarecida na Se¢io 5.22, Equacao (1a),

é deduzido de maneira semelhante ao que foi deduzida a energia do campo elétrico Eg, ver Secio 5.19,
Equagio (1). Também se pode verificar a analogia com MHS.

5.22 OSCILACOES DO CIRCUITO INDUTANCIA-CAPACITANCIA LC

Recordemos o Movimento Harménico Simples (MHS) no exemplo do sistema massa-mola da Seciao
2.1.3. Vimos que a forga restauradora que faz a massa retornar quando estendida ou comprimida provem
da lei de Hooke, F = —kx . O sinal negativo significa que a forca tem dire¢do contraria ao sentido crescente,
em modulo, do deslocamento da massa. Lembremos que a origem esta na massa em posicao de equilibrio,
havendo uma direcdo positiva e outra negativa.

A seguir, algumas consideragoes energéticas do MHS.
Conforme a 2% lei de Newton:

dv _ dvdx _ _dv dx

dv
=—kx= =mv— comvdv=—kxdx,a=—=——=v—, v=—
F kx = ma = mv ,a= ==V o, V=

dx
Integrando entre a posi¢do de equilibrio, em que x = O e a velocidade é V; e uma posi¢do genérica

'V X
x quando a velocidade genérica é v, teremos: j mvdy = __[) kxdx
Vo

lmvz—lmvo2 =—lkx2 .'.7mvz+l/cx2 =lmv§
2 2 2 2 2 2

Conclui-se que, sendo %mv% a energia cinética inicial, em que a energia potencial é nula, pois a mola
ainda nao foi acionada, esta representa a energia total do sistema, que é conservada. Essa energia serd
igual, em uma posi¢dao genérica, a soma da energia cinética da massa mais a energia potencial elastica da
mola distendida ou contraida [ver figura da Equacao (3a) na Se¢ao 2.1.3].

2
dx ko
dt m

A equagao que rege o MHS é:

Cuja solugdo é: x = Rcoswt , em que R é a amplitude maxima (valor maximo em médulo de + x ) e

o periodo (tempo de um ciclo) é:
T = 27z\/% (ver em MHS, Secao 2.1.3, Equacdes 4 ¢ 5). (0)

Vamos verificar que existe uma analogia entre esse MHS e as oscilagdes LC.



104 Antonio Giuseppe Roth

Energia
|

» !
T
. . 1
Sendo U = Energia potencial do MHS = Ekx2
L 1
K = Energia cinética do MHS = Emv2
R = Amplitude mdxima
E =K+U
— — _1 kRZ =E, = 1 2
K+U_Kmax_Umax_E - t__zmvo
U = Upaxcos?wt *
K = Kpaxsen®wt
K =U, -1 kR> = FE
© max max o~ - 13
N -~ ——— =
o
= K = L mvz: 1
= L} 1
L] 1
L} 1
L} 1
] g [
o=t/ \
L}
¢ 2 :
L} 1
L]
X
—R [e) + R
Energia de um oscilador MHS massa-mola.
" x = Reoswt, ver secgio 2.1.3, MHS equagio 4b 2, ~ U= % kR?cos?wt = Upaecos?ot,
* Da mesma forma: v = % =—wRsenwt -~ K= %m w?R%senwt = % kR%sen?wt = Kpaysen?ot, mw? =k, Equagio (4a) do

MHS.
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Utilizando o principio da conservacio da energia para oscilagdes , - (ver Se¢des 5.19 e 5.21):

2
E; =E¢+Eg = %Li2 + %% = constante (1a)

Derivando:
dE, d{1 1q° di  qd
L N TR e My Ay P B
dt  dt\ 2 2C dt C dt
(1b)
. dq di dq
Porém, I = —— e ==
dt dt dt
d’q 1
Substituindo: L—+—¢ =0 (2
ubstitu i C‘I (2)
Equacio diferencial de 2* ordem.
2
Matematicamente idéntica a m? +kx =0 da massa-mola.
Solucdo: x = Rcoswt
Portanto, para as oscilagdes L ¢ q = qpaxCOSwt
% =i= —0qmaxsenwt % = —w?qmaxCOSwt

. 1
Substituindo: —Lw?qmaxcoswt + ZAmaxcoswt = 0

)

Energia

» !

=== = - -

1
Simplificando: @ = ;|— 1
implificando IC (1c)
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2 ~ p
Como: @ = - ver Equacao (3c), Capitulo 2, MHS.

Temos: T =271 LC (periodo)

2
— 9 max _

EB + Ee = EBmaszemax ="c Et

—
=) Capacitor
=
Indutor =1
=]
—
— 2
Ee = Eg,,, cOs“wt

Eg = Eg, sen‘wt

O indutor armazena energia magnética, e o capacitor armazena energia elétrica. A partir disso, temos

a seguinte analogia com as formulas de energia:

Eletromagnéticas

Mecanicas
Mola 1 Capacitor 2
U =—lx’ E = 1q
2 2C
Massa Indutor 1
1 E, =—Li
2 2

Grandezas eletromagnéticas que correspondem a grandezas mecinicas:

dx _dq

V=—
dt dt

q corresponde a x
icorresponde a v

C corresponde a %

1 corresponde a m
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Naturalmente, o que acabamos de apresentar sdo casos ideais, nos quais nio existe dissipagao de
energia por atrito ou resisténcia elétrica. No caso geral, devemos admitir que elas existam.

Seja o circuito L CZ em que R simboliza as perdas pela resisténcia elétrica transformadas em
energia térmica.

CELL
L

o

WV

R

Entdo teremos, em lugar do que existe na Equacao (1b), o seguinte:

df’ = —i’R [ver Se¢do 5.21, Equagio (2)] (1d)
t
E
dEc _ O,
dt  now At

O sinal negativo significa que £, decresce com o tempo, e a perda ¢ transformada em energia térmica

por efeito Joule.*

2
A equagio diferencial se torna: LM.;. Rdl+ lq =( pois: B _ ;i +3j=_Ri2 (1d1)
dr? C dt dt

dt ¢
As oscilagdes tornam-se amortecidas, tendendo a se anular.

Para evitar isso, a energia dissipada deve ser reposta, intercalando no circuito uma fem AV, que

varia senoidalmente. Nesse caso, teremos oscilacoes forcadas.

Pela lei de Ohm:

—Ri=AV, +AV. AV, = AV, + AV, + Ri = AV

e

* Enquanto At cresce, AE; decresce, logo, como: dt e dE;, tém sinais contrérios -+ o sinal negativo.
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AV, =AV, seno,t ,,

wy € a velocidade angular da fem AV,, oscilante.

11
[<1: [:]] 11
L C
AV, A
|y i
e
AV,

A poténcia média serd maxima quando @, = @ onde w frequéncia caracteristica do circuito LC e

dizemos que o circuito estd em “ressonincia”. (le)
@ = diferenca de fase entre corrente i e AV,, que € a diferenca de potencial, fem aplicada.
i = iax sen(ost — ¢)

Reatancia do circuito: X =X, — X, (1f), em que X; = wyL, é reatincia indutiva e X, = 1/u>fC S

reatancia capacitiva.

Impedancia: Z = VR? + X2.

Graficamente:

7wy frequéncia do gerador de fem, ou seja, gerador de corrente alternada (alternador).
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Em que:

¢ =arc tang (3)

r = resisténcia

AV,

max

L J

AV,

Rmax = lR max

R
Em fase ¢ =0 senwst

C = capacidade

i(» avancado 9 0° sobre AVC

X = reatancia capacitiva

6=-90°

sen (wst +90°)

1 .
Xe = wfC AVCmax - lcmaxXC
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A
AVt imax
A
L
; o
’ “
I{ b
S ¢ AVR 1 ox
’
ot — ¢
AVLmax - AVCmaX

L=indutincia  igatrasado 90° sobre AVL

XL = reatancia indutiva
9 =+90°

sen (wst — 90°)

X, =0l
AVLmax = Lm:\x L
AVZ = BVE o+ (Wi, = AVe,,,)’

Z = impedancia

Z =4R*+(X, — X_), ver equagdo 1f, X = X, — X, reatdncia.

. AV, AV, — AV, X, -X AV, - AV,
lmax = ‘ tan¢ — L max cmax L c tan¢ — L c
Z AVI(’ max AVR
A Poténcia média (também chamada Poténcia eficaz) é:
P, =LrR = 2R P =AV i cosg
med 2 ﬁ med rms”rms

imax 48

vz

Sendo: ipms

AV
AVips = Rmax/\/'z AVe

cos ¢ = fator de poténcia

AVg
cos¢p = — &

; , ver Equagao (3)

48 . - L. . . . . - e e . iz Ly
indo varia linearmente de 0 a iyay , mas de 0 a i%,,y, por isso a utilizagio da média quadrdtica: ipeq = w, Ver média

quadratica em Estatistica.
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rms = root mean square = valor médio quadratico

I — N o el

P = i’R =2, Rsen*(wst — §)

. 2
1 1,
Pred = ( max/\/z) R= ElrznaxR

O valor médio em um ciclo ¢ nulo.

(sen@)”
+11

Valor médio em um ciclo: %

Na ressonancia: X, — X, = wL — wa =0, poisi = % e também Z =R . Recordar que na

ressonancia wg = w.

1 1 . -
Logo: —=awl - w= 0 mesmo valor achado para o circuito LC, ver Equagio (1c).
oC NLC

Para simplificar, denotamos a poténcia média Py, com P € ipps € AVips com Ie V. A poténcia média

imax AVR
se torna: P =P, = wcosq).

~ P =VIcosd .
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Para medir o fator de poténcia cos¢, utilizamos simultaneamente um voltimetro, um amperimetro e

um wattimetro.

ORHNC

5.22.1 Exemplos ilustrativos

Nas redes domésticas e industriais, temos exemplos do que foi apresentado. A rede em si, considerando
as fiacOes, € resistiva, assim como ldmpadas e chuveiros, fornos e aquecedores elétricos; os motores a
indu¢io usados em refrigeradores, liquidificadores, ar-condicionado, maquina de lavar roupa, pratos, tém
carga indutiva. A entrada da rede doméstica é com diferenca de potencial, geralmente chamada de tensio
elétrica, de 110V para iluminagao e 220V para forca. A fem aplicada que vem da rua através de

transformadores abaixadores de tensio,” distribui a energia elétrica que costuma vir das hidrelétricas.

Nas redes elétricas industriais, utilizam-se tensoes geralmente de 220V, 380V e até 3.800V,
conforme seu porte. Além disso, as redes industriais normalmente sdo trifdsicas.

Essas redes sdo de corrente alternada, como, alids, foi sugerido no desenvolvimento tedrico. Em todo

circuito oscilante, a corrente elétrica que o percorre é alternada. Os circuitos normalmente nio sio

ressonantes.

Por outro lado, o circuito oscilante é amplamente utilizado em telecomunicacdes e, normalmente, em
ressonancia, conforme visto no texto indicado com (1e), entre aspas.”

+HT

r__

29909998

Como exemplo, temos um
oscilador em telecomunicacoes
usando valvula triodo.

Terra

Inclusive linhas de transmissdo, incluindo as linhas de alta tensio. Em todos esses, naturalmente, ocorrem perdas.

A ressonancia é encontrada sempre em um sistema, por exemplo, quando sintonizamos o radio em uma estagao transmissora.
As emissoras transmitem com oscilagdes forgadas, porém, cada ajuste do sintonizador corresponde uma frequéncia natural do
receptor. Quando essa frequéncia coincide com a da estagdo transmissora, a energia absorvida é maxima e essa é a Unica

estacao que ouvimos.
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Esquematicamente:

v, + fiv

v,

-

Ha uma “realimentagio positiva”. Uma fracio ﬁVO do sinal de saida (8 <1) € selecionada pelo
circuito de realimentacio (em £ ). Esse sinal retorna para a entrada, onde é misturado (em M) com o
sinal original de entrada (em M ) para refor¢a-lo, compensando as perdas resistivas.

Yo

Ganho do amplificador é: g =———
? £ v, + By,

Ha ganho de voltagem e amperagem, pois a impedancia do circuito é constante.

, Vv
Ganho efetivo: g'=-2=£ (v, +Bvy) =g (1 + BE) =g(1+Bg)
vi Vi Vi

Combinando os dois: g’ =g +Pgg’ = g'(1—-Bg) =g

’ g

g=—"
1-fg

—r iy

p— e —

A vélvula triodo é amplificadora. Atualmente, usamos um transistor de efeito de campo
semicondutor metal-6xido (MOSFET) como amplificador.

Apresentamos as propriedades piezelétricas e a manuten¢do de uma frequéncia constante do quartzo,
na Se¢do 2.1.6, “Quartzo”.
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L i,

Oscilador de emissora

A placa de quartzo O, cortada normalmente ao eixo principal do cristal, é colocada entre as placas

de um condensador. A limina de quartzo tem uma frequéncia de oscilacio propria, que é funcio da
espessura § do cristal. O comprimento de onda é 1 =103,66 (Aem 5, € § em ,m ). A capacidade do
condensador oscilard com o mesmo ritmo, sintonizando-se o circuito anédico com a frequéncia. As
oscilacoes do quartzo se sustentam devido ao retroacoplamento da capacidade grade-anodo (placa);
HUTTE.

5.23 OSCILACOES ELETROMAGNETICAS

Uma carga elétrica © produz ao seu redor um campo elétrico £ . Se a carga elétrica estiver em

movimento, ocorrerd uma corrente elétrica.

Como a corrente elétrica produz ao seu redor um campo magnético H , concluimos que uma carga
elétrica em movimento produz ao seu redor dois campos: o elétrico, que existe sempre, e 0 magnético,
produzido por estar em movimento.

Segundo a teoria qudntica, a corrente elétrica, que em um condutor é formada essencialmente de
elétrons livres em movimento, faz elétrons livres colidirem com os elétrons que orbitam nos atomos. Com
o choque, o elétron da 6rbita escapa e a 6rbita fica vaga de um elétron. O elétron de uma 6rbita mais
afastada salta para a 6rbita vaga. Ao fazé-lo, perde energia, que escapa do dtomo na forma de um
quantum de energia, que Einstein chamou de féton na sua teoria do efeito fotoelétrico, confirmando o
que Planck afirmara a respeito de a energia ser composta de “pacotes de energia” denominados quanta
(plural de quantum em latim). O quantum é uma quantidade de energia indivisivel, isto é, a menor parcela
possivel de energia. Os fétons oscilam transversalmente a propaga¢io das ondas que sio formadas. A
velocidade de propagacao é a da luz, cerca de 300.000]"% no vécuo. Seu valor mais aceito é de
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299.792,458]"% . Mais detalhes da teoria dos quanta serdo apresentados oportunamente (ver Anexo 6,

equagao 0 e paginas seguintes).

Conclui-se, entdo, que existe uma relacio entre a corrente alternada e a frequéncia das ondas
eletromagnéticas resultantes, entre outras caracteristicas.

Em 1832, Kohlrausch e Weber determinaram a relacao das unidades eletrostéticas e eletromagnéticas
chegando a um valor proximo da velocidade da luz. Levando em consideragio essas experiéncias,
Maxwell em sua obra Tratado de Eletricidade e Magnetismo, de 1873 [no final desta Se¢io 5.23,
Equagio (3)], deduziu essa relagio de forma matemdtica, mostrando como ela surgia, ver também na
Sec¢io 5.23.1, Velocidade das ondas eletromagnéticas no vécuo.

Nas palavras de Maxwell, a velocidade da ondulacio transversal em nosso meio hipotético, calculada
das experiéncias eletromagnéticas de Kohlrausch e Weber, concorda tio exatamente com a velocidade da
luz das experiéncias 6ticas de M. Fizeau, que mal podemos evitar a conclusio de que a “luz consiste em
ondulacdes transversais do mesmo meio, que é a fonte dos fendmenos elétricos e magnéticos”. Essas
palavras refletem o raciocinio e o vocabuldrio daquela época.

Considerando um ponto P, bastante afastado da fonte emissora, de modo que as frentes de onda
passando sejam essencialmente planas. Os campos elétrico e magnético sio perpendiculares entre si e
ambos perpendiculares a direcio de propagacao. Fagamos o eixo X, dire¢do da propagagioe V e Z
paralelos aos campos £ ¢ B .(a)

Esses campos se desenvolvem da seguinte forma: quando £ é maximo, B é nulo e vice-versa. Isso
estd de acordo com a distribui¢do das energias em um circuito LC (ver Secdo 5.22), pois as intensidades
dos campos elétrico e magnético sdo proporcionais as respectivas energias.”

Portanto: E. =0 E,=E EZ =0

X

Suponhamos os campos no vdcuo. Logo, ndo ha cargas livres nem correntes: p=0 ¢ pv =0, pois

] ., =da i—_dq 5 ; iando:
pv=di s levando em conta que: p = /dV ei= /dt (ver Secdes 5.9 e 5.16) e diferenciando:

di

dfpv.ndSzdl ﬂdszpv.n
S

1 vetor unitdrio normal a superficie dS (ver Se¢io 5.4).

"' Mencionada na Segdo 5.16, na pagina inicial da Secgio 5.16.

* Quando a energia elétrica estd preenchida, a energia magnética esta vazia e vice-versa. Ha troca de energia entre campo elétrico
e campo magnético. A energia total é conservada. Veremos na Secio 5.26, Equagdes 5.7 e 5.8 que as energias eletromagnéticas
sdo proporcionais, respectivamente, aos quadrados de F e B.
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5.23.1 Lei de Gauss para o campo elétrico

E. OE, 0E. P . .
oF, v 4 9E =—=0 . 87E=0,ver final da Sec¢do 5.10 e anterior.

=2+ = -
ox dy dz %o Iy

5.23.2 Lei de Gauss para o campo magnético

0B, 0B, 0B
42 =0 9B =0, ver final da Sec¢do 5.12 e anterior.
ox dy oz 0z
5.23.3 Leide Faraday-Henry
OE, OJE_ __ 9B, -0 9F =0, ver final da Secdo 5.15.2 e anterior
Jz ox ot Jz
JE, OE 0B
———r =1 9E = _9B , ver final da Secdo 5.15.2 e anterior (0)
ox  dy ot ox )
5.23.4 Lei de Ampére-Maxwell
0B,
9B, -—L=gu, % =0 9B _ 0, ver final da Se¢do 5.16 e anterior
dy oz ot dy
oB oB JE, oB oE . - .
o5, 9b; _ 9Ty L ——— = —, ver final da Secdo 5.16 e anterior (1
Jz ox Eotho ot ox ofo ot ¢ )

E e B nio dependem de ) ou z, pois variam com X e t, sendo constantes com y € z.

As intensidades dos campos £ e B dependem de X e't.

£ 4

>

Tém o mesmo valor em todos os pontos pertencentes a planos perpendiculares ao eixo .



Introducdo ao Estudo da Teoria da Relatividade | 117

Seja a fungao senoidal: &= §(X, t) = 50 sek (x—vt)
Vamos mostrar que satisfaz a equagio diferencial:

e o
ot’ ox’

Em que: V = velocidade de propagacio.

Temos novamente uma equagio diferencial de 2* ordem como visto para o circuito L C e o MHS
[ver Segdo 5.22, Equacdes (1b) e (2)].

?;:&(XJ) ¢ uma funcio periddica, como ja visto no MHS [Se¢do 2.1.3, Equacio (4b1)], isto é, o

valor de ‘f se repete ap6s um intervalo de tempo T, chamado periodo.

Sendo 52 f(x—Vt). Chamando 4 =X—=Vt  (a)

§
E=1f(x), t=0
I
r —& X
0 ]
f(x): E=f(x—vty), t=1t;
I
: 1
0 ¢ — # X
: vty E=f(x—vty), t=t;
I
I
! |
0¢ ‘I‘ 9 X
X e— vt, -3
! 1
Teremos:a—uzl a—u:—v
ox ot
9 _dgou _d¢g

ox  duox du

Pela regra de cadeia:

06 _déou__ e
T dudt  du

R

2 dul dx Jox  du?
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. 9% OF
Pois: Pl

ﬁ_i(ﬁ]al_ E )t

a[z _du at at - duz dll2 (1)
Pois: %:_vﬁ
ot du
L L 2 0% 9% _ %% (2)
080: 5z =V 5@ 1A AU 5T o
L% _ 0%
toxZz T ou?

Voltando as equacdes anteriores de £ ¢ B :

’E _ 9B . _oB__ O E
| awar axor s
. 9E__0B 9B O
Pois ==, € Ty ot 3)
2 2
Logo: 2= L O F (4)
o g, l, 0x

~ . . 1
Comparando com a Equacio (2) senoidal apresentada acima: ¢ = N (5)

Em que ¢, como serd visto, é a velocidade da luz no vacuo.

Portanto: E = E(X - Ct)

2 2
Também teremos: G szLa ? (6) BZB(X—Ct)
ot Eoldy OX

. . I — .
Consideraremos ondas harmonicas com frequéncia: 3= / 2w e comprimento de onda

A= 277 , onde k é o n° de comprimentos de onda em 2w rad [ver anexo A.6, paginas iniciais Equacdo da

onda de Schrodinger, Equagoes (a) e (b)].
Obtemos: ~ E=FEsen k(x - ct) =E,sen (kx — wt) (7)
Veremos no Anexo 6 em Resolu¢io da Equag¢io da Onda, como resolver, Equagdes (8a) e (8b).
B=Bsen k(x - ct) =Bysen (kx—wt) (8

Usamos @ = kc, ver Anexo 6.4.1 “Em outras palavras”, Equagdo (0):
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oE 0B
o — = kE,cosk(x—ct) ¢ — =—keB,cosk(x—ct)
ox ot
OE B ~ .
Como %= oo ver Equagio (0), lei de Faraday-Henry, teremos:

Eg=cBy~E=cB (9)

5.23.5 Velocidade das ondas eletromagnéticas no vacuo
=7
Sendo: K, =47 x10 Web%mp.m ¢ g =89x10mC/

(Ver Se¢io 5.1, desenvolvimento da férmula de Coulomb para €, e Secio 5.16 para p.)

Iweber = Tesla.m® = m*kg

(cs)

Tesl, unidade de B ir=ke (cs)

1

v EoHo

M,y = constante de permeabilidade no vacuo (ver Segio 5.24), como: ¢ =

Teremos: ¢ = ! =3X108"y, velocidade das ondas eletromagnéticas no
Jlarx107)8.9%107) s

vacuo. (7)

Concordando, assim, com as medicoes de M. Fizeau para velocidade da luz no vécuo.

e . m’ kg s [CZ ]_ 1
Analise dimensional: [ (C-S><C~m) X %sz =[po] X [go] = &=

= (e s) O = () Clhgem) = ey hemy”

* N é Newton, unidade de for¢a no sistema MKSC, ver Secio 4.4.
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5.24 FORCAS ENTRE CORRENTES

— II'lOia
27
Pela lei de Ampére- Maxwell (ver Se¢ao 5.16).
—b = ib?XEa

Outra forma da lei da indu¢ao magnética, pois JF = dqﬂx B =idix B aplicando:
dt

F= qv X B, ver Secdo 5.11, sobre indu¢do magnética e integrando: F=ilxB
Entdo, em modulo: Fy, =i, B, = %ii‘;b, pois Tx B, = 1B,sen 90° e sen 90° = 1.

Logo, podemos definir o Ampére: corrente que, circulando em dois condutores paralelos separados
por uma distancia de um metro, produz uma forga,’* sobre cada condutor, de 2x10”7 N por metro de
comprimento de cada um deles:

o [azx10” weber/ ) 4y

_ m - -7 N,
= = =2x10
2nd 27(1m) 41

~ |

(mzkg-s/sz-s)(CZ/Sz)
m

Anilise dimensional: = ke m/szm = N/|,,, ver N no final da Secio 5.23.5.

M,y = constante de permeabilidade no vicuo com valor atribuido de: s, = 47107 WEbe% m P31

fornecer a forca % desejada (ver Secgdo 5.23.5).

Na pratica, utiliza-se uma balan¢a de corrente. Um dos pratos é conectado a duas bobinas que se
inter-relacionam, em vez de dois fios, por onde passa a mesma corrente. Surge entdo, uma forca que age

* Se as correntes tiverem o mesmo sentido, teremos em cada um, forga de atragio.
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no prato e que deve ser contrabalancada no outro prato com pesos. Estes fornecem a forca, que deve ser
calculada com outra férmula, por se tratar de espiras.

2 ] .
Se tomarmos a formula F = y, i /an e fizermos K, = &, obteremos: F = Km%f.

ar
Como vimos na Sec¢ao S5.1: g :% . recorde-se que Wy = 4m X 1077 weber/A.m (ver Secio
. e,
5.23.5, sobre a velocidade das ondas eletromagnéticas no vacuo).

1

Relacionando os dois: —% = —— = ¢’ como visto na Seccao 5.23.5.
K, &

Ke = Knc? = 1077¢2. Isso explica a escolha para K, na Seccdo 5.1.

Entdo, cé a velocidade da onda eletromagnética e igual a velocidade da luz. Para Maxwell, esse foi
o primeiro indicio de que a luz é uma onda eletromagnética. Heinrich Hertz provou que as ondas
eletromagnéticas tém a velocidade da luz. A experiéncia foi feita com oscilador por meio de transformador
com bobina de Ruhmkorff (SALMERON, ALONSO, FINN). A previsio de Maxwell conduziu ao
conceito de espectro eletromagnético e a descoberta das ondas de radio por Hertz em 1890. Os
experimentos tornaram possivel o estudo da dtica como ramo do eletromagnetismo, com as leis
fundamentais das equagdes de Maxwell.

5.24.1 Exemplo ilustrativo

Considere um eletrodinamoémetro Ampére-padrao.

cutelo

Balanga de
corrente de
Kelvin

E constituido de uma bobina fixa B; e uma bobina mével B, na outra extremidade do travessio. O
campo produzido pela corrente I no seu interior nio é uniforme, mas proporcional a i. O conjugado
ml que tira o travessdo da balanca da horizontal é proporcional a 77 .

Coloca-se um contrapeso M no prato da balanga para fazer o travessdo voltar a posi¢io horizontal.”

2
A equacio de equilibrio sera: ai” =mgl

* Para facilitar esse trabalho, usa-se um espelho sobre o travessio, na posicio sobre o cutelo. Um raio de luz incide no espelho

e seu reflexo indica a posi¢ao de equilibrio.
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. ! . .
Logo: i = ivm em que @ ¢ uma constante caracteristica do instrumento.
a
E determinado fazendo-se passar a mesma corrente no aparelho e em um eletrodinamémetro
absoluto.
Apés graduado, o aparelho permite medir I com uma precisio de %OOOO , e pode ser utilizado nos

laboratérios para a verificagdo de amperimetros.

O eletrodinamémetro absoluto tem a bobina B] longa e larga, e a menor, B, ¢ colocada no campo

aproximadamente uniforme, produzida pela maior B] .

Sendo 71 o ndmero de espiras por cm de B] , N ¢é o total de espiras da menor Bz . S éasuperficie

em cm” da menore @ ¢é o termo corretivo pelo comprimento finito de B] . Igualando os conjugados,
teremos: 4TNS(1 — a)i?1072 = mg?

Dagqui explicitamos i: como se despreza a influéncia do campo terrestre sobre B2 , pode-se eliminar

sua influéncia invertendo o sentido da corrente na bobina fixa, sem mudar na mével.

A massa necessaria para restabelecer o equilibrio sera 2m , pois a agio da Terra é a mesma em ambos
0s casos € a agdo da bobina fixa € trocar de sinal.

O eletrodinamémetro Ampére-padrdo tem a bobina Bl muito curta

(LAROUSSE, LEMOINE - GUYOT).

Definido o Ampére, podemos determinar o Coulomb como a quantidade de carga que flui através
de qualquer sec¢io transversal de um condutor em 1 segundo, quando a corrente é de 1 Ampeére.

5.25 TENSOR DO CAMPO ELETROMAGNETICO

5.25.1 Quadripotencial

Vimos na Se¢do 5.5 que F/q = E, campo elétrico, e na Se¢do 5.17.1, E= —gradV, sendo V o potencial
elétrico. Chamemos V de ¢, entio teremos: E= —gradp, em notacio tensorial: E;& =

9 N . . . N
- ( (p/ ax-) 6; . Nota-se que o gradiente sempre terd as suas componentes iguais a derivada em relacdo as
1
correspondentes coordenadas.
As propriedades do campo elétrico sio caracterizadas por um quadrivetor A; , chamado
1

quadripotencial, cujas componentes sio funcdes das coordenadas e do tempo. Expressamos sua “A¢io”

por meio do termo: S = %fabAidxi . (a)
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De acordo com a defini¢do da fun¢io “A¢do”, apresentada no Anexo 3, equagio 2: S = f;z fttlz F dtdx,
1
sabemos que F=qE e c= dT/dt ~dt=49Y/. | substituindo, obtemos: S = fxxlz f;quEidrdxi, E=
1

—grade, logo E; = — atp/axl = dog = —E;dx;
1
b q b 1y
c@=—[ Edx=S= _Efa frl E;dx;dt
Entdo: A; = — f:) E;dx; e assumindo T = Xy, no sistema de coordenadas quadridimensional.

b L . - . . . . L
S= %fa A;jdx;, isto é, A; tem dimensdes de um potencial, considerado um potencial mais genérico,

utilizado no sistema de coordenadas quadridimensional, por isso, é chamado de Quadripotencial.

As trés componentes espaciais do quadrivetor A; formam um vetor tridimensional A, chamado “vetor
potencial” do campo. A componente temporal do quadrivetor A; é imaginaria e descrita como A, = i@.

O real @ é chamado “potencial escalar” do campo:
A1,2,3 = Ax,y,z A4- = i(p

Como consequéncia, temos: S = f;) (%K dr — qq)dt) =[" (

t

9KV - qg)dt (b), df = Vdte dr = cdt

C

Entdo, a energia sera: L = %K *V—q, pois S = [ Ldt, ver Anexo 3, equagio 2.

Derivando em F: (;—I; =VL= %grad (A-V)—qgrade 7

Como: grad @+ b) = (Q-V)B+ (B-V))i+g>< rotd+ 3 x rotb
Deriva-se em relagdo a t, supondo V cte:

aL ooV, Ao =
E=9(V-V)A+ %vxrotA—qgrad(p

[

A “Ag¢do”, como visto no Anexo 3, é S = fttlz Ldt = f):z pdx (1)

Em um sistema de referéncias inercial relacionado a coordenadas cartesianas:
ds? = c?dt? — dx? — dy? — dz? = —ds? = dx® + dy? + dz? — c?dt?

Fazendo: dt = icdt, obtemos: —ds? = dx? + dy? + dz? + dt?, ou seja, —ds? é a resultante dos
quatro infinitésimos: dx,dy,dz e dtno sistema de coordenadas tetradimensional, de uma forma
semelhante ao obtido por meio do Teorema de Pitdgoras para espago tridimensional. Como ds tem

. . . P b
caracteristicas similares a dx,dy,dz e dt, é possivel expressar S como: S = —otfa ds, sendoa uma
. _ rbfay . 2 _rt2fax .= s _ =
constante a determinar. Recorde-se que: S = fa (EA -dr — qq)dt) = ftl (EA V- qcp) dt (b), dr =vdt e

dt = cdt ver equagao 1.

** Curiosamente, trata-se de um tensor misto de trés componentes de vetor e um componente de escalar.
7 E um vetor cujas componentes sio as derivadas de L em relagio as componentes do vetor F.
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Na Se¢do 7.2, equacao 2 determinamos que ds, serd: ds = cdt |1 — "2/C2 (1a), que fornece a relagio

entre ds e dt.”

Comparando com a Equagio (1), a lagrangeana L serd expressa como: L = —ac ,1 - VZ/CZ. No caso

mais simples, a lagrangeana serd formada com a energia cinética: L = 1/2 mov?  (2).

1
Desenvolvendo (1 — VZ/CZ) ? como uma série de Maclaurin: (1+x)¥ =14 kx + -, pelo Binémio

de Newton quando k for fracionario, isto é, ndo inteiro. |[x| < 1 (GRANVILLE). (3)

1 )
Obtemos: (1 —Vz/cz) a1 VZ/ZCZ &L~ —ac +%. Como S,L deve ser integrado, e o termo

constante ac desaparece na integragdo definida. Comparando com a Equacdo (2), a = myc, constantes

. - . . mv? .
que tem dimensio de quantidade de movimento. L = —myc? + TV , sendo myc? energia de repouso,
. b
para v = 0. Com isto, S = —myc [" ds (3)
. - N . . b
Adicionando-se a “A¢do”devida a particula material: S = —mc [, (ds + %Aidxi), fazendo: my = m,

ver também Equagdes (a) e (b).

Obtemos: L = —mc? ,1 - VZ/CZ + %K “V—qe (3al)

Derivando em V, temos a quantidade de movimento, conforme Anexo 3, equagdo 2a, p = aL/ 59

Na Fisica classica, seria mv, generalizada aqui como:

oL mv q7 _ = , 9% v - . L. ° .
—=———+-A=p+-A, quando v< ¢, MV =~ p da Fisica classica. O 1° termo ¢é
v J1-vZ/cZ ¢ prcasq ’ [1—v2/c? p

espacial e 0 2°, temporal.

doL_d oL aL

Como: 30 52 =5 Ja@w/an — o

d /- — oo o N N L
Teremos:a(p+%A):%(v-V)A+qvxrotA—qgradq):F (3a)

c £
. . dA 0K | o =y .
A derivada substancial: ="t (V . V) A, ver Shames e Borisenko.

A derivada total dA/ dt € composta da variacdo do vetor potencial em relagdo ao tempo: aA/ gt no
ponto dado do espago, mais a variagio quando se passa de um ponto do espago a outro, que se encontra

—

a distancia dF, cuja variagdo no tempo sera: [(df/ dt) -V] A.

Outra forma mais simples de resolver matematicamente por calculo vetorial e diferencial é com a
utilizacdo da regra de cadeia. Considerando que: A = A(x,y, 7 t), e também:

sds _ g [ _ dedyiraz

2 _ dx*+dy?+dz?
c c2dt? - t2

, COMo: v , obtemos a expressdo anterior.
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vy = flx(0), y(0), 2(0), t]
vy = g[x(0), y(0),z(0), t]

v, = h[x(0), y(0),z(0), t]

dA _ (9Aox | 9Ady | 0K 0z , 9A _ oA oA A\ | 0K _ [~ =\, OA .
at (ax ot Tayat T oz at) T (Vx =V 3y +vy az) 5= (V-V)A+ a0 > Ou tensorialmente:

-

-V X A+ Z—": sendo JC, produto diddico.

Entdo: F = % = —%Z—? —qgrade + %\7 X rot A, obtida substituindo dp/dt na Equacdo 3a e, em

~ . . . - o\ A
consequéncia, elimina-se o termo (v : V)A.

Temos aqui duas parcelas:

L. = 10A . . .
Vetor “Campo elétrico”: E = —Eg—gradcp, diferentemente do caso acima, que se referia a

= RN 3
E constante no tempo. Em consequéncia, A também.
A 2% parcela é o vetor “Campo magnético”: H = rotA, para i,j, k = 1,2,3.

Entao, temos:ﬁ=%= q§+%VX H= qE+qv x B, pois H=Bc (4)

Como sera visto na Se¢do 5.26, Equacio (5.9). Essa expressdo é a for¢a de Lorentz, como visto na
Secdo 5.11, Equacao (2).

Chamando X, Y e Z as componentes do campo elétrico E , e considerando o espaco vazio, isto é, sem
matéria, obtemos pela lei de Gauss para eletricidade ou 1* lei de Maxwell, ver Secao 5.10, Equagdo (2):

div E =0 Logo: % + 3—; + % =0, pois, se ndo houver material e auséncia de carga: p=0 eV -E =
L=o.
€0

Chamando L,M e N as componentes da indugio magnética B , obteremos, conforme o final da
Se¢do 5.15, Equacio (2), sobre a lei de Faraday-Henry ou 3° lei de Maxwell:

rotﬁz_aa?, ou seja: %—%=—%
oX d9Z _ M (5.1)
Jz  dx ot
ar_ax__av
dx dy ot

Conforme vimos na Secdo 5.12 sobre a lei de Gauss para o magnetismo, ou 2* lei de Maxwell,
Equacio (1), o div B =0 se anula e:
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dL oM oN
—t—t—=0
ox dy oz

Levando em conta o espago vazio, isto é, p =0

Sabemos que a velocidade da luz ¢é cerca de 300.000 k’% ; vamos atribuir o valor 1 para C . Como
e = % 0 no final da Secdo 5.23, consequentemente &, =1 e, do final da Secdo 5.16,” sobre a lei
0

de Ampeére-Maxwell, ou 4 lei de Maxwell, Equacao (5):

5o oE .
rot _E entao: N M B X

dy oz T
Pois =0 9L _oN _9dY (5.2)
dz ox ot
oL _az
oy o

Usando o indice conotando derivada em relagdo a correspondente varidvel independente, por

exemplo: N, = ——, podemos escrever:
Ny — M, — X; =0 Zy — Y, + Ly =0
L, = Ny — Yy =0 (5.3) X, = Zy + M= (5.4)
My = Ly =z =0 Y. - X+ Ny =0
X + Yy + Z,=0 Ly + My + N, =0

5.25.2 Distribuicao da matéria

Podemos considerar a matéria distribuida continuamente no espago ou a teoria discreta na qual a
matéria consiste em pontos materiais, cada um dos quais carrega uma massa finita. A teoria continua
considera a matéria distribuida continuamente através do espaco. Cada uma delas é o caso limite da outra.

Podemos iniciar com pontos materiais, depois aumentar sua quantidade e, a0 mesmo tempo,
diminuir a massa de cada um, assim, aproximar com algum grau de precisio de uma dada distribui¢io
continua; ou podemos iniciar com uma distribui¢io continua e depois fazer a densidade diminuir em toda

¥ Fazendo a relacio: velocidade/velocidade da luz f3 = 4 , quando afirmarmos que J = 0,01, significa que a velocidade ¢
1 centésimo ( %OO ) da velocidade da luz, isto €, a velocidade relativa em relagao a velocidade da luz, e veremos a importancia

de se tomar a velocidade da luz no vacuo como referéncia.
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parte, exceto nas vizinhangas constantemente decrescentes de um nimero discreto de pontos e, assim,
aproximar, com qualquer precisdo, uma certa distribui¢io discreta.

Na teoria discreta da matéria, as equacdes apresentadas anteriormente ainda valem em toda parte,
exceto nos pontos ocupados pela matéria, que aparece como singularidade do campo, e algumas
caracteristicas da matéria, como a carga elétrica, aparecem como residuos correspondentes a essas
singularidades. Estes ultimos sdao andlogos as singularidades e residuos da teoria das fun¢des analiticas de
uma variavel complexa.

Levando em conta a lei de Gauss para eletricidade e a lei de Ampére-Maxwell [Se¢do 5.10 e final da
Se¢do 5.16, Equacdes (2) e (5)], e colocando na forma gaussiana (sistema cgs, Secdo 2.3), na presenca de
carga elétrica:

divE = 4rp, ou seja: XX, OV 02 _ ) (5.5)
Jdx dy Oz
rotB = L% 4 L unpy (5.5b), isto é N, —M, —X, = 4mpu (5.5¢)
T2 T2 P D), : y z t P .
. -1
Sendo: &, = b L, —N, —Y; = 4mpv
(5.5a)
ﬂoz%f Mx—L, -7, = 4mpw

Sendo u,v,w componentes de Ve lembrando que ¢’ = 1.
No sistema cgs, no caso da inducio magnética B, o sistema de equacdes nio muda:
Zy- Y, + L =0
X: = Zx + Mc=0
Y- Xy + Ne=0
Le+ My+ N, =0

Temos quatro varidveis independentes x,y,z 1, e seis quantidades componentes dos vetores E e B:
X,Y,Z,L,M,N. Um vetor tem poucas componentes para solucionar a questao. Em vez de usar dois vetores,
Minkowski propos, em 1907, utilizar um tensor de ordem 2. Naturalmente, um tensor tem muitas
componentes, em nosso caso, 16: 4 na diagonal principal, 6 acima da diagonal e 6 abaixo.” Fazemos,
entdo os da diagonal principal nulos e os abaixo da diagonal principal com sinal oposto aos de cima.

Assim, fica-se com 6 componentes X,Y,Z, L, M, N. Essa restri¢ao é expressa por:

Fij + Fji =0 Fyj = —F; Tensor antissimétrico®'

“ Ver o conceito de tensor na Segio S.3.
o F, = 94, 94,
Toox, ox,
H = Bc = rot A, ver Quadripotencial segio 5.25.1, Equagio (4).

(1k=1234) Ai = potencial vetorial parai=123¢eA, = i@
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Fj; é chamado “tensor do campo eletromagnético”.
De fato,se i = j : F,+F,=0 ouseja: F; =0

F; sio os elementos da diagonal principal.

Teremos: X = F, Y=F, Z=Fy
L=F, M=F, N=F,
Para simplificar, usamos para a derivada a notacao de Cauchy: oy = v

Observando que F]4 ==X, podemos escrever (5.3) na seguinte forma:

d,F,+0,F,+0d,F,=0
d,F,,+0,F, +d,F,, =0
d,F, +9,F, +d,F,, =0
d,F, +9d,F,+d,F,, =0

Simbolicamente: d;Fj; = 0

O sinal negativo no 2° membro das Equagdes em (5.1) ocasiona dificuldades para formar um sistema
simétrico ao que vimos no sistema de Equagdes (5.2). Para supera-lo, usamos o indicado por Poincaré e
Marcolongo, e prenunciado por Hamilton desde 1845, ou seja, quantidades imagindrias ao lado de reais.
Se soubermos as regras formais de operacao, nao havera dificuldades, pois a nova notacio é de natureza
inteiramente formal. Teremos, entio:

X=X, y=x, =1, cti = X, (5.6b) lembremos ¢ = 1
iX=F, iY=F, iZ=F, R ED (5.6a)
L=F, M=F, N=F,

O sistema de Equacdes (5.3) se transforma no sistema (5.6) como antes, e o sistema (5.4) se
transforma em:

a2F43 +83Fz4 +a4F32 =0
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a1F34 +83F41 +84F13 =0
a1F4z +azF14 +a4F21 =0
ales +82F31 +83F12 =0

Simbolicamente: 0;Fjy + 9;Fy; + dyFj; = 0

Podemos arranjar os componentes do tensor em uma disposi¢cao quadrada:

F,, Fy, Fu Fp, 0 N -M -iX
Fp1 Fap  Fa3 Fos ou seja: -N 0 L —iy
Fiy Fay Faz  Fay M -L 0 -—iZ
Fyy Fi2  Fus Fyq iX iy iz 0
Como u, = a? u, =] pois X, =t [ver Equacio (5.6a)]

Considerando as equacdes de Maxwell com matéria (carga elétrica), (5.5) obtemos: 9;Fj; = 4mpu;

u; sdo componentes do vetor velocidade V.

5.26 VETOR DE POYNTING

Para entender o vetor de Poynting, devemos recapitular as energias do campo elétrico e magnético

2
nas Secdes 5.19 e 5.21, Equagdes (1) e (3), E =L€ e E,=Lir

cT2C 2

A energia de um condensador carregado estd associada ao campo elétrico do condensador e ndo as
cargas nas placas.

A distribui¢io de energia por unidade de volume é chamada de “densidade de energia” u.

Seja um condensador de placas paralelas. Aplicando a lei de Gauss [Se¢do 5.10, Equacoes (1a) e (0)],
no volume de controle tracejado:

j F.di=2 = Ecos@ai-% 6=0 cos@=1
£ €

 Compara-se com o sistema de Equagdes 5.3, da qual resultou o sistema 5.5.
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+
i)
|
[ie]

R,

+ 4+ 4+ H o+
\

b—d—l

Fazendo O cargas por unidade de area, temos:
Cargas no volume de controle: dQ = odA

1
Im@:EdA:laM e E=—0 (5.6b)
£ £

E. = %%z , Seccdo 5.19, equagdo 1 Como: AV = % , Se¢do 5.18.

e

1 ) 1
E,=—CAV) =—0AV
SC@ry =20

1
—0AV
Densidade de energia elétrica: u, = 2 i A =4area da placa, d = distincia entre as placas
0 . . i AV L
o= e ek campo elétrico [ver Se¢do 5.17.1, Equagdo (1b)]: E = - substituimos em u,.
Portanto: u, = %&‘E2 (5.7)

Foi deduzida para um campo uniforme, porém pode ser empregada para campo nio uniforme, desde
que se conheca £ no ponto considerado.

Fazendo uma analise dimensional: E = F/Q e F = K,Q;Q,/r?, Secdes 5.1 € 5.5, € e K, sdo constantes
de proporcionalidade.

_IFL el _IFLY
ol Jef

, energia por unidade de volume ou energia volumétrica.

e

LA

P = 5 Pela lei de Coulomb: — L 29>
(o lo-[] Arme, 1’
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—h —

1 1
db---«--4cC
I 1

[—» Corrente [,

Tomamos um capacitor de placas paralelas como um protétipo para produzir um campo elétrico em
certa regiao do espago. De maneira similar podemos tomar uma pequena regiio do centro de um solenoide
(bobina) longo como protétipo para produzir um campo magnético em certa regido. Ver Figura no
exemplo ilustrativo da Secdo 5.24.1, sobre o Eletrodinamémetro Ampére padrio.

Aplicando a lei de Ampeére, ver Se¢io 5.16, Equacio (1): J;B dl = ,ugi no circuito abcda,

b -
obtemos no trecho ab , como B -d¢ = Bcos@ dl e 8 =0, LB'df=Bh

Nos trechos bc e da ,como @ = 90°, as integrais sio nulas.

No trecho cd , a integral sera nula, pois o campo B é praticamente nulo, fora da bobina.
Em consequéncia: meB -dl=Bh= Mol

Em cada espira, a corrente é Z . Fazendo 7 n° de espiras por unidade de comprimento do solenoide,

em A teremos nh espiras. Logo: Bh = tlyignhe g = 2,

inn
Para simplificar, denotamos a corrente que passa em cada espira por I, escrevendo: B = g in -

Da Segio 5.12, o fluxo magnético pela superficie A delimitada pela parte interna de uma espira
serd: q)B:J.E-ﬁdS:J‘Bcose dS como 6=0, cos@=1 e &, = BA

Sendo 4 = JdS B uniforme na secgio A

A corrente em cada espira, sendo 7, induz um fluxo magnético ¢B. Havendo N espiras, haverd um

fluxo NV, . A indutincia L sera definida como: L = %. Lembre-se da defini¢ao de autoinducio na

i
Secao 5.20.

Logo, da expressdo B = pin, considerando € um comprimento préximo do centro do solenoide,

teremos:
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LN, _ (n0) (B4)  (nt) (yin) (4) Ry 7y
i i T
Ve
Densidade de energia magnética: u, = %M . Tem as mesmas unidades que Y, .

Sendo %Li2 a energia armazenada no volume A/, ver Segdo 5.21, Equagio (3).

.2
Entdo: 4, = L , substituindo pela expressio anterior para %:
A C

18
u, = %ﬂoyﬁiz Como B = g,in , teremos: Up = 5/7 (5.8)
0
2
Pode-se mostrar que u, = 15 _ 1 SE’ = lf,‘OEZ =u, (5.8a1)®
2y 2 2

Tomando a equacado da for¢a de Lorentz, Secao 5.11.

. dp d, P,
F=—=—mV)=q\E+VXB
a = a™) ol )
Em que p, quantidade de movimento m’, massa relativistica: m’ = m (5.8b)*
-5
,B:K C = velocidade da luz [Ver Se¢dao 5.25, sobre Quadripotencial, Equacio
c

Desenvolvendo pela série de Maclaurin, teremos:

m 1 . n(n-1
———=m+—mf3> +... pois: (1+x)"=l+nx+ (=Dya,
1- 47 2 1.2
Para baixas velocidades 72" = m (v << ¢) e podemos usar as formulas da mecanica cldssica.

. - R . . < o ,
Para velocidades proximas a da luz, é necessario fazer a corregdo relativistica usando m

(RAINICH, LANDAU, GRANVILLE).

® Pois B = E/ , ver Secdo 5.23, Equagio 9, ¢ = l , ver equagio S.
c N Eoky

* Ver Secdo 7.1, Equagio (0), e Segio 7.4, Equagio (1), em que serd deduzido o fator de Lorentz que relaciona a massa

1
relativistica 71 com a massa de repouso M : V= ﬁ , fator de Lorentz (5.8b).

1-5
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Retornando as densidades de energia, a densidade de energia total serd: u; = u, + ug.

Foram deduzidas considerando o espa¢o onde atua vazio, sem material, ou seja, sem cargas elétricas.
Se estas existirem, as cargas elétricas ficam sujeitas a forca de Lorentz [Secao 5.11, Equagio (2)].

Pode parecer contraditério somar u, + ug e manté-la constante, tendo em vista Equacio (1a) da
Sec¢do 5.22, mas devemos lembrar que, i e q nido sio constantes, pois variam de zero a um valor
MAXimO imay € qmax- Assim, quando I for zero, qserd maximo e igual a qmax € Vice-versa; quando q
for zero, I serd maximo e igual a iy, .Nos outros casos, terdo valores intermedidrios, mantendo
u; constante.

Da mesma forma para £ e B, que sio varidveis oscilando entre 0 e Epay € Bmax » conforme as
formulas (5.7) e (5.8), da Secdo 5.26.

Isso também vale, naturalmente, para manter E; constante, conforme Equacio (1a), Secio 5.22.
Como afirmado, vamos utilizar a equagio da for¢a de Lorentz, mas em lugar de q usaremos 0 , que

¢ p= Z—Z , isto &, carga por unidade de volume, obtendo em lugar de  , forca por unidade de volume f:

f = pE + p\_/'XB. , a forca volumétrica.

Se as cargas contidas no volume dV se deslocarem de uma distancia d7' no tempo dt, o trabalho

feito pelo campo eletromagnético serd: f-dr = f - %dt = f-vdt = [pE" + pv X B] -Vt

Esse trabalho provoca a variagdo da energia cinética dugj, das cargas contidas no elemento dV :

du, =f-dr

cin
O triplo produto escalar:
Vi V2 V3

vxB-v=|B; B, B3|=0 (58ala)
Vi V2 V3

A matriz € nula, pois tem duas linhas iguais.

Também podemos observar que o volume do paralelepipedo formado pelos trés vetores vV , B e
v, que representa o triplo produto escalar, é nulo, tem dois vetores iguais V. Assim, como verificamos

que PVXB € o vetor forca magnética por unidade de volume fy,, perpendicular a ¥, logo fy,-¥ =0
(5.8alb).

Pois fy, - vcosd = 0, jd que 6 = 90° e c0s90° = 0. Dessa forma, o vetor fc = pE serd denominado vetor

forga elétrica por unidade de volume, cujo produto escalar f, - Vdt, em geral, ndo se anula.

Em consequéncia: du,, = pv - Edt
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A . duy, s
Portanto, a poténcia cinética sera: f =pv-E
t

Chamando de P. a perda de poténcia no circuito indutancia, capacitancia, resisténcia, LCR, ver
equacao 1d1, seccao 5.22

Recordemos a poténcia P = df’ = —Ri? na Equagio (2), Se¢ao 5.21, e Equacao (1d), Se¢ao 5.22.
t
~4p —ov-F
Ry P.=pv-E

Sabemos, pela lei de Ohm que a diferenca de potencial: AV =Ri

R ¢ a resisténcia do circuito, onde passa uma corrente I [ver Secdo 5.21, Equagio (1)].”

AV = .[E -dl , ver lei de Faraday [Secao 5.14.1, Equacio (1b)].

Ro=[pv Eav= [[E-de]i=Ri> (5.8a2) PR.=AVi

E poténcia dissipada em forma de calor por efeito Joule [ver Se¢io 5.21, 2° termo da Equacio (2), e
Equagdo (1d) da Segao 5.22], pois:

. dg di - Sy
—ap. =pv-Eav =L 5" Eqy =(E . d7) i
e T av di (E-a7)
. dP, o= .
Assim: _dil} = pv - E , idem por unidade de volume. (5.8a3)

Por exemplo, em um resistor, os elétrons livres que formam a corrente elétrica colidem com a rede
cristalina. Essa transferéncia de energia acarreta um aumento de temperatura da rede. Em nosso caso, os
elétrons e/ou fons se movimentam em algum meio material, ocasionando colisdes em que h4 transferéncia
da energia cinética das cargas moveis para o meio material e consequente dissipacio na forma de energia
térmica, ou seja, calor, devido ao aumento da amplitude das vibragdes do meio.*

Note-se que considerar a diferenca de potencial AV como Ri?, na condigdo de energia perdida, ja foi

considerada quando estudamos a energia do campo magnético na Segdo 5.21, 22 termo da Equagdo (2).

A energia cinética deve ser acrescentada a energia total ug: uy + ugy = M u

65

Um trecho de um circuito com caracteristicas de resisténcia R provoca um A} = Ri quando passa uma corrente { pelo
mesmo.

Porém, de acordo com a Mecénica Quantica apos Niels Bohr (ver Anexo 6, Equagdo 1a), quando um elétron livre se choca e
retira um elétron de uma 6rbita periférica, outro elétron de uma 6rbita mais externa salta para ocupar seu lugar, gerando um
quantum de energia cuja frequéncia pode ser conforme o grau de intensidade na faixa do infravermelho, que € energia térmica,

frequéncia luminosa do vermelho ao azul, ou mesmo ultravioleta, que é ionizante.
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Agora, podemos fazer um balanco de energia no volume de controle considerado, levando em conta
as diversas formas de energia existentes no ¥C. Analisando a variagio no tempo, teremos, somando as

Equacgoes (5.7), (5.8) e (5.8a3):
2 .
a1 R

—| € B +—— |+
a2 2u, >

Se chamarmos H = ¢B de vetor campo magnético (LANDAU, BORISENKO): B = H (5.9)
c

Ver Quadripotencial, Se¢do 5.25, Equagado (4).

Joop? —iz e c= 1 Sl =L conforme Secio 5.23
s VEoky Eoly ' '
Equacao (5).
1 , 1H*1 1 _, 1H%eu, 1 , 1
ancia: —E E t———=—g B’ +——"0 = ¢ F*+—¢ H
Em consequéncia: 750 22 4 2 0 2 70 20

No sistema MKS, teremos: 33%8” (E2 +H? )+ pv-E
¢

Da Segdo 5.25.2, ap6s a Equagdo (5.5a), para se obter no sistema cgs, gaussiano: g, :4—, logo:
T

2 2
J0E"+ + pv - E € poténcia por unidade de volume ou poténcia volumétrica.

ot 8rx
E*+H? ' s - e -
é denominada “densidade de energia do campo eletromagnético”: energia

A parcela: 7 =
87

por unidade de volume do campo, ou seja, energia volumétrica do campo.
O balango de energia que consideramos se restringe a energia no interior do volume de controle. Isto

¢, a quantidade considerada se conserva.
Observemos que: diuff" = pv - E , conforme visto na Equagio (5.8a1b), apé6s a deducio de fvdt
t

- -

(como vimos, f, V=0 .f-V=f, V).

2 2
Entio: £ *H° L _ e (5.9al)
.
d(E*+H’
+u_. |=0

Em consequéncia: — | — o
q dt| 8z

Vilido para sistema isolado.
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No entanto, em geral, o sistema ndo é isolado e pode receber®” energia do lado externo ao VC. Essa
energia geralmente é por radiacdo, por intermédio de ondas eletromagnéticas. De acordo com o inicio da
Sec¢do 5.23, assinalado por (a), os vetores campo elétrico e magnético sao perpendiculares entre si, por
isso, seu produto vetorial: ExH ¢é perpendiculara £ e A , sendo H = ¢B, como visto na Equagio (5.9).
Esse vetor se propaga com a velocidade da luz C.

:%gOEZ Sou, =2, =g E (5.9

Da equagdo (5.8al): u, =u,
u; é energia por unidade de volume, sendo ¢ a velocidade da luz que é uma onda eletromagnética:
c:@ s de = cdt
dt

de é o espago percorrido pela onda no tempo dt .

de

=,

ExH

Sendo dA um elemento de drea da frente de onda, o volume desenvolvido pela onda no intervalo de
tempo dt serd: dA - de. A quantidade de energia no volume é: u.dA - cdt.

Se dividirmos por dA e dt, teremos: cu;, que é energia por unidade de drea e por unidade de tempo.
. . _ 2 _ 2
Como vimos na Equagio (5.9a), U, = £,E", logo cu, =c€,E" (5.9b)

Vimos na Equagio (5.9) que H =cB,entio Ex H = cExB

" Ou ceder para o exterior.
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Sabemos que da determinac¢do da velocidade da luz, na Secdo 5.23, Equagio (9):

E
Z=c
B

Entdo, cEX§=CE~£=E2, pois E e Bsio perpendiculares entre si, logo 8@ =90° e Sen
¢

90°=1, também ExH = E*

Retomando CEOEZda Equagio (5.9b), teremos: P = Ex H (5.9¢)

<
ar
Pois ¢, = % ver equagio 5.5a, seccdo 5.25. Nio confundir com P, poténcia dissipada na forma de
v
calor: P, = Ri%, ver Equagio (5.8a2).

O vetor P édenominado “vetor de Poynting”, em homenagem a John Henry Poynting (1852-1914),
o primeiro a discutir as suas propriedades. A formula mencionada anteriormente esta definida no sistema

U .
gaussiano. No sistema MKS, teremos: P = ,LTEXB em Wa%nz (5.9d)
0

Pois:

2 - £ — - 1 —
ExB=—-ExB,sendoc?=—,H
o €oMo €oHo

|n

=cBeyy = 4“/C2, g = 1/4_1_[, como ja vimos em:

IS

Equagio (5.9), Equagdo (5) da Secdo 5.23 e Equagio (5.5a) da Secao 5.25.
Da Se¢do 5.7, Equagio (1), recordemos o divergente de uma fungdo:

Sendo @e1y, o fluxo de energia eletromagnética:

P-iidS _
d(p""”:limﬁs JOBR OB L p
av. w0 AV ox dy oz

Em que }3=E;+PZ]+PJ€

Ao calcularmos o divergente de uma funcio P, transformamos a fungio P que é para drea
unitaria, em outra fungdo para volume unitdrio. Note que P era poténcia® por area (por exemplo,
dA = dxdy) se transformou em poténcia por drea (dxdy) e por uma 3" dimensdo, dz, ou seja: por

dxdycque é dV, volume elementar.

Calculando o div P, transformamos em uma funcdo compativel com a densidade de poténcia que é
para volume unitdrio, ver Equagdo (5.9al).

Podemos fazer um balango de energia para um sistema de controle:

* Ou seja, poténcia, que é energia por unidade de tempo.
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1)

2 2
Eﬂ“ﬁ.g = —divP
ot 8rx (5.9¢)

O sinal negativo significa que o vetor P “ penetra no sistema e forma um angulo com a normal a
superficie 72 , maior que 90° e, portanto, cos a é negativo.

Essa equacio é diferencial. Integrando-a, obtemos:

d = = 0 ) - . -
De fato, retornando a: % =V.P=—-=—P, em nota¢io tensorial, pela conven¢io de soma
X

ou de Einstein:

P=—R+—P+ By
ox, ox, ox, X,
aé,, = V. PdV , integrando: Pein™= .U V-pdv ddpem = (? de) - dx; - dxy
v Xi

Recordemos, da Secdo 5.9, Equacio (2) ao pé da pagina: aix-f Pdx; =P,

Logo, ao usar na integral tripla, obteremos:

 Que vem de fora do sistema de controle. A origem do sistema de coordenadas esta dentro do VC, por isso o vetor unitdrio 72

¢ dirigido para fora.
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beem = Jﬁ” V- Bav =Jﬂ z—)l:dxidxjdxk - ﬂ [ f g—zdxi] dxdx
s

oP;

s dx; = dP, fdP, =P se torna integral dupla.

* Pelm = ff P-dS, pois dS; = dxjdxx e Pdxjdxy = P-dSparai,j k=123

Pois i é perpendicular a jeak.

dV =dx; - dx; -dx; da Seio 5.4, ¢=fV'ﬁdS e dS=ids

SN S
ddpem =P -dS  integrando:

b= [0 fPas=[[[v-rar 50
sc vc
S

Obtemos o teorema de Gauss-Ostrogradski, como vimos no final da Se¢iao
5.8.7°

Usando esse teorema no balanco de energia, na forma integral, obtemos:

2 2 R -
im L dv+m pi-Eav =—ff B.iids
ot 8 SC

Vc Vc

Observemos que o fluxo de poténcia volta a sua forma original, isto é, como energia na unidade de
tempo e na unidade de area, ver Equacao (5.9d), P no sistema MKS é em watt/mz_

Qual é o significado dessa equagio?

Ela estabelece que a taxa de variagio da energia” do campo eletromagnético dentro do V'C, acrescida
da variacdo da energia cinética devido ao trabalho executado pelo campo elétrico ao mover as cargas no
VC, iguala o fluxo da energia eletromagnética que atravessa a SC, envolvendo o V'C na unidade de
tempo. Deve-se notar que nio ha cargas na superficie do V'C nem cargas atravessando a superficie de
controle SC. O vetor P representa a densidade do fluxo da energia no campo eletromagnético, atribuivel
ao fendmeno da radiagio.

™ A diferenca entre a demonstragio anterior e esta, é que a primeira foi feita para fluxo material e a segunda, para fluxo de
energia. Porém, a equacdo de Einstein: E = ¢?Am [ver Se¢io 7.8, Equagdo (1)] mostra a equivaléncia entre massa e energia.

"' De modo mais adequado, poténcia, que é energia por unidade de tempo.
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Essa equacdo pode ser deduzida de uma forma muito sucinta por intermédio do cdlculo vetorial, no
entanto, dessa forma perderiamos o entendimento mais profundo de cada termo da equagio.

Tomando a equacao diferencial, na Se¢ao 5.15, Equagdo (2):

rotE = _dB que é a lei de Faraday-Henry na forma diferencial, e lembrando que B = H obtemos:
c
87H =—C rotE
or

Multipliquemos escalarmente por H : H - 87 =—cH - rotE
t
A seguir, tomamos a lei de Ampére-Maxwell na forma diferencial, da Secio 5.16, Equagio (5):

rotB = 1, pv + .11, ddE , na forma gaussiana, conforme Se¢io 5.25, Equacdes (5.5a) e (5.5b): ly = 4%2
t
1

e B =H/c assim como da deducio da velocidade da luz €, Secio 5.23, Equacio (5), % =

H am 1 c? T 4m E H
rot=— = ——pv = — rot H — = c?pv obtemos: aﬁ:c rotH — 4mpv.
£ollo ¢ c? gl ¢ ¢ t

Multiplicando escalarmente por E : £ - 5 =cE -rotH —4rmpv - E

Adicionando os produtos escalares: E%—f+ Fl%—ft[ =CE -rotH —4mpv - E —cH - rotE =

=c(E-VxH—H-VxE)—4rpv
Levando-se em conta que: div(AxB) =V-(A.xB) +V-(AxB.)? (5.9f)
Como visto na Se¢io 5.26, Equacdo (5.8ala), o triplo produto escalar pode ser expresso por um

determinante:

—

E, da mesma forma, V. (ZXEL)

Esse produto é invariante nas permutacoes ciclicas dos vetores, isto é, quando as linhas do
determinante mudam de posicdo ciclicamente, mas mudam de sinal se a permutacdo nao for ciclica.

Em consequéncia: div(A x B) = —A - (Vx B) + B, - (V x &) = B - rotA — A - rotB

7V Age separadamente em cada fator, deixando o outro constante (dai o indice (), como uma derivada, alids é uma derivada

espacial.
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Comparando com a equagio 5.9f e aplicando a soma dos produtos escalares:

5.9 5 o v

E aplicando a soma dos produtos escalares:

10 E*+H’
20t 4rx

:—div[i(l?xl:[)]—p\?-E,pois I o5 % E*=FE-E
A ot ot

Em que: P= L(l::><1‘—1) ¢ o vetor de Poynting como ja visto na Equa¢io (5.9¢).

4r
2 2
Entao: O E +H + pv - E = —divP
ot 8r

E o balanco de energia em forma diferencial obtido na Equacio (5.9¢).

Como a primeira deducido do balango de energia ficou extensa, vamos resumi-la: consideremos um
VC vazio, isto é, sem cargas elétricas, onde transitam os campos elétrico e magnético associados. Em

consequéncia desses campos, teremos as energias volumétricas, ou seja, energias por unidade de volume.

1
Elétrica: u, = Eé‘uE2

1
U, =y :ESOE , ver Equagdo (5.8al).

4 15 1 1 .
Magnética: u, =——=—¢, 2=—g H? ver equacdo 5.8al, 5.9 e seguintes
Boopy 270 27

A soma serd: u, = € E". Vamos denomini-la “densidade de energia do campo eletromagnético”, ou

seja, energia volumétrica do campo, no sistema MKS: W = 580 (E2 + Hz) € no sistema cgs ou gaussiano:

E*+H? 1
w=2 "1 £ =—
87 4r
Se houver cargas elétricas e um meio material, essas cargas ficardo sujeitas, por unidade de volume,
a forga volumétrica de Lorentz: [ = pE+ pvXB. As cargas se deslocardo de uma distincia dF no tempo

dt , ganhando a energia cinética: ]? -dr = f -vdt .

Verifica-se entdo que, das duas parcelas de f, a elétrica pE e a magnética pyXB, a tnica que

contribuira para a variagio da energia cinética serd a elétrica, pois a magnética, sendo: pv X B-Vdt, com

dois vetores iguais, V , se anula [ver Equagio (5.8ala)].



142 Antonio Giuseppe Roth

Em consequéncia, a variagdo volumétrica da energia cinética, sera: du,, = pv - Edt, e a variagdo na

. d e
unidade de tempo: Eum =pv-E.
Essa energia causa colisdes das cargas moveis com o meio material, com o consequente aumento da
amplitude de vibracio do meio, resultando na dissipagido da energia cinética na forma de energia térmica.
Esse efeito é denominado efeito Joule, tendo como expressio, conforme a lei de Ohm [ver Equacio

(5.8a2)]: P, = Ri?, poténcia dissipada. Na unidade de volume: % = pv -E, ver Equacio (5.8a3).

No interior do ¥C teremos uma variagio de energia volumétrica:

0 E>’+H*> _ -
——+pv-E
ot 8rm
. . N . ., E’+H? .
Se esse sistema fOI‘ conservativo, a expressao anterior se anulara e —+u = cte vahdo para
> 87[ cin >

sistema isolado.

Contudo, em geral, o sistema ndo é isolado e pode receber ou ceder energia para o exterior. Essa
energia é o que denominamos de vetor de Poynting, e se manifesta como radiagdo que atravessa a SC
A . L. s C o= = . - <
do VC, poténcia por unidade de superficie: P = 4—E><H no sistema cgs [ver Equagdo (5.9¢)]. Nao
T
confundir com P, = Ri?, poténcia dissipada na forma de calor.

O balango de energia sera:

o0 E*+H> . =
Fr— +pv - E =—divP | em forma integral:

o rrrEX+H? .= - =
= [[[Z="av +[[[ pv-Eav =-[[[V-Pav =-[[P-Tids
at vc 87 vc vc sc
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EQUACAO DA CONTINUIDADE QUADRIDIMENSIONAL

) -
Da equagdo diferencial da continuidade Secio 5.9.1 temos: div j+—p=0 , sendo j=pv, a

ot

densidade de corrente.

o g o,
vy Ot Ot dx, Ox,

Multiplicando e dividindo aa—p por vy, obtemos:
t

X

dt

Pois, j, = pv, = p e Ji23 = Jry: Jo=icp! v, =ic

Ji

X

i

Portanto, essa ultima equagdo tridimensional torna-se quadridimensional: =0 com x, sendo a

4* dimensao.

Assim, conclui-se que o regime é permanente, quadridimensionalmente falando, e a carga é
conservada no hipervolume dQ = dVdt, independentemente de seu tamanho; elementar ou nio,
infinitesimal ou ndo, porém no espago quadridimensional. Também significa que a carga se conserva no
espago-tempo.

(LANDAU, RAINICH, SOKOLNIKOFF)

ox,
' Ver Secdo 5.25, Equacdo (5.6b), x, = cti, Vy = —% =jc.Como i e C sio constantes, V,, é constante.
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De fato: [2ida=0 = [ZpZigydt =0 = [dpdV =0 - pdV =0
ax; dx;" dt

Assim: como p = aQ 2Ly = 0, logo: dQ =0 ~Q =cte
av av

Ver Secao 5.9, Equacio (0).

Veja-se uma demonstragio diferente de Landau e Lifchitz em teoria do campo. S6 que nossa
demonstracio é bem mais simples.

Pode-se fazer o mesmo raciocinio para a massa. Entretanto, deve-se levar em conta a equivaléncia
entre massa e energia, como foi demonstrado por Einstein, como veremos no capitulo 7: E= c2 A m, sec¢oes
7.8e7.15.
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RELATIVIDADE ESPECIAL OU RESTRITA

7.1 INTRODUCAO

No século XIX, fazia-se uma analogia entre ondas luminosas e ondas sonoras ou outro tipo de
» g

perturbacdo puramente mecinica. Postulava-se a existéncia de um “éter”, “éter luminifero” ou “portador
de luz”, substancia ténue que ocuparia todo o espago e serviria como meio de propagac¢io da luz.

Em 1881, Albert Abraham Michelson incumbiu-se da tarefa de submeter o éter, caso existisse, a uma
verificacdo fisica direta. Michelson, mais tarde auxiliado por Edward Williams Morley tentavam
determinar a velocidade com que a Terra se movia através do éter. O interferometro de Michelson foi
escolhido para essa experiéncia, conhecida agora como a famosa experiéncia de Michelson-Morley (ver
Se¢do 2.1, sobre medi¢io do comprimento de onda da luz).

M.
wimmyy  ESPEINO M
[ v
d
M —
ctv X
fonte N
c—Vv §
Semif —d =
espelhado Espelho
M,

W

vista
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A Terra se desloca junto com o interferdmetro com uma velocidade v através do éter, ou seja, o éter
passa pelo interferometro com velocidade —v.

De M a M, avelocidade serd c+v.

De M, a M avelocidade serd c—v.

Pelo teorema de Pitdgoras, obtemos a velocidade em M,M: ~c¢>—v*. A seguir gira-se o

interferdmetro em 90° e efetuam-se novas medicdes.

Para grande surpresa de Michelson e Morley, a velocidade verificada era a mesma em todas as

direcoes.

O enigma foi resolvido em 1905, quando Einstein admitiu a velocidade da luz no vacuo como um
invariante fisico, tendo 0 mesmo valor para todos os observadores.

A defini¢do de evento é uma ocorréncia para a qual um observador pode associar trés coordenadas

espaciais e uma temporal.

Postulado da relatividade especial ou restrita: a velocidade da luz no vicuo tem o mesmo valor ¢ em
todas as dire¢des e em todos os referenciais inerciais, isto €, as velocidades entre si sao uniformes, nio

estao aceleradas.

A velocidade da luz é uma velocidade limite. Isso foi demonstrado em uma experiéncia por W.
Bertozzi em 1964. Ele acelerou elétrons a diversas velocidades. A medida que a for¢a atua sobre um
elétron muito rapido, sua energia cinética também aumenta, tendendo para valores muito grandes, porém,
sua velocidade ndo aumenta consideravelmente. Os elétrons foram acelerados até pelo menos
0,999.999.999.95¢ . Embora muito proxima de ¢, esta velocidade ainda é menor que c.

Sobre o postulado da invariancia da velocidade da luz foi feita uma experiéncia no CERN' em 1964,

. 0 . L
usando “pions neutros”, ", em um acelerador de particulas. Elas decaem em dois raios ¥, que fazem

parte do espectro eletromagnético: £° — ¥+ 7.

Conseil Européen pour la Recherche Nucléaire, em Meyrim, fronteira franco-suica, com um sincroton de prétons de 28GeV e
outro de 450 eV, desde 1976.
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O feixe foi acelerado até 0,99975¢ e mediu-se a velocidade dos raios ¥ .

Os resultados obtidos foram:

e Luz dos pions em movimento:

8m
2,998x10 /g

e Luz de uma fonte em repouso (valor aceito de ¢)

: s/
2.998x10 /é

Pions sdao mésons 7, particulas origindrias de raios csmicos.

A velocidade da luz emitida pelos pions, que se deslocavam com velocidade quase igual & da luz, era
a mesma que seria medida se os pions estivessem em repouso no laboratério.

7.2 RELATIVIDADE DO TEMPO

Seja um observador posicionado dentro de um trem com velocidade uniforme v em relacio a uma
estacdo. No vagio, ocorre um evento 1, em que se emite do chdo um sinal luminoso, refletido por um
espelho no teto para o chdo do vagio, onde é recebido no evento 2. A distancia do chdo ao teto é D. O
intervalo de tempo entre os dois eventos é Af,. Para o observador, os eventos e o intervalo de tempo estdo

em repouso, pois ocorrem dentro vagdo.

YIS Nviass
M Espelho

D

Eventol Evento2

T
B

2D
Esse intervalo de tempo é denominado “tempo préprio”. Teremos: Aty = ——
c

////////////Al Espelho

Evento 1 Evento 2
B+ AL T

Outro observador, posicionado na plataforma, observa o trem passar. Como a velocidade da luz é a
mesma para os dois observadores, o intervalo de tempo entre os dois eventos, para o observador na
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2L

plataforma, que observa o trem em movimento uniforme com velocidade v, sera: At = — em
c

que,

L= \/(%VAI)Z +D* = \/(%VAI)Z +(%CAIO)Z :C%ﬁ VZAL? + c2AtE = c2A? =

2002 _ o2 — ~2A12 2 A
= At?(c? —v?) = c?Atg = At = e

At . . .
Resulta: At = 702, ver demonstracio mais atualizada no final do Anexo 3, seccio A3.2 em:
J1=Y e

“Relatividade do tempo™.

v
A relagio 8 =— chamamos “pardmetro de velocidade” e a expressio y = L (0)* chamamos
c I —,32

de “fator de Lorentz”, pois Hendrik Lorentz, fisico holandés, em 1890, foi o primeiro a obter a expressao,
em conexao com o problema do campo eletromagnético de uma carga em movimento. No entanto, tanto
ele como o fisico irlandés George Fitzgerald apresentou a hipétese de que os objetos sélidos se contraiam
ligeiramente quando se moviam no éter. Essa contragio reduziria tudo, inclusive os bracos medidores do
interferdmetro de Michelson-Morley, na medida exata necessdria para tornar o efeito do éter na luz
impossivel de identificar. Porém, a hipotese de Einstein, que vimos na introdugdo, comprovou ser a
verdadeira.

Suponhamos um primeiro evento consistindo na emissio de um sinal que se propaga com a
velocidade da luz, partindo de um ponto de coordenadas x,,),,z,, no instante #. Um segundo evento

consistird na chegada do sinal ao ponto x,,,,z,, no instante ¢, . O sinal se propaga com a velocidade ¢
e 0 caminho percorrido ¢ c(t, —1,).
]
~ 2 2 2
Entdo teremos: c(t2 -1 ) = [()c2 —x]) + (y2 —yl) + (z2 —Zl) ]/2

Quando X,,),,z,,l; e X,,),,2,,1, forem as coordenadas de dois eventos quaisquer, a quantidade:

]
S = [Cz(tz _t1)2 _(xz _xl)z _(yz _yl)z _(Zz _Zl)z]A
Sera chamada de “intervalo” entre os dois eventos.

Se dois eventos forem infinitamente vizinhos, seu intervalo ds se escrevera:

ds® = dt* —dx* —dy® —dz* (1)

2 Chamada contragdo de Lorentz-Fitzgerald.
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Seja um intervalo de tempo df durante o qual se percorre a distancia +/dx” +dy® +dz” . O intervalo

dt éindicado por um relégio em repouso. Qual serd o tempo dt’ indicado por um relégio que se move?
No sistema de coordenadas ligado ao relégio mével, este estara em repouso, ou seja, dx' =dy’ =dz’ =0.

Como o intervalo entre dois eventos é invariante, temos:

ds* = *dt* —dx* —dy* —dz* = c*dt”* (ver Anilise dos intervalos de eventos ds Secdo 7.3, Equacio
1).

Portanto: df’ = é = l\/czd[z —dx’ —dy* —dZ’*
c ¢

. x> +dy* +dz* 2dt2 —dx2—dy2—dz?
Ou seja: di’ = dt,[1- zy 3 = dt [<4 d); :y a
cldt cZdt

2 + 2 + 2
: dxi# =V’ v éa velocidade do relégio mével
t

2
Logo: a't'zéza't1 l—v—2 (1a)
c c

Integrando, obtemos:

Como

2
4 —t{:j:' dt I—Z—z 2y

Esse intervalo de tempo é chamado de tempo proprio.

Voltando, teremos: At =y At,.

. >
Como /4 2 1: teremos: Tmovimento = Trepausa

Isto é, quando em movimento, o tempo transcorre mais lentamente, ou seja, hd uma dilatacio do
tempo.

Prova: por testes em laboratério sabemos que a vida média dos muons é de 2,2us, portanto

Aty =2,21s (em repouso).

Realizou-se uma experiéncia em 1977 no CERN com um feixe de muions acelerados em um anel de
7,0m de raio até atingir a velocidade de v =0,9994c. Obteve-se y=28_87, portanto Ar = At

At = 63,54s . Os mions sio mésons U , particulas origindrias de raios cosmicos.

O valor medido coincidiu, dentro dos erros experimentais com At calculado.

Se Vv for constante, como é o caso, obtemos: At’ = % e .. At = YAty como a Equagio (0).
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Para uma demonstracao mais elegante e atualizada da relatividade do tempo, ver Anexo 3 seccdo
A3.2, em: Relatividade do tempo.

7.2.1 O decaimento do mion

Para esclarecer o assunto apresentado anteriormente, convém desenvolver o seguinte: o muon se
forma no topo da atmosfera, a cerca de 9 km de altitude, quando essa camada é atingida por vdrios raios
césmicos (particulas altamente energéticas do espaco exterior). Em repouso, os mutons se desintegram em
2,2 s (0,0000022s). Ao serem formados, apresentam velocidades muito proximas da luz, cerca de
0,998 c.

Distancia percorrida na atmosfera até desintegrar:
dp = v.t = dy, = 2,994.108 M/ .2,2.107% = d,,, = 650m

Se sdo gerados a 9 km e percorreriam cerca de 650m, como podem ser observados na superficie da
Terra? Devido a alta velocidade, sofrem efeito relativistico, causando uma dilatacio do tempo, a qual é
fornecida pela equagio que leva em conta o fator de Lorentz:

At, = Am 5 Ap, = —Aim

202 =
(0,998)4c:
1 s 1 3

Aty =3,5% 1070

2,2:107°
Aty = ——+—
0,063

No referencial do solo, a distincia percorrida pelo mtion antes de se desintegrar é:
dy = v.At, = d, = 2,994.108 M/, .3,5.10 65
«d, = 10.000 m

Por causa da dilatagio do tempo, o mtion consegue atingir a superficie da Terra e ser detectado.

7.2.2 0 tempo e os buracos negros

Quando uma estrela de massa grande’ esgota seu combustivel nuclear, perde calor e se contrai. A
deformacido do espago-tempo nessa estrela é tio grande que causa a criacio de um buraco negro do qual
nem a luz consegue escapar e cujo tempo chegara ao fim.

Chandrasekhar, astrofisico norte-americano de origem hindu, prémio Nobel de fisica em 1983, demonstrou que as estrelas
com massa de até 1,44 do Sol, transformam-se em anas brancas quando colapsam ao final do processo de conversio do H em
He. Acima desse limite (chamado de “limite de Chandrasekhar™) o colapso resulta em estrelas de néutrons ou, quando forem
supermassivas, em buracos negros. Conforme HAWKING em “O Universo em uma casca de noz”, sabemos agora que nao
hé configuracgdes de estado final para estrelas com mais de duas vezes a massa do sol. Essas estrelas continuardo encolhendo
até se tornarem buracos negros, regides do espaco-tempo tao distorcidas que a luz ndo consegue escapar delas.
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Observador olhando

\ o tempo para tras

Densidade da matéria faz cone

“' —> de luz curvar para dentro

Singularidade do Big Bang

O tempo tem forma de pera.

Inicialmente, no Big Bang, a densidade da matéria seria infinita.

7.2.2.1 Analogia com os meridianos

Os meridianos se iniciam em um polo e terminam no outro. Cada meridiano tem uma determinada
hora. Nos polos o tempo fica parado. E o que ocorre nos Buracos negros (HAWKING em “O Universo
em uma casca de noz”).

Isso serd mais bem explicado no segundo volume desta obra, sobre a Relatividade Geral.
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Se compararmos com os paralelos de latitude (conforme a Figura), considerando cada latitude como
At, isto €, variagdo de tempo, e supondo que a medida que as latitudes se aproximem dos polos, tendam
para zero, ou seja, At - 0. Quando atingir o polo, havera At = 0, isto é, o tempo para.

7.3 RELATIVIDADE DO COMPRIMENTO

Um observador em repouso observa um trem em movimento e mede o comprimento L do trem,
durante um intervalo de tempo Af,, medido em repouso, logo: L = vAt,.

Outro observador dentro do trem mede o comprimento do trem L, que, para esse observador estd

em repouso em relagido a ele. Esse observador constata que o tempo para o trem passar pela plataforma
foi de At, sendo que esse intervalo foi medido em relagdo a plataforma que para esse observador estava

em movimento, logo: L, = VA? .

C - . L vAg 1 . -
Dividindo as duas expressdes entre si: — = —2> = —, ver equagdo 2 A na sec¢io 7.2
L, vAt y
LU
Portanto: L =— Como: y 21 teremos: movimenio < Lrepouso
/4

Logo, quando um corpo estd em movimento, ele sofre uma contra¢io na dire¢io do movimento.

. . 2 , . .
Nota-se que para baixas velocidades % e V/ se tornam despreziveis, tendo em vista que a
c

velocidade ¢ é muito elevada. Em baixas velocidades ¥ =1 e as formulas da Mecanica cldssica sao

validas. Porém, para o estudo de particulas em altas velocidades, como elétrons em dtomos, ou nos raios
cosmicos, devemos usar o fator de Lorentz, também chamado de relativistico.

7.3.1 Exemplo ilustrativo

Em outubro de 1977, J. Hafele e R. Keating realizaram uma série de experiéncias a fim de comprovar
dois efeitos relativisticos: a dilatacio do tempo e o desvio para o vermelho gravitacional.’ A ideia se parece
com o chamado “paradoxo dos gémeos” da relatividade especial, no qual dois gémeos idénticos sio
separados, o primeiro viajando no espago sideral e retornando apds longo intervalo, para se descobrir

Da relatividade geral.
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mais jovem que seu gémeo em casa. Foram utilizados relégios atémicos de césio Cs' (ver Secio 2.1.6
em Quartzo, assinalado como o 7), nos quais ocorre dilatagiao de tempo ou diminui¢io ritmica do rel6gio
viajante em relacdo a seu gémeo em repouso. Foram colocados quatro reldgios atomicos portiteis em
avides comerciais que deram duas vezes a volta em torno da Terra, uma vez em cada sentido. Dentro dos
erros experimentais de + 20nanoseg , ou seja, bilionésimos de segundos, 10™%s, atribuidos a imprecisdes

nos dados de voo e a variacdes intrinsecas dos ritmos dos reldgios de césio, as observacoes concordaram
com as previsoes.

Por exemplo, para fixar essa ideia, a pessoa que se move junto com o reldgio registra o tempo proprio
At,, pois o relogio estd em repouso em relacdo a ela. O observador parado, que acompanha o movimento

do relégio, registra um tempo dilatado At para o reldgio. Supondo que a leitura do observador parado
1

J1I-p

seja o dobro do tempo préprio, Ar=2At,, e sabendo que Ar = )Af,, teremos: y=2=
4(1-p?)=1 . B = |3, = 0866

Como B=Y/  v=fc=0866c

Logo, o relégio deve estar se deslocando com aproximadamente 87 % da velocidade da luz. Essa
velocidade equivale a circular pelo equador da Terra 6,5 vezes por segundo.

7.4 ANALISE DOS INTERVALOS DE EVENTOS dS
Comodx’ +dy* +dz* =c’dt® | entdo ds® = c*dt* — dx’ —dy*—dz* =0 (1)
(Ver Equacio 1 seccdo 7.2, na Relatividade do tempo)
Como vimos na Se¢io 5.25.1, Equacdes 1a e 3, em “Quadripotencial”, obtemos: A¢io S :

S= —mocfab ds = —m,c? fttlz 1—B2dt

~ds = cdty/1 — B2, logo: s = f(t) (1), ver secgdo 7.2 equacdo 1 A
Em sy, ds=0
Intervalo
SA

o
v
~
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Isto é, 5o € um minimo, que é um extremo. Pelo principio da acdo minima, se § = f (f ) para que §
seja um minimo em f = {, é necessario que ds =0, mas quedt ndo se anule [ver monografia do autor

sobre principio da agio minima; Anexo 3, Equagio (3) e texto assinalado como 5].

A velocidade da luz ¢ é igual a tan que fornece a inclinagdo da reta x = ¢t em relacdo ao eixo dos
t:

X = =c
c=tana==  -X=Cl(1a) X' =ct
t

A origem 0 determina a condicdo presente. A regido acima do eixo dos x, no sentido positivo do
eixo dos t, serd o futuro, e a regido abaixo, no sentido negativo de ¢, foi o passado.

t

0/| presente

passado

Como a velocidade ¢ é o limite possivel de v, a regido entre o eixo dos ¢ e a reta x =ct é a que
pode ser ocupada para movimento dos corpos. A regido entre a reta x = ¢t e o eixo dos X ndo pode ser
ocupada.® O sinal luminoso percorre a reta x = ¢t. Qualquer outro corpo percorrerd uma linha situada
entre essa reta e o eixo dos 7.

Se considerarmos um espaco bidimensional xy, teremos uma superficie de revolugio cuja geratriz é
L S . < 2, 2 202
a reta x =ct, isto é, uma superficie conica passando pela origem, de equagdo: X" +y° =ct". Essa

superficie é chamada de “cone de luz”.

Pois nesse caso terfamos V > ¢ , que nio € possivel pelo postulado de Einstein.
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Temos a seguinte situagao:

2 2 2,2 . £ 2 2 2,2 ~ z
Se x*+y” —ct” =0, 0 movimento é sobre o cone de luz, e para x” + y~ — ¢t # 0 ndo estd no cone,

mas estara dentro dele.
Fora dele, ndo hé a possibilidade de movimento, pois nesse caso v seria maior que ¢, v > C.

Considerando agora o espaco tridimensional x,y, z, obterfamos uma hipersuperficie, isto €, nao mais
uma superficie bidimensional como no caso anterior e sim uma soit disant, uma “superficie”
tridimensional em um espaco tetradimensional, conforme Minkowski.

Devemos observar que ¢ é uma coordenada diferente das coordenadas x,y,z, pois enquanto nestas
podemos nos movimentar para frente e para tras, no eixo dos ¢ s6 podemos avancar no sentido positivo,
pois ndo se pode recuar no tempo, “avancar” no sentido negativo, a ndo ser de forma ficticia. Sobre o
conedeluz: x*+y*+z° = =0

7.5 RELATIVIDADE DA MASSA
Tomando-se o intervalo ds, da Se¢do 7.1, Equagao (1):

dx* +dy* +dz* —cdt* =—ds®

Na Sec¢io 5.26, Equacio (5.8b), haviamos antecipado o efeito da velocidade sobre a massa:
, m

m=——
J1-p°
- . - . " dx,
Definindo o vetor “velocidade quadridimensional”: u; = dl (0)
s

E fazendo x, = cti, obtemos: u; +u +u; +u; =-1
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L , N .
Para obter a massa relativistica m", devemos obter o fator de correcao que, multiplicado pela massa

, . du. d(dx d ( dt dx,
de repouso m,, conduza a m’. Para isso, tomamos: —- = —| —& |= —| ——
dt  dt\ ds di\ ds dt

1 1 V4
Da Secdo 7.2, Equacdo 1a, temos: — = —————==* (1)

ds c¢.1- B c
Em que ¢ é uma constante, definindo unidades convenientes, podemos fazer que ¢ seja igual a 1,

entao teremos: — =7 e
ds

du, _ d yﬂ Para baixas velocidades: £ = Ycle B=0e du, _ d[dy,
dt  dt\’ dt c dt  dt\ dt

com as equacgdes da Mecanica classica. Logo, a equagio da forca de Lorentz fica:

F =m du[ e d (moj/d);’

) que concorda

i

~ S Ly, ~
e |= q(E +VX B) como V= al ¢, e comparando com a equagio:
! dt

var T a\"™a
F = i(m'ﬁ) = q(E + 17><B) teremos: m’ = m,y, explicitamente: m’ = L (2)
dt 1-

Como ja vimos, ¥ é o fator de Lorentz, ver Secao 7.1, Equacio (0), e Se¢do 7.4, Equagdo (1).

Podemos chegar ao mesmo resultado por mudanga de varidvel. Trocamos a variavel tempo ¢ em s
pela varidvel 7 = ct, a distdncia que a luz viaja em 1 s, chamada de segundo-luz.

Recordemos que ¢ é uma constante. Entao podemos escrever: du; = A (dx = A (drdx;
dt dt\ ds dr\ ds dt

. cdt . drt
Como vimos, — = y, ou seja, — =y
ds ds

du, d (_dx,
Portanto: =—|y
dr dr\’ dr

Multiplicando ~ por  ¢*: 2 du; =c?

dt cdt cdt

du,  , d dx;,
=c¢? | y—L
cdt

) Multiplicando  por  m,:

d ( dx; . P o
c’my—| y—=é, |= F, comparando com a equagio da for¢a em funcio da massa relativistica m’,
“edt\” cdr

€COMO Vimos:

=~ - Lo dx; . m .
F ==(m'v) e tendo em vista: v = dl é,, conclui-se que: m” =y m, =——=_—, como fé = v sobre
t - B2

SYES

Alternativamente, em vez de usar ¢ em seg, poderiamos usar 7= ctem segundo-luz e obterfamos:

dr/ds=y.
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*. A massa varia com a velocidade, ver anexo A 3, sec¢cao A 3.1.1, equagao 4b.

Pelo principio da agdo minima, verificamos na Se¢do 5.25, Quadripotencial, Equacio (3al):
Lagrangeana: L = —mgc? [1— Vz/cz

Tendo em vista do Anexo 3, Equacio (2a):

. . dL
Quantidade de movimento: p = -

) 2, \ Y.
Derivando L em v: % = —m,c? (1 -V /cz) 2 ( 2 /C ) = TO‘[;Z

m,Vv é a quantidade de movimento cldssica que se obtém quando v « ¢

Para obter a forca, derivamos em t:

d m, dv PR .
p \Foﬁz T @ expressdo F ——, serd valida quando a forca F e a velocidade v, forem

perpendlculares entre si.

Quando F e v forem colineares, o denominador: \/1 — B2 devera ser elevado a 3/2 em lugar de 1/2
da raiz quadrada (LANDAU).

Resultado obtido anteriormente, porém sem recorrer a nenhum artificio.

Reformulando a equagio da forca de Lorentz: F = "o d (yv) (E+ VX E)

1 d,
Daqui tiramos: 4 - ﬁ[i(yv)] , relagdo entre carga e sua respectiva massa. A carga é
m, E+vxB|dt

constante ¢ m, ¢ a massa de repouso, constante.

7.5.1 Exemplo ilustrativo: a descoberta do elétron

Em 1897, Joseph John Thomson (1856-1940), aluno de Maxwell, determinou o quociente %n do

elétron. Para isso utilizou um tubo de raios catodicos, “av6” dos atuais tubos de televisao.

O tubo de raios catédicos é uma ampola de vidro onde se faz vacuo da ordem de 10™ ou 107> mmHg .
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catodo tela L
s Tela com
¥ — ti it
Sfilamento | f Sohor revestimento
t fluorescente

ll XXXX XXX
[
N

]
" Ano.
— o
_||||| - ’;:‘ Indug@o magnética
vV

| s
%! B 1L afolha
Bomba E Campo elétrico
de vacuo entre as placas
Vv Velocidade dos elétrons

L

Tubo de raios catédicos

O filamento forma o catodo e a tela, o anodo. Entre os dois existe uma diferenga de potencial da

ordem de alguns milhares de volts .

Um estreito feixe se forma e incide na tela fluorescente, indicando um ponto de incidéncia. Esse feixe
era denominado “raio catédico”. Thomson, que realizou as experiéncias no Cavendish Laboratory em
Cambridge, mostrou que os raios sdo feixes de particulas com cargas negativas, que chamou de
“corpusculos”. George Johnstone Stoney (1826-1911), afirmou, em 1874, que a eletricidade era devida a
esses corpusculos, aos quais, em 1891, deu o nome de elétrons. Thomson considerou que faziam parte da

matéria.

Na Secdo 5.5, Equacdo 1, vimos que a existéncia de um campo elétrico E entre as placas D e D’
faz a carga do elétron e ser sujeita a uma forga ﬁl = eE . Isso faz o feixe defletir para cima. Se aplicarmos
uma inducdo magnética B, perpendicular a E , isto ¢, fazendo com que os polos N e S fiquem alinhados
em uma dire¢do perpendicular ao eixo do tubo, por exemplo, com um ima em ferradura ou um solenoide
equivalente.

—

5

vl

De acordo com a Secdo 5.11, Equagdo (1), utilizando-se uma inducio B que provoque no elétron
uma for¢a F,* com médulo igual ao de F,, mas de sentido oposto, compensando a deflexdo ocasionada

' Da introdugdo para o estudo da teoria da relatividade 1 do autor: /7, = evB, em que v ¢ a velocidade dos elétrons no feixe

eletronico.
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por F,, o feixe eletronico volta a posi¢do inicial. Os vetores E,B e V sdo mutuamente perpendiculares

entre si. Teremos ‘F“] ‘ = ‘F‘z‘ e eE =evB, ouseja, v= % Assim, podemos determinar V.

Distancia a tela

Anula-se o campo elétrico. O feixe de elétrons descreverd um arco de circulo no campo magnético.
Os elétrons ficardo sujeitos a forca centripeta, isto é, dirigida para o centro: F,. Pela 2* lei de Newton
2
temos, em modulo: F, =ma, em que a, € a aceleracgio radial, cujo valor, como jd sabemos é: a, = e
mv?

Portanto: Ii =
R

Essa forca é devido a a¢do da indugdo magnética sobre o elétron, como ja vimos: F, =evB

2

Logo: evB = m_ . e
R m B
Combinando com: y = E, temos < = E
B m RB’

Da trigonometria, podemos dizer: sena =

7.

| =
S

Pelo teorema de Pitagoras: h° = (%)2 + (%)2

42+dz(2)_42+d2

Combinando as duas expressoes: R = 2 g

2 E
Assim, obteremos: . 27d2 —
m (“+d \ B
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A velocidade v do elétron” é da ordem de %OC. Entdo, o valor de ¥ serd: y = o p= Y= 0,1

J-p" o«

1
. ¥ =—=—===1005, isto é, a massa m serd 0,5% maior que a massa de repouso m,. Esse
J1-0,01 0

efeito relativistico deve ser levado em conta na formula anterior.

7.6 COMPRO\IA(;EO DA RELATIVIDADE DA MASSA
Bucherer, em 1909, testou a relatividade de massa, medindo %n em fungio de v.

Uma fonte S contendo radio Ra>**, emite raios 3, que sio elétrons rapidos, com velocidade v com

uma pequena porcentagem menor do que a da luz. Atravessam um condensador longo comparado com a
distancia entre as placas e atingem a placa fotografica P. O aparelho é evacuado e estd contido em um
forte campo magnético cujo vetor inducdo é perpendicular a dire¢io do movimento dos elétrons e ao
vetor campo elétrico entre as placas. O principio de funcionamento é o mesmo do equipamento
precedente, contudo, os raios catddicos sdo substituidos por raios /3, e a tela fosforescente, por uma placa

fotografica.

MA P
—

_—~ Bobina
magnética

A intensidade da indu¢io magnética é ajustada de modo que, para uma determinada velocidade v a

~ . . ~ . . E
deflexdao magnética seja compensada pela deflexdo elétrica. Nessas condi¢des, temos: V=E como no
caso anterior.

Quando os elétrons estiverem livres do condensador, ficam sujeitos somente ao campo magnético e
sua trajetoria serd um arco de circulo no qual a indu¢ao magnética provoca uma forga centripeta. Como

. e v . e E
vimos, obtemos: — =—— inserindo v =— teremos: —=——.
m RB B m RB

Nos raios catodicos.
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Se invertermos os campos elétrico e magnético, o feixe de elétrons defletird na direcao oposta e com
o mesmo valor d. Como anteriormente, podemos calcular R por consideracdes geométricas:

2 2
R:g’resultandoz EZ% £2 :
2d m "+d"\ B

. . e
Bucherer encontrou que, conforme a velocidade o valor de %n variava conforme: %n =—

bl
Ymy

como a carga é invariavel: m=ym, .. %n s6 varia com a massa.

y é o fator de Lorentz: y = S , B =Y/, ver Se¢do 7.2, Equagio (0).
=

Das experiéncias de eletrolise de Faraday em 1833, verifica-se a quantidade de eletricidade para
liberar um atomo-grama, ou seja, 1,008g de H , é denominada Faraday, abreviadamente F .

Essa quantidade é igual a: ' =96.487C

Como resultado das experiéncias de Thomson (BORN), temos: £ _1840F (1)
m,

Um dtomo-grama contém N dtomos. E N é o nimero de Avogadro.

1,008
N

A massa de um datomo de H serd: m, =

A carga elementar do elétron “e” multiplicada por N fornecera a carga necessaria para liberar 1
atomo-grama de H , pois cada elétron provém da separagio do elétron do dtomo, logo F =eN

F=eN= 1,008i , comparando com: £ - 1840F , obtemos: m, = L
my, m, 1,008 x1840

= =1840 X 1,008 — = my = —1—

mg my 1,008x1840

Entdo, tiramos a relagao entre mje m,, .

Da eletrdlise de uma solugdo de AgNO, resulta a primeira definicio do Ampére, o Ampere

10

internacional. Seja uma solugdo de 4gNO; com eletrodos de Ag , teremos: AgNO, — Ag" + NO;

' Para mais detalhes, ver Anexo 11, sob titulo Eletrolise, seccio A 11.2.2.
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I||7 Ag

AgNO,

Conectando os eletrodos a uma bateria, os fons Ag™ se dirigirdo ao eletrodo negativo onde se

neutralizardo com a carga de elétrons e se depositarao.

Para depositar 1 dtomo-grama de Ag , ou seja; 107,88g de Ag, serd necessdrio passar uma carga de
1F =96.487C, logo a quantidade de Ag depositada para uma carga de 1C sera:
107,88
96.487

inicial.

= 0,001118% ou 1,118’"% C = Coulomb, unidade de carga elétrica, ver Se¢io 5.1 pagina

Ampere internacional é a corrente constante que faz depositar 1,118mg de Ag por segundo de uma
solu¢do de AgNO,. 14 internacional=0,999864 absoluto, definido como se viu em fun¢do da forca

magnética que surge entre dois condutores de corrente elétrica.' E medida com a balanga de corrente
eletrodinamica.

7.7 MEDIGAO DA CARGA ELEMENTAR e

O método usado por Townsend (1897) e Thomson (1896) foi aperfeicoado por Charles Thomson
Rees Wilson em 1903. Uma cdmara cilindrica, dotada de um pistao, sofre uma expansio de forma que o
vapor d’dgua presente fique supersaturado. Os fons presentes agem como nicleos de condensa¢io onde
o vapor d’agua condensa, formando goticulas. E a chamada “Camara de detec¢io ou de bolhas de
Wilson” (LAROUSSE). Dentro da cdmara, colocam-se duas placas paralelas conectadas a uma bateria.
Os ions situados entre as placas ficam sujeitos a um campo elétrico. As névoas que se formam sofrem
influéncia da gravidade e do campo elétrico, e o topo da névoa é acompanhado, isto é, a velocidade é
medida. Considerando as goticulas s6 sob efeito da gravidade e aplicando a lei de Stokes da queda de
corpos em um meio viscoso, obtém-se o tamanho e a massa das goticulas. Supondo-se que as goticulas
mais carregadas caem mais rapidamente, medem-se somente as do topo. Wilson obteve
e=1,033x107""C, incerteza no resultado.

Robert Andrews Millikan (1869-1953), entre 1909 e 1917, aperfeicoou o método de Wilson,
pulverizando goticulas de 6leo em vez goticulas de dgua, evitando os erros ocasionados pela evaporacao
desta dltima.

"' Ver Secdo 5.24.
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Quando um corpo esférico cai livremente em um meio viscoso, ele acelera até uma velocidade
terminal v, quando a forga agindo no corpo se iguala a forga viscosa. Sendo m a massa aparente:

mg = kv, sendo k uma constante de proporcionalidade.

Sendo E o campo elétrico agindo contra a gravidade, resultando uma velocidade terminal v,:

qE —mg =kv, .

K
—  Raios X

Potencial
ca 1000V

m
Relacio entre as velocidades: —& = L
v, qE-mg
mg (Vg + VE)

A carga g serda: ¢ =—>
ga g q £ v,

Se a gota captar outro ion, por radiacio césmica ou raios X , resultara em outra carga ¢’ .

, V. —v
A variagdo Aq serd: Ag=q —q= %M
v

g

Millikan observou que existia um minimo divisor comum entre as cargas para uma mesma gota e
esse menor valor da carga ele identificou com o valor do elétron de Stoney. Isso significa uma quantizacao

da carga elétrica.”

Para achar m , aplicamos a lei de Stokes: %Jzzfg(p -p’)= 67nav, em que a é o raio da esfera, p

a densidade da gota, p” a densidade do meio e 77 ¢ a viscosidade do meio.

N’

. . g

A partir daqui, se tem que: a =| —————
2g(p-p’)

" Portanto: ¢ = ne,em que pn ¢ um namero inteiro, nunca fracionario.
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Quando as gotas sio muito pequenas, v, deve ser multiplicado por um fator de correcdo:

4

4 - ~ ~ . .
V=V, (1 +— |, em que p éapressiodoar,e a e b sdo constantes determinadas experimentalmente.
g pa

Millikan obteve: e =1,5913x107°C, o que resultou em desacordo com outras medicdes indiretas.
A discrepancia era causada pela viscosidade usada por Millikan. Apds a corregdo, o resultado foi:
e=1,6012x107"C, concordando com valores obtidos por outros métodos.

Daqui resulta: N =6,02472x10% dtomo%tg (nimero de Avogadro), como vimos na Sec¢io 7.5,
Equagdo (1), Thomson obteve €/ = 1840F, da eletrdlise da solugdo de AgNO;, 1F = 96487C, my =

1‘008/N e mH/mo = 1,008 x 1840, relagdo entre as massas do H e do elétron."”
7.8 RELACAO ENTRE MASSA E ENERGIA

A variagio da massa com a velocidade conduz a modificacio de nossas ideias sobre energia.
Definindo a for¢a como varia¢io da quantidade de movimento:

d dv  dm L
F= ;(mv) = m; + v;, e a energia cinética como o resultado da agio da forca provocando um
t t

deslocamento: dE = Fdx

Inserindo a for¢a: dE = m?dx + vdd—r;ldx = mvdv+vidm
t

Como: m = LI, diferenciando: dm = m—zo vdv = rznvdvz , pois:
v/ Ve c v/ Ve ety
- sz - sz
1
dm _ (1 ov?y T2V oy, Mo v e
dv Mo ( 2) (1 /Cz) ( /Cz) - C2(1_‘,2/C2)1/2 (1_V2/C2) > porem:
_ m, 2 _ A2
m= (1,v2/cz)1/2 el /C2 T

Substituindo mvdv em dE, resulta: dE =c*dm (a), integrando: J-OEk dE :czjm dm, obtemos:

E,—E,=c*(m—m,), E,éenergia quando v=0, é nula: £, =0, m, é massa de repouso para v=0,"
logo E, =c¢*(m—m,)(0)

Chamemos a variagio de massa de Am =m—m,, entdo: E, =c’Am. (1)

" Por meio das experiéncias de Faraday, deduziu: F = q Q/M ,emqueq = A/z , sendo A, massa atomica e z, valéncia, relaciona-

se as massas de Ag e H, com a carga Q passando pela solugao. Para mais detalhes, ver Anexo 11, “Eletrolise”, seccao A11.4.
* Quando a velocidade for nula, ou seja, corpo em repouso.
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Isto é, quando o corpo estd em movimento com velocidade v, sua massa é acrescida de um valor

E e ~ . . L
Am ==, sendo E, energia cinética do corpo. A equagdo E, = ¢*Am foi estabelecida por Einstein em
c
190S.
Na sec¢ao 7.15 daremos uma demonstragio baseada na pressio da radiacio.

As leis da conservacdo da massa e a da conservagdo da energia tornam-se uma so.
7.8.1 Exemplos ilustrativos

7.8.1.1 Fissdo nuclear

. . . . 235

Em 1939, Lise Meitner e Otto Frisch mostraram que um ntcleo U =", quando bombardeado com
néutron térmico, pode se dividir, com emissdo de energia, em duas partes aproximadamente iguais. Frisch
denominou o processo de fissdo.

140

Uma reacdo tipica seria: U™ +n' — Ce' + Zr™ +2n'

Os fragmentos da fissdo podem ter seus ntimeros de massa variando de 72 a 158 (KAPLAN). Como
na reacdo ha geragdo de dois néutrons, existe a possibilidade destes bombardearem outros nicleos de
U™, e a reacdo se tornar em cadeia.

Fazendo um balanco das massas envolvidas na reacio, verificamos que a massa final é menor que a
235
massa de U™":

Am =(235,0439u) - (139,90541 + 93,9063 +1,00867u) = 0,224u
Sendo u a unidade de massa atomica.

Essa diferenca de massa é convertida em energia cinética de acordo com a férmula: E =c’Am.
Assim, temos: E(ergs)=m(g)x (2,998><10m)2 cm% =m(g)x8,99x10% cm%z

8,99%10%
Xi

1Mev =1,602x10" erg E(Mev)=m(g) .
1,602x10"

=m(g)5,61x10*

lu=1,66x10"g
Portanto: E(Mev)=m(u)x1,66x107 x5,61x10% = m(u)x 932

Logo, a energia resultante serd: E = ¢”Am = (0,224u)x (932Me%): 209Mev

~ . 235 . . . L
A reagdo em cadeia do U™ para se autossustentar necessita de um valor minimo de massa, isto €, a
massa critica.
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Nos reatores térmicos, o nucleo do reator contém o moderador, onde se intercalam os elementos
combustiveis. O moderador freia os néutrons para obter uma rea¢do controlada que, de outra forma,
seria explosiva como uma bomba atémica. O moderador pode ser dgua pesada, carbono em forma de
grafite ou dgua leve. O combustivel deve ser protegido com um envoltorio conveniente, pois o uranio e o
pluténio sdo muito ativos quimicamente (MURRAY, BABCOCK, WILCOX) e sdo atacados pelo ar, dgua
e metais liquidos, os refrigerantes comumente usados. Também previne o escape dos produtos de fissao e
outros materiais toxicos do elemento combustivel para o fluido refrigerante. O fluido refrigerante retira
o calor do reator, para evitar o superaquecimento e para aproveitar o calor gerando energia, por
intermédio de um trocador de calor que gera vapor para movimentar uma turbina, gerando energia
mecinica. O fluido refrigerante pode ser CO,, sob pressio, dgua pesada sob pressdo, dgua leve ou sédio

liquido.

Ha dois itens de primordial importincia para a seguranca do reator: o sistema de controle e a
blindagem. O primeiro consiste de barras ou tiras de material absorvente de néutrons, montados no nticleo
de forma que possam ser movidos para dentro e para fora de modo rdpido e preciso. Os materiais
geralmente empregados sio os que tém uma elevada sec¢io de choque de absor¢do de néutrons, como

boro, hifnio e cddmio. As blindagens devem cercar inteiramente o reator para absorver néutrons
bl
penetrantes e raios ¥, protegendo, assim, o pessoal de opera¢io. Os néutrons sao mais bem atenuados

por dgua ou outro material hidrogenado como parafina ou polietileno. Os raios ¥ sdo atenuados por

materiais muito densos. O concreto comum ¢é barato e preenche os requisitos, sendo largamente usado
juntamente com agua ou com chapas de aco, chumbo ou outro metal. Sdo essas blindagens que tornam
um reator tao grande.

Em 1979, um acidente afetou seriamente o 2° reator da usina de Three Mile Island, nos Estados
Unidos, porém, sem causar vitimas ou grandes danos ao meio ambiente.

Contudo, em 1986, em Chernobil, na Ucrania ocorreu a explosio do reator n° 4. Uma nuvem
radioativa cobriu todo o centro-sul da Europa nas semanas seguintes causando danos enormes a
economia, principalmente a agricultura. Segundo as autoridades soviéticas, 31 pessoas morreram, mais
de 200 ficaram feridas ou foram contaminadas pela radiagdo e 135 mil habitantes tiveram que ser
evacuados. As investigagdes revelaram: os operadores, embora tivessem experiéncia em usina
convencional, nio tinham em uma usina nuclear. Houve falhas no projeto do sistema de controle, cujas
hastes eram ocas na extremidade, provocando bolhas de vapor no fluido refrigerante (dgua), ocasionando
que, quando se baixavam as hastes, esperando baixar a poténcia, ao contririo, esta aumentava; houve
entdo um superaquecimento, as hastes travaram e ndo foi possivel fazer o desligamento do reator,
provocando a explosdo do vapor. Outro ponto fraco do reator era que a blindagem de sua cobertura
estava incompleta. Em consequéncia, o vapor que tornaria a atmosfera saturada dentro do reator,
escapou. Esse vapor teria dissolvido o iodo e o césio radioativos liberados e que foram espalhados na
atmosfera. Também o grafite do moderador, devido a entrada de oxigénio no reator, entrou em
combustio, queimando por 10 dias. O tnico jeito foi construir um “sarc6fago” de concreto para absorver
a radiacdo e conter o combustivel remanescente. O governo soviético embargou a construcao dos reatores
Se6.”

" Chernobyl em 04/10/2016. Trinta anos apés o incidente, a drea em torno, préximo da fronteira entre Ucrania e Bielorrassia,

continua abandonada, com indices elevados de radiacio y, produzindo graves mutagdes na vida selvagem, flora e fauna.
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«

Trata-se de uma “alquimia”, no sentido de transformar um elemento em outro. Enquanto os
alquimistas estavam mais interessados em transformar chumbo em ouro, estamos nos referindo a

< 235 .
transformac¢ao do U*” em outros elementos diferentes.

A respeito do acidente nuclear em Fukushima, sabe-se que o Japdo nio tem reservas de combustiveis
fosseis nem recursos hidricos para a geragido de energia. Por esses motivos optou, desde 1954, para a
geracdo de energia nuclear, limitando apenas para propésitos pacificos, e seu primeiro reator foi
construido pela General Electric do Reino Unido. Na década de 1970, os primeiros reatores a dgua leve
foram construidos em cooperagdo com as empresas americanas General Electric e Westinghouse Electric
Co., com trabalho contratual por companhias japonesas, que mais tarde obteriam licencas para construir
usinas similares, e pesquisas foram desenvolvidas desde entio. No entanto, sempre houve grande
controvérsia quanto a seguranca das usinas nucleares, pois o Japao é muito sujeito a atividades sismicas.
Alguns acidentes ocorreram, mas sem grande gravidade, porém, em 11 de mar¢o de 2011 ocorreu um
terremoto seguido de tsunami, com ondas que chegaram a 23 m. As emissdes radioativas obrigaram o
desalojamento de 80 mil moradores e afetaram gravemente a agricultura, pecudria e pesca local.

Nos meses seguintes até julho de 2011, dos 54 reatores existentes, 19 estavam em operac¢do, desde
quando ocorreu o desastre de Fukushima, aumentando “o risco de uma forte escassez de energia em
2012”. Em 27 de abril, aproximadamente 55% do combustivel no reator da unidade 1 de Fukushima
havia derretido, 35% do combustivel na unidade 2 e 30% na unidade 3 enquanto os combustiveis
superaquecidos usados nas piscinas de armazenamento das unidades 3 e 4, provavelmente também foram
danificadas. O acidente ultrapassou em nivel de gravidade o de Three Mile Island, de 1979, e é comparavel
ao de Chernobil, em 1986.

As estrelas, incluindo o Sol, utilizam de maneira natural o processo que chamamos de fusio
termonuclear, transformando H em He, também considerada uma espécie de alquimia. A reagio pode
ser sintetizada por (KAPLAN; HALLIDAY, RESNICK, WALKER):'

4H' = He* +2B+2y+2 N+26,7Mev N neutrino

A probabilidade de ocorrer é baixa, mas, como hd muito material, acontece por um longo tempo,
ndo sendo, pois, explosiva. No entanto, para a reagio ocorrer, é necessaria uma temperatura de cerca
8 P
10° K em lugar dos 600 K que os alquimistas usavam.

Se somarmos a massa de 4H' , teremos: 4,03258u e a massa atdémica de:

1He* 4,00387u
Diferenca de massa: 0,02871u, sendo u, unidade de massa atomica.
Usando a equagio E = c’Am , como fizemos anteriormente, obtemos: 26,7Mev

Essa energia em parte é liberada na forma de irradiagio, e outra parte é utilizada para manter a
temperatura elevada, dando continuidade a reacio.

1 26,7Mev equivale a 176.119Mw%gde[_[, fatores de conversio: 1u = 1,660 x 10"?7kg , 1Mev = 4,450 X 1023 Mwh
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A bomba de hidrogénio funciona, inicialmente, por meio da explosio de uma bomba de fissao que
fornece a temperatura de igni¢io para o material de fusdo, deutério de litio (ISAACS, PITT), que envolve
-6 2 4
a bomba de fissdo. A reacio sera: Li"+ D" —2He" +22,5Mev
A temperatura de igni¢do é cerca de 45.000.000° K .

A fusdo controlada ainda se encontra em um estado inicial, apesar dos varios recursos e esforcos
despendidos até hoje. As dificuldades sio grandes, a comecar pela elevada temperatura necessiria no
processo, e considerando que nio existe nenhum material que possa suportar essa temperatura. Imaginou-
se entdo usar um plasma, a exemplo do existente nas estrelas, contendo deutério e tritio:

D*+T° — He' +n' +17,6Mev

Para evitar o contato material do plasma com as paredes e conseguir uma alta densidade e
temperatura, utiliza-se o pinch effect, descoberto por Bennett, que é a constri¢do ocasionada no plasma
pelo campo magnético criado por corrente elétrica. No entanto, esta sujeito a instabilidades que desfazem
a contragio. Uma dessas experiéncias é o TOKAMAK, acrénimo russo para “camara magnética
toroidal”, feita em um toroide circular. Até hoje, ndo se conseguiu manter a reagio, a nao ser por poucos

Us .

Outra técnica é a do “confinamento inercial”, em que pequenas pelotas de DT sio comprimidas
pelo ataque multilateral de feixes de laser ou particulas. A temperatura se eleva até 10°K e a densidade
de particulas aumenta por um fator de cerca de 10°, podendo causar a fusdo termonuclear (HALLIDAY,
RESNICK, WALKER).

7.9 CONTRIBUICEO DE HENRI POINCARE (1854-1912)

Apesar de pouco lembrado, nio podemos deixar de menciond-lo. Sua maior contribuic¢do na Fisica-
Matemadtica foi a publicagdo sobre dindmica do elétron, publicada em 1906, na qual obteve muitos
resultados da teoria especial da relatividade independentemente de Einstein. A principal diferenca foi que
Einstein desenvolveu a teoria de consideracdes elementares relativas a sinais luminosos, enquanto
Poincaré se baseou na teoria completa do eletromagnetismo, restrita aos fendmenos associados com esta

ultima (ENC. BRITANNICA).

7.9.1 Exemplos ilustrativos

d
Da 2% lei de Newton temos: F = jf ,onde p=mv,éa quantidade de movimento.

Logo: J:) dp = J:/ Fdt Lp=DPy = Jj Fdt=1

1 é chamada Impulsio.
A varia¢do da quantidade de movimento é igual a impulsio.

Pela 3" lei de Newton: a toda agdo corresponde uma reacdo igual e contréria, entdo: F =—F". A
propulsio a jato baseia-se nessa lei.
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No caso de motores a jato: m,v, —myv; = FAt =1, isto é, a impulsdo é igual a forca de empuxo
multiplicada pelo intervalo de tempo. Considerando o volume de controle VC do ar entrando no
compressor do motor, com massa m, e velocidade v,, passando pelas cAmaras de combustdo, onde parte

do ar queima o combustivel querosene ou gasolina de aviagio, os gases de combustio resultantes mais o
excesso de ar se expandem com a elevagio de temperatura e saem pelo bocal de escapamento com massa
m, e velocidade Vv, >V, havendo, portanto, uma aceleragio da massa gasosa. Da entrada até a saida

transcorre um intervalo de tempo Af. A for¢a F', resultante dessa variacio da quantidade de movimento
no intervalo Af, para trds, origina uma reacdo no motor igual a “— F ”, que propulsiona o avidao para
frente.

No caso de um foguete, consideramos o VC como a massa de gis formada na cdmara do foguete
por um monopropelente ou bipropelente, cuja massa serd m, e velocidade v, que é a do foguete com
relagdo a Terra. No bocal de escapamento, teremos a massa m, = m,, mas a velocidade serd v, , acelerada

pela expansdo devido 2 alta temperatura e pelo formato do bocal. O propelente pode ser sélido ou liquido.
Por exemplo, no caso de um monopropelente sélido, pode-se ter pélvora, usada nos foguetes juninos. A
reacdo seria:

2KNO; + S +3C — K,8 +3CO0, + N, +550¢4] ’ de reagentes.

O nitrato de K (Salitre do Egito ou da India) é o oxidante.

Um monopropelente liquido seria o peréxido de H (H,0,, dgua oxigenada). Um bipropelente

liquido seria a hidrazina + oxigénio liquido.

Os Estados Unidos planejam um foguete nuclear. Um reator nuclear com moderador de grafite,
refrigerado a H. O H é aquecido no reator a 2.000 °C e usado como propulsor. Para suportar essa
temperatura, o bocal é resfriado pelo H liquido. E nessa forma que se armazena o H no foguete
(ISAACS, PITT).

myv
2
-/
2
c

Vimos que a Energia cinética (ver Equacao 1, Secao 7.7):

Da relatividade restrita: p =mv =

2
myc
2
v
c

. 2 .
m, é a massa de repouso, m,c” energia de repouso

E, = —myc® =(m—m,)c* =c*Am

E
A energia total serd: E = E, +myc’ =mc’ Sm=— (2)

2
Combinando com a equagio (1): v= %
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De (2): E = mﬂcz _ mocz _ m062 _ Emﬂcz
: 2 4 2 2 2 2 22
\/1_1//2 1_¢p |_prc \/E -pc
c E2c? E?
VE® = p’c® =myc’ E*-p’c®> =mlct E=\p’c+mict
E=cymic’+p’

Um caso particular e interessante ocorre quando a massa de repouso for nula, como em fétons e
neutrinos. Teremos (LANDAU): E=cp ou p = l% (2b)"”

(2a)

Cogitou-se a utilizagio de um foguete foténico. O espaco cosmico nio tendo atmosfera, nio
ocasionaria resisténcia a propulsdo e a velocidade poderia ser bastante incrementada, considerando que
a velocidade dos fotons é a da luz. No entanto, a realizacdo desse projeto ainda apresenta muitas

dificuldades.

Mais factivel é o foguete de propulsio idnica. Emprega-se um reator nuclear acoplado a um
- S - o 133 .
turbogerador para a produg¢do de energia elétrica, empregada para ionizar vapores de césio Cs'™ e criar

velocidades de escapamento desejadas, por meio de um acelerador linear (MURRAY).

7.10 POSTULADO DA RELATIVIDADE

As leis da Fisica sio as mesmas para os observadores em todos os referenciais inerciais. Nio existe
referencial inercial privilegiado.

Referencial inercial é aquele ndo sujeito a aceleracdo e que estiver em movimento com velocidade
uniforme.

A explicagio da gravitagio levou Einstein a relatividade generalizada, que veremos a seguir. Trata-
se de estender ou generalizar o principio da relatividade para aplici-lo a sistemas acelerados, ou seja, ndo
inerciais, além dos que se movem com velocidade uniforme. Com isso se pode resolver simultaneamente
o problema da gravitagdo.

7.1 TRANSFORMAQAO DE LORENTZ

Como ja mencionado, Einstein admitiu a velocidade da luz como um invariante fisico, com o mesmo
valor para todos os observadores. Essa exigéncia deve-se a aplicagio da relatividade ao eletromagnetismo.
Ver lei de Ampére-Maxwell na Secio 5.16, Equagio 5, que na forma gaussiana, torna-se:

m,v mCZ

s 5 e = 3 > entiopzir equandovzc=>,p=£=b :ﬁ

J1-5 J1-5 c c ¢ A
Pois ¢ =3 A (3)

Também podemos notar que particulas que se propagam com a velocidade da luz, o tempo se torna nulo, ver Secio 7.2,

T Se P =

Equacgdes (1a) e (2). Quandov =¢, B =1, dt' =0 = t; = t3}, t' ndo varia. (4)
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= OF _
czrotB=§+47rpv, ver Se¢ao 5.25.2, Equagdo 5.5b, quando falamos do tensor do campo

eletromagnético. Podemos observar que ¢ participa da férmula.

Sabemos que: ¢ = % U é a relacdo entre a velocidade da luz e as constantes dielétrica €, e de
oldy

permeabilidade f,. Essa relacio foi deduzida na Secdo 5.23, Equagdo 5, sobre oscilagdes

eletromagnéticas.

Com a invariancia de ¢, a transformacio de Galileu nio pode ser correta (a nido ser para baixas
velocidades como v << ¢ . E, como ja visto, o tempo ndo é absoluto).

Levando em consideracdo a Figura da Segio 1.3, vamos admitir que os observadores O e O’ estejam
em movimento com velocidade relativa v, que os eixos X e X estejam dirigidos ao longo do movimento
relativo e que os eixos YY e ZZ’ permanecam paralelos. Admitimos que os observadores acertem seus
relégios quando estiverem em coincidéncia, t =¢" =0, no instante inicial.

No instante ¢ = 0, um sinal luminoso é emitido da posi¢io comum dos dois observadores. Apds um
intervalo de tempo ¢, o observador O nota que a luz alcanga o ponto A e anota r =ct.

Como: 1’ =x* +y2 +z% ou x’ +y2 +z7 = (1)

Da mesma forma O” anota 7’ = ct’

Xy =0 (2)
Temos que relacionar essas duas equacdes.
y=y e z=27 x=vt ou x—-vt=0

Entio x’ = k(x - Vl‘), com k a ser determinado.

Da mesma forma: t’ = a(t — bx), em que @ e b sdo constantes a serem determinadas.
Quando k=a=1 e b=0, teremos a transformagio de Galileu: t' = t.

Fazendo as substitui¢des na Equacio (2), obtemos:

k? (x2 —2uxt +v*t’ )+ Yy +zr=c’d’ (tz —2bxt + bzxz)

“ (k2 —bzazcz)x2 - Z(kzv—bazcz)xt +y +z0 = (a2 —kz"zz) ot

Comparando com a Equacio (1), obtemos o sistema de equagdes:

B —batet =1 Fazendo: k> =p, b* =q, a* =r

k*v—ba*c* =0

a’ _kzvzz =1
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2
p-ciqr=1 p—[1-(""/2)p]c?a=1

pv—rc?fq=0 2 pr—rc? Jg=0

r=(Pla)p=1 =1+ (P)p

{P_Czq_vzl’qzl . (l—vzq)p:1+czq

vp—cz\/g[l+("%2)p]=0 h vp—c’ q+v2\/;p:0

Vp(l—V\/;)ZCZ\/; = 1+C2b2V: cth = (1+czb2)_ 1-v?b*

:1+c2q
2

1-v'g

1-vip* 1-vb c¢*b 1+vb

222
(1+Vb)(1fvb):(1+c 2 )v =>c2b+ze222 :V+W :b:%z

1-vb )

1+cz(v%4) 1+V%2 J/"/&Zz

p= = = =
2
2 4 2 l_V/
) o W
1 1 2 1_1]2/2"'”2/2
k=—F—m———= r=1+ o2 17/ = & c
l—v72 4 - /52 e 1=v /52
c
a= ! :k:}/
7
c
Assim, obtemos:
¥ =k(x—vt)= XV = x—vt)

Sao as transformacdes de Lorentz.
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Essa formula é geral, mas vale também para velocidades compativeis com a da luz. Como caso
particular, se fizermos v muito menor que o da luz: v << ¢, obtemos:

x=xvt Y=y =z t=t

Que sio as transformacdes de Galileu, como visto na Secdo 1.3.

2

Da equacio (1) obtemos: x> —¢’t"> = x* —c*t>.

Essa formula sugere que x,y,z,ict (l' = \/—1) sdo interpretaveis (conforme MINKOWSKI) como
coordenadas em um espaco quadridimensional, em que x* +y* +z° + (icl,‘)2 representa o quadrado da

distancia a origem. A ideia de Minkowski levou a concep¢io geométrica das leis fundamentais da fisica,
que culminou com a inclusdo da gravitagao na chamada teoria da relatividade geral de Einstein.

Fisicamente, a tltima equacio exprime que x =ct implica x"=ct’, ou que a velocidade da luz é
independente do movimento do observador. Essa é a explicacdo do resultado negativo da experiéncia de
Michelson-Morley (BORN).

7.12 TRANSFORMAGAO DE VELOCIDADES

7.12.1 Introducao

A velocidade de A medida por O tem componentes:

Vx = @ Vv = @ z =
dt coodt dt

Da mesma forma, A medida por O”:

v=2 v =L =L
Toodt Toodt coodt

P . ’ .
Nota-se que usamos dt* e ndo dt, pois t e t" nesse caso nio sio iguais.
Diferenciando as equacoes (3), obtemos:

,  dx—vdt V.—v dt:;/(Vx—v)dt

dx’ = =
W= =

dy’=dy
dz' =dz

dt_Vd%Z _ l—vVX/c2

dt’ = =
2 2
\/1_V/2 \/I_V/2
C C

dt=7(1—vi/cz)dt
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Substituindo dx por V dt, dividindo as trés primeiras equagdes pela quarta, obtemos:

/ V.-v , v V.

pd ’

vi= TV V= oV
v /e? (s v Ai=vr./e?)

Constitui a lei de Lorentz para a transformagdo de velocidades, mais geral que a respectiva regra
galileana.

Em particular, fazendo v << ¢, isto é, para baixas velocidades v muito inferiores a ¢, obtemos:

Vi=V,-v V=V Vi=V

by y z z

Que é a regra galileana para a comparagio das velocidades de um corpo medidas por dois
observadores em movimento relativo de translacio

(ALONSO, FINN).
7.13 DA VALIDADE DAS FORMULAS

7.13.1 Introducao

Como a velocidade da luz é muito alta no vdcuo, cerca de 300.000 k’% , é natural pensar que sua
propagacao fosse instantinea.

O primeiro a intuir de que seu valor fosse definido foi Galileu, que tentou medi-la colocando-se a
certa distincia de um ajudante, cada um com uma lanterna que poderia ser coberta e descoberta.

Inicialmente, ele descobriu sua lanterna. Quando a luz foi vista pelo assistente, este imediatamente
descobriu a sua, tornando-a visivel para Galileu.

Para uma distancia de 1 km, sabe-se agora que o tempo de percurso é de apenas 7x107°seg . Como

¢ muito menor que o tempo de reacio de uma pessoa, o método nio serve.
Em 16785, Olaf Roemer, astronomo dinamarqués, realizou observagdes dos satélites de Japiter, pelo

qual deduziu que a velocidade da luz fosse de 200.000W .
seg

Cerca de 50 anos depois, James Bradley, astrdnomo inglés, valendo-se da aberra¢io da luz, em 1728,
conseguiu um valor melhor: 304.000 k’% eg

Em 1849, Fizeau (1819-1896), fisico francés, utilizando uma roda dentada e observando a

interferéncia das imagens em um espelho semiprateado, obteve: 313.300 k% eg

Albert Abraham Michelson utilizou um espelho rotatério em vez da roda dentada. O valor

conseguido em 1880 foi de 299'910k%eg
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As medicoes mais atualizadas, por meio do geodimetro atestam: 299.792,9k’% eg”

Tendo em vista esse valor, é compreensivel que para os fendmenos usuais na Terra, onde a maior

velocidade conseguida por um foguete foi cerca de IOk’% eg’ nio se conseguisse detectar nenhuma

alteracdo nos conceitos cldssicos, em que as férmulas sdo vilidas, pois 3%00 000~ 0,0001, ou seja

aproximadamente 0,01% da velocidade da luz. Usando as férmulas relativisticas, vimos que se obtém as

formulas usuais de Galileu.

Assim como a velocidade da luz, também era usual pensar, como Newton, que a propaga¢io das
interagdes gravitacionais fosse instantinea."

Porém, nos fendomenos atdmicos, em que temos velocidades compativeis com a da luz, as formulas
classicas falham, sendo forcoso levar em consideragio os efeitos relativisticos.

Também, em Astronomia, observamos que a luz leva cerca de lseg para chegar da Lua, e

aproximadamente 8min, do Sol. Em casos de estrelas, a mais proxima, Alfa Centauri, se encontra a 4
anos-luz (o tempo que sua luz leva para chegar a nos), e a galdxia mais proxima, a Grande Nuvem de
Magalhaes, encontra-se a cerca de 180.000 anos-luz.

Entdo, a imagem que vemos nao é atual, ela é do passado. Por isso, é impossivel se falar em tempo
absoluto, pois ndo sabemos o que estd ocorrendo agora por la. Fica, pois evidente a existéncia de uma 4*
dimensio, o tempo.

O tempo s6 pode ser considerado imutivel para fendmenos locais na Terra, a baixas velocidades,
onde se podem aplicar as férmulas cldssicas. Nos outros casos, devemos levar em conta os efeitos
relativisticos, funcdo da velocidade do objeto em questio e sua relagio com a velocidade da luz, isto é:

= L= 1
B = 4 e o consequente fator de Lorentz: ¥ = W

Conclui-se que as interagdes se propagam com a velocidade da luz, incluindo as interagdes
gravitacionais onde sdo mais notadamente observaveis. Nao sao, portanto, instantaneas. (1)

Vale a pena salientar que, com base na observagio do final da Secio 7.9.1 (Equacao 4, Exemplos
ilustrativos da Se¢do 7.8), se a velocidade do f6ton € igual a da luz, o féton em si ndo percebe a passagem
do tempo e, nesse sentido, para o foton, a propagag¢ao € instantanea.

7.14 DECAIMENTO RADIOATIVO, MEIA-VIDA

Expressando a natureza estatistica do processo de decaimento em uma amostra contendo N nticleos
L . ) . dN
radioativos, a taxa de decaimento é: _dN/dt , proporcional a N: -5 =M, sendo Aa constante de

desintegragdo, com valor caracteristico para cada radionuclideo.

" Na verdade, Newton nio associava a interagio gravitacional com a propagacio da luz, como o fazemos na atualidade.
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Integrando na forma:

NdN _ _ i N _ At _ _
ngN = — [ Adt -.lnNU— At = N = Nye ™t = Ny exp(—At)

Recorde-se que: 102 = 100 = log; 100 = 2 = b = e = exp(a) = log, b = £nb = a19
Mostrando que o niimero de nticleos sobreviventes decresce exponencialmente.

Definindo a “meia-vida” T como o intervalo de tempo no qual N se reduz a metade do valor inicial:
_ N e-At
1/, Ng = Noe

=N _ exp[A(t, —t)] =2 = #n2 = A(t, — t;)

N; = Ny exp(—Aty)
} N2

N, = Ny exp(—At,)

In2 0,693
T =t2—t1=T LOgO:T=T

Exemplo: seja uma amostra de Iodo 128: 11?8 com as seguintes taxas de desintegragio evoluindo no
tempo.

N
fn— = ¢nN — fnNy = —AT

Ny
InN = InNy, — AT
. 62-0 . .. L i
s —A = —=—— inclinacio da reta A =0,0275 min
225min-0
Sua meia-vida é:
_ 0693 _ 0693 )
T= A 00275min-t 25min
In N (desint/s)
6
4
2
| | ! ! S
! T T T 7
50 100 150 200 Tempo t
(min)

" #* Série aritmética: 12 3 4 5, logaritmo com base de 32:5 - log 32=5
Série geométrica: 2 4 8 16 32, antilog com base 2 de 5: 32: 2 (elevado a quinta) =32
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Trata-se de um exemplo de equagio logaritmica e também da fracao exponencial. Serve para calcular
qual serd o valor do capital ao final de certo tempo t, quando o capital inicial for y, € com juros a = i/100
, sendo i a porcentagem: y = yoe®'. Nesse caso, a fungdo em vez de ser decrescente, serd crescente, por
isso o sinal positivo de o, em lugar de ser negativo (COURANT). Recorde-se que o valor e é determinado

n

. 1
com o seguinte lime=  lim (1 + —> (GRANVILLE)
noe n ver sec¢do 7.2, equagdo 1 A.

O iodo radioativo € utilizado para diagnéstico da tireoide, e como sua quantidade é muito pequena,
ndo causa danos ao organismo.

Exemplo: 46,3mg de potdssio mostra uma atividade por particulas B (elétrons) de 1,5 desint/. o
is6topo responsavel é K*°, que se encontra na concentragio até 0,012% na mistura natural. Calcular a
meia vida do K*°.

Quantidade de atomos K*° em 46,3mg de potassio natural:

23at
N =222 46,3 x 1073 x 22— /mal /mol

o Pr T em que A = 6,02 x 1023 at/mol’ ¢ o niimero de Avogadro.

(ver Seccdo 7.6).

p 0,693 _ 0,693N _ 0,693x8,37x10104t
Portanto: N = 8,37 x 10'® dtomos e T = —— = 47— = o =
A /it 1,5desint/

= 3,87 x 10%°s = 1,23 x 10°%anos.

Esse tempo é compardvel com o inicio da vida estimada na Terra. Nio estranhe o fato de ndo ser
possivel medir a meia-vida desse radionuclideo, esperando que sua taxa de decaimento diminua. Deve-se
mencionar que o potdssio presente em nosso organismo tem uma parcela normal desse radioisétopo.
Todos nés somos levemente radioativos!

Um teorema simples define a func¢do exponencial.

Se a fun¢io y = f(x) satisfizer a equagio diferencial: y' = ay, em que a é uma constante # 0, isto €,
diferente de zero, y toma a forma: y = f(x) = ce™, em que ¢ é também uma constante. Inversamente,
cada funcio, expressa como c e**, satisfaz a equacio y’ = ay.

. . dN
Por exemplo, no caso do decaimento radioativo, teremos: y = —— = AN, consequentemente: N =

dt
Nge M.,

Sabendo que “desintegracio” é a perda de massa por meio da emissdo de particulas radioativas, para
uma massa de um isétopo de radio Ra, as experiéncias mostram que A = 3,85 x 1073571, Achar a meia
vida T desse is6topo, isto é, 0 tempo necessario para que a massa da substincia decaia a metade do que
era.

Entdo: 1/, N = No exp(—0,00385T) = In?~! = —0,00385T = —In® = In e~0.00385T

T=-"2_ . 180s
0,00385
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Logo, a meia-vida desse isétopo de Ra é de cerca de 3min. Perceba que é muito mais fécil tratar da
meia-vida do que sobre a constante A, pois é muito mais facil falar “trés minutos” do que “trés virgula
oitenta e cinco vezes dez elevado a menos trés”. Isso justifica o emprego do conceito meia-vida
(LIVERHANT; HALLIDAY, RESNICK, WALKER, COURANT, GRANVILLE, KAPLAN,
THOMPSON).”

7.15 UMA FORMA SIMPLES DE DEDUZIR A FORMULA DE EINSTEIN DA RELATIVIDADE
RESTRITA OU ESPECIAL: E, = (Am)c?

Maxwell deduziu que a luz é onda eletromagnética, comprovado posteriormente por Hertz. Trinta
anos mais tarde, Nichols e Hull nos Estados Unidos, e Lebedev na Rissia, em 1903, mediram a
denominada pressio de radiagio (HALIDAY, RESNICK, WALKER),” que é a variagio da quantidade
de movimento a qual é funcio da energia da onda eletromagnética. Como sabemos, o movimento
ondulatério transporta energia de um local para outro, por exemplo, o som transportado através do ar
ou a radiagdo solar, transportada do Sol até a Terra através do que Maxwell acreditava ser o “éter

luminifero”.”
De fato:
dE. = Fdx, F = m% , dE. = mvdv, E; = %mvz = %pv pois: p = mv (quantidade de movimento) =

E - . . o
p = 2, relagdo encontrada por Maxwell, entre quantidade de movimento e energia cinética E..

Recordemos: quando um jato d’agua incide em uma superficie vertical, a variagio da quantidade de
movimento serda dada por: mv — (—mv) = 2mv.

De modo semelhante, quando a luz incide em um espelho vertical, teremos: Py, = 2mc, que é

variagio da quantidade de movimento, supondo reflexdo total, se houver absor¢io, P, = mc.
< 2E - .

Comparando com a expressdo de p, obtemos: —=2mc=E: = mc?, a famosa equacio da Relatividade

especial, deduzida por Einstein. Na verdade, é: E. = (Am)c?, pois se trata de variagdo da massa.

Posteriormente, descobriu-se que as pequenas diferencas de massa, antes e depois das reacoes
nucleares, denominada energia de ligagdo das particulas nucleares, sdo responsaveis pela grande liberacao
de energia nos processos dos elementos radioativos (os elementos descobertos por Marie Curie e outros).
Como exemplo, temos a descoberta da fissdo nuclear do uranio por Lisa Meitner e Otto Frisch, cujo
isotopo U,3s pode resultar em reacdo em cadeia, resultando na bomba atdmica e nas usinas nucleares.
Também as reacoes de fusio de H para formar He, que fornecem a energia liberada pelas estrelas, como
o Sol, e na bomba de H.

20

Silvanus Thompson em Calculus Made Easy, o livro teve tanto sucesso que esta na internet, em dominio publico.
*' Média das medicoes efetuadas com balanga de tor¢ao: 7,01u N/m?, com previsio de 7,05u N/m?, medidos em unidades de
pressao.

* Na atualidade, substituimos o éter luminifero pelo conceito do campo eletromagnético (GAMOW).

Observagdo: pressdo € a energia por unidade de volume.

Como mv = FAt = impulsio

Conhecendo a drea onde a pressdo é aplicada, obtemos a forga F e, sabendo o intervalo de tempo em que ela é aplicada,
obtemos a quantidade de movimento mv.



Reagdo termonuclear “préton-proton”:

4 H! — He*+2B% + 2y + 23 + 26,7Mev

B* particulas B de positrons

Y raios y

3 neutrinos

26,7 Mev — energia liberada em megaeletronvolts.

Ciclo de Bethe ou de carbono-nitrogénio:

Ocorre com a liberagio de cerca 26Mev
proposto por Hans Bethe em 1939, ver a figura.

Pr sio protons, nicleos de \H.

Por alguns anos se pensou que o ciclo C-N fosse
responsavel pela producio de quase toda energia
solar, porém, de acordo com dados recentes, a cadeia
préton é agora considerada mais importante do que
o ciclo C. Pensa-se que o ciclo C produza mais energia
nas estrelas da sequencia principal muito mais
luminosas do que o Sol e cujas temperaturas centrais
sdo mais altas, enquanto a cadeia de préton é mais
importante para as estrelas da sequencia principal
menos luminosas do que o Sol (KAPLAN,
GAMOW, KAHN, BETHE, GAMOW,).
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Ciclo Bethe

Pr -
/9 sclz\
016 SNBT g
[
H

2 13
15 6 C

7 2}
Pr \ /
50— (NE
Pr

B+

Para calcular a forga, ver exemplo em (ROTH, 2012, Secgdo 5.1, cap. 5).

e

Feixe de
luz

— Fibra

Balanca de Torg¢do usada por Nichols e Hull. Os detalhes da delicada experiéncia foram omitidos.
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Observemos que o éter luminifero era considerado uniformemente distribuido no espaco, e os
campos elétricos e magnéticos tém um valor maximo na origem que diminui com a distancia até se anular.

7.15.1 Se fotons nao tém massa, como podem ter quantidade de movimento?

A teoria da relatividade especial apresenta para a energia: E2 = (myc?) + (pc)?, em que mg é a massa
de repouso da particula. A massa de repouso do féton ¢ nula, entdo: E = pc = mc?, logo: m = P/, sendo
m, a massa relativistica, que nao ¢ nula.

Conforme Broglie, estabelecendo a dualidade entre onda e particula, o comprimento de onda: A =
h/p, onde h ¢ a constante de Planck. Entao: p = h/}\. ver Introducao do anexo A6 seccio A 6.1: p = E/C =

}H/c:h/}\' C:)‘Q

Relacionando o comprimento de onda e a quantidade de movimento: m = E/c2 = h/)\c , logo, os

fétons tém massa inversamente proporcional ao seu comprimento de onda.

Pela teoria de Newton, os fotons sofrem influéncia da gravidade. Einstein generalizou a massa
newtoniana na massa relativistica, podendo tratar as duas como se fossem a mesma coisa (UNIVERSITY
OF TORONTO).

7.15.2 Equivaléncia entre massa e energia

Como visto anteriormente, em fins do século XIX, Maxwell deixou claro que a luz transporta
quantidade de movimento. Com essa propriedade, Einstein sugeriu um raciocinio que, por meio do
principio da inércia, associa massa a energia.

Imagine-se uma caixa em repouso em referencial inercial. A radiagio é emitida da parede a esquerda,
veja-se figura adiante. Como existe conservacao da quantidade de movimento, a caixa recua em sentido
oposto. Quando a radiagdo for absorvida na parede a direita, a caixa para. Como ndo existem forgas
externas atuando na caixa, devemos admitir a existéncia de massa na energia da radia¢do, para nio violar
o principio da inércia. Essa seria a massa relativistica (FERRAZ NETTO, em feira de Ciéncias).

to R
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Em 1887, Hertz descobriu que uma superficie metilica pode emitir eletricidade quando a luz
ultravioleta incide nela e, em 1898, Thomson mostrou que o valor de €/j, das particulas emitidas é o
mesmo que o dos raios catddicos. Agora sabemos que essas particulas s3o elétrons, no que ficou conhecido
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como efeito fotoelétrico. Esse fendmeno nao pode ser explicado se considerarmos a luz como de natureza
ondulatéria.

Em 1903, Einstein introduziu o conceito de féton e deu uma explicagao quantitativa desse efeito.

Em consequéncia do principio da conservagio de energia, cada féton deve dar toda energia h\
a um elétron. Para que o elétron saia do metal, ele deve gastar energia contra a barreira de potencial do
metal, chamada fun¢io de trabalho ¢. A equagio da energia cinética maxima dos elétrons emitidos sera:
1/2 mvZ =h  — ¢, sendo vy, a velocidade maxima dos elétrons.

Entdo deduzimos ser o foton particula que cede sua energia cinética aos elétrons.

O efeito Compton é outro fendmeno no qual raios X perdem energia ao colidir com elétrons. Foi
interpretado por Compton como se particulas de raios X colidissem com elétrons, como bolas de bilhar,
desviando-se e provocando movimentacido desses elétrons.

Um féton de frequéncia 3, tem energia hy> quantidade de movimento h %/c .

!
Apbs o impacto com um elétron livre, produz-se um féton espalhado de frequéncia §, menor do
que Y e um elétron de recuo. A energia e a quantidade de movimento do féton incidente antes do impacto
sdo iguais a energia e quantidade de movimento do f6ton espalhado e do elétron de recuo apés o impacto.

/ foton

. espalhado

. foton om0 TR

incidente ¢ elétron
de recuo

U
. . . sen 0 . N . .
Logo a quantidade de movimento do féton (h )/ ¢ deve ser igual a quantidade de movimento do
elétron de recuo vezes sen ¢, sio perpendiculares a trajetéria do féton incidente e de sentidos opostos entre si.

No entanto, quando o féton tiver energia maior do que 2 vezes a energia de repouso do elétron, o
féton pode desaparecer e produzir duas particulas: um elétron e um poésitron, isto é, um elétron positivo.

Nota-se que: e~ +e* —y+vy (Q= 1,02 Mev), e cada féton y tem 0,51 Mev de energia. Essa é a
reacdo de aniquilagio do positron, é o inverso da formacdo do par elétron-positron a custa dos raios y
(FERENCE e LEMON, KAPLAN).

Os elementos quimicos sdo formados nos nticleos das estrelas. S3o indispensaveis em nossa estrutura
fisica. Os dtomos de O que respiramos, o Ca dos nossos 0ssos, e o Fe e o C da musculatura tiveram uma
origem cuja histéria agora conhecemos. H, He, deutério e parte do Li, foram formados no Big Bang. Os
demais, incluindo o He foram sintetizados no centro das estrelas. Apos a morte das estrelas, o gds
enriquecido com esses elementos é langado ao espaco, juntando-se ao de outras estrelas. Forma-se uma
nova geragio de corpos celestes. O Sol é uma estrela de 3* geragdo, por isso, a composicao do sistema
solar é suficientemente rica para a vida como conhecemos (STEINER).
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7.15.2.1 Exemplo de aplicagdo

7.15.2.1.1 Sintese de elementos pesados

A nucleossintese de elementos leves como: Ne, O, Sietc. até o Fe?® sio produzidos por fusio em
reacdes exoenergéticas, isto é, com liberacio de energia. Os mais pesados que o Fe, como
Au, Hg, Pb,Ni, U, Th etc. sdo sintetizados por reacdes endotérmicas, isto é, que absorvem parte da energia
armazenada pela estrela com as reagdes exoenergéticas. Sao formadas na exposicao dos nucleos leves ao
fluxo de néutrons, em temperaturas moderadas. Os néutrons, por serem neutros, nao necessitam vencer
a barreira coulombiana de fons. Reagao tipica: C*3(a, n)0® (0). O ion capturando um néutron se torna
um isétopo do mesmo elemento, com uma unidade a mais de massa atémica: (Z,A) +n — (Z, A+ 1) + .

Se o nucleo (Z, A + 1) for estavel, poderd capturar outro néutron antes ou depois do decaimento B.
Tem-se entdo o processo slow, s, antes do decaimento B, ou o processo rapid, r, decaimento B antes da
captura de um novo néutron. Essa nomenclatura foi introduzida por Eleanor Margaret Peachey Burbidge
(1919), Geoffrey Ronald Burbidge (1925-2010), William Alfred Fowler (1911-1995) e Sir Fred Hoyle
(1915-2001) (SOUZA, SARAIVA, UFRGS, 2000).

7.16 RELA(;ﬂO ENTRE RELATIVIDADE ESPECIAL E FISICA NUCLEAR

7.16.1 Henri Becquerel e experiéncias de Rutherford*

Esse eminente fisico francés (1852-1908), ao examinar os sais de um metal raro, o uranio, descobriu
que emitiam um raio aparentemente capaz de penetrar os objetos opacos. Um composto de uranio, que
ele colocou sobre uma chapa fotografica envolvida em papel negro, tinha impressionado a chapa
“através” do papel. Isso, a0 que nos consta, foi a primeira vez que um homem observou as estranhas
propriedades penetradoras de certos raios.

No inicio de 1896, Becquerel realizou experiéncias com sal duplo de U, sabendo ser de elevada
fluorescéncia. Colocou cristal sobre a chapa fotogréfica, envolta em papel preto e expos a luz do Sol. A
luz induziria fluorescéncia e, se esta contivesse raios X, eles penetrariam o papel preto e registraria na
chapa fotografica.

No outono de 1895, Wilhelm Rontgen examinava fenomenos de luminescéncia. Passou corrente
elétrica por um tubo de vacuo parcial (tubo de raios catédicos, semelhante aos usados em antigos
aparelhos de TV).

A fim de examinar a débil luminescéncia, colocou o tubo dentro de uma caixa preta de papelio.
Quando ligou a corrente, viu luminescéncia fora da caixa de papeldo.

23 Ernest Rutherford (1871-1937), fisico neo-zelandés. Esse notavel pesquisador foi orientador de Niels Bohr em Manchester.
Foi agraciado com titulo de nobreza, como Primeiro Bardo Rutherford de Nelson. Estava aguardando cirurgia de hérnia
umbilical, mas como s6 poderia ser operado por um nobre (exigéncia do protocolo britanico), a demora custou-lhe a vida.
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Descobriu que havia uma folha de papel revestida com camada de platinocianeto de Bério, produto
luminescente. Como era possivel, se o tubo estava encerrado na caixa preta? Nao sabendo a natureza da
radiagdo, chamou-a de raio X.

No caso do cristal de U, Becquerel pensou tratar-se de fendmeno parecido com o raio X e que alguma
radiagio invisivel tivesse energizado o cristal.

Seguindo o mesmo caminho de Becquerel, Marie e Pierre Curie investigaram compostos de
U, chegando na pechblenda, um minério betuminoso marrom escuro, mineral de 6xido de U, altamente
radioativo. Com o efeito piezoelétrico, descoberto por Pierre e seu irmio Jacques, mediram a corrente
elétrica induzida no ar ionizado pela radioatividade.

No caso da pechblenda, mediu-se 83 X 10712A, enquanto alguns sais de U registravam menos de
0,3 x 10712A .

Descobriu-se que o Tério exigia, para ser neutralizado, uma corrente de 53 x 10712A.
Concluiu que a pechblenda deveria conter outro elemento radioativo além do U.

Apés exaustivas e trabalhosas operagdes de refinamento com minério de pechblenda, descobriram o
polonio, em julho de 1898, de niimero atdémico 84, contido em p6 de bismuto™ e semelhante a este, seu
nimero atomico seria determinado muito depois. O polonio é 400 vezes mais radioativo que o U.

No mesmo ano, isolaram um novo elemento no cloreto de bario ao qual deram o nome de radio™,
mais tarde associado ao nimero atémico 88, cuja radioatividade é 3 milhdes de vezes maior que a do U.

Pierre, Becquerel e Rutherford passaram a radiagdo por um campo magnético e descobriram trés
tipos: a, B ey, assim denominados por Rutherford. Pierre descobriu que os raios B tém carga negativa,
posteriormente descobriu-se que sdo elétrons. Rutherford descobriu que os raios a sio positivos, e
posteriormente se verificou serem nucleos de He. Posteriormente, Rutherford descobriu que os raios y
sdo neutros, e também sio radiacdo eletromagnética de curto comprimento de onda e alta energia, isto é,
de frequéncia alta.

24 Sulfeto de bismuto.

2 Propriedades semelhantes as do bario.
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Em 1903, Becquerel, Pierre e Marie Curie dividiram o Prémio Nobel de Fisica. Becquerel recebeu
pela descoberta da radioatividade espontanea, e Pierre e Marie Curie pelas pesquisas sobre os fendmenos
da radiagio descoberto por Becquerel.

Antes deles, Wilhelm Réntgen foi o primeiro a receber Prémio Nobel, em 1901, pela descoberta dos
raios X.

Pierre Curie descobriu que 1 g de Réddio emite 140 calorias/hora, o suficiente para ferver dgua.
Escreveu em seu relatorio: “Cada dtomo de um corpo radioativo funciona como uma fonte constante de
energia, o que implica uma revisio do Principio de conservac¢io de energia”. Quando a noticia veio a
publico, a imprensa estampou: “Os Curie descobrem o moto-perpétuo”.

A radioatividade conduziu a ciéncia para uma nova era.

«z

Desde a Antiguidade, quando Demdcrito propds a ideia de a matéria ser formada por “adtomos”, que
significam “indestrutiveis”.

Em 1871, o quimico siberiano Dmitri Mendeleiev praticamente reinventou a Quimica ao publicar a
Tabela periddica dos Elementos. Listava todos os elementos quimicos conforme seu peso atdémico e
valéncia, prevendo também elementos que ainda nio tinham sido descobertos.

Enquanto os Curies investigavam em Paris, Rutherford e Soddy faziam o mesmo no Canada. A
abordagem deles é mais tedrica, e em 1902 publicaram o artigo: “A causa e a natureza da radioatividade”,
no qual declaram que a diferenga entre os raios X e a radioatividade, até entdo tidas como semelhantes,
é que os raios X sdo produzidos quando uma substincia é bombardeada, enquanto a radioatividade
ocorre espontaneamente.

Concluiram ser a radioatividade um fendmeno atémico. Uma forma de decaimento atdémico, na qual
alguns dtomos pesados, instaveis, se desintegram para se converter em dtomos mais leves e mais estdveis.
“As mudangas devem estar ocorrendo dentro do d4tomo.”**

Os Curies demonstraram que a radioatividade era uma fonte colossal de energia.
Ninguém sabia o que estava acontecendo.

O 1° passo aconteceu 2 anos mais tarde, quando um obscuro fisico amador sui¢o”, trabalhando na
Ageéncia de Patentes de Berna, teve uma ideia. Em 1905, Albert Einstein publicou seu artigo sobre a
relatividade especial, na qual derivou a famosa formula: E = mc?.

Ou seja: uma diminuta quantidade de matéria, m, podia se transformar em uma quantidade colossal
de energia em fungio da constante c (a velocidade da luz no vacuo). E isso que causa a radioatividade. O
que Becquerel e os Curie descobriram, conduziria, um dia, a energia nuclear e as bombas atomicas
(THOMAS, THOMAS, STRATHERN, STRATHERN, PAULING).

% Exemplificando: ThC (Bi?'?), 66,3% desintegra por particulas f e 33,7%, por emissio a. ThC emite B para formar
ThC'(P0?'?) ou a para formar ThC" (T#2°8); ThC' emite a para fornecer Pbh2%8 estdvel, enquanto ThC" emite f para também
formar Ph?%8 estavel (KAPLAN).

27 Nascido na Alemanha. Na ocasido, ele tinha cidadania suica.
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7.16.1.1 Experiéncias de Rutherford

Em 1919, antes de deixar Manchester para assumir a direcio do laboratério Cavendish em
Cambridge, Rutherford se tornou a primeira pessoa a transmutar um elemento em outro. Ele bombardeou
nitrogénio com radiagio a, convertendo-o em oxigénio:

SNY+ Het | [(F18] _, 0V + H?

Com isso, identificou particulas de hidrogénio, , H?, demonstrando que elas sdo constituintes do
nicleo de nitrogénio, N, e também de outros nicleos. Essa hipétese ja havia sido levantada por Prout.”
Por esses motivos, em 1920, Rutherford postulou que o niicleo de H deveria ser uma particula
fundamental, que ele denominou de “préton”, e que seria constituinte de todos os demais nticleos. Assim,
agora Rutherford é considerado o fundador da Fisica Nuclear.

Em 1932, ele detectou, juntamente com Walton e Cockroft, a captura de um préton, , HY, pelo litio
7, 5 Li’, decompondo-o em duas particulas a, ,H* e liberando energia. Dois anos mais tarde, conseguiu,
com Oliphant e Harteck, efetuar a fusdo de dois déuterons, ,H?, que se transformaram em hélio 3, ,He3,
e um néutron, ou em tritio, H3, e um préton, , H?, liberando energia em ambos.

Introduziu o conceito de niicleo atdmico ao investigar a dispersio das particulas a por folhas
delgadas de metal. Verificou que a grande maioria das particulas atravessava a folha sem se desviar e
concluiu, com base nessas observacdes e em célculos, que os dtomos de ouro, Au, e por extensdo,
quaisquer outros, s3o estruturas praticamente vazias e ndo esferas macigas, como Thomson havia
imaginado.

Observagao: a massa atdmica =, isto é, aproximadamente igual, pois depende do ndmero de néutrons
nos isétopos e da quantidade relativa dos is6topos, cujo ntimero de massa A = Z + N, em que N = niimero
de néutrons. Dai sua relagdio com nimero atémico Z (7.15.1).”

Em 1920, Rutherford sugeriu que elétrons poderiam estar ligados a prétons sem ter existéncia
independente no nicleo. A essa particula, deu o nome de néutron. Porém para detecti-lo houve
dificuldade, por nio ter carga e nio ser desviado por campo magnético nem ionizar campos elétricos.

28 A massa atdmica de todos os elementos é aproximadamente multipla da massa do hidrogénio. O procedimento de Rutherford
foi proposital, pois ao bombardear um elemento com niimero atdmico Z = n com particulas a, de Z = 2, se obtém um isétopo
instavel de Z = n + 2, que decai para um is6topo de Z = n + 1 mais um préton ; H! de Z = 1, de acordo com a hipétese de
Prout. Ver Observacao adiante, em 7.15.1.

Quando Prout emitiu sua hipotese, nio se sabia da existéncia de protons e néutrons no ntcleo do dtomo. Devemos explicar a
diferenca entre o nimero de massa 4 e massa atémica: foi escolhido o Carbono 12, C*? como padrio com nimero de massa
12, que passou a ter 12 wma, unidade de massa atomica, e os outros elementos sio comparados com a massa do C'2. O
nimero de massa é a soma ntiimero de protons com o nimero de néutrons. Por exemplo: o nimero de massa do cloro é 35,
mas a massa atomica é 35,453. Por que a massa atdmica é fraciondria? Os elementos sdo formados por uma mistura de
isotopos. No caso do cloro, 75,77% dos dtomos tém nimero de massa 35, 24,23%, tém ndmero de massa 37 e uma
quantidade muito pequena tem n° de massa diferente de 35 e 37. A massa atdmica é a média ponderada desses is6topos. Se
examinarmos as reagdes atomicas do Exemplo ilustrativo da Se¢dao 7.8.1, sobre a fissdo e a fusdo nuclear, verificamos que ha
uma diferenca entre antes e depois da reagio, que somente foi explicado pela férmula: E = c¢?Am, a transformagio de massa
em energia.



186  Antonio Giuseppe Roth

Finalmente, em 1932, como resultado da pesquisa da desintegragdo ou transmuta¢io de nicleos por
particulas a, Chadwick demonstrou sua existéncia, o que conduziu a constitui¢ao do ntcleo com prétons
e néutrons ver reacio C3a,n 0'¢  (0).

Mais recentemente, em 1964, Murray Gell-Mann e George Zweig, independentemente, sugeriram
que protons e néutrons, classificados como bdarions, assim como os mésons, fossem constituidos por
subunidades, denominadas por Gell-Mann como guarks. O quark down foi descoberto em 1980 e o quark
up, em 1996 no acelerador de particulas Tevatron, do Fermilab.

Prétons e néutrons seriam formados por quark up, simbolo u, e quark down, simbolo d, da seguinte
forma:

Préton formado por uud, com a carga: (+ 2/3) +(+ 2/3) + (- 1/3) =+1

Neéutron formado por udd, com a carga: (+ 2/3) + (- 1/3) +(- 1/3) =0.
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A1B.1 DEMONSTRACAO DO TEOREMA DE PITAGORAS

A seguir, a forma classica para provar o Teorema de Pitdgoras.

Os tridngulos ACE e BCD sao iguais, pois os angulos em C sdo iguais e os lados: AC =CD
BC=CE.

A érea do triangulo BCD é igual 2 metade da 4rea P.'

e Recordar que a drea do tridngulo é igual 2 metade da base vezes a altura.
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Portanto, ABCD = A do quadrado P.

A area do triangulo ACE ¢é igual 2 metade da 4rea do retangulo R.”
Portanto: retingulo R = quadrado P.

Da mesma forma pode-se provar que o quadrado Q = retangulo S.
Entdo: retangulo R + retangulo S = quadrado P + quadrado Q.
a’*=b>+c’

Consequentemente: q.e.d. (quod erat demonstrandum), isto é, o que era para ser

demonstrado.

Existe outra maneira de prova-lo, por meio de uma forma algébrica, e nio geométrica, como a
classica mostrada anteriormente.

Proposicdo: o quadrado da hipotenusa a é igual a soma dos quadrados dos catetos b e c.

c b

Demonstragio: a drea do quadrado com lados b + ¢ é:
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. . . 2 i . . be
(b +¢)?, igual a area de: area do quadrado @~ mais as areas dos tridngulos que tém as dreas BE

bc

isto é: 4—.
2
2 2 bC 2
Portanto: (b + c) =a” + 4? =a” +2bc

Entio:. D> +2bc+c’ =a’ +2bc

d=h +ct qed

Ref: Elements de Geéométrie, F. I. C. (Frére Ignace Chaput), 142 edicao.
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A2.1 COMO GALILEU DESCOBRIU A ACELERACAODA GRAVIDADE

Coloque uma bola rolando sobre um plano horizontal com velocidade constante, por exemplo, v =
7 m/s, durante 4 s.

Graficamente:
ST
j////A//
yaava
// / //// t
0 ‘I‘ seg

Adrea A= 7% x 4 seg = 28m representa a distancia percorrida.

Galileu observou uma bola ganhar velocidade enquanto descia por um plano ligeiramente inclinado.
Na tibua sulcada, ele foi marcando as sucessivas posicoes que a bola atingia enquanto cantarolava em
ritmo regular. Quando julgou obter precisio, mediu as distincias da bola em cada intervalo. Usando a
primeira distancia como unidade, constatou que as distancias percorridas em tempos iguais seguiam a
sequéncia: 1,3,5,7,9, 11, 13, 15.

A seguir, percebeu que as somas cumulativas: (0+ 1), (14 3), (1+ 3+ 5),... constituiam em
1,4,9,16,25,36,49 e 64, os quadrados dos n°° 1 a 8, isto é, as distancias sdo proporcionais aos quadrados
dos tempos decorridos.
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Para aumentar a exatiddo dos intervalos de tempo, Galileu conseguiu iniciar e deter um fluxo ténue
de dgua, coletando e pesando a quantidade de dgua, medindo em graos no sistema #roy, utilizado pelos
joalheiros, em que 1 grio = 0,0648g. A unidade de tempo é aproximadamente 1/100 s e a unidade de
comprimento é bem préoximo de 1 mm.

Galileu cronometrou péndulos, observando que o de 0,818 m de comprimento tinha um periodo de
ida e volta de 0,45 s e outro, de 1,636 m, 0,64 s, sendo que ambos sempre conservavam o mesmo periodo.
Ele foi o primeiro a observar isso.

Inclinando o plano e medindo tempos e distancias, usou o primeiro intervalo de tempo como unidade
de tempo e o primeiro intervalo de distdncia como unidade de distincia. Usou primeiro para medir o
tempo um relégio de dgua e, depois, um péndulo. Em resumo, Galileu inventou um rel6gio de dgua cujos
erros eram menores do que 1/100 s.

Apbs tomar os valores médios de vdrias medicoes, obteve a Tabela a seguir, arredondando os

valores:
Distancias
em Distancia Velocidade
Tempo X o o
unidades de | desdeoinicio | Distancia/Tempo
tempo
0 0 0 0
1 " 1 1
2 3 4 2
3 5 9 3
A 7 16 4
5 9 25 etc
6 11 36
7 13 49
8 15 64

Fazendo a relagao:
v
Velocidade/Tempo: — =k (1)?
t

Observamos que k é constante.

' Toma-se como unidade de distancia aquela percorrida na primeira unidade de tempo de 0 a 1. O valor da constante de

proporcionalidade k depende das unidades escolhidas para distincia e tempo, como também da inclinagio da rampa de

rolamento. Assim, para unidades métricas e queda vertical, teremos 9,8 m/s?, e o mesmo para as unidades inglesas,
t

32,174f /2

Nesse caso, o valor de k é 1, mas, em geral, k ndo tem esse valor (ver exemplos na Equacdo 1, Se¢io 1.2.1 e a Equagdo 4; ver

Equacao 1a a seguir).
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Da tabela, se obtém:
1=0+1

L=1+3=4=2?2
9=1+3+5=9=3?
16=1+3+5+7=16=4?
25=1+3+5+7+9=25=5?

36 = i = 36 = 62
L9 = i, = 49 = 72
Bh = i =64 =82

Conclusdes: a velocidade é diretamente proporcional ao tempo, conforme (1), e as distancias
percorridas sdo proporcionais aos quadrados do tempo.

Entao, temos: v = kt .

Para a distancia, fazendo um grafico: vV contra f, raciocinando do mesmo jeito de quando a
velocidade era constante, concluimos que a drea do tridngulo A representa a distancia percorrida.

Portanto:

; /7|

/|
T2 :4///5
A A

-
N
w
SN

1
Distancia e = Evt 2)

1 1
Substituindo com (1), obtemos: e = EktXt = Ek}f2 (3) o qual® concorda com a conclusio anterior,

isto é, que a distancia é proporcional ao quadrado do tempo.

* Recorde-se que a drea do tridngulo é : 1/2 X altura x base do triangulo.

* A constante k é denominada “aceleragio”.
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Exemplo: se a velocidade variasse, com uma relagio constante k,de 0 a7 m /s, de 0 a 4 s, podemos
obter (ver Figura):

\
m/s

7 femmmmm e ;

/|

7

VIS N
0 4
seg
Como vimos anteriormente, a drea A (Equagdo 2) é: 4 =Tm/sx4s X% =14m Joe=14m

Comparando com o caso em que v era constante, representa a distincia percorrida.

v _ Tmls 7

Por (1): k = = —m/s’ (1a)
t 4s 4

1
Aplicando: e= Ek r= mls'x 4 s* =14m

L7
24

«+ e=14m, o mesmo resultado obtido anteriormente.

Agora, considerando o angulo « entre a superficie rolante e o plano horizontal, aumentando a, a
> . . = - . ~ .
aceleracao k também aumenta até atingir 90°, quando k se torna g, denominada aceleracio da gravidade
(ver Figura acima).

Galileu realizou medi¢des experimentais com objetos caindo verticalmente, em queda livre, ou seja,
quando a = 90°, obtendo um valor equivalente, no sistema métrico, préximo de 10 m / s? (na época de
Galileu, o sistema métrico ainda ndo existia). Modernamente o valor obtido para o g é 9,8 m / s? (4) ao
nivel do mar e a 40° de latitude N.
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Na época, Galileu mostrou seus resultados em uma forma de razdes matemadticas, ndo em forma
algébrica.

Conhecendo ke a, é possivel calcular g por trigonometria. Por célculo vetorial, decompomos: g =
1+ k. A componente T, vertical a superficie, ndao promove movimento no objeto, mas a componente
b . . .

k produz um movimento no plano inclinado.

. . k
Portanto, por trigonometria teremos: sen & = —.
g

- kK < .
Entdo: g=_——¢a aceleracao da gravidade.

Modernamente, ap6s obter v = k ¢ (ver Equagdo 1), usariamos o célculo integral para obter a
distancia e.

V, T sdo as grandezas velocidade e tempo.
V, t sdo os valores das grandezas.
A distancia sera dada pela drea sob a curva.

v = kt (em nosso caso, uma linha reta):

VA

/1
4
T _’L%?Hé “
|
I

s /1

7 / A

)
0 t/) tl T

V=— de = vdt , integrando:

e Vv
e= J.o de = J:) vdt , pelo “Teorema do valor médio do calculo integral”:

A=A, =vy (%) A=v,At=A—-A; +A,, em que: vy, = %v, valor médio de v, At =

v
t—0=t, J.O vdt = V., At (ver Figura)
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Entio: €= EW , 0 mesmo resultado que a Equagio (2)
B . . de . <
Também por célculo integral: v = 7 = kt, portanto: de = ktdt, como visto na Equacao 1.
t

1
Assim, diretamente se obtém: € = Iktdt = k.[fdf e €= Ektz ’, obtida na Equacio (3)

(GALILEU, 1634; MACLACHLAN, 2008)

Ref.: “Discorsi e dimostrazioni matematiche intorno a due nuove scienze” (Teorias e provas matematicas
sobre duas novas ciéncias), Galileu Galilei, 1634

Galileu Galilei: O primeiro Fisico, MacLachlan, James; Cia das Letras, 2008

A2.2 TEOREMA DO VALOR MEDIO DO CALCULO INTEGRAL

V 4
y=f(x)

Y

_><_dx

0 le Ax

2

JEERES! S

v

A dreasobacurva Yy = f(x) ¢ obtida pela integral:

A= J:ydx e A=A, + A, (ver Figura)

As dreas: Ay = A,
Subtraindo A, de A

Obtemos: Az =A—A, ~A=A,+A;

* Ver demonstragio no Anexo 7, secgio A 7.2, adendo matemitico, Equagdo 1.
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Porém, A, = A,,assim, A=A, + 4,

Da Figura, vemos que:

A +4,=y,Ax
P A= ydx=y,Ax, també L lor médi
ortanto: 4 = J:) ydx =y, Ax, também: y,k = e valor médio.
] zylei
Tomando-se  Ax = Ax, + AX, +.covennrnne Ax, = ZAx[ Obtemos: , —jjm=l °
i=1 n—yoo

zAx,
i=l
q.e.d. (que era para ser demonstrado).

Ref: Elementos de Calc Dif e Integr, Smith, Longley, Granville
(GRANVILLE, SMITH, LONGLEY, 1956)

Recordemos a média aritmética ponderada esclarecendo, como exemplo, calcular a média das notas
citadas a seguir.

5
Total: Z)’AX =40Xx2+50Xx3+60x3+70x1+80x1=2560
B

i=1 (Soma das dreas elementares = A)

notas

frequéncia

Recordemos o teorema fundamental do célculo integral , isto é, a “Integracio como processo de soma”, em que:

[l ke = tim 3 7, porems = (x) encon v, = £(x). >

b n
Consequentemente: J. ydx =lim E yiAxi
a n—oo
i=l

Em nosso caso, como ¢ = (), entdo:

X n
J. ydx = hmz y[Ax,. como visto anteriormente (ROTH).
0 n—yoo
i=1
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Soma dass frequéncias:
ZAX" =2+3+3+1+1=10
=1
Largura total das areas A; na dimensao x.

Média aritmética ponderada:

5 5
560
AX; Ax; =290
ZYL xl xl 10
i=1 i=1

“ Ym = 56 (comprimento da drea na dimensdo y que, multiplicado por ¥, Ax;, fornece a drea total A)

A diferenca entre essa média e o valor médio do calculo integral é que a segunda é determinada

fazendo a quantidade de termos n crescer indefinidamente, n — oo, transformando as somatdrias em
. - . L { Ax; . L.
integrais, isto é, a média ponderada, de y,, = ZYidx 3 Ax (de i =1 atéi=n) se torna:

i

b
Jo ydx
f: dx

Ym = lim ¥ yili /30 Axi =
Area A=y, fab dx = fab ydx, ver a Figura da pigina anterior, em teorma do valor médio do calculo

integral.

Dessa forma, o valor médio do calculo integral seria uma forma particular de média ponderada, em
que os intervalos Ax; tendem a zero: Ax; — 0, isto é, as frequéncias se tornam infinitesimais.

Se em vez de chamarmos de frequéncia, chamarmos de peso ou, ainda, de porcentagem, o conceito
fica mais compreensivel.

Suponhamos que o rei Hierdo, em Siracusa, procurasse saber a porcentagem de prata na coroa,
supostamente de ouro.” Determinarfamos, primeiramente as densidades do ouro puro e da prata pura, e
em seguida a amostra da coroa.

Por exemplo: densidade do ouro da, = 19,28g/cm?, da prata: dag = 10,47 g/cm?, da amostra da
coroa: degroa = 17,52 g/cm?

deoroa = Axdyy + Aydag = 17,52 g/cm?
Ax + Ay = 100%
Resolvendo o sistema de equagdes, encontrariamos: Ax = 80% e Ay = 20%.

A coroa seria constituida de 80% de ouro e 20% de prata.

’ Hierdo havia pedido para Arquimedes solucionar a questio. Este, ao tomar banho de banheira, observou a agua
transbordando para fora. A dgua derramada era equivalente ao volume de seu corpo. Diz a lenda que ele saiu correndo pelas

ruas, gritando: “Eureka! Eureka!” [Achei! Achei!].
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E assim para ligas metdlicas mais complexas, com mais elementos.

A2.3 COMO CALCULAR A DENSIDADE DE UM SOLIDO?

Por exemplo, deseja-se descobrir a densidade de um objeto. Depois de achar a massa m em gramas
33

g, determinamos seu volume Vem cm?.
Coloca-se determinado volume de 4gua em uma proveta, ou vasilha transparente, graduada em cm?3.
Mergulha-se o objeto na proveta ou vasilha, a fim de que esteja totalmente submerso.

Determina-se a variagao do volume, que serd o volume do objeto AV.

Calcula-se a densidade: d = %

Por exemplo: se m = 39,5g, € AV = 5cm?

Obtemos: d = 31;—’5 = 7,9g/cm? que é a densidade do ferro a 20°C.

Ha uma forma de obter essa densidade com maior precisio por meio do principio de Pascal: a pressio
aplicada a um fluido é transmitida a todos os pontos do fluido e as paredes que o contém. Entao, o volume
de fluido deslocado que chamaremos de V, que além de exercer pressdo sobre o objeto submerso, exercerd
pressio no fundo do recipiente, ocasionando um acréscimo no peso do recipiente, proporcional a2 massa
do liquido deslocado: m;, = Vd;, sendo d;, a densidade do liquido.

Denotando a densidade do objeto por d, = TC , com m, massa do objeto.

Logo: V= %, substituindo na equagdo anterior: d. = %dL.
L L

Também com essa equacio, podemos encontrar a densidade do liquido, conhecendo a densidade do

m
corpo submerso: d;, = m_LdC'
C

O procedimento é: primeiro se pesa o recipiente sem a amostra e, depois, pesa-se com a amostra
submersa’, tomando-se o cuidado de ndo deixar o objeto encostar nas paredes ou no fundo. A diferenga

¥ Aplicariamos o principio descoberto por Arquimedes: todo corpo imerso em um fluido (liquido ou gasoso), recebe um impulso

de baixo para cima, igual ao peso do fluido deslocado (estendido também para gases).
Naturalmente, apos encontrar o peso m, da amostra, fora do recipiente.
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de pesos, conforme o principio de Arquimedes, fornecerd o empuxo devido ao peso do fluido deslocado:
E = myg, sendo g a aceleragdo da gravidade.

Nesse segundo caso, utilizamos somente as massas e, por meio da balanga analitica, podemos
melhorar a precisdo.

E se o corpo flutuar no liquido, como determinar sua densidade?

Por exemplo, um bloco de madeira flutuando na d4gua com 2/3 de seu volume submerso. Nesse caso,

. L e v
como o peso do bloco iguala o empuxo, pois estao em equilibrio: d,, = 7o da
m

Tomando a densidade da dgua: d, = 1 g/cm3

Teremos: d, = gda =0,666g/cm.
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A3.1 PRINCIPIO DA ACAO MINIMA OU DE HAMILTON
F .
m

Pela 2 lei de Newton, um corpo de massa m , sujeito a uma for¢ca F, sofrerd uma aceleragio a,
conforme a equagdo: F =ma.

< L . . dv
Sabemos que a acelerac¢do é a variagdo da velocidade com o tempo, expressa pela formula: a = —.
. . . dv
Substituindo na férmula anterior, temos: F = m? .
t

Por outro lado, considerando a massa m , sujeita a forca F, provocando uma variagio da velocidade
de v, para v,, no intervalo de tempo ¢, a t,:

F 1
m
777 ;;;;;;;477777'

1] "t . , . . ~ . -, . ~ .
J mdv = Jz Fdt, deduzida da férmula anterior, por integragdo, isto é, a variagdo da quantidade de
Vi gl

movimento mdv é igual 2 impulsio da forca exercida sobre o corpo Fdt .



206 Antonio Giuseppe Roth

A3.1.1Trabalho e energia

Seja o corpo de massa m , sujeito a for¢a F, com velocidade variando de v, a v,, elevando-se da

altura A, até h,.Podemos escrever, fazendo um balango de trabalho e energia:

1 1
(3t =gt i —mah)= s, —x)
(1)

Em palavras: a variacio da energia cinética (1° parénteses) mais a variagdo da energia potencial (2°
parénteses) é igual ao trabalho realizado sobre o corpo.

Isso comprova uma equivaléncia entre trabalho e energia.

— dx |«
-

Definindo entdo um trabalho elementar dW = Fdx , equivalente a uma variagio de energia elementar
dE : dW = Fdx = dE (1a), que pode ser genericamente a varia¢do de energia cinética e/ou potencial.

Fazendo: J‘:z J.vvz mdvdx = J;Xz J:IZ Fdtdx = J: pdx = J:l: Ldt=S (2)

Chamamos a quantidade de movimento elementar: dp = mdv e a quantidade de impulsdo elementar:

dl = Fdt . Se definirmos a energia L, podemos denominar uma grandeza que chamaremos ac¢io
elementar: dS = pdx que também pode ser definida como: dS = Ldt, pois Fdx =dE . Temos entio:
pdx = Ldt, portanto: L= pv, e daqui deduzimos uma energia elementar: dL = pdv e a importante

féormula: p = dar (2a)
dv
dS = pdx =Ldt (2b) .. p, = 95 —ds* =dx,dx, —c*dt’ ' . p, =—a—S:—i—, pois
ox, cot ¢

(unidimensional)

(tridimensional) ds

L=E=—

dt

' Ver Férmula (1) na Segio 7.2: dx;, componente espacial e cdt, componente temporal.
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Também temos, em consequéncia, o quadrivetor energia-quantidade de movimento, utilizado em
Mecanica relativistica.

Energia

LJ\

tempo

. S oS .08 ,
omponentes espaciais: . =—— € componente temporal: = - =—l— em que € a
Componentes esp Pi= ponente temporal: p, que ¢

; cot ot
velocidade da luz 7 =ict ou ~ dw=icdt p,=—i— em que p, é a quantidade de movimento e p, é
c

quantidade de movimento em fung¢io da energia.

Como a agio elementar é: dS = Ldt .

Integrando: S = J.’Z Ldt
L

Condi¢io para um minimo: tane= _lim LI =0

S0 S

Ver Figura a seguir.

Aglio

o variade @ <0 para @ =0 e torna-se & >0

Condig¢do para um minimo:

5S= 51’2 Ldr=| " oL dt=0 (3) & aqui é variacio.
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— Lix s syl

Como L =L(x,x,t) 6L—ax5x+a),(6x(4)
_oL _aL

E:F= ax p‘ﬁ_av (4a)

Entio: 85 = [{*(F6x + pév)dt = 0
pdx = Ldt = dS '

Na condicio de mnimo #, = £, e como x = x(r)

Quando & — 0 , devemos ter: &x(t,) = &(z,) =0

I — 0 també "
ambem Logo:F&czOedS’=J.t povdt =0

Observe que 85 ¢ infinitésimo de

ordem maior que A e O, pois do Sendo que: OV = 5— d

dt dt

contrdrio, ndo poderiamos ter a

. tod
Portanto: & = J'Zpi Scdt
hdt

derivada % =0. Se fossem da

1y
mesma ordem de grandeza, Integrando J.,I PV por partes

terfamos uma indeterminag¢io do
55 0 J.udv=uv—J‘vdu
tipo: —— = — .Isto é: OS tende

s T o

ao 0 mais rapido que Ox edt.

t 1y
. —J; vdp como t, > t,

v, =V, no limite.

pv‘tz =0 .. &= ;2 Féxdt — J‘rz vdpdt =0

i 1

1
&= 28—L&d - éda—Ld ! a—L—ia—L. Sedt =0
& ox ox dt ox

q.e.d.
ox dt 8x

Outra forma das Equagoes 3 e 4, derivando em o:

EN J‘ L dx 0L 0x )4 _ ox _ ox _dn
da E aa o da o da  dt
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I _[* (2L 2L dn),
Jda Jy | ox n ox dt 77(t1 ) = n(tz)
Integrando o 2° termo por partes:

ffzdnaL . 7’aL‘ 2 ffz doL . _ (oL, oL
TR =05 | ngazdt=| Szdn=no-
¢, dtox ax 4 n dt 0x ¢ 0% 0x

1

123 ftz d oL
— nd —
4 Jt ax

pois Comon(t,) =n(ty)edL/0x = dL/dv =p = mv

Judv =uv— Jvdu

v; = v, no limite «» m(n,v, —nyv1) = 0, 0 1° termo se anula.

t t
0oL d oL _ oL |2 axar | a |2
————|ndt=0 ,pois: n— =—— =—0Jt| =0
h \ox dt ok 0% lg Oadx |y da g
e dt—-0
Também:

5}
Multiplicando por der, usando néa = 6x¢ j (a—L—ia—L)Jx dt = a‘[g—s] =05
t (21 a=0

) ox dt ox

Quando «= 0, a derivada 65/6 « =0 =85 =0, ver Figura ao lado da Equagao 3.

0

209

Ver: Arfken-Weber e Landau (Mecanica)

Em consequéncia: F :dip = di(mv), pois aL/ax = p, ver Equacoes 4a e 2a:
t t

Que é a 2° lei de Newton.

Também: Fdt=d(mv)

No intervalo de tempo df , temos dm elementar, e m pode ser considerado constante no intervalo

elementar dt .. Fdt = mdv. Obtemos: mdv = Fdt .

Retomando a férmula da impulsio e quantidade de movimento: a variagio da quantidade de

movimento mdv é igual a impulsdo da forca exercida sobre o corpo.
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Integrando: 'r‘z mdv =" Fdt
v 1

Também podemos considerar m constante no intervalo de tempo df correspondente ao intervalo
de velocidade dv.

Em mecanica relativistica, m = f(v), a massa é funcdo da velocidade. Quando integramos, devemos

levar em conta essa variacio, pois At #0, enquanto, df =0 (isto é, 1, =1, ).

Em baixas velocidades m pode ser considerada constante. Em altas velocidades a massa varia com
a velocidade, cujo limite é a velocidade da luz.

No Capitulo 7, Se¢do 7.5, Equacdo 2, sobre relatividade da massa: m =y m, em que m;massa de

y € o fator de Lorentz (ver equagdo 0 da Seccdo 7.2). Assim, temos:

repouso e y=ﬁ, ,B=4

50

40 [

30
25 /
20

0 01 025 04 05 06 0707508 g9 10 /¢

Quando% -1 % — oo
0

O limite é assintotico.

v/c m/mo
0,1 1,005
05 1,15
0,75 1,50
0.87 2,00
0,95 3,20

Referéncia: Alonso-Finn 1° vol.

Para saber se o ponto critico é um minimo, devemos examinar como a derivada varia ligeiramente
antes e depois do extremo. Se a derivada antes for negativa e depois do extremo for positiva, teremos um
minimo. Toda funcdo S = f(t) passa por um “minimo” (relativo) em um ponto t,, quando se pode

determinar uma vizinhan¢a de 7, tal que, para todo ¢ diferente de 7, dessa vizinhanga, temos:

f(#)> £(t,), essa condicio define o “Principio da acdo minima”. (5) Ver figura adiante.
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-S: )

1)

b -
-~

O contrario determina um maximo.

Os pontos maximo e minimo de uma func¢io recebem o nome genérico de extremos.

Referéncia: Maurer, v.1

O filésofo e matemitico inglés Bertrand Russel (1872-1970) cita o astronomo e fisico inglés Arthur
S. Eddington (1882-1944), um dos primeiros a compreender e explicar a teoria da relatividade em seu
livro The mathematical theory of relativity.

Em 1919, participou da expedicdo para observar e fotografar o eclipse solar na Ilha do Principe,
proxima da costa da Guiné espanhola. Com uma expediciao em Sobral, no Ceard, confirmou-se a previsao
de Einstein quanto a deflexdo da luz das estrelas ao passarem préximas do Sol.

Voltando ao assunto inicial: depois da massa e da energia, hd uma quantidade fisica com papel muito
importante na Fisica moderna, especialmente na teoria da relatividade: a “A¢io”. Nio se deve confundir
com a “a¢do e reacio” de Newton. Se quisermos falar sobre a matéria presente em qualquer ponto do
espago-tempo em um dado instante, devemos usar o termo densidade. A densidade multiplicada pelo
volume nos dd a massa ou seu equivalente, a energia. Do ponto de vista espago-tempo, é muito mais
importante o que se obtém multiplicando a densidade ndo pelo volume espacial, porém, por um volume
tetradimensional de espago-tempo: obtemos, assim, a “A¢do”, que é a massa ou energia multiplicada pelo
tempo, mais importante que 0Os anteriores.

Eis aqui a primeira conexdo entre a relatividade e a teoria dos gquanta: em ambas, a “A¢dao” tem a
maior importancia.

De fato, pela Equacio 1 da Segdo 7.8: dE = c?dm = c?pdV
Da Equagio 2 do Anexo 3: Edt = dS, teremos: c?pdVdt = dS, e como: dVdt = dQ,

c?pdQ = ds

Em que V, volume, m, massa, €, espaco tetradimensional, p, densidade e S, Acdo.
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A3.2 RELATIVIDADE DO TEMPO

A3.2.1 Reldgio de luz

Dois espelhos paralelos com um f6ton oscilando entre ambos. O relégio faz “tique-taque” toda vez

que o féton completa uma viagem de ida e volta.
Ofdton

Os espelhos estio a 15 cm de distdncia. O foton leva um bilionésimo de segundo para fazer um
percurso de ida e volta, um bilhdo de “tique-taques™ perfaz um segundo.

O que foi apresentado vale para um sistema estaciondrio.

u u 6gio qu veloci . i u
Suponhamos outro reldgio que passa com velocidade constante. O tempo registrado pelo segundo
rel6gio, com relagdo ao primeiro, serd o mesmo?

_— s @ —>

/ Jf*’_/-“'h“‘»{.., ;/(
[T [ ]

Velocidade do féton:

_ percurso | tempo = percurso

tempo velocidade

Como a velocidade do féton é constante (igual a da luz), e o percurso aumentando, provocard um

tempo maior.

Logo, o relégio movel pulsard mais lentamente, pois o tempo de pulsagio aumenta.

Ref.: Brian Greene — O Universo elegante: supercordas, dimensdes ocultas e a busca da
teoria definitiva (The elegant universe: superstrings, hidden dimensions and the quest for
the ultimate theory).
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A3.2.2 Demonstracao matematica

d

e =vt,
t,= tempo movel
. . 2h t . h
Tempo estaciondrio: tpg = — h = c=£ pois: ¢ = 2—
c 2 test
h=15cm

test = 1 bilionésimo de s

1 bilhio de tique-taques = 1s

d= J(l/z vtm)z + h? :\/(1/2 vtm)z + (1/2 ctest)z = ctT"' (conforme Pitdgoras)

d? ==

2 2,1 2, 2_1 2, 2 20,2 2y — 242
=V " S C et = L D by (c® —v?) = c*tis

2
_|cttes Lest v

tm = > t, = ——— = -
m c2-v? m 1_1,2/C2 B c

Parametro de velocidade.

y = %Fator de Lorentz, ver Se¢do 7.2, Equagdo 0.

V1-p?

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 L0

/e

213
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2
Quanto > v2, > t, (%), pois Z_Z aumenta:
, 2 S . - . .
a [1=Y /cz diminui - t,, aumenta, pela equa¢io la da secgio 7.2, o intervalo d't — 0, o tempo
proprio torna-se lento até parar.
No limite parav =c¢,y -

Isto €, o tempo pararia; € o que ocorre em um buraco negro (por efeito gravitacional que aumenta a
velocidade até v — ¢).

Quanto maior v?, maior tp,.
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A&.1 1° PRINCIPIO DA TERMODINAMICA

Calor é uma forma de energia. E energia em transito."
Experiéncia de J. P. Joule em 1840. James P. Joule (1818-1889)

Termdémetro 5

30

20

10
Q 9 w Peso

0

TR
Agua

Paredesisoladas

Equivalente mecénico do calor.

O peso cai fazendo rodar a roldana fornecendo um trabalho W para a dgua, elevando sua
temperatura.” Isto é, o trabalho W é convertido em calor Q. Portanto, trabalho e calor sio mutuamente

conversiveis.

1 Passa de um corpo a maior temperatura para um corpo a menor temperatura. Passa da 4gua para o termdmetro, fazendo subir

sua temperatura.
2 Por atrito interno, agitacio, das moléculas da dgua.
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Resultado: lkcal = 427kgfim °
O = mcAt O em kcal

m = massa da dgua em kgm (quilograma massa)

At = elevacio de temperatura em °C ¢ = calor especifico em kcal .
(kgm C )

Referéncia: D. Mooney, Mechanical Engineering Thermodynamics.
M. Zemansky, Heat and Thermodynamics.
V.. M. Faires, Thermodynamics

A4.2 TRABALHO EM UMA \IARIA(;ﬁO DE VOLUME
Em um sistema fechado (sem escoamento):

S W =(pA)de = p(Ade)= pdV Trabalho executado sobre o sistema fechado.

Usamos o simbolo ¢ para indicar “uma pequena quantidade de trabalho”, mas nio uma pequena
variagdo da propriedade W, pois W nio é uma propriedade.

Matematicamente falando, W nio é uma diferencial exata, pois a integral de oW :

— T
!
!
!
Tt F porga
1! 8 externa
i
1l A Areado
| L - émbolo
H i Sistema 1
1 ' 1
I 1 1 W = trabalho
1 : ! executado
P. v, 'll sobre o
. | sistema
1
1
v 1
— Lo 1
1
32
0 V

—dV—

2 2
w =J.1 w =J.] pdV (0) Depende do percurso executado entre os estados 1 e 2. Para um

percurso diferente, o valor de W serd outro.

Para ser diferencial exata, deveriamos ter: J-dex+ QOdy = J.j du =u ]Ij =U,-U,

3 kgf - quilograma forga.
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Isto é, o valor da integral, nesse caso, s6 depende dos estados inicial e final e nao do percurso
executado.’

A4.2.1 Diagrama indicador  (0a)

Diregao do tragado do
diagrama

Area = trabalho
resultante

-—
percurso do pistdo

2
Em outras palavras, quando a diferencial nio é exata como §W, o valor da integral W =.[ pdV

(0a) depende do desenvolvimento da curva p = f° (V), pois o valor da integral W ¢é medido pela area
encerrada pela curva p = f (V) Se a curva for com desenvolvimento diferente, a drea sob a curva sera

outra.

Podemos obter experimentalmente o grifico do trabalho resultante em um cilindro fornecendo forca
motriz por vapor, usando o “diagrama do indicador”, como se vé na figura acima.

A4.3 ENERGIA INTERNA

P
e
abs B
4
2,4 93
12 i 2
5 v
0 0,727 0,386 m’/;g

volume especifico

Imaginemos dois processos:

4 Esclarecendo melhor, se U = f(x,y), a diferencial total: dU =§—de+g—zdy = Pdx + Qdy, nesse caso é denominada

diferencial exata. Veja-se a ref. Maurer, v3,
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Processo A: lkgm de ar a pressdo constante de 1,2 k%mz abs e 25°C , expande-se de 0,727 m%g

até 0,886 m%g . Sua temperatura sobe até 90°C e a energia interna aumenta de 11,21kc‘%g.

E o percurso entre os estados 1 e 2.

Processo B: O ar é aquecido a volume constante de 1 a 4, até que sua pressio suba a 2,4k‘7 ,abs .
cm
3
A seguir se aquece de 4 a 3, expandindo de 0,727 m%g até atingir o volume especifico igual ao estado

3, de 0,886 m%g . Esfria-se a volume constante até chegar ao estado 2.

. o _ m 5
Usando a lei dos gases perfeitos: pv=RT R=129,27 %K

4
7= 2,4x10" x 0,886

B =596°K (out, =323°C)
29,27

_2,4x10%x0,727
29,27

€13

=726°K (ou t, =453°C)
Calor Q: Q=c,(t,—1,)+ c, (t, —t,)+c,(t, —t;), fornecido e retirado no processo B.

¢, = calor especifico a volume constante: 0,172 ka%go c

¢, = calor especifico a pressdo constante: (),2411(“%<gD c
0 =0,172(323-25)+0,241(453 - 323)+ 0,172(90 — 453)

0 =51,28+31,25-62,40 = 20,13kcal
Ag (1)

Referéncia: Lee-Sears, Termodinamica;

Herman Stoever, Termodinamica;

David Mooney Mechanical Engineering Thermodynamics;
Willie A. Maurer, Calculo Diferencial e Integral, v&4 e 3.

Como os trabalhos efetuados nos processos a volume constante 1 — 4 e 3 — 2 sdo nulos, o trabalho
liquido serd o  efetuado no  processo de  expansio a  pressio  constante:

o
W = p(v, —v,) = 2,4x10° x0,158 = 3814 gf’%gm

5

Na verdade seria 29,27kg% K) Como no sistema MKS técnico, os valores em kgfe kgm sdo iguais, por isso podem ser
cgm °

cancelados, ver ao pé da pag. Na Sec¢io 4.4.
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ou: W _ 3814 _ 8,92 kccy (2)
J 427 kgm

Variagio da energia interna do ar no processo B: Do calor fornecido ao Sistema como Q (eq. 1), uma
parte se transforma em trabalho, fornecido pelo Sistema ao exterior, W /] (eq. 2), o restante resulta como
. . . w
energia interna ganho pelo Sistema. Energia interna: AU = Q — N

(20,13-8,92)=1 1,21k6f%g (kg entendemos kgm )

A mesma variagdo do processo A.

Isto é, em um ciclo, que seria ir do estado 1 e voltar ao estado 1, a variagdo da energia interna sera
nula pois se volta ao estado inicial. (2a)

V4

ciclo

J

Em geral, em um ciclo: OQicto =

Pelo 1° Principio, que é uma forma da conservacdo de energia, o calor fornecido deve ser igual ao
trabalho executado.

Consideremos dois processos A e B entre os estados 1 e 2, e um terceiro processo X retornando

W, +W
do estado 2 ao estado 1. Teremos pelo 1° principio, como ja visto: Q,+0Q, =—4—* ¢

J
W, +W,

0, +0y = 7

(2b)
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w w,
Subtraindo um do outro: O, — TA =0, - 75

Conclusdo: A variagdo da energia interna em um sistema depende somente dos estados inicial e final
e ndo do processo que une os estados. Isso é caracteristica de uma “propriedade” do sistema ou,
matematicamente, uma fun¢io de ponto, isto é, cada ponto tem um determinado valor. Entio podemos

dizer que a diferencial dU é exata.

Podemos escrever entio para qualquer processo 1 - 2, o 1° Principio sera:

/4
AU=U,-U =0, _712 (3)

Referéncia: Stoever

A4.4 EQUAQEO DA ENERGIA PARA ESCOAMENTO PERMANENTE (STEADY FLOW)

Elevagio
Velocidade [)
w, —_—W
( 2
Trabalho
fornecido pelo
Sistema

VAR

Distancia
percorrida Calor fornecido ao Sistema

Trabalho efetuado pelo sistema quando a massa m flui pelo sistema:
W+ Fx, - Fx

4, e A, Areas dos émbolos

b = pdx = pl

Fyx, = p,4yx, = p)b,

Portanto, o trabalho sera:

W+pV,—pV, V, eV, volumes ocupados pela massa n, ao entrar e ao sair.
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Aumento da energia interna: m(u2 —ul) u, e U, energias internas especificas (por unidade de

massa) na entrada e na saida.
Variagio da energia cinética: %m(wz2 - w?)
Variagio da energia potencial: mg(z, — z,)
g = aceleragio local da gravidade

Obtemos para equacido da energia:
1
Q—(W+p2V2 _prl):m[("z _141)4'5(1"/22 —W]Z)+g(zz _Zl):|
Dividindo por m e ordenando:
L, L,
u, + pyv, +EW1 +gz, |~ u, + p,v, +5W2 +gz, |mFo+q=0

Onde: Q calor fornecido ao sistema

W trabalho fornecido pelo sistema

v volume especifico, @ trabalho especifico, ¢ calor especifico, isto é, por unidade de massa.

A expressdo: h =u + pv chamamos entalpia. Como u, p e v sio funcdes de estado do sistema, isto

é, propriedades, a entalpia & também é uma propriedade e sua diferencial dh é uma diferencial exata..
Entdo, i, e h, sdo as entalpias na entrada e na saida.

Podemos escrever para o 1° Principio, que é uma forma da equacio da conservagio da energia como:

(h] +%wlz+gzl)—[h2 +%w§ +gz, |-0+g=0

\

Energia Ae

Trata-se de um balango de energia: Ae = w—¢q

E outra forma do 1° Principio, usada para regime de escoamento permanente (steady flow).
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A5.1 2° PRINCIPIO DA TERMODINAMICA

A5.1.1 Introdugao

The moving finger writes; and having writ,
Moves on: nor all your piety nor wit
Shall lure it back to cancel half a Line

Nor all your tears wash out a word of it.

Omar Khayyam, Rubayat — tradugdo de Fitzgerald

Do sublime ao pragmatico medeia o 2° principio.

Toda maquina térmica funciona entre uma fonte de calor e um absorvedor a baixa temperatura,
fornecendo trabalho util e absorvendo trabalho para bombear o fluido da fonte fria para a fonte quente.

Por exemplo:

0 >0, Temperaturas: 1, > 7,
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0 Calor fornecido (o calor fornecido faz
evaporar a gua).

Fonte quente
¥

Ciclo térmico

Bomba
Wz —] .
> Turbina fornece %,
Trabalhs
raahe Trabalho util:
fornecido
W =W,-W,
Condensador
| I
N\
Fonte Fria Qz Calor cedido (a condensagdo do vapor cede calor
T2 a uma fonte fria que esfria o condensador que

pode ser dgua de resfriamento ou ar).

W, >W,Isto ¢, a mdquina térmica s6 funciona a custa da troca de calor entre fonte quente e fria,

fornecendo trabalho atil.

Toda maquina de refrigeracao consome trabalho para comprimir um fluido que retira calor de uma
fonte fria e rejeita calor para uma fonte quente.

O, Calor cedido (a condensagio do fluido

refrigerante cede calor a0 Ambiente
Fonte quente

externo)
Radiador
Condensador Ciclo de refrigeragio
L L/
Compressor

W XVélvula de expansio
Trabalho fornecids
(Energia gasta)

Evaporador

Fonte fri
onTe na er\ Calor retirado(a evaporagdo do fluido
2 refrigerante retira calor do Ambiente a
ser resfriado
0 >0, I >T,

Isto é, a mdquina de refrigeracdo s6 funciona a custa de energia fornecida ao Compressor,
bombeando calor de uma fonte fria para uma fonte quente.

Referéncia: V. faires, Thermodynamics; H. Stoever,
Engineering Thermodynamics.



Outra visdo do 2° Principio:
Méquina térmica

l///////////l

/Qh/i/
ey

Fonte
quente

Calor fornecido

Maquina (ciclo térmico)

/l//\ /7 Wi/  Trabalho util
/

Calor rejeitado

s/

i////z// / ﬁ/q Fonte fria
W=0,-0.

O que interessa a maquina térmica
é obter trabalho util, recebendo calor de
uma fonte quente e rejeitando calor para
uma fonte fria.

A5.1.2 Analogia hidraulica

A roda hidraulica recebe dgua de uma
altura mais alta e rejeita dgua a uma altura
mais baixa, fornecendo energia no eixo da

roda.

Agua a uma altura
mais alta

=__

W

Energia
fornecida,

\. Agua a altura mais
baixa

Introducao ao Estudo da Teoria da Relatividade |

225

Maquina de refrigeragdo

Fonte
SOV S quente

ot »
” Calor rejeitado
LSRN
NN Refrigerador
AN ciclo de refrigeragdo
OO @ geragio)
N o NN
_— N
Trabalho fornecido
(Energia consumida)
Q{, i Calor retirado
f>>\\ \T\\‘\ NN iFome
< fria
0.=0,-W

O que interessa a Madquina de

refrigeracdo é retirar calor de uma fonte
fria, bombeando o calor para uma fonte
quente gragas ao fornecimento de energia.
Referéncia: Haliday, Resnick, Walker. v. 2
Fundamentals of Physics

Uma bomba eleva dgua de uma
caixa mais baixa para uma caixa mais

alta a custa de energia fornecida.

Agua

Caixa alta

Y

Bomba Energia
fornecida

Caixa baixa

Referéncia: G. Gamow. Biography of Physics
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A.5.1.3 Ciclo de Carnot

Nicolas Carnot (1796-1832) enunciou o 2° principio da termodindmica em 1824, assim,
denominamos este ciclo em sua homenagem.

Carnot imaginou um ciclo formado por:

P

Um processo isotérmico de 1 a 2 em que o fluido (no caso, o gas perfeito) recebe calor Q, .

2. Um processo adiabdtico (Q=0) em que o fluido se expande fornecendo trabalho W,
(processo 2 a 3).

3. Um processo isotérmico, 3 a 4, em que o fluido rejeita o calor Q,.

4. Outro processo adiabdtico, 4 a 1, em que o fluido é comprimido, consumindo o trabalho.

Trabalho atil: Wy = Q — Q, , é fornecido pela 4rea interna A da Figura “1234” do grafico pV, ver
o grafico pV do Anexo 4, Seccao A 4 .2.1, indicado por 0a, sob o titulo “Diagrama indicador”.

Trabalho util: 7,

atil

=w-w,

w..
il _ 0-0,

n= -
Rendimento: Calor fornecido o (1)
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Diagrama de fluxo:

O trabalho executado na expansdo isotérmica 1 a 2 é devido ao fornecimento de calor Q,.

W, = flz pdV, pela Lei dos Gases perfeitos: pV = mRT = p = mRT/V

LWy, = RTdeV— RT¢ (VZ)
~ Wy, =m ) v - m nVl

Wiy = mRT (> =0,J

1

Na compressio isotérmica de 3 a 4, da mesma forma como em 1 a 2, obtemos:

Wiy =mRT, 002 =0.]

3

Substituindo em 1, teremos:

3

mR Tlén£+T2,€n&
4 v

Rendimento: n= G
mRT,(n—>
|14

1



228  Antonio Giuseppe Roth

Das Equagdes 0 e 3 do Anexo A4, podemos escrever o 1° principio em equacio diferencial como:
dQ =dU + pdV/.s
Quando o processo for a volume constante dQ = dU = mc,AT, sendo cy, calor especifico em volume

constante.'

Se o processo for em pressio constante: mc,dT = mc,dT + pdV/ ;s
Chamando ¢, calor especifico em pressao constante.

Pela Lei dos gases perfeitos: pdV = mRdT, substituindo na equagio anterior:

RAT
deTZCVdT+ T =cp—Cy = R/J

Pelo processo adiabatico, dQ = 0 0 =c,dt+ pdV/

Como p = mRT/V = 0 = mc,dt + m?% =0= cv% +(cp— cv)dvv

C
Chamando k = p/c 0=y k-1 v integrando:
v T v

enT+ (k—1) £nV = cte; = ¢n(TV¥") =cte; ou TVK! = cte,
~ Ty VK1 = T, VK~ na adiabética 2 a 3. Da mesma forma para a adiabatica 4 a 1:

T, VK1 =T, VX1, logo: 1—: = (X-z)kil = (X_:)kil

Vs V. .
« =2 =22 substituindo em 2:
Va Vi
T
Q1 Tl - Tz
n= 7 > comparando com
1
1 Tcte
L¢-- .
Q-Q:2 Q 2
=-=2—22 obtemos: % = =2
n PR T, T
Q1—0Q;
7,4 - - 3 Pode-se provar que o ciclo de Carnot é o de maior rendimento
7, . P
4 hoe , ! possivel nas mesmas temperaturas extremas 7, e 7,. Isto é para
1 1
! 1 qualquer maquina térmica: 7 < 70, -
0 S, S,

' Definicio de calor especifico: calor por unidade de massa e por unidade de temperatura, matematicamente: ¢ = Q AT
> Pelo grifico TS, podemos visualizar: (Q; — Q); veremos adiante em Entropia, Equagio 3, que a drea “1234”: Q; —Q, =
J2TdS — [2TdS, Qu = Ty(S; = 1) € Qy = To(S5 = S1).
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A5.1.4 Temperatura absoluta

Lord Kelvin (William Thomson, 1824-1907) deduziu uma escala energética de temperatura,
independente da substancia termodindmica.

Para qualquer ciclo: 17 = 9-0 =1- 13
0, 9
Para um ciclo de Carnot (reversivel):
hoh B QL T Q
T T Q T Q

Trabalho de uma maquina de Carnot A:

W =ngo, :[TI_TZPl :%(TI _Tz)

i

Q_T_ 0_Q
Logo: 2=Te%u_Q 2
OB T T T, (2a)

Se o calor for descarregado reversivelmente a uma segunda maquina de Carnot B, o trabalho sera:

W =nQ, :(HPZ :%(Tz _Ts)

7, 7,
T
)
M il A‘ 7
- - - = < >—T
2 B 2
< >— 7,
C
< >—T,
D
< >—1s
E
< >—7,
F
< >T,
G
7,=0 >8

Se o trabalho realizado por cada miquina for o mesmo, podemos igualar W e concluir que:

I-T, =T2_T3.
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9 _9

Pois — =
018 Tl TZ

Concluimos que: 7y =T, =T, = T;.

A grandeza do intervalo é proporcional ao trabalho e, portanto podemos definir qualquer tamanho

de intervalo, °F ou °C.
Diagrama 7-S

T Temperatura

1 absoluta
Pg
1
pbo o1 mo
Yy
~
L,e-==- =
2 4| T;cte IJ
1 1
1 0, 1
-5
0 s, s,
Entropia

Entropia

Sejam dois processos A e B entre os estados 1 e 2. Entre cada duas adiabéticas e duas isotérmicas,

temos um ciclo de Carnot:

Pela demonstragio anterior da Equagao 2a.
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genérico para
i=1 ate 1=1 ¢ 7 idem.
(Subdividindo o ciclo 1A 2B em ciclos de Carnot elementares C.)

0, _ By

i=b e i’=b"etc. somando membro a membro teremos:

7, 7,
s s
i=1 T: i’=1 Z
Levando ao limite: limg 57?" :},me Z‘{ [2%%

n—e 4 T,

i

J;ZQ: J‘125TQ=AS=S2—SI

ue nos fornece as integrais
Q & A T g

Chamamos: dS = —Q de entropia elementar, e como a variagdo entre os pontos 1 e 2 é constante,

temos que S é uma propriedade, portanto, uma fungio de ponto. dS é uma varidvel exata e T é um
fator integrante que transforma a diferencial SO ndo exata em uma varidvel exata dS'.

Em consequéncia da definicio de entropia, obtemos para um processo entre os estados 1 a 2:
§Q = TdS

2 2
Integrando: .[1 5Q12 :.': 7dS,, =0, (3)

Ta
(S’
“-//
T4 -->
1
Vs

Calor fornecido no processo 1 a 2.
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Isso significa que o calor fornecido no processo 1 a 2 pode ser determinado pela drea sob a curva
T = £(S) entre os pontos 1 ¢ 2, cujas coordenadas sdo as fungdes de ponto, isto é, cada ponto tem um

determinado valor das propriedades temperatura absoluta e entropia:

Pontol: T, S,

Ponto2: T, S, .

A5.1.5 Processo reversivel

E aquele que, apos realizado, possa por qualquer meio, restaurar o sistema e sua vizinhanga

exatamente nos mesmos estados antes do processo.

Essa defini¢dao é geral e ndo especifica condi¢des fisicas necessdrias para a reversibilidade. A 2% lei
necessita, e a experiéncia confirma, que a presenca de certas condi¢des especificas durante um processo

tornarao o mesmo irreversivel. Entre essas condi¢oes estao:

1-

Transferéncia de calor por uma diferenga finita de temperatura.
Falta de equilibrio de pressio entre o sistema e suas paredes confinantes.

Expansio livre. Expansdo de um sistema para um volume maior na auséncia de trabalho feito
pelo sistema.

Atrito, sélido ou fluido (e resi