CAPITULO 5

Conservacao da energia
em meios deformaveis

Ao estendermos a primeira lei da termodindmica a um elemento de volume V (¢),
observamos que sua taxa de aumento da energia é igual a taxa com que o calor é trans-
ferido para esse elemento somada a taxa com que o trabalho é realizado sobre ele. A
fim de quantificarmos matematicamente o principio da conservacio da energia, vamos
definir as seguintes quantidades:

1. Energiade V(7), E

U2
E = / Jo (e + —) v (5.1)
V() 2

onde e corresponde a energia interna por unidade de massa e U?/2 = ((7 U )/2 a ener-
gia cinética por unidade de massa. Note que a parcela correspondente a energia poten-
cial foi desconsiderada na Equacio (5.1).

2. Taxa de aquecimento, Q

Q:—/ ﬂ-é’dS+'/ pqdv (5.2a)
S(t) V()

onde g representa o vetor densidade de fluxo de calor e ¢ a taxa de geragéo de calor por
unidade de massa. Em alguns textos, a taxa de calor é representada como Q em Watts,
o vetor densidade de fluxo é representado como § em Watts/m? e a taxa de geracéo
de calor é apresentada por unidade de volume e representada como ¢~ em Watts/m?.
Usando esta ultima nomenclatura, a taxa de aquecimento pode ser escrita como

Q’=—/ ﬂ.cj”ds+/ g dv (5.2b)
S(t) V(t)
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3. Poténcia mecanica, P

P:/ ?,,-f/d5+/ of -UdV (5.3)
S(t) V(t)

onde a primeira e a segunda integrais correspondem as poténcias mecénicas devido as
forcas de superficie e de corpo, respectivamente.

Com base em tais componentes, podemos escrever a equacio de conservacio da
energia (primeira lei da termodindmica) na forma

DE

—=0+P 5.4
—~ =0 (5.4
ou seja,
d U? . . L o- S .
— ple+ —]dV =- n-qdS+ pqdv+ th-UdS+ pf-Uudv
dr Jy 2 S(1) V() S(1) V(1)
(5.5)

Ao aplicarmos o TTR e o teorema da divergéncia, temos a equacdo da energia
(equacdo da conservagio da energia) para meios deformaveis:

D U? S . e s s = o
P oy e+7 =-V.-qg+pg+pf-U+V-(T-U) (5.6)

5.1 EQUACAO DA ENERGIA MECANICA

De fato, essa equacéo corresponde a soma das energias interna e cinética de meios
deformaveis. Porém, muitas vezes é conveniente separar esses componentes de ener-
gia. Para isso, multiplica-se escalarmente a equacao da conservagido da quantidade de
movimento de Cauchy pelo vetor velocidade U.

0. p2% _§.pf+0.%-T (5.7)
Dt
Mas, como
D (U-U\ - DU
pit\ 2 |7 Dt

obtemos apenas a equacio da energia mecanica, dada por
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— —

u-Uu

2

—

el

(5.8)

Como o tensor tensdo viscosa, apresentado na Equagio (4.27), esta relacionado a
viscosidade do fluido, a equacéo (5.8) pode ser reescrita na forma

D (U-U e e 4 o = =
— | —= -U+U-V-(-pl+P 5.9
5.3 pf (-p ) (5.9)
ou
D (U-U 2 m e oo =
p—|—|=pf-U-U-Vp+U-V-P (5.10)
Dt 2 —_— —\
—_— II I v
I
onde:

I. Taxa de variacdo da energia cinética do elemento de volume.
II. Poténcia mecanica devido as forgas de corpo.
II. Poténcia mecénica associada a aceleracdo do elemento de volume pelas forcas de
pressao.
IV. Poténcia mecanica relacionada a aceleracdo do elemento de volume pelas forcas
viscosas (normais e cisalhantes).

5.2 EQUACAO DA ENERGIA TERMICA

O ultimo termo do lado direito da Equacéo (5.6) pode ser escrito na forma

s = = o o = =T .

V'(T'U)=(95(TijUj)=Uj(9iT[j+T,'jain=U-(V-T)+TI(T -VU)
=T  _ =T .

Mas Tr(T -VU) =T :VU

Assim, também podemos reescrever a Equacéo (5.8) na forma

U-U

2

D
Ppi

—

—pf U+Y-(T-0)-T:V0 (5.11)
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Ao subtrairmos a Equacéo (5.11) da Equacio (5.6), obtemos

D - N = el
pD—iz—V-q+pq+T:VU (5.12)

Lembrando que

el

: VU =

el

(§+3)

Mas, como T é simétrico e Q é antissimétrico, logo

.NU=T:D

el

Além disso,

T : 5 = (—péij +Pij)Dij

Dessa forma, a equacéo da energia térmica é dada por

D > 5 - = =
p— ==V -G+ p4 —-pV-U+P:D (5.13)
’ I I v \

onde:

I. Taxa de variacdo da energia térmica do elemento de volume.
II. Poténcia associada a conducéo de calor.
III. Poténcia associada a um termo fonte.
IV. Taxa de trabalho associada a deformacio do elemento de volume pelo campo de
pressdo (trabalho reversivel).
V. Taxa de trabalho associada a taxa de dissipagdo viscosa do elemento de volume
(trabalho irreversivel).

Por fim, podemos concluir que a equagido da conservagdo da energia mecénica
(equacido do movimento) esta relacionada (acoplada) a equagéo da energia térmica por

pu— - -
meio da poténcia de tensdo (T : VU). Isso mostra que, quando a poténcia de tenséo é
nula ou quase, ndo ha nenhuma relagéio entre o movimento do fluido e seu estado térmico.
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5.3 SEGUNDA LEI DA TERMODINAMICA

Por meio da desigualdade de Clausius, a segunda lei da termodinamica estabe-
lece que, para um processo qualquer,

Y
‘%C T <0 (5.14)

onde %C 60 representa a integral ciclica da transferéncia de calor e a grandeza (6Q/T)
corresponde a uma variavel de estado.

Para um processo qualquer, a partir da desigualdade de Clausius, sabemos que a
variacdo da entropia entre dois estados termodinamicos 1 e 2 é dada por

s
ASis =Sy — Sy > jzf 00 (5.15)

c T

Logo, as variagdes de entropia para processos reversiveis e irreversiveis sdo dadas,
respectivamente, por
0Q
ASio = ‘7{ (— (5.16)
c\T rev

gy
ASlg > é (?)irrev (5.17)

Porém, independentemente do processo, a variacdo infinitesimal da entropia pode
ser descrita com duas componentes independentes associadas a uma parcela reversivel
e outra irreversivel:

ds = (%) + dSirrey (5'18)

Ao considerarmos um elemento de volume ao longo de um escoamento, a taxa da
variacdo de entropia de tal elemento de volume pode ser descrita na forma

DS DS DS
— = - + — (5.19)
Dt Dt rev Dt irrev

———— ———
Devido ao aquecimento ~ Devido as irreversibilidades internas
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onde

S = / Jol s av (5.20)
V(t) ——

Entropia especifica

Assim, as componentes reversivel e irreversivel da variagio de entropia sdo dadas por

Ds . ;
ﬂ:/ " qu+/ Pa gy (5.21)
Dt S(t) T V() T
e
DSirrev D / D Sirrev
= — i dVv = av 5.22
Dt Dt v PSirrev v P Dt ( )

Dessa forma,

D _/\ . e d . D .
— Pst=/ " qu+/ ’ﬂdv+/ pimey gy (5.23)
Dt Jy ) sy T viy T v — Dt

Ao aplicarmos o teorema da divergéncia, temos

Ds - (q 7 Ds;
/ p—s+V-(1)—p—q—pM]dV:0 (5.24)
vy | Dt T T Dt
ou seja,
Ds = C_i pq D sirrey
=V 2]+ B 5.25
P Di (T) T P D1 (5:25)
Com base na primeira lei da termodinamica, sabemos que
dE =6Q + 0W =TdS — pdV (5.26)

Em termos de propriedades especificas, a taxa de variacdo da energia total é dada por

de ds dv
=T _—p— 5.27
ai  ar P (5.27)

porém,
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p? dt
Consequentemente,

— =pT— +p|= 5.28
o o pth (5.28)

Dt Dt
——
-v.0

De Ds (1Dp)

Mas o lado esquerdo da Equacio (5.28) também pode ser expresso na forma

D S S L = =
pD—f:—V-q+pCj—pV-U+P:D (5.29)
ou
D D > D = =
T_S+£_p=_v.q+pq+l—)—p+P:D (530)
Dt  p Dt p Dt

Assim, a primeira lei da termodinamica em termos de entropia para um elemento de
volume ¢é descrita como

p =4 P1 T (5.31)

Zirrey 5.32
Y, (532)

obtemos a expressdo para a taxa de geracdo de entropia devido a irreversibilidades
internas em V(¢) na forma:
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-

Ds; G-VT P:D
Sirrev _ 4 " (5'33)
Dt T2 T
— ~——

Devido ao aquecimento  Devido aos efeitos viscosos

Por fim, podemos escrever a primeira lei da termodinidmica em termos de entropia
na forma

Ds V.G pj §-VT P:D
g V-d,pq GV P:D 534
Dt T T T? T
Em suma, em todos os processos de transferéncia de calor, sempre havera uma
parcela reversivel e outra irreversivel. E a parcela associada aos efeitos de irreversi-

bilidade sera tanto maior quanto maior for o gradiente de temperatura.

A partir deste ponto, serdo apresentadas as principais equacdes relacionadas a uma
classe de fluidos, chamados de fluidos newtonianos. Também serdo apresentadas a lei
de Fourier, a viscosidade expansional, bem como uma breve apresentacio das equagdes
de Navier-Stokes.

5.4 FLUIDOS STOKESIANOS

Com base nas equagdes vistas até aqui, vamos considerar uma classe de fluidos
denominados fluidos stokesianos, ou fluidos de Stokes. Para tanto, vamos adotar as
seguintes condic¢des:

I. O fluido é considerado isocorico. .
II. O fluido é homogéneo (o tensor tensdo T niao depende da posi¢do 7).
III. O tensor tensdo depende somente das condi¢des termodindmicas locais e do tensor

deformacdo D, ndo apresentando dependéncia de outras grandezas cinemaéticas,

como o tensor vorticidade €, por exemplo.

IV. Quando o tensor deformacio for nulo, T = —pl.

Vamos considerar a relacdo entre os tensores tensio e deformacéo dada por funcéo
polinomial:

%=—p7+,8§+yD-§ (5.35)

Ao considerarmos que o tensor tensio tenha apenas uma dependéncia linear com o
tensor deformacio, obteremos
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~ll
I
=l
S|

(5.36)

ou

Pij = AjjiDu (5.37)

Ja que P;; é assumido ser uma combinacio linear de Dy; e considerando a condicao
de simetria, o tensor A;;x; pode ser expresso na forma

Aijki = A6;j0k1 + N6ikd j1 + y0i6 ik (5.38)

Assim,
Pij = (A6;j6k1 + n6ixdj1 + ¥616 jx) D (5.39)
Pij = A6;jDyx +nD;j +yDji (5.40)

Uma vez que o tensor deformacéo é simétrico, temos

Pij = 20ijDix + (n +y) Dij (5.41)
~———
2u
Assim,
P =26,V -U+2uD (5.42)

Com isso, podemos expressar o tensor tensdo na forma:

T=—pl+A(V-0)I+2uD (5.43)

onde A e y correspondem ao segundo coeficiente de viscosidade e a viscosidade absoluta,
respectivamente.
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5.5 HIPOTESE DE FOURIER

Da mesma forma que relacionamos o tensor 7' a V - U, podemos, por analogia,
relacionar o fluxo de calor ¢ com VT na forma:

G =-K(VT) (5.44)
ou
qi = —Ki; 0;T (5.45)

onde K representa o tensor condutividade térmica. Porém, se assumirmos uma condicéo
isotropica, temos

K,‘j = kéij (5.46)

Dessa forma, a lei de Fourier pode ser dada por

G =-k(VT) (5.47)

5.6 CONSIDERACOES SOBRE VISCOSIDADE
E CONDUTIVIDADE TERMICA

Como demonstrado anteriormente, a parcela irreversivel da variagdo da entropia
pode ser descrita com duas componentes independentes, respeitando a lei de Clausius:

Ds; G-VT P:D

S _ + >0 5.48
PDr 72 T = (5.48)
Logo,
q- vT
2 0 (5.49)
e
P:D
>0 (5.50)
T
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Ao considerarmos a lei de Fourier, a Equagio (5.47) pode ser reescrita como:

k|VT|2
T2

>0 (5.51)

Uma vez que a condutividade térmica é sempre uma propriedade com sinal positivo,
o fluxo de calor sempre flui no sentido oposto ao do gradiente de temperatura.

Com base no tensor tensdo viscosa, dado pela Equagéo (5.42), temos

ol
S|

A6:; V- U +2uD;/1D;;
- :[ ij - M lj] ZN (5.52)

Assim, para qualquer escoamento:

/lDiiDjj + 2HDijDij >0 (5.53)

Se considerarmos um escoamento com expansio puramente volumétrica, temos

Dij = a’éij (5.54)
Logo,
A3a)? +2u(3a?) >0 (5.55)
resultando na desigualdade
2
A+ =0 (5.56)

E, para o caso de um escoamento cisalhante puro:

Dij=a (casoi# j) (5.57)

D;i=0 (5.58)

Assim,

u=0 (5.59)
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Por conveniéncia, costuma-se chamar o lado direito da desigualdade dada na Equagéo
(5.56) de viscosidade expansional 8. Dessa forma, podemos reescrever a Equacéo (5.43)
em termos indiciais, obtendo a expressio geral para fluidos newtonianos:

Tij:—p6i1-+(ﬂ—%,Ll)6ij§'[_])+2,uDij (5‘60)

Ao considerarmos apenas o traco do tensor tensiao, obtemos

Ti=-3p+3(B—2u)V-U+2uD;; (5.61)
Ti=-3p+3(B-2w)V-U+2uV-U (5.62)
T =-3p+38V-U (5.63)

Ao dividirmos por 3, temos a pressdo mecanica na forma:

T:: - I

%:—p:—p+ﬁV-U (5.64)
Dessa forma, podemos concluir que, para um fluido em movimento, a pressio

mecénica ndo é necessariamente igual a pressio termodinamica. Porém, para melhor

compreensio fisica da Equagio (5.64), vamos multiplicar todos os seus termos pelo

divergente da velocidade V - U:

—pV-U = —pV-U + B(V - U)? (5.65)
_ _ N
Trabalho mecanico Trabalho realizado Trabalho irreversivel
realizado pelas pela deformacédo do relacionado a deformacao
tensdes normais volume material causada por forcas viscosas

Aqui é importante ressaltar que 8 corresponde a uma viscosidade associada a com-
pressibilidade do elemento de fluido e também a mudanca de energia: rotacdo, transla-
cio e vibragio, por exemplo. Ja o termo S(V - U)? esta intrinsecamente relacionado a
transferéncia mecanica para a escala molecular.

A partir deste ponto, é importante ponderarmos sobre algumas observagdes perti-
nentes:

a) Tanto u quanto S sdo propriedades exclusivas do fluido e ndo podem ser determi-
nadas por meio da teoria do continuo.
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b) Para gases monoatdmicos, a teoria cinética dos gases prevé g = 0.

¢) A hipoétese de Stokes assume que 8 = 0, o que é equivalente a considerar que
-p = %Tii, pois 4 = —%,u. E isso é equivalente a assumir que a pressdo mecénica
é igual a pressdo termodinamica (p = p).

5.7 EQUACOES GERAIS DO MOVIMENTO

Até agora, fomos apresentados as equagdes que descrevem a conservagiao da massa,
a conservacgdo da quantidade de movimento e a conservacgio da energia térmica, dadas,
respectivamente, por

ap 5> o
L LoV U=0 5.66
o TP (5.66)
U - =- I
0 —t+U-VU =pf+V-T (5.67)
D - s - = =
pD—j—V'q+pq'—pV-U+P:D (5.68)

E importante ressaltar que, para fluidos newtonianos, o tensor tenséo é expresso
como

T = [—p+(ﬂ—§y)§-ﬁ]?+2u§ (5.69)

Ao considerarmos a viscosidade § nula, a média das pressdes normais correspondera
a média das pressdes hidrostaticas. Assim,

Tij = —poij + (ﬁ - %ﬂ)éij OkUy + 2uD; (5.70)

Uma vez que
V.T = é, T;j éié; (5.71)
V-T=08Tjé; =T éi (5.72)

temos
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V.T-= [—al-p + a,-(/a - %ﬂ)akUk +20,uD;;] é; (5.73)

Ao substituirmos a Equacéo (5.73) na equacédo da conservacdo da quantidade de
movimento (Equagio 5.67), obtemos a forma geral das equacdes de Navier-Stokes para
a quantidade de movimento:

—

DU - - — - - pu— -

pE:—Vp+V[(,8—%,u)V-U]+2V-(,uD)+pf (5.74)

A equacio da conservacio da quantidade de movimento também pode ser reescrita

considerando trés situagdes particulares. A primeira é baseada em uma condic¢do em
que as viscosidades 8 e u sejam constantes. Nesse caso,

DU - oo o . =

P :—Vp+(ﬁ—%,u)V(V-U)+2uV-D+pf (5.75)

e considerando o fato de que

Sl
I

V. %(V2l7+ V(V- 17)), (5.76)

temos
DU - e T o F
o= Vp+ (B+5u) V(T 0) + uv20 + pf (5.77)

A segunda situacdo refere-se a um escoamento a volume constante, ou seja, um
escoamento isocorico (V - U = 0). Assim, a equacio da conservacgio da quantidade de
movimento adquire a forma

-

p% = _Vp+2V.(uD) +pf (5.78)
Porém,
v (,ug) = p% §+§ %,u (5.79)
Consequentemente,
pD—U=—§p+2y§-§+2§-§y+pf (5.80)

Dt
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Dl_]) - - - - > - - - - -
P = —Vp+2p [% (VQU L V(V- U))] + (VO +VUT) - Vu+pf (581

Assim, a equacdo da conservacdo da quantidade de movimento é expressa na forma

-

DU - S em eor s >
P =-Vp+uViU+ (VU +VU)-Vu+pf (5.82)

Por fim, considerando o caso onde ambos p e u sejam constantes, temos

—

DU - — -
P, = ~Vp+uV2U +pf (5.83)
ou simplesmente
DU  1- -
— =—=Vp+vwWU+f (5.84)
Dt P

As Equagdes (5.83) e (5.84) representam a forma nio conservativa da equacgio da
quantidade de movimento para fluidos newtonianos e sdo de grande importancia para
a modelagem de escoamentos complexos, nos quais efeitos advectivos, por exemplo,
sédo significativos. No entanto, é importante ressaltar que, em muitos casos, a forma
ndo conservativa da equagdo nio é suficiente para representar o comportamento de
fluidos, mesmo em casos simples. Por isso, a escolha da forma mais apropriada depende
da natureza do problema em questdo e das simplificacdes adotadas.

5.8 EQUACAO DA ENERGIA TERMICA
PARA FLUIDOS NEWTONIANOS

De maneira geral, os fluidos podem ou néo apresentar condicdes isotérmicas. Neste
ultimo caso, tanto a densidade quanto a viscosidade dinadmica do fluido sdo fung¢des da
temperatura (ou seja, p = p(T) e u = u(T)). Isso nos leva a necessidade de obter um
campo de temperatura para o fluido.

D = = o = =
pD—i:—V-q+pq—pV-U+P:D,
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?:52 [(,8—%/,1)6-[7?+2,u§] :B
Ao considerarmos a hipétese de Stokes, 8 = 0,

—_—= —\T —
tr{[(—%,utrDl+2,uD) D

D

=l

}

: 3 =pu [—% tr(g) tr(ﬁ) + 2tr(§ . 3)]

=l

? : 5 =u {2 [_% tr2(§) + tr(ﬁ ’ 5)]}

A expressdo contida dentro das chaves é conhecida como funcao dissipa-
tiva viscosa ®. Ou seja,

=2 [—%trQ(E) +tr(§-§)]

Dessa maneira, podemos reescrever a equacio da energia na forma

De > - >
pE=—V-(kVT)+pq'—pV-U+,uCI> (5.85)
A partir deste ponto, a descricao da energia pode ser obtida considerando o calor
especifico do fluido, tendo em vista que esta propriedade indica a quantidade de energia
térmica necessaria para aumentar uma unidade de massa em uma unidade de tempera-
tura. Logo, sua definicdo é dada por

dq
= — 5.86
¢=— (5.86)
Considerando que a primeira lei da termodindmica estabelece que
dg =de+ pdv (5.87)

tanto a temperatura 7" quanto a energia e podem ser expressas em termos da pressio
p e do volume especifico v. Assim,
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de = (6—6) dv + (%) dp (5.88)
ov » opl,
oT oT

dT = (—) dv + (—) dp (5.89)
av » apJ,

Consequentemente,

o= v (5.90)

A Equacdo (5.90) é uma generalizacio do calor especifico de um meio material
qualquer. Porém, para os fluidos, principalmente, é importante distinguirmos dois casos:
condi¢Oes a pressdo constante e condi¢des a volume constante.

Para uma condicéo a pressio constante, temos

(%)p dv+pdv
= 5.91
Cp (G_T) dv ( )
ov
p

Como

_(9(pv)
pdv = (—Bv )p dv

temos que

v ov

or
(m)p dv

(2 + 209) a4y
p

Cp =

ou seja,

= M (5‘92)
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Como a entalpia & pode ser definida como & = e + pv, concluimos que

oh
cp= (a—T)p (5.93)

Para a condicdo a volume constante, obtemos

de
Cy = (ﬁ)v (594)

Com base na equacio de Gibbs, dada pela Equacio (5.26), podemos concluir que
uma porgéo infinitesimal de energia é dada por

de e
de = (a)v ds + (%)A dv (5.95)

A Equagio (5.95) é obtida a partir de

de =Tds — pdv

E, pelas relacdes de Maxwell (vide textos de termodinidmica classica), obte-
mos as definicdes de T e p dadas por
de
os ),

Oe
p=-|—
v/,
Com isso, podemos relacionar as variacoes de temperatura e pressdo em
func¢io do volume e da entropia:

(%), - %))
(%), - %15,

T
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Isso nos leva a obten¢do de uma das relagdes de Maxwell:
G _ e
av ) a ds |,

Ao revisitarmos a equacdo da energia dada pela Equacéo (5.95), percebemos que
podemos reescrevé-la em termos do calor especifico a volume constante. Pois,

de =c, dT + (%) dv (5.96)
ov)r

Se considerarmos o fato de que

Jde ds ov
— | =T|—] - — 5.97
(6V)T (aV)T b (BV)T 597
Assim,
as
de =c,dT + |T (—) - p] dv (5.98)
ov )

A partir das relacoes de Maxwell, temos que

(7).~ ar),

E, considerando as relacdes de diferenciacdo, obtemos

—_
QJlQJ
=S|

S~

).~ e,

T

(7). =~ (3). ),

92



140 Introducao a mecanica dos fluidos - vol. 1

Dessa forma,

de = ¢, dT + dv (5.99)

_r(9P) (9v) _
ov ) \or), "

A partir deste ponto, devemos considerar o fato de que os gases reais, por
exemplo, ndo se comportam como gases ideais. Tanto a compressao quanto
a expansdo de gases reais estdo intrinsicamente relacionadas as interacdes
moleculares e influenciam nas propriedades termodinidmicas. Dessa forma,
precisamos considerar o coeficiente de compressibilidade isotérmica

-1(2) (2
p\dplr v\dp)r

e o coeficiente de expanséo térmica,
5= 1 (av) 1 ((9p)
v \aT » p \oT »
Dessa forma, um componente infinitesimal de energia pode ser expresso na forma

de =c, dT +

'g - p} dv (5.100)

Cre— + | = - p| = (5.101)

De DT [pT Dv
Dt VDt K Dt

Tomando a relagdo entre volume especifico e massa especifica, na Equagéo
(5.101), podemos deduzir que

Dv_D(_l)_ 1 Dp
pr Di\P )T T2y

e considerando que
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dp > o
- _pV.U
dt &

De fato, a Equacéo (5.101) demonstra que a taxa de variacdo temporal da energia
térmica é proporcional a taxa de variacdo temporal do volume do elemento de fluido.
Isso possibilita algumas importantes deducdes a partir de gases ideais, por exemplo.

Para um gés ideal,

pv = RT,

onde R representa a constante particular do gas ideal. Logo,

p
p=pRT, p=_—=

RT
Como
1(ap) 1 1 R 1 1
K= —|— = —_t— = — ¢ —— = —
p\dplr p RT p RT p
e
B==
E, por fim,
de = ¢, dT
Assim, a Equacéo (5.101) toma a forma
D DT T > o
Dt Dt K

Retomando a equagdo da energia, temos

DT+
C—
Pth

T — — — — — —
'8——p]V-U:V-(kVT)+pq—pV-U+,u<D
K

(5.102)

(5.103)
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Com isso, obtemos a forma ¢, da equacédo da energia

BT

K

DT - >
pcy,— =V - (kVT) — (

= V.-U+pg+ud 5.104
D ) g+ u ( )

Com base na definicéo de entalpia, podemos reescrever a equacéo da energia térmica
na forma

Dh _ De Dv Dp

— = — +p—+ 5.105
pr Dt i TV Di (5.105)
Dh D - - 1D

PRl Py gy 222 (5.106)
Dt Dt p p Dt

Dh De - - Dp

— =p—+pV-U+— 5.107
°Dr =P TP Dt (5.107)

Como a equacio da energia térmica também pode ser reescrita como uma fungio da
entalpia, obtemos

Dh - > Dp
— =V - (kVT) + — + pg + u® 5.108
T (kVT) Dy FPa+H (5.108)

Para escrevermos a Equagio (5.108) em fung¢io da temperatura, devemos considerar
que h = h(T, p).

Como oh oh
dh = (—) dT + (—) dp
oT » op
e
dh = de + (pdv + vdp) = Tds — pdv + (pdv + vdp)
Logo,

dh =Tds + vdp

Dessa forma,

)5, ),
op s op | op |, op s
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Usando a relagdo de Maxwell, temos

Js _ ov :
(%)T—‘(ﬁ)p -

(ah) B 1
- — +
op|r p P

Assim,

1
dh = cpdT + ;[1 —TB]dp
Que, em termos de taxa total, fica

Dh DT 1
- = Cp_ + —
Dt Dt p

Dessa maneira, a forma ¢, da equacdo da energia é dada por

DT - - D
pep - =V (V1) +,8TD—1; + g + u® (5.109)

Assim, concluimos que as equagdes de Navier-Stokes em coordenadas retangulares,
para viscosidade constante, sdo dadas por:

1. Equacio da continuidade:

0
‘;—f+p(aux L2y 8”2) =0 (5.110)

0x ay 0z

2. Equacio da quantidade de movimento na direcao x:

Ouy N
P ot Ux

ap (a%tx 0u,  0%uy

X X
+ +u
ax ey T

ou ou Ouy
Z

+ + +pf. 5.111
ox2  0y? (’)z2) pr ( )
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3. Equacio da quantidade de movimento na direcio y:

Ouy Ouy Ju,y Ouy
fe,

o thegy Ty Py

Jdp %uy  0%uy,  0%uy
=-—+ + +

dy ( 0x2  0y? 972 Pl

4. Equacio da quantidade de movimento na direcio z:

ou ou ou ou
p( n ”xa—f*”ya—;*“w—Z)

_ _8_p N 0%u, N 0%u, N 0%u,
0z oxz2  0y? 072

)+pfz

5. Equacio da conservacio da energia em termos de c,:

L
PevlTar gy Ty Ty

_ |9 T T
S| ox2 o 9y? o 9z2

_/E(%+%+%

] o
k |\ Ox ay az)+pq+,u

6. Equacdo da conservacio da energia em termos de c,:

— tux—+ Uy, —

oT oT 6_T+ oT
pep ox uy(')y 0z

s 9°T .\ 9’T . 9°T
ol ox? o 9y? o 9z2

0 0 0 0
_IBT(—p + uxa—i + L@% + uZa—Z) + pg + pud

onde a funcéo dissipacdo viscosa é dada por

(5.112)

(5.113)

(5.114)

(5.115)
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oux\> (uy\?  (0u,)?
+=] +[=
Ox dy 0z
Ouy Ouy\* (Ouy Ouy\® [(Ou, Ouy)’
+l(8y+8x)+(6z+8y)+(8x+0_z)

2
2 X au Zz

D=2

(5.116)

“3lax "oy T oz

Com isso, vimos entdo as equagdes fundamentais que descrevem a fluidodinamica
para fluidos newtonianos. A abordagem adotada ao longo do livro néo é candnica e,
obviamente, como indmeras obras ja publicadas sobre esse assunto, ndo contempla
todas as nuances envolvidas no raciocinio e conhecimento necessarios para obtencdo
das equacoes constitutivas da fluidodindmica. Porém, de maneira geral, optou-se por
uma forma ao mesmo tempo clara e minimamente madura, necessarias para um maior
entendimento de como podemos alcancar essas equagdes.

O estudante ou pesquisador deve buscar mais detalhes em outras bibliografias
sempre que nio se sentir seguro quanto a compreensio de algum topico em questio.
A fluidodindmica é um ramo que requer muita atencéo, e uma analise mais profunda
de cada termo de cada uma das equacdes é de vital importancia. No volume 2 sera
apresentada uma discussdo mais ampla sobre os termos das equacdes constitutivas.
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EXERCICIOS PROPOSTOS
Exercicio 5.1

Deduza a Equacio (5.94) a partir da Equacio (5.90).

Exercicio 5.2

Determine se as seguintes relacdes termodinamicas sdo validas:

(&), (&) -G, o5,
N\ov), " \ar), ap), \as),” “\ap),~ "\or),
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Considerando que a equacgao de um gas ideal pode ser descrita por
P =pRT,
onde R representa a constante de Boltzmann, demonstre que

De DT
Dt Dr

Com base na equagio da energia térmica junto a equacdo de Gibbs, mostre que

P:D qg-vT

T — T

,
\.

Demonstre que a relagdo entre os calores especificos ¢, e ¢, pode ser expressa como
cp=—+¢Cy
P ok >

sendo 8 e k o coeficiente de expansdo térmica e o fator de compressibilidade
isotérmica.

Considerando que a entalpia é dada por & = e + pv, mostre que a equacdo da
energia térmica pode ser expressa como
Dh

- - Dp
— =V (kVT) + — + pq + po.
Y (kVT) D HPatH

,
\.

Com base na definicdo, em uma forma alternativa, da funcéo de dissipacéo viscosa:

1= = 1 s o = = =
s=;P:D=/—)[(,B—%,u)(V-U)I+2,uD] .D,

r
\.
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mostre que
2u 1(9Uk B (0Ux
= —|D;j—5—906ij| Dij + = |—=—] Dijdij,
€ ( T3 ok, lJ) AP WP i
ou 2 2
0Ug B (0Ux
=2v|D;; -+ =56 +=(—] .
=2 (o150 <5 ()

Exercicio 5.8

As equacdes de um escoamento independentes do sistema de coordenadas podem
ser escritas como:
Continuidade:

8p — =
— +V-(pU)=0
i (pU)

Momentum de Navier-Stokes:

0ol - . =
(gt)+V-(pUU)=pg—Vp+V-P

Forma c, da equacgio de energia térmica:

DT > > Dp = 4
— =V (kVT) + BT — + pg + P : VU
PCp (kVT) + B o tPd
Obtenha as equagdes de movimento em:

a) coordenadas cilindricas;
b) coordenadas esféricas.



