CAPITULO 14

Dinamica dos meios deformaveis

Neste capitulo vamos analisar a dindmica do fluido levando em consideracéo as
forcas que podem produzir movimento nele. De fato, existem dois tipos de forcas capazes
de produzir movimento em meios deformaveis: forcas de corpo ou forcas de campo e
forcas de superficie ou forcas de contato, que serdo descritas a seguir.

4.1 FORCAS EM MEIOS DEFORMAVEIS

1. Forcas de corpo (ou forcas de campo): forcas que atuam através do material
sob a a¢do de campos (forcas por unidade de massa). Exemplos: forca da gravidade,
forca elétrica, forca magnética. Por essa definicéo, temos:

/ F®dm = [ F@p@®av (4.1

V()

E nesse caso, considerando a forca da gravidade, por exemplo, a forca de campo
corresponde a propria aceleracdo da gravidade; tem-se:

f(7) =%

2. Forcas de superficie (ou forcas de contato): forcas que atuam nas fronteiras
superficiais que envolvem o elemento de volume (forgas por unidade de area). Exemplos:
presséo e tensdo de cisalhamento.

A representacgio da forca de superficie na forma

Forca de superficie = /fn (F,n)dS (4.2)
S

facilita a compreensdo da dinamica de um meio deformavel. De fato, essa descricdo é
conhecida como principio das tensoes de Cauchy e enunciada da seguinte forma: “Em
torno de qualquer superficie imaginaria fechada no escoamento existe uma distribuicdo
do vetor tenséo T, cuja resultante e momento sio equivalentes aqueles causados pelo
material (no caso, fluido) que envolve a superficie”.
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4.2 CONSERVACAO DO MOMENTO LINEAR

O principio fundamental do movimento dos fluidos estabelece que toda taxa de vari-
acdo da quantidade de movimento de um volume material V(z) corresponde exatamente
a resultante das forcas que atuam sobre V(¢). Esse principio pode ser descrito matemati-

camente por meio do primeiro postulado de Euler, dado por:

d . . .
— pUde/ TndS+/ pfdv
dt Jy S(t) V()

Ao considerarmos o TTR, temos:

- d - - - -
— pUdV = f [—(pU)+pU(V-U)} dv
dt V(t) V(t) dt

d/ - dU (~dp == =
— pUde/ p—+(U—+pUV'U) av
dr Jv ) vy || dt dt

Conservacgdo da massa |

Logo, quando est4 implicita a conservacdo da massa:

dU . -
/ p—dV=/ TndS+/ pfdv
v dt S(t) V(t)

(4.3)

(4.5)

(4.6)

(4.7)

Mas T, = - T, onde T representa o tensor tensiao de Cauchy, que, por sua vez,

fornece o estado de tensdes no fluido. Portanto,

dﬁ = N
/ p—dV:/ ﬁ-TdS+/ pfdv
vy dt S(t) V(z)

Ao aplicarmos o teorema de Gauss, temos

dU . = -
/ p—dV=/ V-TdV+/ pfdv
v dt V() V(t)

(4.8)

(4.9)
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dU -
/ p— -V T pf dv =0 (4.10)
V(1) d[
Uma forma alternativa é dada como
U =~ ==\ == -
0 —t+U-VU =V-T+pf (4.11)

Em notacéo indicial, a componente é; da Equacéo (4.11) é dada por

ou; =
p( i +u;0; u,) =0;Tji+pf;

E importante observar que, na nota¢do de indices dos componentes do
tensor das tensoes, T;;, i corresponde & orientagdo da normal e j a orientagéo

da forga. T ji corresponde a transposta de T; j. Comumente, sdo designados:

« T — tensoes cisalhantes.
e 0 — tensdes normais.

Ja em coordenadas cartesianas, para i, por exemplo, temos:

ou Ou  Ou ou Txx 0T yx N aix

E+Ma+va—y+ 6 ,Dfx + ay 92

4.3 TENSOR TENSAO DE CAUCHY

Agora vamos explorar em mais detalhes o tensor 7. Para isso, vamos aplicar a
conservacdo da quantidade de movimento linear em elemento de volume esférico com
didmetro d. Assim,

e V(1) < d®
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e S(t) < d?
Ao dividirmos a Equacio (4.2) por d?, e aplicando o limite d — 0, observamos que

1 -
lim == / T,dS =0 (4.12)
S(t)

Agora, ao analisarmos um elemento de fluido cilindrico de altura infinitesimal A,
como mostrado na Figura 4.1, temos

/ T",,dS:/ f,,dS+/ T,dS =0 (4.13)
S(t) S1(1) Sa(1)
Isso mostra que

T,+T-,=0 (4.14)

De fato, o tensor tensdo atuando em ambos os lados de uma mesma superficie, em
um dado ponto, é igual em magnitude, porém com sentidos opostos. Esse resultado é
equivalente a terceira lei de Newton e uma aplicacdo direta do principio da variacdo da
quantidade de movimento, que é o lema de Cauchy, que estabelece que o vetor tensio
T satisfaz o principio da acéo e reacdo em qualquer instante de tempo e em qualquer
ponto 7 a partir do elemento de superficie com orientacio dada por 7, isto é, T(7,h, t) =
~T(F,-n,t).

Ty

=)

T

Figura 4.1 Projecdes das componentes unitarias 7i e T, sobre duas superficies opostas em um
elemento de fluido.

Fonte: elaborada pelos autores.
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4.4 SIMETRIA DO TENSOR TENSAO

Segundo o primeiro postulado de Euler, que estabelece a conservacgio da quanti-

dade de movimento angular, temos

d -
p?desz

dr Jy V(t) S(1)

Do TTR, podemos escrever

d

— p?XﬁdV=/
dt V(t)

d -
p—([FxU)dVv
V(t) dt

d/ L, - di -\ L dU

— erUdV:/ Jol (—XU)+r><— av

dt V(1) V(1) dt dt
—_———

Logo,
L, d N -
prxX —dV = pr X fdV + rxT,dS
20 dt V) S(1)
Y [T a— L -
/ rx|lp— —-pf dV:/ rx T, dS
V() dt S(t)  ——
— AT
=V.T
Assim,

/ (?xﬁ-?)dV:/ 7 (i-T)ds
V(t) S(t)
/ (FxV-T)dV:—/ A (T x7)dS
V(t) S(t)

/ (FXV;)dV:—/ 6-(%><F)dv
V() V(1)

p?xfdv+/ 7 xT,dS

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)
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Ao considerarmos a componente i da Equacéo (4.22), por exemplo, obtemos

/ €ijkXj OmTmi dV = — / €ikj am(kaxj) av
V(z) V(t)

= / €ijk ()Cj amek + Tk (9ij) dv
V(t)

/ €ijikXj OmTmk — €jxXj OmTmk — €ijkTmk Omx; | AV =0
V(t) ——
Smj

/ Ei/ijk dv =0
V()
Consequentemente,

fijijk dv =0

Ao multiplicarmos a equacéo anterior por €y, temos

EimEijk Lk = (01j0mk — 01k0mj)Tjk

:Tlm_ ml:0

Dessa forma, mostramos que o tensor tensao de Cauchy é simétrico (segundo
postulado de Euler), pois

Ty = Thu
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4.5 EXEMPLOS DE APLICACOES DA
EQUACAO DO MOVIMENTO DE CAUCHY

4.5.1 Hidrostatica

Em repouso, um elemento de volume nio apresenta componentes cisalhantes, mas
somente tensdes normais. Com isso, a tensdo hidrostatica é simplesmente a média das
trés componentes de tensdo normal de qualquer tensor de tensio. Assim,

011 + 022 + 033

Ohidro = (423)
3
Dessa forma, podemos descrever essa caracteristica como
Ohido 0 0 oin 0 0
Tii=| 0  Ohido O |=[0 o022 0
0 0 Ohidro 0 0 033
Com isso, concluimos que
1 1
Ohidro = 3 tr(Tij) = 307
Como 0y; = 011 + 022 + 033, 0 tensor tensdo pode ser expresso na forma
o 00
1
T; i= 0 30ii 0 (4.24)
0 0 oy

Uma vez que no regime hidrostatico a tensio hidrostatica é contrabalanceada
Unica e exclusivamente pela pressio hidrostatica p, podemos concluir que

_ _ 011+ 0322+ 033
Ohidro = =P = 3

Assim, para um fluido em repouso, podemos escrever o tensor tensio na
forma

!l
Il
[
A

~I|
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O sinal negativo, por sua vez, deve-se ao fato de que o volume material é
submetido a um esforco de compressdo. Dessa maneira,

Tij = =péij

Ao retornarmos a equacdo do movimento, considerando que o fluido esta em repouso
(U = 0), temos

- —

pf =V (pl) (4.25)

pf =éxok-(plijéiéj) =0;(po;jé;) =é; 0ip

Logo, o
pf=Vp (4.26)

Para o campo gravitacional em um sistema cartesiano, concluimos que

f = _gk’
com a a a
P _ opP _ 9p _ _
dx 0. dy 0 0z P

Como exemplo, vamos analisar o comportamento da pressdo em funcédo da profun-
didade de um tanque.

Assumindo que a densidade é constante,

p z
/ dp = —pg/ dz
Po 20

p =-pg(z—2z0) + po

p =pgh+ po
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4.5.2 Forcas sobre corpos em escoamento em regime permanente

Para o caso envolvendo escoamento, o tensor tensédo é descrito por

(4.27)

~ll

-pl+

!l
Il

ou

poij+ Pij (4.28)

T;j

onde o tensor P € o tensor tensao viscosa, que corresponde a componente do tensor
tensdo associada ao movimento do elemento de volume. Ao analisarmos o caso em que

i = j, temos

Tii = =3p + Pj
Logo, observamos que
T B Pi;
a = & v g
——
V N . . v
. .. Pressao termodinamica . X
Pressdao mecanica Pressao normal viscosa
Com isso, podemos afirmar que, para fluidos em repouso, P;; = 0 e a presséo

termodinamica corresponde a uma média das tensdes normais. Outra conclusao ¢é de
que, para fluidos em movimento, p é diferente da pressdo mecénica.
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Para um escoamento qualquer,
U > - =
p— =pf+V-T (4.29)
dt
Na auséncia de forcas de corpo em condicdo de regime permanente,

pU-VU=V-T (4.30)
Como
V.- (pUU)=pU-VU+ U(V-(pl)) (4.31)
N———
=0 (regime permanente)
Assim,

V- (pUU)=V-T (4.32)
V. (p00 -T) =0 (4.33)

Considerando um escoamento em torno de um corpo rigido, conforme mostrado na
Figura 4.2, a Equacéo (4.33) pode ser expressa na forma integral como

/ %-(pﬁﬁ—?)dvzf A (pUT -T)dS =0 (4.34)
V(t) S(t)

Figura 4.2 Escoamento em torno de um corpo sélido.

Fonte: elaborada pelos autores.
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Ao decompormos a integral de superficie em dois termos relacionados as areas S e
So, temos

/ ﬁl-(pﬁﬁ—%)d5+/ Ay - (pUT - T)dS =0, (4.35)
Sl(l‘) SQ([)

considerando que

- (pUU)dS = (i - pU) U dS (4.36)

onde 71 - pU é o fluxo de massa na direcdo da componente normal 72. Dessa forma, ao
considerarmos que a superficie S; é impermeavel,

/ i1 - (pUU) dS = 0 (4.37)
S1(t)

Em contrapartida, a componente

[
S1(t)

representa a forca exercida pelo corpo sobre o volume material V(¢). Assim, a forca de
escoamento sobre um corpo solido é dada por

=l

as

Fp = —/ Ay -TdS (4.38)
S1(t)
Dessa forma, podemos escrever

ﬁD =—/ ﬁg-(pﬁﬁ)ds+/ ﬁQ'%dS (4.39)
Sa(t) Sa(t)

Caso S3 esteja posicionado suficientemente longe do corpo, podemos ignorar a acéo
das forcas viscosas e expressar a forca do escoamento como

Fp =—/ iy - (pUT) dS+/ iz - (-p 1) dS (4.40)
SQ(l‘) SQ(l‘)

ou

ﬁD = —/ iy - (pfj[_j) das —/ pflz ds (441)
SQ([) SQ(I)
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EXERCICIOS PROPOSTOS

Considere um meio sélido cubico de aresta a. Nesse meio, uma for¢a de intensidade
igual a F' é aplicada na direcao positiva de x sobre a face lateral do cubo. Determine
os componentes do tensor de Cauchy.

7
\.

Demonstre que

- dr

d N v == -
< V-mwi/ & LvO -V
dt R(1) R(t) dt

onde V corresponde a uma funcéo vetorial, U é o vetor velocidade e R(f) uma
curva material.

Determine o divergente do tensor tensio considerando um campo de velocidade
dado por
U=2yzi+z(1+x)j+5(y—x)k [m/s]

Considere p = 1kg/m?.

r
\.

Determine o vetor forca de campo resultante em uma condicéo hidrostatica para
um fluido com densidade p = 1kg/m® submetido a um campo de pressdo dado por

p =98z [Pal.

~
\.

Demonstre que a aceleracdo de um elemento de fluido pode ser expressa na forma

oU VU? - o -
id=—+—+(VxU)xU.
i=5 t 5 +(Vx0)

,
\.







