CAPITULO 3

Cinematica dos meios deformaveis

Apods uma breve introdugéo de conceitos matematicas fundamentais necessarios para
modelagem matematica do meio continuo, vamos analisar alguns conceitos fisicos para
a compreensao do movimento dos fluidos. Para isso, vamos “atacar” o problema do des-
locamento de um elemento de volume a partir das descri¢cdes euleriana e lagrangiana.

Apesar da descri¢io que realizaremos sobre o movimento do fluido sem a preocu-
pacdo com suas causas, é importante ressaltar que, independentemente da descrigéo
adotada, algumas hipoteses devem ser consideradas:

a) A matéria é continua.

b) Os elementos de fluido estdo sempre relacionados a pontos matematicamente
identificaveis.

¢) Um elemento de fluido s6 pode ocupar uma dada posicdo em um dado instante de
tempo.

3.1 DESCRICOES LAGRANGIANA E EULERIANA

Do ponto de vista lagrangiano (descri¢cdo material), o movimento dos elementos
de fluido é acompanhado ao longo do tempo, bem como a variacdo das propriedades
intrinsecas a esses elementos, a partir de um ponto inicial, com o volume de controle se
movendo junto ao fluido. A solu¢do das equacdes do movimento para cada elemento
de fluido é relativamente simples, pois implica apenas a localizacdo espacial de cada
particula a cada instante de tempo por meio da segunda lei de Newton. Também é
importante ressaltar que, nessa descri¢do, os elementos de fluido podem apresentar
variacdo de seu volume e formato ao longo do tempo devido, por exemplo, a variacdo
de sua densidade, sem que haja violacdo da conservacdo da massa.

A Figura 3.1 apresenta um exemplo da descrigio lagrangiana para duas particulas dis-
tintas X e Xo, ao longo dos instantes de tempo ¢ = 0, 1, 2 (indicados pelos sobrescritos).
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XD X,

Figura 3.1 Descricao lagrangiana de dois elementos de fluido ao longo do tempo.

Fonte: elaborada pelos autores.

Ja do ponto de vista euleriano (descri¢do espacial), o volume de controle é fixo e as
propriedades dos elementos de fluido sdo calculadas em funcido do tempo & medida que
o0 escoamento passa através de pontos fixos no espaco. Essa descricdo pode apresentar
algumas vantagens, como solu¢des mais simples para as equa¢des do movimento, devido
ao fato de que, computacionalmente, precisamos apenas calcular as propriedades dos
elementos de volume em pontos fixos, sem a necessidade de guardar a informacéo da
localizacéo individual de cada particula, bem como variagoes de seu tamanho e volume.
A Figura 3.2 apresenta um exemplo de dois pontos fixos dentro do volume de controle
onde as propriedades do fluido sao medidas ao longo de cada instante de tempo.
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Figura 3.2 Descrigao euleriana com dois pontos fixos onde as propriedades sao calculadas ao
longo do tempo.

Fonte: elaborada pelos autores.

E indiscutivel que ambas as descricdes apresentam vantagens, desvantagens e limi-
tagdes, dependendo do caso estudado. Por isso, diversos autores focam seus esforcos na
analise das caracteristicas de tais descri¢des, que remontam a década de 1930, demons-
trando a descri¢do material por meio de equacgdes complexas, e chegam a trabalhos mais
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atuais que apresentam resultados comparativos entre as duas descri¢des para fendme-
nos envolvendo a deposi¢io de particulas em escoamentos turbulentos.

3.2 CARACTERIZACAO DE UM ELEMENTO DE FLUIDO

A descrigdo da posi¢do de um elemento de fluido pode ser dada como uma funcéo
de sua posic¢do inicial 7 no instante de tempo # = 0:

¥ =T7(Fp,1) (3.1)

De fato, essa equacgio representa uma transformacio que leva a particula, localizada
inicialmente em 7, para distintas novas posi¢des ao longo do tempo. Porém, também
podemos descrever a posi¢éo inicial do elemento por

1702170(7,1‘) (3.2)

Da mesma forma, podemos expressar qualquer propriedade do elemento de fluido
como ¢(7,1) ou ¢(rp,t). Para o caso da velocidade de um elemento de fluido que se
encontra na posi¢ao 7 no instante ¢, temos

u=1u(r,r) (3.3)

i = ii(Fo, 1) (3.4)

Ou seja, a descrigdo de seu movimento pode ser obtida considerando as variaveis
independentes (7,t) ou (Fy, 7). As coordenadas (7, ) sdo chamadas de eulerianas,
espaciais ou de campo, pois a posi¢do considerada é fixa ao longo do tempo. J4 as
coordenadas (7, 1) sdo ditas lagrangianas, materiais ou convectivas, pois nelas o
ponto de matéria (elemento de volume) é fixo ao longo do tempo.

Para avaliar a diferenca entre as duas abordagens, vamos tomar como exemplo um

campo de velocidade descrito por

y+2t
€l

u(y,t) =

com a posicao
y =1+ y
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_y+2t,

I’_Z(y’t) - ¢ €1

(L+3)yg+2t .
—_— e

u(yo,t) = "

1

u(yo,t) = (y0t2 + % + 2)é1

Embora u(y, ) # ii(yo,t), ¢ importante lembrar que estamos descrevendo o mesmo
escoamento. Em suma, a descricdo de qualquer propriedade pode ser expressa por

¢(r,1) ou ¢(7o, 1)
—— S
fixa a posicao dentro do volume de controle fixa a matéria (elemento de volume)

3.3 DERIVADAS MATERIAL (SUBSTANCIAL) E ESPACIAL

Para qualquer propriedade ¢, podemos definir as seguintes derivadas:

a¢ a¢
—_— e —_—
ot |z a1 |z,
~~—— ==
derivada espacial derivada material

Em nome da simplicidade, vamos adotar a seguinte notagéo:

o¢ _ 3¢

ot ot

d¢ _ 9¢
dt Ot

7 o

Com a propriedade descrita em coordenadas espaciais, a derivada material é dada por:

d¢(?’ t) _ 8¢(?(70’t)’t)
dt ot

_ 0¢(F(Fo.1).1)
= - 8)C,'

ro

Oxi

¢ (7 (7o,1),1)
ot *

ot

(3.5)

N

t ?() r
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Como 7 = x;é;, temos:

(9(}5 6x,- a(xl-éi) N = &
=7 ZE| = 2 6;0,0=U-V
x|, o)y T ar |, <% ¢
Assim: ) do(F.1)
o(r,t)  0p(r,t _09(r,t - o
- ?0_—(% +U-V¢ (3.6)

O primeiro termo do lado direito da Equagéo (3.6) é chamado de termo transiente
e esta relacionado com o fato de que a grandeza ¢ pode nio estar em um regime
permanente, sofrendo varia¢des ao longo do tempo (dependéncia explicita do tempo).
Ainda é importante destacar que, no referencial euleriano, o escoamento pode estar em
regime permanente para um determinado sistema de referéncia e em regime transiente
em relacido a outro.

Ja o segundo termo da direito da Equagéio (3.6) é denominado termo convectivo
e esta relacionado ao fato de a grandeza¢ estar sendo transportada pela velocidade U
ao longo das coordenadas espaciais, considerando as variacdes da propria grandeza ao
longo do espaco através do operador gradiente.

Agora, vamos tomar como exemplo ¢ = 7. A derivada material é:

dr(t) or

= =U-Vi+ —
dr o1 "

7o

Como era de esperar, a derivada material da posi¢ao corresponde ao vetor velocidade.
Também é importante ressaltar que:

L o
ot

or

=2
ot

7o 7

A derivada material ndo necessariamente é obtida para uma Unica grandeza. Assim,
para duas grandezas ¢ e ¢2, temos pela regra da cadeia:

d(@1¢2) _  doa déy

7 #1 T + ¢ 7 (3.7)
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3.4 TRAJETORIA, LINHAS DE CORRENTE E DE EMISSAO

A soma dos deslocamentos infinitesimais de elemento de fluido ao longo do tempo
corresponde a sua trajetéria. Como a Equacéo (3.1) descreve a posicdo em fungio do
tempo, temos que os modulos das componentes de velocidade nos trés eixos cartesianos
sdo dados por:

_ dx1 _ dXQ _ d)C3

, Ug = —— uz = ——
dt

- dt’ dt

Ao tomarmos como exemplo o campo de velocidade dado U = 3xt é; + ¢ é2, temos

y t
/ dy = / tdt
Yo 0

— i
Y=Ytz
Uma vez que os valores de xg e yo forem definidos, a trajetoria da particula

pode ser descrita por

3
7= (X()eﬁtz)él aF (y() + %)ég

Ja a linha de corrente corresponde a uma curva no espago tangente ao vetor
velocidade em cada ponto, para cada instante de tempo, conforme exemplificado na
Figura 3.3. Para os planos x-y, x-z e y-z, temos
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dy v

X—-y: —=-—

% dx u

dcx u

X—z: —=—

¢ dz w

' dy_v

yoe dz w

Logo,

d d d
@ _a_ & (3.8)

u \ w

A solucdo dessas equagdes para cada instante de tempo ¢ resulta em uma equacio
na forma z = z(x,y) correspondente a linha de corrente que pode ser determinada
considerando as funcdes paramétricas x = x(0), y = y(0) e z = z(0). E, em termos do
parametro o, concluimos que

dr _dy _d:_
u v w
sz
,
1o
"
u

>
&
Figura 3.3 Linha de corrente de um elemento de fluido.

Fonte: elaborada pelos autores.
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Com ¢ sendo fixado, podemos reescrever na forma indicial

dx; N
d_sl = Ui(rs t)

Voltando ao exemplo anterior,

dx
— = 3xt
ds *

X d (o
/ & / 3tdo
X0 X 0

Como

a linha de corrente pode ser dada por

X = er3(y—yo)

ou

y:y0+%ln(xi)
0

(3.9)
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1,5

1,0

0,5

X
1 2 3 4 5

Figura 3.4 Linha de corrente obtida, considerando a posicao inicial xg = yg = 1, a partir do
campo de velocidade dado por U = 3xt é; + 1 é5:

Fonte: elaborada pelos autores.

Durante o estudo de um escoamento, um corante pode ser usado para identificar
a trajetoria seguida pelas particulas do fluido ao longo do tempo. A linha de emissio
corresponde a curva formada por todas as particulas que passam em uma determinada
posicdo espacial 71 em um intervalo de tempo 0 < 7 < ¢, como exemplificado na Figura
3.5. Ou seja, uma particula qualquer na posigdo 7y = Fo(7,1) esta sobre a linha de
emissdo de 71 se em qualquer instante de tempo 7 ela passou por 7. Consequentemente,
a linha de emissdo é obtida a partir da Equacio (3.1), considerando que 7y = 7o (71, 7).

X
ZAL
Ty
5 1
€24
él XJ

Figura 3.5 Linha de emissao gerada por todas as particulas que passam no ponto localizado
em 71 no intervalo de tempo 7.

Fonte: elaborada pelos autores.
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Ainda fazendo uso do exemplo anterior, sabemos que

Xo=x1e 2°
Logo, a posicdo em x pode ser reescrita como
_3.2, 3.2
x=(x1e727 )e2’
32 2
x = xge2" ")
- 2
Yy=Y+3
2
=y, -
Yo =JY1 P}

2 2
y=n-5)+%

y=y1+5(*-1%)

3.5 DESCRICAO MATEMATICA DA DILATACAO

Ao escoar, um elemento de fluido pode sofrer variacdo de seu volume e forma devido
a efeitos de compressdo ou expansio, e, matematicamente, precisamos ser capazes de
determinar esse comportamento do espaco. Considere o sistema apresentado na Figura
3.6, em que um elemento de volume sofre um efeito de dilatacéo.

O volume material no instante r = 0 é dado por

oV = dxo1 - dxgs - dxos (3.10)

Ao considerarmos um tempo genérico, podemos representar §V no sistema cartesi-
ano por meio da relagao
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L Ox; .
dxi = i dei e; (3.11)
X0i
Z A
A .
—
de3 deZ
> d_)
—
X —
del 3 dxz
—> —_
To dx1
T'(ro, t)

X

Figura 3.6 Efeito da dilatagao em um elemento de volume a partir de um sistema de coordenadas.

Fonte: elaborada pelos autores.

ou seja,

. ox .
dx1 = - del e;
8x01
iy = 2 oy
Xo = —— dxqp2 €

0xg J

L Oxg .

dX3 = — ClX03 €k
(9)60

Como, de fato, o volume é dado por

0V = dX; - (dXa X dX3) (3.12)

oV = Eijk_.__ dxo1dxgodxps (3.13)
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d 6)6, {)xj Oxy
onde a expressao €ijk (9x01 (9x02 Ox03

volume material, que, por sua vez, é dada por

éxl c’)xl 8)61

O0xp1  Oxp2  Oxp3
0xo  Oxo  Oxo

Oxg1 Oxga  0xp3
Oxg3  O0x3  Ox3

O0xp1  Oxp2  Oxp3

consequentemente,

oV =JoVy

representa a matriz jacobiana J do movimento do

(3.14)

(3.15)

Para condicdes de escoamento isocorico (isovolumétrico), onde 6V = 6V,
independentemente de sua forma, J é igual a 1. Porém, é importante ressaltar que
fluidos incompressiveis sempre escoam isocoricamente, pois sua densidade sempre se
mantém constante. Em contrapartida, fluidos compressiveis podem ou néo apresentar

comportamento isocorico.

Ao tomarmos as posi¢des exemplificadas anteriormente, temos:

0 ay 0z
dx = d)?l 8—XOdXO€1 + 8—de€2 + 8—0de63

- § 2 N A A
di1 = e2" dxpé1 + 069 + 063

0 0 0
d5 = dy = ——dyoé1 + ~>dyoés + ——dzoé3
dyo dyo dz0

d)_fg = Oél +1 dyoég + Oég

Como a componente z é nula, podemos concluir que

7 =20, logo

- - A a A a A
dz = dx3 = —xdzOel + —ydz()eg + —Zdz()eg
0720 020 0z0



Cinematica dos meios deformaveis 89

d)_f‘g, = Oél + Oég +1 dZoég

Consequentemente,

5V = (€21 1)6Vp

Isso mostra que o elemento de volume sofre uma variacio temporal a uma
taxa exponencial na dire¢do x, sendo nulo nas outras componentes.

1 1 1

J .

~ 4,48 y 7 y
~ 6,14

x x x
Figura 3.7 Exemplo da variagao volumétrica do elemento de volume em funcao do tempo

3
descrita por 6V (¢) = (eitz) 6Vp.

Fonte: elaborada pelos autores.

3.6 EQUACAO DIFERENCIAL DA CONSERVACAO DA MASSA

A variagdo volumétrica em relagdo ao tempo de um elemento de volume pode ser
dada por

d—V=/ A-UdS (3.16)
dt S(t)
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Ao aplicarmos o teorema da divergéncia, temos

d—V=/ V.-Udv (3.17)
dt V(t)

Se considerarmos o limite do tempo tendendo a zero, concluimos que

d - -
—6V =(V-U)6V (3.18)
dt
d ( 6V - - o0V
—|—|=(V-U) — 3.19
dt (5‘/0) ( )(5V0 ( )
Como oV = JoV),
dJ > o
—=JV.U 3.20
T (3.20)

Assim, concluimos que o divergente de U pode ser reescrito na forma

- 1dJ 1 d
V- U=-2"2-_"_2 3.21
v J dt 6th(6v) ( )

Por exemplo, para um escoamento isocdrico, J = 1, temos
V-U=0 (3.22)

ou seja, o divergente de U representa a taxa de variacdo do volume material por
unidade de volume. Se considerarmos que 6V = dm/p, obtemos

om _ jom (3.23)
Y PO
ou
po=Jp (3.29)
Por definicéo,
d
U (3.25)

dt
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Logo,
d
—(Jp)=0 3.26
. Up) (3.26)
Com base na jacobiana,
dp dJ
J—+p—=0 3.27
ar " Par (3:27)
d - -
JL L oV T =0 (3.28)
dt
dp > o
P (3.29)

Outra forma é dada pela substituicdo da derivada material na Equagéo (3.29). Assim,

0

i}

p+pV-U=0 (3.30)

<]l

+U -

D
iy

—

Ao lembrarmos que p% U+U- %p =V (p U ), obtemos entdo a equacao diferencial
da conservacao da massa:

ap

o+ V- (pU) =0 (3.31)

3.7 TEOREMA DO TRANSPORTE DE REYNOLDS (TTR)

O estudo de uma propriedade contida em um determinado elemento de volume ao
longo do tempo é extremamente dificil, para ndo dizer quase impossivel. Dessa forma,
nio devemos nos concentrar em um elemento de fluido especifico, mas sim sobre no
movimento total de um fluido ao longo de um dispositivo ou estrutura contidos em
um volume de controle. Em suma, desejamos transformar as equac¢des de um sistema
lagrangiano para um sistema euleriano. Vamos considerar uma propriedade ¢V por
unidade de volume. Temos

d d
< dydV=— [ ¢yJadvp (3.32)
dt V() dt Vo
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d (4% B doy
dt ((ﬁv]) dvy = / ((ﬁvE + JW) dvy = '/‘;0 (¢VV U + _d )JdVo
d dv )
— dv = V.U|av 3.33
i v dv /V(t)( 7 + ¢y (3.33)

ou, transformando o segundo termo da Equacao (3.33) de integral de volume para integral
de superficie usando a Equacéo (2.45):

d 0oy .~
< by dV = O avs [ (h-0)pyds (3.34)
dr Jy V() o S(1)

do d . =

— = — oy dV + (n : Ur) oy dS (3.35)

dt dt V(t) S(t)

——
Taxal <(iie variag§ (:1 d Taxa de variagdo temporal Taxa liquida de fluxo
temporal da propriedade da propriedade dentro da propriedade através
do volume de controle da superficie de controle

Para podermos compreender o poder do TTR, vamos analisar um exemplo simples,
considerando um tanque de base circular cujo diametro é igual a D1 e com altura H,
cheio de 4gua contendo duas saidas também circulares com os diametros de D3 e D3,
conforme ilustrado na Figura 3.8. Vamos determinar a equacio que descreve o tempo
necessario para que o tanque seja totalmente esvaziado.

Figura 3.8 Exemplo de uma aplicacdo do TTR: teorema do transporte de Reynolds.

Fonte: elaborada pelos autores.
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Com base na Figura 3.8, podemos observar que

. dH
V1=

Nesse caso, vamos considerar que

172 = \73 = CD\/2gH
Logo,
0= / (— ni - p\_;l)dS + / (le . p\_}z)dS +/ (ﬂ?’ pVg)dS
S1 S2 S3
0= -1 - pV1S1 + fig - pVaSa + A1z - pV3S3

0=—pv1S1 + pvaSa + pv3S3

2 2 2
0= —V1D1 + v2D2 + V3D3

dH
—D? = Cp+2gH D3 + Cp+/2gH D3

dt
H 2 2
dH D3 + D3
./0 _H1/2 = A CD\IQgH
L[ D 2H
- Cp D2+D2)\ ¢

3.8 TENSOR GRADIENTE DE VELOCIDADE

Como estamos estudando a cinematica do ponto de vista dos elementos de fluido,
vamos ampliar essa discusséo e explorar a analise do movimento entre os elementos e, a
partir dai, caracterizar a deformacéo destes. Como podemos observar na Figura 3.9, a
diferenca de velocidade é dada por
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dU = U(F + dF) - U(F) (3.36)

X

Figura 3.9 Projecao dos vetores velocidade em funcao dos vetores posicao.

Fonte: elaborada pelos autores.

Considerando que os elementos de fluido estdo muito proximos entre si, concluimos

que
= - = - = a[_j
UFr+dr)=U{r)+dU =U(r) + 8_dxi (3.37)
Xi
Como
. oU .
dU = a_xidXi = dxiei . ej 8J-U,

podemos representar dU como

dU = di - VU (3.38)

onde VU é o tensor gradiente de velocidade e contém toda a informacéo necessaria para
podermos descrever o movimento de deformacéao do fluido. Assim como todo tensor, o
tensor gradiente de velocidade pode ser escrito como a soma de um tensor simétrico e
um antissimétrico. Ou seja,

6(7 = 6in éiéj = %(BLUI + (‘3jU,~)é,-éj + %(&Uj - 8_,~U,~)é,~é_,~ (3.39)

Sl
oll
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onde D e Q sdo o tensor taxa de deformacio e o tensor vorticidade, respectivamente.
Ou seja,

Yi=-D+Q (3.40)
sendo
D = 1(V0 + (VO)7) (3.41)
€
Q- L(VO - (VO)T) (3.42)

3.9 TENSOR TAXA DE DEFORMACAO
Considerando que o tensor taxa de deformacdo pode ser representado por
D =Dy, éié;, (3.43)

primeiramente vamos interpretar o significado fisico desse tensor, considerando o caso
i = j. Com base na Figura 2.9, observamos que

< () = [+ dP) - 7] (349
d, . = o =
E(dr) =U(r+dr)-U(r) (3.45)
Portanto,
i(d?) = d7 - VU (3.46)
dt B ‘

Se considerarmos que dr = ds7, temos

d o _o, d
E(ds ) =2ds T (ds) (3.47)

d d
— = —(dr - dr 3.48
2dsdt (ds) dt( 7 - dr) (3.48)
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d d d
2dsz(ds) = E(d?) -dr + di - E(d?)
d L5 2= N N L5 2=
2dsa(ds) =dr-VU -dr +dr-dr-VU
Mas, como dF - VU - dif = d7 - dF - %ﬁ entdo

d - -
2dsa(ds) =2dr-VU -dr

Ao dividirmos por ds?, temos

1d d¥ -- dr
- = .VU. .=
d dt( ) ds ds
1d dx; dx
—Z2ds) = =D+ Q) —L
s ar ) = g5 (Pis + )0
1d dx; dx; dx; dx;
— gy = l.j+(i_f y )
ds dt ds ds ds ds
. .. _ antissimétrico
simétrico
0
1 d =
—Z(ds)=7F-D-7F
Ba\ =TT

Agora, se considerarmos, por exemplo, D11 e ¥ = €1, temos

1 d R — U, o, o,
——(ds) = -D - =D = 1 =
sa®=éDa=bu=; (ax1 " Bxl) dx1

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

Com isso, concluimos que D1; representa a taxa de deformacéo longitudinal por
unidade de comprimento de um elemento de fluido na orientacdo de ;. Obviamente,
valores negativos e positivos de D1; correspondem aos fendmenos de contracéo e

esticamento, respectivamente.

Também é conveniente ressaltar que D;; representa o divergente do campo de

velocidade. Ou seja,
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Dii: —trﬁzﬁ-l_]’

Uy , 0Uy  9Us\ _
axl aXQ 5)63

Ao considerarmos o volume infinitesimal de um elemento de fluido, sua taxa de
variacdo é dada por

d d d d
E(d‘/) = E(dxl) dxodxs + dxla(dxg) dxs + dxldxga(dx;;) (3.56)
Como
d ou
—(dxl) = U1(X1 + dxl) - U1(x1) =dU, = —ldxl (3.57)
dt 0x1
d 0
—(dxg) = Us(x9 + dxo) — Us(x9) = dUs = —U2 dxo (3.58)
dt 0xo
d ou
—(dX3) = U3(X3 + dX3) - U3(X3) =dU;s = —3dX3 (3.59)
dt 0x3
Entao,
d ou oU. ou
Z(dV) = —Ldxydxadxs + —=dxydxadxs + — dx1dxadxs (3.60)
dt ox1 0x9 ax:;

Agora vamos interpretar fisicamente D;; quando i # j. Considere dois vetores
posi¢éo apresentados na Figura 3.10. Como observado, ambos os vetores apresentam
um angulo 6 entre si. Assim,

d, . . d
E(drl -dry) = 7 (ds1dso cos 0) (3.61)

dry
/
/
9 > d?z
a7, - dF,

Figura 3.10 Representacao grafica do produto escalar entre dois vetores.

Fonte: elaborada pelos autores.
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Mas:
d d d
E(d;:l -dry) = E(d;ﬁ) - dry +dry - E(dl_’)Q) (3.62)
d, . . 5L L =
E(drl . drg) = dU1 . dr2 + dl”l . dUQ (3.63)
d, . . e N e N
E(drl-er):(dr1-VU)-dr2+(dr2-VU)~dr1 (3.64)
d . e oo
E(drl -dry) =dry - dry - VU +drs - dry - VU (3.65)

Mas, como podemos escrever

d N N N N = = N N = =
E(drl ~drg) =dry - dra - (D + Q) +dre - dr; - (D — Q) (3.66)

d —
E(dﬂ -dr9) = 2d7¥, - D - dis, (3.67)

Ao aplicarmos a regra da cadeia na Equacdo 3.61, igualarmos a Equacéo 3.67 e
dividirmos por dsidsa, temos

d d do dr1 = drg
- = - — — —=9_-.D. .
(dsl) cos(0) + (dSQ) cos(0) sen(@) 7 o 5 (3.68)

Se considerarmos a condicdo de ortogonalidade entre as componentes 1 e 2, temos

d71 5 d}"Q _ 1do (3 69)
dS1 dSQ B 2 dt '
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Lembrando que

&, 1A
B _ e
35, 2T
é1- D- é9 = D19 (3.70)
1d6
D12 = —55 (371)

ou seja, D12(= D21), por exemplo, corresponde a metade da taxa de decréscimo do
angulo entre dois elementos de fluido em é; e €5. Essa interpretacdo também se aplica
aos casos D13 e Dg3. Para maior compreensdo, vamos analisar dois casos distintos,
considerando os campos de velocidade it = cxéq e il = cyé;.

- ~ aui (91/!1
Para u = cxé;, temos que — = 0, exceto — =c.
Ox; 0x1
— Dy D12 Dis c 0
Dij=|D21 D3y D33 =10 0
D31 D3z Dagg 0 0

e e e

Nesse caso, observamos que a deformacio (ou movimento) é puramente
longitudinal ou extensional.

4

L, x
e o
—————————— > o
— —_—
———— ——p

R . ou
Para u = cyey, apenas —1_ c#0.
(9)62
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_ o s o0
Dij=|5 0 0
0 0 0
pois
(9u2 8u1
Dip=2|—+—|=¢
12 2(5)61 8)62) 2
(S
6u1 auz
Dy =2|—+—|=¢
21 2(5)62 axl) 2

Indicando que a deformacéo é puramente cisalhante.

N .
4 «

| /

I P
e > Lommm - >
- -

Por fim, é importante destacar que, caso D seja nulo, o movimento é rigido, ndo

havendo nenhuma deformacéo. E, como D sempre pode ser diagonalizado, toda a
deformacao pode ser reduzida a um movimento puramente extensional, devido ao fato
de o tensor ser simétrico.

3.10 TENSOR VORTICIDADE

Com base na defini¢do matematica do tensor vorticidade apresentada na Equacéo
(3.42), podemos escrever

ou; .
“j _ Ou ) (3.72)

1 [ZZ _
€ijk i) = 5 €ijk (6x~ I
i J
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fiijij:%(€Xﬁ)k+%(€X(7)k (373)
ou seja,

€k Qi = (VX O = wyi (3.74)

que, por sua vez, corresponde ao vetor vorticidade na direcdo k. De fato, a Equagéo
(3.74) nos mostra que o tensor vorticidade aplicado em um ponto define a vorticidade
desse ponto. Vamos considerar que

Ekim Wk = €kim €ijk ij = €kim €kij Lij (3.75)
€xim Wk = (01i0mj — 010 mi) 2 (3.76)
€xim Wi = Qim — Lt = Qi + Qi (3.77)
Qi = 5 €kim Wk (3.78)

ou seja, as trés componentes da vorticidade definem por completo as componentes do
tensor vorticidade. Assim,

— 0 w3 —wy
Q=1l-w3 0 (3.79)
w9 —W1 0

Para maior compreensio da interpretacéo fisica do tensor vorticidade, vamos consi-
derar um movimento local sem a existéncia de qualquer efeito de deformacéo. Assim,

dU = d7 - VU = d7 - Q (3.80)
Como _
dr-Q = dxl- Qij éj (3.81)
dr - Q = dx; % €kij WKEj = %((T) X dF) (3.82)
Logo,
dU = 3(& x dF) (3.83)

Vamos analisar dois exemplos, considerando os campos de velocidade descritos por

s s U X s A
U=UgégeU= r;a Yeé,.
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No primeiro caso, observamos que o elemento apresenta o comportamento de
um corpo rigido, com uma velocidade angular constante Q, pois

U=Upéy =Qréy

Logo, a vorticidade pode ser dada por

- - 1
O=VxU=-0, 0¢ 0,
"lu, Uy U,
azvXU:—a—(rzg):méZ
7 Umax ~
Para U = 5 Yeé,, temos que
> o ov oU
D=VxU=|—-—]¢
¢ (5x 5y)ek
- UmaxA
w=— e
5 k

Consequentemente, a velocidade angular é

=4 U X A
Q=- ;n; ér [rad/s]
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Yy
i
X U = Unaxé;
}( - >
r< T
\\ 6‘( —> \\ ﬁ —_— 0

3.11 MOVIMENTO GERAL DE UM ELEMENTO DE VOLUME

Uma vez que o movimento de um elemento de volume pode ser descrito em termos
de seu vetor velocidade em funcéo do espago, temos

U7 +dr) = U®F) +dr - VU

(3.84)
ou seja,
U(F+diy= UF) + di-D +di-Q (3.85)
—— ———
Efeito da Efeito da Efeito da
translacio deformacio linear rotagao
e angular

Essa separacéo de componentes facilita a compreenséo e a analise do comportamento
do escoamento e é conhecida como teorema de decomposicao de Cauchy-Stokes.

A Figura 3.11 ilustra os possiveis comportamentos apresentados por um elemento de
volume durante um escoamento.
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o1 (@) 1 (b)

X] X7

X2

X, x;

Figura 3.11 Decomposicdo do movimento de um elemento de volume separado em: (a) transla-
¢ao; (b) deformacao linear; (c) deformacao angular e (d) rotagao.

Fonte: elaborada pelos autores.
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EXERCICIOS PROPOSTOS
Exercicio 3.1

Determine a derivada substancial da propriedade
#(t,x,v,2) = 2x2yz3 cos(nt).
Exercicio 3.2
Considerando um campo de velocidade dado por
[7 = 4)61‘51 - 4yt52,

e a condigdo inicial xo = yg = 2, determine a equagéo da trajetéria da particula.
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Exercicio 3.3

Um escoamento cisalhante simples é descrito pelo campo de velocidade
U =2x f .

Determine as trajetorias das particulas de fluido para esse escoamento. Considere
quatro pontos materiais definidos pelos vértices de um retangulo cujas posi¢oes
emt = 0sdo: (1,1),(1,3),(2,3),(2,1). Determine a posi¢cdo ocupada por esses
pontos materiais em ¢ = 3. Mostre em um diagrama no plano x — y a posicdo
ocupada por esses pontos materiais nos instantes t = 0 e r = 3.

Exercicio 3.4

Um campo de velocidade é descrito por
U=x(1+0)i+4y(1+1)j+6(1+1)k.
Determine:

a) A aceleracdo em coordenadas espaciais.
b) A aceleracio em coordenadas materiais.
c) Se o escoamento € isocOrico.

Exercicio 3.5

Considere um escoamento descrito pelo campo de velocidade
U=x(4x+1)j, -1<x<1.
Determine:

a) O perfil de velocidade para esse escoamento.
b) O tensor gradiente de velocidade.
¢) O tensor taxa de deformacio.
d) O esquema do perfil de vorticidade.
)

e) O tensor vorticidade.



