CAPITULO 2

Fundamentos matematicos

Este capitulo apresenta uma breve revisdo do calculo vetorial, focando desde nogoes
basicas como a definicdo de grandezas escalares e vetoriais até conceitos um pouco
mais avanc¢ados, que muitas vezes podem fugir das ementas das disciplinas dos cursos
de graduagdo — por exemplo, circulagio, teorema de Stokes e tensores. Este ultimo,
de fato, é um agente matematico de suma importéncia para o entendimento fisico das
equacdOes de Navier-Stokes. Ao longo do capitulo, além da revisdo de conceitos, exemplos
serdo apresentados com o intuito de reforcar o entendimento de cada topico.

2.1 ESCALARES E VETORES

Grandezas escalares: grandezas escalares sdo grandezas fisicas que podem ser com-
pletamente descritas por um tinico valor numérico, acompanhado de uma unidade de
medida. Elas nao tém direcédo ou sentido associado, apenas magnitude. Alguns exemplos
de grandezas escalares incluem massa, temperatura, comprimento, area, volume, tempo,
densidade, pressao, energia, entre outras. Ao realizar operacdes com grandezas escala-
res, como soma, subtracdo, multiplica¢io e divisdo, os valores numéricos podem ser com-
binados diretamente, sem necessidade de considerar a direcao ou o sentido da grandeza.

Grandezas vetoriais: grandezas vetoriais sdo grandezas fisicas que tém magnitude,
direcdo e sentido. Ou seja, elas sdo completamente descritas por um valor numérico
acompanhado de uma unidade de medida, uma direcdo e um sentido. Alguns exemplos
de grandezas vetoriais incluem o deslocamento, a velocidade, a aceleragéo, a forca, o
gradiente de temperatura, o gradiente de pressdo, entre outras. Quando duas ou mais
grandezas vetoriais sdo combinadas, é necessario considerar a direcdo e o sentido de
cada uma delas. Isso significa que as operagdes com grandezas vetoriais, como soma,
subtracdo e multiplicacdo, ndo sdo realizadas apenas com os valores numéricos, mas
também com as direcdes e os sentidos das grandezas.

Apesar de o formalismo matematico exigir a necessidade de um sistema de referéncia
para trabalharmos com grandezas vetoriais, o principio da invariancia garante que as
propriedades do vetor independam do sistema de referéncia escolhido para representa-
lo. Ou seja, esse principio assegura que um sistema de equacdes vetoriais validos em
determinado sistema de referéncia seja valido em qualquer outro sistema. Quanto
a representacéo, existe uma notagdo que usa negritos, ou setas, ou sublinhados, ou
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barras superiores, que é a mais familiar, denominada notacdo de Gibbs. Uma alternativa
de notacdo desenvolvida por Einstein, denominada notagdo indicial, que sera vista
posteriormente, usa subscritos ou sobrescritos para indicar componentes de vetores.
Notagéo matricial também é usada para vetores e tensores (entes matematicos a serem
definidos mais adiante). Exemplos da notacdo de Gibbs sdo mostrados a seguir.

Tabela 2.1 Exemplos da notagao de Gibbs

Grafica _——
Simbdlica v, V, 0, ()

Matematica™ | V=v i+v,j+vik

* De fato, existem diversas representacdes matematicas encontradas na literatura. Algumas
outras serdo apresentadas ao longo do livro.

Fonte: elaborada pelos autores.

2.2 OPERACOES COM VETORES

Toda vez que quisermos caracterizar a orientacao de um vetor, faremos isso por
meio do vetor. Um vetor unitario é um vetor com magnitude igual a 1. Ele é utilizado
para especificar uma direcdo ou um sentido em um sistema de coordenadas. Os vetores
unitarios sdo especialmente uteis em calculos envolvendo grandezas vetoriais, pois
permitem a decomposicdo de um vetor em suas componentes em diferentes dire¢des.
Os vetores cartesianos, também conhecidos como vetores unitarios ortogonais, sdo
definidos como aqueles que apontam na dire¢io dos eixos coordenados de um sistema
de coordenadas cartesianas.

Os vetores unitarios sdo uteis em muitas aplicacdes da fisica e da matematica,
como na decomposicio de vetores em suas componentes em diferentes dire¢des, na
representacdo de campos vetoriais e na resolucio de equagdes diferenciais que envolvem
grandezas vetoriais.

Um vetor unitario d, por exemplo, na orientacdo de A é definido por

|D>¢

(2.1)

Qs
1]
>

onde |f_1)| representa a magnitude de A.

J4 a componente A em uma orientacio qualquer B é dada por
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Ap = |A| cos(8) (2.2)

e sua magnitude é representada na Figura 2.1.

Ap

Figura 2.1 Representacao grafica da magnitude da projegao do vetor A orientado em B.

Fonte: elaborada pelos autores.

Neste livro, vamos considerar vetores ditos “livres”, cuja posi¢do no espac¢o nio
viola o principio da invariancia, conforme ilustracdo da Figura 2.2(a). Vetores livres
sdo vetores que podem ser movidos livremente no espaco sem alterar sua magnitude,
direco ou sentido. Ou seja, eles podem ser transladados livremente para qualquer ponto
do espaco sem que tenham suas propriedades vetoriais afetadas. Um exemplo comum
de vetor livre é o vetor posicio, que descreve a posicdo de um ponto em relagdo a um
sistema de coordenadas. Esse vetor pode ser movido livremente sem afetar a posi¢ao
do ponto em questdo. Os vetores livres sdo diferentes dos vetores deslizantes, que tém
um ponto de aplicacgdo fixo e podem ser deslocados apenas ao longo de uma reta. Esses
vetores sdo comumente utilizados em analises de estruturas e mecénica dos sélidos.

Caso os seis vetores apresentem a mesma orientacio e sentido, os vetores sio
equivalentes. Em contrapartida, se o vetor for preso a um determinado ponto, ele é
dito fixo. Ao prender-se a linha de ac4o, os vetores serdo denominados deslizantes, como

mostrado na Figura 2.2(b).

e

a a

Figura 2.2 Representacao grafica de (a) vetores “livres” e equivalentes e (b) um vetor deslizante.

Fonte: elaborada pelos autores.
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2.2.1 Adicao de vetores

De forma simbdlica, temos

- -

A=B+C (2.3)

Consequentemente, temos as propriedades:

« Comutativa:
B+C=C+B (2.4)

« Associativa:
A+(B+C)=(A+B)+C (2.5)

Graficamente, podemos representar a soma com as propriedades comutativa e
associativa, conforme a Figura 2.3.
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Figura 2.3 Projecéo grafica da soma de vetores.

Fonte: elaborada pelos autores.

De maneira geral, se conhecermos o angulo de abertura 6 entre dois vetores B
e C, podemos determinar o médulo da soma entre os vetores por meio da regra do
paralelogramo:

A= \/|E|2 +|C|2 + 2|B||C| cos(8) (2.6)
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Como 0 =1 — §3,

cos(0) = cos(m — B) = cos(m) cos(B) + sen(n) sen(B) = — cos(B)

Logo, a regra do paralelogramo pode ser expressa na forma:

A= J|BP2 + G2 - 21BIIC] cos(B)

2.2.2 Multiplicacao de um vetor por um escalar

De forma geral, temos que

-

mA=A+A+---+A

———
m vezes
com as seguintes propriedades:
« Comutativa: mA = Am
« Distributiva: (c1+ cz)g = C1A + oA

m(g+§):mg+m§

(2.7)

(2.8)

(2.10)

(2.11)

Em qualquer situacéo, a constante escalar que multiplica um vetor pode ser uma
simples constante de proporcionalidade ou uma grandeza escalar. Obviamente, o re-
sultado é um vetor que tem a mesma direcdo e sentido que o vetor original, mas com

magnitude alterada pelo valor do escalar.

2.2.3 Representacao de vetores em termos de suas coordenadas

Como toda representagio grafica de vetores precisa de coordenadas de um sistema
de referéncia, todos os vetores podem ser representados por suas componentes nas
orientacdes das coordenadas. Considerando o caso de um sistema de coordenadas
cartesiano, os vetores de base 7, j e k tém a mesma orientacdo em qualquer posicdo do

espago, conforme mostrado na Figura 2.4.
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Ao representarmos um vetor V por meio de suas componentes nas direcdes x, y e z,
temos:

‘7=vx'+vyj+vzl_<> (2.12)

onde cada uma das componentes vy, v e v, pode variar com x, y e z.

E importante ressaltar ainda que isso niio acontece em todos os sistemas de referéncia,
por exemplo, no sistema de coordenadas cilindricas ou esféricas. Por conveniéncia,
vamos adotar o sistema cartesiano representado pelos unitarios é1, é2 e é3. Assim, um
vetor V qualquer representado nesse sistema sera descrito como

‘7 = V1€1 + Voéo + V3és (2.13)

Sistemas cartesianos

=
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Figura 2.4 Troca de notagdo do sistema de coordenadas e vetores unitarios.

Fonte: elaborada pelos autores.
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2.2.4 Produto escalar de vetores

Ao considerarmos o dngulo 6 entre dois vetores U e V, temos que o produto escalar
entre eles é dado por

U-V =|U||V|cos(6) (2.14)
com as propriedades:
« Comutativa:
u-v=v.-U (2.15)
« Associativa:
U+Vv) - w=U-W+V-W (2.16)

2.2.5 Produto vetorial ou produto cruzado (x)

Vamos considerar um exemplo em que dois vetores U eV estio projetados sobre
o plano x1x9, separados por um angulo de abertura 6, com 7 sendo o vetor unitéario
perpendicular a ambos os vetores, conforme apresentado na Figura 2.5. Dessa forma,
matematicamente, o produto vetorial é dado por

7 x V= (|L7||\7| sen(e)) 7 (2.17)
A X3
UxV
7
* X5
< %
1 |UxV |

Figura 2.5 Representacao grafica do produto vetorial.

Fonte: elaborada pelos autores.
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2.2.6 Produto escalar triplo

Considerando as projecdes dos vetores U,VeW na Figura 2.6, o produto escalar
triplo é dado por

W (OxV)=W- (|z7||\7| sen(e)) i = [WIID|IV|sen() cos(o)  (2.18)

E conveniente destacar que

=—(VxU)-W
=—V-(UxW)
=—(UxW)-V
=-U-(WxV)
—
=-(WxV)-U
AXj
_)X_)“
w
4
Ve xZ
0 —
// V

o

X;

Figura 2.6 Representacao grafica dos vetores UxVeW.

Fonte: elaborada pelos autores.
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2.3 NOTACAO INDICIAL

Devido a complexidade encontrada em operacgdes envolvendo calculo vetorial, o
uso de notacdes mais simples se mostra muito vantajoso tanto na questido do tempo
gasto quanto na compreensio de tais operacdes. Se considerarmos o caso do vetor dado
pela Equagdo (2.13), observamos a necessidade da apresentacio das trés componentes
ortogonais, independentes uma da outra. Porém, na notacio indicial, esse vetor é
representado da forma:

3
V=> v, (2.19)

ou simplesmente

V= Viéi (2.20)

Agora vamos considerar a soma do produto entre os médulos de componentes
vetoriais ortogonais no espaco R?, por exemplo. Nesse caso, temos:

Ujvj = uivy + ugvo + u3vs (2.21)

ULVEW] = UIVIW] + UoVoW] + U3V3W] (2.22)

Os indices j e k nas Equacdes (2.21) e (2.22) sdo chamados de indices mudos (indices
repetidos), ao passo que o indice / da Equacéo (2.22) é chamado de indice livre (indice
néo repetido).

Para uma breve nocio da ajuda que a notacéo indicial nos oferece, o produto de u;v;
é constituido da soma de 9 termos:

uivy ugvi ugvi
uivj = uijveo Ugvo U3vV9
uivs uUgvs uUzvs

A simplicidade da notacéo indicial também nos concede algumas liberdades quanto a
manipulagéo dos indices, que, por sua vez, sdo fundamentais no tratamento das equacdes
de Navier-Stokes:

a) Os indices repetidos podem ser trocados por quaisquer outros indices repetidos que
ndo estejam presentes.



32 Introducao a mecanica dos fluidos - vol. 1

u;v; = ujvj = UpVn
UiViWj F UjViW;

UiViwi = u;v;wi
b) Nao sido permitidos mais de dois indices repetidos nas representacdes:
u;viw; = ?

¢) O nimero de expressdes que podemos associar na representacio indicial é dado por
3", com n sendo o ntimero de indices livres.

u;viTy; apresenta 9 termos (32)
u;v;Ty; apresenta 9 termos (3%)

u;v;Ty; apresenta 81 termos (34

A notagéo Ty; indica uma grandeza denominada tensor de segunda ordem, como sera
explicado mais adiante.

d) Em qualquer expressio ou equacéo, todos os termos devem possuir os mesmos indices
livres:

Uiv;j + WkAkTij = Bij

2.4 DELTA DE KRONECKER

Uma representacido do produto escalar das componentes unitarias entre dois vetores
ortogonais no sistema de coordenadas cartesiano ¢ dada pelo delta de Kronecker ¢;;,
definido como:

1, sei=j
Sij = (2.23)
0, sei#j
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Como os indices 7, j sdo livres, com ambos variando entre 1 e 3, ¢;; pode apresentar um
total de 9 valores. Consequentemente, observamos que:

éi'éj:5ij

3
0ji =Z5ii =011 + 022 + 033 =3
i=1

O;juj = Oj1u1 + djou2 + 0;3u3 = u; (contragdo de indices)

2.5 SIMBOLO DE PERMUTACAO
O simbolo de permutacio ou simbolo de Levi-Civita ¢ utilizado para a repre-
sentacdo do produto vetorial entre vetores ortonormais:
+1, se apermutacio for par (ciclica)
€jx =10, se dois ou mais indices se repetirem (2.24)
—1, se a permutacédo for impar (anticiclica)

No caso, a permutacdo pode ocorrer de duas formas: ciclica ou anticiclica, con-
forme ilustrado na Figura 2.7.

1 1
3 ) 3 2
Permutacao Permutacao
ciclica anticiclica

Figura 2.7 Caminho seguido durante as formas de permutacao ciclica e anticiclica.

Fonte: elaborada pelos autores.
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Resumidamente, temos:

€ jk apresenta 27 componentes, sendo 21 nulas e 6 ndo nulas.
€ijk = €jki = €kij = 1 (permutacdo ciclica)
€123 = €231 = €312 = 1
€ikj = €kji = €jik = —1 (permutacdo anticiclica)

€132 = €321 = €213 = —1
Para as demais configuragdes, o simbolo de permutacao é igual a zero.

éi X éj = Eijkék
€1 X ég = €123€3 = €3
€3 X €1 = €31363 = —€3

€i X €j-x = €jmbm €k = €jmOmk = €ijk

2.6 CARACTERISTICA SIMETRICA OU ANTISSIMETRICA

Grandezas fisicas representadas por agentes matematicos como matrizes e tensores
podem apresentar uma importante caracteristica: a simetria. Nesse caso, uma grandeza
T;; é dita simétrica se T;; = T;;. Caso T;; = —T};, essa grandeza ¢ dita antissimétrica.
Por outro lado, se T;; # Tj; e T;j # —T};, a grandeza nio é nem simétrica nem antissi-
métrica. Com isso, observamos que:

0;j = 0j; (simétrica)
€jk = —€jix  (antissimétrica)
Tijk = Tjix = —Tixj

(simétrica em relacdo aos indices i e antissimétrica em relacdo a jk)
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2.7 OPERACOES COM VETORES EM NOTACAO INDICIAL

2.7.1 Produto escalar
U-V=uV, (2.25)
Como as componentes sdo ortonormais, temos:

UiVj = (U,él) g (V]éj) = UiVj (él o é]) = UiVj 6ij =UV1 +UsVy + U3V3

2.7.2 Produto vetorial

(7)(‘7 = UiVj €ijk éx (2.26)

UiVj €iji éx = (Uier) X (Vié;) = UiVj(eéi X €;)

2.7.3 Produto escalar triplo

VT/ . (ﬁ X ‘7) =W,U;Vi €ijk (2.27)

WinVk Gijk = Wié,‘ Ujéj X Vkék S WinVk éi . ék X ék = WinVk éi Ejkpép

2.7.4 Identidade €-6
A relacéo entre os simbolos de Kronecker e de permutagio é dada por
5ip 6ir 61’5

€ijk€prs= 6]‘13 5jr 51'5 (2.28)
5kp Okr Oks
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A partir dessa identidade, podemos demonstrar que:

0ii  Oir Ois
€ijk€irs = |0ji Ojr Ojs| =
Oki Okr Oks

= 070 Oks + (0i0is) Okr + (Oki0ir) s
~— —
6js 5kr

— 0ki0jrbis — Okrbjs Oii —Oks0jibir
~——
3

= 6jr6ks - 6j56kr

€ijk€ijs = 0jjOks — (0js0kj)
—
6ks

= 20ks

€jk€ijk = 0

2.8 ALGUNS CAMPOS VETORIAIS

Considere um elemento de volume esférico AV (Figura 2.8), delimitado pela superficie
S e cujo centro, em relacdo a origem do sistema de coordenadas, esta localizado no ponto
P, descrito pela Equacdo (2.29):

F(X,y,2) = Xé1 + yéz + zé3 (2.29)

Ao escolhermos aleatoriamente um elemento infinitesimal de area dS, com um
vetor normal 7 apontando para fora da superficie, e considerando que esse elemento de
volume possa estar imerso em um campo escalar ¢(7) e/ou em um campo vetorial C(F),
vamos relembrar as defini¢des de alguns operadores relacionados ao célculo vetorial.
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o

ds

=S
o)

AV

Xy

Figura 2.8 Elemento de volume em torno de um ponto P imerso em um campo vetorial c
qualquer.

Fonte: elaborada pelos autores.

2.8.1 Gradiente de um escalar

O operador nabla (6), quando aplicado a um campo escalar ¢, resulta na formacio de
um campo vetorial denominado gradiente, que indica a direcéo e o sentido do crescimento
do campo ¢. Matematicamente, o gradiente de um campo escalar ¢ é definido como

> 1
Vo(F) = lim — [ ne(F)ds 2.30
¢(r) = lim —= [ i¢(r) (2.30)
Destaca-se ainda o fato de que o gradiente de um campo escalar néo é meramente
um recurso para simplificar a equagéo para a derivada direcional do campo. De fato,
tanto o comprimento quanto a dire¢do fornecem importantes caracteristicas intrinsecas
a propria natureza do campo que esta sendo considerado.

Para esclarecer ainda mais a defini¢do do gradiente, vamos considerar um sistema
cartesiano de coordenadas imerso em um campo escalar ¢, conforme mostrado na Figura
2.9. Nessa situacdo, vamos ainda considerar dois pontos distintos no campo, descritos
pelos vetores posicdo 7 e ¥ + dr. Assim:
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dr = dx1é1 + dx2é2 + dx;?,é3 (2.31)

Logo,
do = o(F + dr) — o(F) (2.32)

Como,

do = ¢(x1 + dx1,x2 + dxa, x3 + dx3) — ¢(x1,x2,X3)

0 0 0
= ¢(x1,x2,x3) + _(pdxl 0 —(’Ddxz i —(’Ddxs — p(x1,x2,X3)
axl 6x2 ax;;
0 0 0
dop = 2261+ S 60+ 22 65| - (driéy + dxaés + drsés) (2.33)
ox1 0x9 0x3

Figura 2.9 Campo escalar ¢ em um sistema de coordenadas cartesiano.

Fonte: elaborada pelos autores.
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Por definicéo, o operador nabla é dado por

- . 0 .
V() = ei(9 () =¢;0:(") (2.34)
Xi
Dessa forma,
do =Vo-di =V - (dsS) (2.35)

Com isso, obtemos a derivada direcional:

do = =
Y _Vo-5§ (2.36)
ds

Vamos considerar um caso em particular em que o vetor direcdo Sé tangente a curva
de nivel ¢, com o gradiente do campo 690 perpendicular a respectiva curva, conforme
ilustrado na Figura 2.10. Assim, a derivada direcional é igual a zero, pois em cada caso
¢ € sempre constante, ndo indicando o sentido de crescimento do campo.

Vo

—
\Y

® S
/O

S

Vo

Figura 2.10 Projecéo do gradiente e do vetor diregao em trés curvas distintas do campo escalar ¢.

Fonte: elaborada pelos autores.

Com isso, podemos chegar a duas conclusdes: 1%) o gradiente é sempre normal a
superficie do campo escalar ¢ e 2?) representa a taxa de variacao direcional desse campo
escalar ao longo do espaco.
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2.8.2 Divergente

O operador divergente (%) ¢é sempre aplicado a um campo vetorial C qualquer,
resultando na formacéo de um campo escalar e indicando a quantidade liquida de fluxo do
campo vetorial que entra e sai. Em suma, podemos dizer que o divergente de um campo
vetorial indica um valor associado a quantidade total de “nascedouros” e “sumidouros”
intrinsecos ao campo vetorial que transpassa a superficie S do volume a ser avaliado (o
que sai menos o que entra).

Dada a defini¢do matematica do divergente:
V-C#) = i L[4 C(7) dS (2.37)
EERINIUNT B '

E levando em consideracéo as caracteristicas mostradas na Figura 2.11, concluimos que:

A-C representa o fluxo de C através do elemento de 4rea superficial dS;
(7 - c ) dS representa o escoamento de C através de dS ;

f (n- C ) dS representa o escoamento liquido de C através de S.

¢

g

Figura 2.11 Campo vetorial C transpassando uma superficie S que apresenta o mesmo valor
de uma grandeza escalar, com um certo angulo 6 em relagao a normal dessa superficie.

Fonte: elaborada pelos autores.
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Matematicamente, o divergente é o produto escalar do operador nabla com o campo
vetorial. Dessa forma, temos:

V-C=(60)-(Cjéj)=é;-0(Cjéj) (2.38)

Esta é a forma geral do divergente do campo vetorial. Porém, para o caso de
coordenadas cartesianas:

%'C_Z:éi o (Cjﬁiéj +éj(9iCj)
S —
0

é; - (€j0,Cj)
= 8,- C Jj 5,' j
= 0;C;
Para elucidarmos a defini¢do do divergente dada na Equacéo (2.37), vamos exempli-

ficar um caso contendo um elemento de volume ctbico e um sistema cartesiano, como o
mostrado na Figura 2.12.

X3 /

é 3 dx3

dx,

/

—dx;

Figura 2.12 Elemento de volume cubico.

Fonte: elaborada pelos autores.
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Vamos considerar o campo vetorial

C = Clél + Cgég + C3é3

Como se trata de um cubo, vamos representar a integral ao longo da superficie
S por meio do somatério das seis faces (A + Az + - - - + Ag):

/ﬁ-@(?)ds:g/iﬁ-é(F)dA

Para a face Aq:

/ é1-(Ciré1 + Coéo + C3é3) dxodxs = Cq (x1 + %,XQ,Xg) dxodxs
Ay

Para a face As:
dx1

=~ —C1 (X1 ) ,XQ,Xg) dXQdX;J,

Somando as contribuicdes, temos:

[C1 (1 + %JCQ,X?)) — Ci(x1 - %,Xz,xs)]dmdm

A A
= [(C1(X1,XQ,X3) + ‘3—;%) — (C1(x1,x2,x3) — %—xll%)]dmd%

0A
-1 dxdxodxs
(’)x1

Ao procedermos da mesma forma com as outras quatro faces, obtemos:

- 3 3 3
/ﬁ-C(f')ds: Ci, 9C , 0Cs dxy dxadxs
Ox1  Oxg  Ox3

Como dV = dxjdxaodxs, segue que:

- o 1 -
V-C(® = lim — [ i-C(7)dA =

oC
1 " 6C2 " 6C3
AV—0 AV

ox 1 5)62 aX3
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V-C@7) = §,C
Um campo vetorial U com divergéncia nula, V.U = 0, é denominado campo solenoidal.

2.8.3 Rotacional

Antes de apresentarmos a defini¢do do rotacional e discutirmos algumas de suas
peculiaridades, convém definirmos uma grandeza chamada circulagio. Considere uma
curva fechada C delimitando uma regifo R do espaco no instante de tempo ¢ = 0, como
exemplificado na Figura 2.13. Nesse caso, fei correspondem, respectivamente, ao vetor
tangente a curva C e ao vetor velocidade junto a curva.

Ao considerarmos o elemento de curva dl, a circulagio I" é definida como:

I'c= jzf i-tdl (2.39)
C

Ao considerarmos o fato de a circulacdo poder variar ao longo do tempo, o teorema
da circulacio de Kelvin define:

[c, = jzf i-tdl (2.40)
G

O teorema afirma que a circulagio I'c, em torno de um caminho fechado em um
fluido em rotacéo é constante no tempo, desde que néo haja forcas externas atuando
sobre o fluido.

Figura 2.13 Representacao da circulacao.

Fonte: elaborada pelos autores.
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Vamos examinar trés diferentes situacdes envolvendo a obtencéo da circulacdo em
campos de velocidade em duas dimensdes. Na primeira situagdo (Figura 2.14), vamos
considerar um escoamento com velocidade i = u,,é5. Primeiramente, vamos decompor
a curva C em quatro curvas distintas com seus vetores tangentes.

I'c = / (uxZég'fl) dll+/ (MxQéQ'fQ) d12+/ (uxZég'fg) dl3+/ (MxQéQ'f4) dly
C1 C2 C3 C4

Obviamente, as componentes 7 e 73 sio perpendiculares ao campo de velocidade,
resultando que as parcelas de circulacédo das faces C; e C3 sejam iguais a zero. Ja as
componentes 73 e 74 encontram-se na mesma diregdo, mas em sentidos opostos. Dessa
forma:

IF'c =0—uylo+0+uy,ly

I'c=0

Esse resultado ja era esperado, pois, uma vez que o campo de velocidade é constante
ao longo do espaco, ndo ha como existir circulagdo nesse campo.

X3 C
A fz
< U= Uy,
< >
C3 LY a4 'Cl
>
2>
—>
, X
v
Gy

Figura 2.14 Curva fechada imersa em um campo de velocidade unidimensional constante.

Fonte: elaborada pelos autores.

Em um segundo exemplo, vamos considerar um campo de velocidade ii = zés
mostrado na Figura 2.15.
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X C
3 -9
A A
£ >
L2 S = = A
7, ! u=ze,

v

v

|

, Ly X7
\4
Cy
Figura 2.15 Curva fechada imersa em um campo de velocidade unidimensional variando na
direcdo da componente x3.

Fonte: elaborada pelos autores.

Considerando as mesmas componentes,
FC = / (Zég'fl) dll+/ (Zég'fg) d12+/ (Zég'fg) d13+/ (Zég'f4) dl4
C1 C2 C3 C4

Nesse caso,

FC = O—Zglg +0+Z4l4,

E, como [y = 4,

Tc = (Zy - 2Zo)l

O fato de o campo de velocidade aumentar linearmente em relacdo a componente
X3 tem como consequéncia a presenca de uma circulacdo ndo nula.

Por fim, vamos considerar um terceiro exemplo para sistema de coordenadas cilin-
drico. Nesse caso, vamos considerar um campo de velocidade linearmente proporcional



46 Introducao a mecanica dos fluidos - vol. 1

ao raio com origem no centro do sistema de coordenadas, com orientacdo na compo-
nente ég: il = Qr é9, como mostrado na Figura 2.16.

Figura 2.16 Campo de velocidade centrado em O com uma velocidade angular Q.

Fonte: elaborada pelos autores.

rczjfﬁ-fdz
C

Nesse caso, é importante perceber que 7 = ég e que dl = r df.Assim,
2n
Fc=j£ Qrég-égrdé
0

I'c = 27Qr?

Ao tomarmos a definicdo matematica do rotacional de um campo vetorial U qualquer:

- . 1 . T
i (VxO(@) = lim A—S/Sﬁ U7 dl = A—g (2.41)

Podemos concluir que o rotacional de um campo vetorial cuja normal a uma regiao
plana delimitada por uma curva fechada C em um dado ponto O corresponde a circulagio

do campo por unidade de area. Se considerarmos o terceiro exemplo dado na Figura
2.16, com o vetor normal sendo k, temos que:
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A-(Vxi(P) = (Vxi() -k
= (8ié; X u;é;) - éx
= 5;‘(”,‘ Giﬂél) ek
A (VXi(F) = Ouj €

o
No caso em que V X 1(7) = 0, o campo vetorial é denominado irrotacional.

2.8.4 Teoremas integrais

Alguns teoremas sdo fundamentais na compreensdo do comportamento de campos
escalares ou vetoriais em um determinado espaco delimitado, por sua vez, por uma
superficie fechada. O caso generalizado de uma classe de teoremas integrais é chamado
teorema de Gauss, dado por:

/V*¢dV:/ﬁ*¢dS (2.42)
\% S

onde ¢ corresponde a um campo escalar, vetorial ou tensorial e * a uma operacio
qualquer.

Para o caso de um campo escalar ¢ qualquer, temos:

/ VedV = /fl pdS (2.43)
v s

Se tanto o campo quanto a operagio forem vetoriais, temos:

/vXﬁdvzfﬁxﬁdS (2.44)
\% S

Ja para o caso de um campo vetorial com operacdo sendo o produto escalar, temos o
teorema da divergéncia:

/V-ﬁdV:/fz-ﬁdS (2.45)
\% S
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De fato, o teorema da divergéncia (muitas vezes chamado de teorema de Gauss) é de
suma importancia para a mecanica dos fluidos, pois mostra que “o escoamento liquido
de um campo vetorial (um campo de velocidade, por exemplo) através de uma superficie
fechada é igual a integral do divergente desse campo sobre o volume delimitado pela
superficie”.

Vamos demonstrar o teorema da divergéncia por meio de um exemplo, considerando
um campo de velocidade dado por: U = xé1 + yé, + zé3 atravessando uma casca
semiesfera de raio unitario R = 1, conforme ilustrado na Figura 2.17.

Nesse caso, a superficie S é constituida por duas partes distintas: a tampa
(localizada sobre o plano x;x2) e a superficie da semiesfera. Logo, o escoamento
liquido através de S é dado por:

/ i~ U dS = / fitampa - U dS + / fisemiest - U dS
S S,tampa S,semiesf

onde:
ﬁtampa = —és, Asemiesf = X€1 + y€2 + z€3

/ ﬁtampa : [_de = / (_é?)) : (Xél + yé2 + Zé?)) ds
S,tampa

S,tampa

= / zdS =0
S,tampa

/ ﬁsemiesf‘ UdsS = / (xél + yég o Zég) o (xél + yé2 ol Zég) das
S,semiesf

S,semiesf

=/ (x2+y2 +7H)ds
S ,semiesf

= / rds
S,semiesf

47 R?

=2
5 n
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Como:

V-(?:V-(xé1+yé2+zé3):3,

o lado esquerdo do teorema é dado por:

X2

Figura 2.17 Campo U de velocidade transpassando a casca semiesférica de raio R = 1.

Fonte: elaborada pelos autores.

Na Equagéo (2.41), ao considerarmos AS tendendo a zero, podemos reescrevé-la na
forma:

i (VxU(F)dS = / iU dl (2.46)
S

Se considerarmos uma superficie aberta, orientavel e seccionalmente suave, como
mostrado na Figura 2.18, obtemos a equacéo que descreve o teorema de Stokes:
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/ﬂ (VX U(P) dS = / iU dl (2.47)

S C

as

A

n

a1 €

Figura 2.18 Exemplo de superficie aberta, orientavel e seccionalmente suave.

Fonte: elaborada pelos autores.

A conclusio a que chegamos é que o teorema de Stokes diz que “a soma de todos os
rotacionais ao longo de todos os elementos de superficie é igual & soma das projecdes
do campo vetorial em relacdo a componente tangencial da curva C da superficie, que,
por sua vez, é igual a circulacdo”.

Para reforcar essa definicdo, vamos considerar um exemplo com uma curva fechada
C, formada pelas curvas C; e Ca, como mostrado na Figura 2.19.
Nesse caso, a circulagio sera dada por
/f-ﬁ(?)dl :/ 7 ﬁ(?)dl—/ F-U®F)dl
C C, C2

Pelo teorema de Stokes, temos que
/ﬁ-(%xﬁ(?))dszf f-ﬁ(?)dl—/ i-U(F)d
S Cq Cs

Para o caso de um campo irrotacional (V X U(F) = 0), concluimos que

/f-ﬁ(?)dl:/ i-U®F)dl
C1 C2
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indicando que a integral aberta entre dois pontos quaisquer independe do
caminho. De maneira geral, para qualquer caminho escolhido, temos que

[ 706 at = oG - (i)
C
Ainda, se C for uma curva fechada, temos

ffﬁ(?)cu:o
C

Se considerarmos duas posi¢des muito proximas entre si, 7 e 7 + d7, temos
que U passa a ser uma constante, e

. F+dr
go(?+d7)—tp(?)=dgo=U/ tdl
F

Como 7dl = dr

Como dy = %gp - dr
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Com base nesse exemplo simples, podemos concluir que, para um campo irrotacional:

. U= 6(;) (o campo vetorial é igual ao gradiente de uma funcéo potencial).

iU (7) dl independe da curva C escolhida.

t-U(F)dl ésempre nula, pois U corresponde a um campo conservativo.

S-S—

x
Xy

Figura 2.19 Curva fechada C formada por duas curvas distintas C; e Ca, delimitadas pelos
vetores posicio 7 e 7.

Fonte: elaborada pelos autores.

2.9 DEFINICAO MATEMATICA DE UM VETOR

Conforme mencionado anteriormente, o principio da invarincia garante que tanto
a magnitude quanto a orientacdo de um vetor independem do sistema de referéncia
adotado. Dessa forma,

’ , . N . ~r
i€ (o vetor é o mesmo tanto no sistema ¢é; quanto no sistema é j).

Ao conhecermos as componentes U;, podemos obter as componentes U ; por meio
da relacéo entre ¢; e é;.:
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U; =Ui(é; - é;) =Ty;U;

(onde é;. - €; éigual ao cosseno do angulo 6 entre esses sistemas).

Importante: o indice j de I';; corresponde ao novo sistema de referéncia que sera
adotado.

Dessa forma, podemos definir matematicamente um vetor nas trés dimensdes como:

Um agente ou entidade matematica contendo trés componentes escalares que
se transformam segundo a representagio:

U;- = FijUi

quando o sistema de referéncia se transforma de acordo com:

’

X =Tijxi

Vamos demonstrar essa afirmacéo, considerando um vetor projetado simultanea-
mente em dois sistemas de referéncia, como mostrado na Figura 2.20.

s X
X A
777777777777771/71:1
et i\
P \
s i
. \
gl i\
= — i\
T U i \\\ X »
i
1
n i
; €2 i
é 4 8" i
2 9 ;
> + >
€1 XI

Figura 2.20 Projecdo de um vetor U sobre dois diferentes sistemas de referéncia.

Fonte: elaborada pelos autores.
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Com base nas projecdes, podemos afirmar que:
U= Uiéi = Ulél + Ugég
’ 5 TT N N ~1 A A
Ul =eq- U= (I Use; = e (U161 + UQ@Q)

~

A N A~ A
=é,-Ujé; = é5- (Ur1é1 + Uaéa)

<p

Uj=é,-
Se considerarmos que:
é1 - €} = cos(0)
é1- ¢y =cos(5 +0)
éy-¢é1 =cos(5 —0)

éq - €4 = cos(6)

Convencionando:

Fij - éi . éj,
temos:

r ér-e) éy-éy| | cos(9) cos(% +0)]| _ [cos(6) —sen(6)
Yo éa-éy éx-éh| |cos(53-6)  cos(d) | [sen(d) cos(6)
De maneira geral:
U = U;eé;

Como:

U;- =TIy;U;
e:

Ui =T Uy,

concluimos que:
4 ’
U; =Ti;TuUy

Como se pode demonstrar que:

Lijlik = 6k,
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vamos considerar j = 1 e k = 2, logo:

Ml + o192 =0

ou:
cos(8)(—sen(0)) + cos(8) sen(6) =0

Por outro lado, se considerarmos j = k = 1, temos:

Ml +Tglgr =1

cos?(6) +sen?(9) = 1

Por fim, podemos dar uma defini¢io para um vetor qualquer:

Um vetor é um agente ou entidade matemaética que associa um escalar a uma
determinada orientagio no espaco por meio da transformacao:

U =5-U

2.10 DEFINICAO MATEMATICA DE UM TENSOR

A partir da dltima definicdo apresentada de vetor, percebemos a necessidade de
associarmos um escalar a uma determinada orientagéo no espago por meio de um vetor.
Ja quando surge a necessidade de associarmos um vetor a uma orientagao espacial,
precisaremos de um agente matematico chamado tensor.

Um tensor de segunda ordem em um sistema cartesiano, por exemplo, é um
agente matematico contendo 9 componentes que se transforma conforme a
representacao:

Tllj = Ci an Tn,

quando o sistema de coordenadas se transforma de acordo com:

X;=Tijxi
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A relagdo entre um vetor e um tensor pode fornecer uma compreensio mais fisica
de um tensor:

Um tensor é um agente ou entidade matematica que associa um vetor a uma
determinada orientagio no espaco por meio da transformacao:

~

tg=38§-

el

Em suma, concluimos que:

¢ — tensor de ordem zero

U — tensor de primeira ordem U = U;¢;

T — tensor de segunda ordem T =T;;é;¢é;
— tensor de terceira ordem T =T;;ié;é;éy

Note que:

-

ti=¢é¢ -T=¢;- (Tjkéjék) = Tjkéijék = Tikék

ti =Tnér +Tizéa + Tizés

Para f; - é9, por exemplo, nos temos: #; - €3 = Tjo

2.10.1 Produto escalar

i - T = (Miéi) . (Tjkéjék) (2.48)
(u;eé;) - (Tjkéjék) = uiTjk(Sijék =u;Tiréx

T-ii = (Tjéjén) - (uié) (2.49)
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(Tjrejer) - (uiei) = uiTjkbriéj = uiTjié; = u;Ty;ex
T-TU = (Ti6i6)) - (Uméiém) (2.50)
(Tijé:€;5) - (Uxmérém) = T;jUrmb jkéiém = T;jUjméiém
U-T = (Uimérém) - (Ti;é:¢;) (2.51)
(Ukmérem) - (Tijéie;) = TijUxmbmi€xeé = T;jUriéxe;
2.10.2 Produto vetorial
i XT = u; & x Tjy. 8181 (2.52)
ui€; X Tix €jex = uiTix € jm émék
T xii = (Tjx 8;2x) % (u; &) (2.53)
(Tjx €;€x) x (u; €;) = uiTjx €xim € jém
UXT = (Ui :27) X (Tem Exém) (2.54)

Wy @) 5 U 1)) = Wl Gt oo
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2.10.3 Produto tensorial (diade)
Este terceiro produto consiste em uma operacéo entre dois vetores de dimensdes m
e n que resulta em um tensor de dimenséo m X n:

i®7v = [u][vl] (2.55)

Uy uivy uive uivs
[ui][ViT] = |U2 [Vl V2 V3] = [U2V1 U2V U2V3
us

ugvi uszvz usvs
Tomamos como exemplo:

U®V = (3e1 +4é2)(—é1 + 2¢é9)

= —3é1é1 + 6é1é2 — 4é2é1 + 8é2é2

2.10.4 Produto escalar duplo ou dupla contracao

-
-

Considere os vetores d, b, ¢ e d. Podemos formar, por exemplo, as diadicas:

Q

®b=db, ¢®d=27cd.

Define-se como produto escalar duplo ou dupla contragéo; definicéo esta geralmente
encontrada em textos de mecanica do continuo e que segue a definicio original de Gibbs:

db:éd=(a-&b-d) (2.56)

((,_i . E)(Z . j) = aiéi . Ckék bjéj . dlél = a,-bjckdl 6ik6jl = aibjc,-dj

Realizando uma dupla contragio entre dois tensores de segunda ordem, ResS,
teremos:

=l

: E = Rijéiéj . Sklékél = RijSkl éi . ék éj . él = RijSkl 5,‘]((5]'1 = RijSij (2.57)
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A dupla contracéo entre duas diadicas ou entre dois tensores de segunda ordem
da origem a um escalar. Uma segunda defini¢ido de duplo produto escalar ou dupla
contracgdo é encontrada em varios textos de mecéanica dos fluidos, na forma:

Gb:éd=(a-dyb-?o (2.58)

(Zi . d)(b . E) = aié,- . dlél bjéj . Ckék = aibjckdl 6i16jk = aibjdei
Esta segunda definicio é equivalente a primeira definicio fazendo a dupla contracéo:

ib: (A =adb:.dé=(a-d)(b-7 (2.59)

Em textos de mecénica dos fluidos, usando coordenadas cartesianas, os duplos
produtos escalares geralmente encontrados sao feitos entre tensores simétricos, e a
primeira ou a segunda defini¢do leva a resultados idénticos. Em cada texto, deve-se
seguir a definicao adotada pelo autor. Alternativamente, pode-se obter a dupla contracao
entre dois tensores de segunda ordem como o trago do tensor obtido de uma contracéo
simples entre o transposto de um deles e o outro.

= = =T = = =T =T — = =T
R:S=tr(R -S)=tr(R-S )=tr(S -R)=tr(S-R )

Em suma, concluimos que:

« -V — tensor de ordem zero ou um escalar.

XV — tensor de primeira ordem ou um vetor.

L]
<

-

« U®V — tensor de segunda ordem ou diadica.

e« db:d — tensor de ordem zero ou um escalar.

e« R:S — tensor de ordem zero ou um escalar.

2.10.5 Tensor simétrico e antissimétrico

Todo tensor de segunda ordem pode ser decomposto em um tensor simétrico e outro
antissimétrico. Por defini¢do:
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« Se T;j = Tj;, o tensor é simétrico (S;;).

 SeT;j = —T};, o tensor é antissimétrico (4;;).
Assim:
TijZSij+Aij (2.60)
onde: _——
s + .e
3] Jt
= (2.61)
e: _——
A= —L—L (2.62)
2
2.10.6 Tensores especiais
O tensor transposto de 7;; é definido como:
=T
T =Tjiéié; (2.63)
Observe que:
= =
u-T=T -u

O tensor identidade (simétrico) e o tensor permutacio (antissimétrico) sio dados
pelas Equagdes (2.64) e (2.65), respectivamente:

I=06j¢é;é; (2.64)

Ml

= Gijk éiéjék (2.65)

O conceito de isotropia esta relacionado com a independéncia de uma grandeza
em relagdo a sua orientacio espacial. Um tensor é considerado isotropico se suas
componentes nio se alteram com a rotagéo do sistema de coordenadas. Ainda, em
relacdo a isotropia, podemos destacar que:
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a) Todo tensor de ordem zero é isotropico.

b) N&o existem tensores de primeira ordem que sejam isotropicos (com excecgao do
vetor nulo).

c) Todo tensor de qualquer ordem ¢é isotropico se suas componentes forem nulas.

d) Todo tensor isotropico de segunda ordem pode ser escrito como um multiplo de
um tensor identidade:

U=al

e) Todo tensor isotropico de terceira ordem pode ser escrito como um multiplo de
um tensor permutacao:

U=pEe
f) Todo tensor isotropico de quarta ordem pode ser escrito como uma combinagio
linear:

U=ad;ij6u +BOikdji+y8idk

Todo tensor simétrico de segunda ordem pode ser representado na forma:

1l
Il
S|
~I1

(2.66)

onde o corresponde a uma grandeza escalar. Mas, para isso, um sistema de coordenadas
ortonormal deve ser encontrado, no qual os vetores associados pelo tensor as direcdes e
sentidos dados pelos eixos de coordenadas sejam paralelos a esses eixos. Esse sistema
de coordenadas é chamado de eixo principal do tensor. Se considerarmos & o vetor
alinhado ao sistema de eixo principal do tensor, temos:

§-T=cd (2.67)
Pela notacéo indicial,
ﬁiTij = U(Sijﬁi (2.68)
ou
(T” - 0'5,'_1') 1?,' =0 (2'69)

Uma solucéo néo trivial serad possivel se considerarmos nulo o determinante das
componentes entre parénteses junto ao lado esquerdo da Equacéo (2.65).
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Ti1 Tio Tis 1 0 0
det| [To1 Toe Tos|—oc (0O 1 0f]=0
151 T30 T33 0 0 1

€ijk (Thi — 061;)(Toj — 062;) (T3 — 063k) = 0

Cuja solucéo é dada pela equacio caracteristica do tensor,

o —Lol+Lho-13=0 (2.70)

onde I, I3 e I3 correspondem aos trés invariantes do tensor.

e [ =T;; =T +Tog+Ty3 =tr T (traco do tensor T)

p— :2
7, = LT TiTji) _ (2 T—trT )
L] 2 —_— 2 _ 2

o I3 = € TiToT3; = detT

Ao obtermos as raizes de o; (autovalores de T'), podemos reescrever o tensor na
forma:

Ty To Ti3 opr 0 0
T21 T22 T23 =10 ()] 0 (2.71)
T3y T30 Ts3 0 0 o3

Dado um exemplo de tensor
2 0 4
Uij = 0 3 1 5
1 50

vamos encontrar um sistema de coordenadas onde tal tensor pode ser reescrito

na forma de um tensor diagonal.
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Logo,

det| O 3—-o0 1 :—0'3+50'2+80'—22:O,

cujas solucdes sdo:

_7+V5 _7-5

==X
o1 5 (o) 5 o3
Assim, o tensor pode ser reescrito na forma:
e 00
Uj=1 0 %5 0
0 0 -2

2.10.7 Sistemas de coordenadas curvilineas ortogonais

Como mencionado anteriormente, o principio da invariancia garante a imutabili-
dade de um vetor independentemente do sistema de coordenadas adotado. Em muitas
situacdes, sistemas curvilineos ortogonais (ndo cartesianos), como coordenadas cilin-
dricas ou esféricas, podem ou devem ser adotados para a analise de um determinado
problema fluidodindmico. Sabemos que, em sistemas cartesianos, um vetor de base qual-
quer independe de sua posicdo, e a variacdo de uma de suas componentes em relacdo a
um dos eixos ortogonais é nula. Ou seja,

;6 =0

Contudo, se ;¢ ; nao for nulo para qualquer valor dei e j, esse sistema sera chamado
de curvilineo. Para um sistema polar, por exemplo, temos

0ré, =0ré9 =0

0gég # 0
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0gé, # 0

Consequentemente, para expressarmos as equagdes vetoriais em um sistema de
coordenadas curvilineas, precisaremos de uma expressio para o operador nabla, bem
como a dependéncia dos vetores de base em relagio a posicéo.

2.10.7.1 Determinacao do operador nabla

A partir do vetor posic¢do no novo sistema de coordenadas,

F= F,-uiél- (2.72)

onde F; representa um fator de escala. Ja que as componentes u#; podem nio corresponder
a dimensdes do sistema, podemos expressar dr no novo sistema de coordenadas:

d? = Fi dl/ti éi (2.73)
Convém destacar que, para um sistema cartesiano, temos:
(d7 - d7) = (dx1)? + (dx2)? + (dx3)? (2.74)
Ja para o sistema curvilineo:

(d7 - dF) = (Fidu1)? + (Fadus)? + (Fsdus)? (2.75)

Como a variacédo de dx; em termos das variacdes das componentes du;, por exemplo,
é dada por:

5)61 8)(?1 axl
dxy = —du; + —dus + —d
Al ouq L Ous = ous S
de forma geral, temos
0
Ay = 2 gy j (2.76)

éuj
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Logo,

0xm 0xXm
(87jduj) ((9 kduk) = Fl-2 du;du; (2.77)

Ja na forma de um produto escalar, temos

0Xm 0x,
(au] du; em) . (8 ” ) = Fi2 du;du; (2.78)

Oxm . Oxp
(Lem)-( al en) dujduy = F du;du;
duy

oF oF
(—rém) : (TFen) dujduy = F2 du;du;
k

Uma vez que esse sistema curvilineo é ortogonal (i # j), temos

or or
(a—ul) . (a—uk) = 0 (2.79)

Na Equagéo (2.73), somente os termos j = k permanecerio.

2 2 2
Ox1 )", (2x2) (2%
5%1 aul 8u1

ox1\® (0xg)\®  (0x3\° 2 p202 242, 22

7 dxy | dxo | dxs \?
2 st gr2 a4
duy + ((’Mg) +(8u2) +(6u2)

6u3 6u3 6u3

Como as coordenadas sdo independentes, concluimos que o fator de escala é dado por

_ axl 2 8X2 2 6XS 2
Fl_\/(a_ui) () (2 250
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Agora vamos definir a representacio de d7 no sistema com as componentes u;, com
base no sistema de coordenadas polares apresentado na Figura 2.21.

X
ZA
€o
eT’
" T/
€2} |
0, 1 >
é]_ x]

Figura 2.21 Sistema de coordenadas polares.

Fonte: elaborada pelos autores.

Nesse caso,
x=x1= r cos( 6 )
~—— ——
uy us
y=xo=rsen(d) = xo=ujsen(us)
Logo,

ax1\>  [0x2)?
Fi = Ay L1222 - \/COSQ(I,LQ) +sen?(ug) =1
ouy Ouy

(9142 6_u2

2 2
Fa = \/(%) " (6)62) - \/(—”1 sen(ug))® + (uy cos(uz))?

= uV(—sen2(us)) + cos?(uz) =uy = r
Entao, nesse caso:
dr = F1 duq él + F5 dusy éQ

dr =dré, +rdbég
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Como dF est4 associado a uma funcéo potencial ¢, temos

(") ")
dp = ——duy + ——duy + ——d
(%) (9u1 up + (9142 us + aug us

Entao,

- 0 0 0
(F1duyé1 + Fodugés + Fzdusés) -V = —Sodul + —SoduQ + —(pdug
aul (9142 8143

E, ao multiplicarmos a componente é; pelo gradiente de ¢, temos

> 1 dyp
5. . Vo = ——=
¢ ¢ Fi (914,-
Logo,
> 1 690 N 1 6‘,0 N 1 690 N

Vo 7€

= — e+ ——e2+
F1 (9141 ! F2 (91/!2 2 F3 61/!3

(2.81)

(2.82)

(2.83)

(2.84)

Em suma, temos o gradiente nas coordenadas polar, cilindrica (Figura 2.22(a)) e
esférica (Figura 2.22(b)) dado pelas Equagdes (2.85), (2.86) e (2.87), respectivamente.
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X y X
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Figura 2.22 Sistema de coordenadas: (a) cilindricas, (b) esféricas.

Fonte: elaborada pelos autores.

(2.85)
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g, Loy, g,

Vo = = + — 2.86
L PRI T AL RS (286)

op . 10¢ . 1 dy.
Vo=—26, +-—— - 77 2.87
¢ 6re * r('36€9+ rsen(0) (3(,06"7 (2.87)

2.10.7.2 Determinacao da dependéncia dos vetores de base

Por fim, precisaremos analisar a dependéncia dos vetores de base em relacdo ao
sistema de coordenadas. Observando as projecdes dos vetores unitarios da Figura 2.21,
temos:

é, = é1c0s(0) + e sen(0)

ég = —e1sen(0) + é5 cos(0)

Dessa forma,

de, 0éqg
or  ar
Porém,
Py
% = —e1sen(f) + éxcos(f) = ég
96
% = —él COS(@) - é2 Sen(e) = _ér

De forma geral, podemos escrever:

0é; ¢ejOF;
(’)uj a Fi 8”1‘

~6i;VF; (2.88)

onde é;, ¢ e VF; pertencem ao novo sistema de coordenadas.

Assim, podemos reescrever o divergente, o rotacional e o laplaciano de um escalar
da seguinte maneira:
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S 1 0 0 0
V.-V= —(FyF3Vy) + — (F1F3Vo) + — (F1F5V: 2.89
FiF P, [aul( 2 F3V1) (9142( 1F3V2) 6u3( 1F2 3)] (2.89)

1 é1F1 ég9Fy é3F3

v o— o0 2 9
VxV= m Bus Bus Buz (290)

F1Vy FyVy F3Vs

1 0 (FyF3 0 0 (F1F30 0 (F1Fy 0
V- O (RRg) 0 (RFog) 0 (FFog||l
Fi1FoF3 |0up \ F1 0wy Oous \ Fy Ousy ous \ F3 dus

A dependéncia dos vetores de base pode ter implicagdes relevantes na resolugio de
sistemas de equacdes lineares e na determinagio da dimenso de um espaco vetorial. E
importante notar que a independéncia dos vetores de base ¢ uma condi¢ao necessaria para
que eles formem uma base, mas nio é suficiente. A base também deve ser ortogonal para
que possamos determinar facilmente as coordenadas de um vetor em relagéo a essa base.

Em suma, a dependéncia dos vetores de base é uma condi¢do em que pelo menos um
vetor de uma base pode ser expresso como combinagio linear dos outros vetores de base.
Isso pode ter implicacdes importantes na algebra linear e na geometria, e é necessario
para determinar um conjunto de vetores que formam uma base em um espaco vetorial.

Existem outras operacgdes envolvendo o operador nabla que sdo de interesse em
mecénica dos fluidos, por exemplo, a operacéo de produto diddico entre nabla e um vetor
e a divergéncia de um tensor, definidas como VV e V - T, respectivamente. Se usarmos o
operador para um sistema de Coordenadas nio cartesiano, podemos demonstrar que o

a7p ,
tensor VV = Z ( é; + VJ Fx ) é:

vp=&
1

+ — + — _—
6u1 F2 61/12 F3 8143 61/!1 F2 6142

(6V1 Vo 6F1 Vs 6F1) . (6V2 Vi 8F1) R (c')Vg Vi 8F1) R
-— el + e9 + es

é2>(5V1 VQaFg)A (avg Vs OFy VlaFg)A (aV3 VQaFZ)A‘
+ —-=—= + é3

_— — + +
81/!2 F1 6”1 (91/!2 F3 aug F1 61/!1

és| (v VsOFs\ (Ve Vs OFs\ . (Vs ViOFy Vo OFs é‘
Ous Fs dus 3

ous Fp0u ous Fp0u1 Fsdus

(2.92)
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Matematicamente, (VV)T é o gradiente do vetor V como definido em textos de
mecéanica do continuo. Em coordenadas cartesianas:

e e], grad(V) = —éiéj,

W=
axl 0x;

que é o mesmo resultado de (Vf/)T.

De maneira analoga, podemos demonstrar que o divergente de um tensor de segunda
ordem é o vetor:

= él
V- T= — (Fo F3T: + —(F3F1 T
FiFoF; E)ul( 2 F3T11) ( 3F1T21)
oF OF
+ —(F1F2T31) + Fy [Tig=— — T33——
B us 81/11
0F, oF,
+Fy (T2t -1 +
3( 250 225u1)
P (F2F3Ti) + (FFT)
FiF,Fs 8u 2 F3T1o 3F1 T2
OF oF
+—(F1F2T32)+F3 To1— —Tj1—
8 ui 8u2
0F, 0F3
+Fy Ty 22 - T +
1 ( 25~ T 5”2)
P (FFT)+ (FFT)
AF 2F3T13 3F1To3
OF OF:
+ —(F1F2T33) +Fy [Tp==2 —Tp=—2
ou us au
OF OF
+ Fy T31—3—T11 L (2.93)
ou ui aug
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EXERCICIOS PROPOSTOS

Exercicio 2.1

Prove as seguintes igualdades utilizando a nota¢io indicial:

a) (U-W)V—-U-V)W=UXx(VxXW)
b) aVB + BVa = V(apB)

c) U-Vo+¢V-U=V-(pU)

d) V- (aVB - pVa) = aV?B - V3«
e) (VXU)+ (Vo) xU =Vx(pU)
f) V- (VxU) =0

Exercicio 2.2

Calcule o resultado das seguintes expressdes:

a) 0ij

¢) Sapdypday
d) ﬁixl-

e) (’3l-xj

f) €ijxdjk

Exercicio 2.3

Simplifique as expressdes a seguir e justifique aquelas que néo fazem sentido:

a) (5,‘,‘5,']‘ h) 6;uim

b) 5ik6kj i) Ea,ﬁya(luﬁ
C) €apylipily J) Sapbap

d) 6;i0:i k) €ap,08y
e) Oiklljk 1) €apy0p0y¢
f) €apyUap m) €EapyUpVy

g) Oaadpp n) 6;;0ik
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Escreva em notacéao indicial a componente ¢; da seguinte equacdo:

ﬁ:/ﬁ(pﬁ)dw/pﬁ(ﬁ-ﬁ)ds
v o s

7
| H
\.

Considerando o campo de velocidade

U= 3x22é1 - 2xy2é2 + 4y2zé3,

/ﬁ-UdS
s

onde S corresponde a uma superficie ctibica delimitada pelos planos 0 < x < 1,0 <
y < 1,0 < z < 1. Aplique o teorema da divergéncia para comprovar sua resposta.

determine

7
\.

Demonstre as seguintes igualdades:

a) Ul -u=u-U

b) trU =tr UT

c) (uxv)-U=u-(vxU)

d) tr(U+V)=trU+trV

e) V-(¢U) =gV -U+UT - V¢
f) V(¢u) = ¢Vu + (Vo)u

7
\.

Escreva o tensor de segunda ordem
T = Qélél - 3é1é3 + 4é2é1 - 6é2é2 + 8é3é1 + 5é3é2,

como a soma de um tensor simétrico e um tensor antissimétrico.
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Exercicio 2.8

Considerando a forma de VV, mostre que o seu tensor transposto é:

1[0V, VadF, V30F . .
=—|— — —— [€1é1

v)T = ==
(V) Fi\oui Fs0us F3dus

1[0Vi Vy0Fs

L _ Vool
Fo\ous Fy 0uy rez
N 1oV, V30Fs). .
—|— - =——é1¢
F3\ousg Fy 0uy 1o
N 1(oVy, Vi0F1). .
— | == - ——éq¢
Fi\our Fy0us 2
+1 (')V2+V3(9F2+V15F2 A
— | —+ ==+ =—=é9¢
Fo\Ous F30us F10uq 202
N 1[0Va V30Fs3), .
— = - =—=éq¢
F3\dus Fo dus 2
N 1(oVs Vi0F). .
—|— - ——é3¢
F1 8u1 F3 6u3 371
N 1[0V Vy0Fs). .
— | - =—=é3¢
F2 3142 F3 6u3 372
1[0Vs Vi9dF3 VodFs). .
+ = — + — + ——|€é3¢é3

Fg 31/!3 Eaul F2 61/[2
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Considere a diadica

oU;
6xi

A A

Vﬁ = €i€;j

e um tensor simétrico 7. Usando as duas formas de fazer uma dupla contracéo,
mostre que ambos os resultados sdo idénticos.

\ J

Fazendo T = VV na forma do divergente de um tensor, pode-se obter o laplaciano
do vetor V definido como

V2V (note que V2 =V . V).

Obtenha uma expressido matematica para avaliar o laplaciano do vetor em coorde-
nadas cartesianas.







