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Prefacio

A mecanica dos fluidos é uma area de estudo fundamental nas ciéncias exatas e
aplicadas, especialmente no campo da engenharia mecanica, e no centro dessa disciplina
encontram-se as equagdes de Navier-Stokes, que descrevem o comportamento dos fluidos.
Este livro nasce da necessidade de preencher uma lacuna na literatura académica em
lingua portuguesa, ao oferecer uma abordagem mais madura e aprofundada sobre como
podem ser obtidas as equacdes de Navier-Stokes, desde sua origem até as aplicacoes
préticas.

Com foco em estudantes de graduacao e pods-graduacgao das areas exatas, especial-
mente engenheiros mecanicos, esta obra procura fornecer uma sélida compreenséo das
equagdes de Navier-Stokes e dos conceitos fundamentais que as cercam. Sua abordagem
foi cuidadosamente planejada para auxiliar os leitores a dominarem esse tema desafia-
dor e essencial no estudo da mecénica dos fluidos.

O livro est4 dividido em cinco capitulos, cada um deles abordando tépicos especifi-
cos e complementares para a compreensio das equacdes de Navier-Stokes. No Capitulo
1 é apresentada a hipétese do continuo, que é crucial para a modelagem de fluidos como
meios continuos, e sua importancia no contexto da mecéanica dos fluidos. O Capitulo 2
trata dos fundamentos matematicos necessarios para o entendimento das equagdes de
Navier-Stokes, abordando operagdes com vetores, notacéo indicial, operadores diferen-
ciais, teoremas integrais, tensores e suas operagdes. No Capitulo 3, mergulhamos na ci-
nematica dos meios deformaveis, explorando a derivada material, a equagio diferencial
da conservagio da massa, o teorema do transporte de Reynolds e o movimento geral de
um elemento de fluido. O Capitulo 4 concentra-se na dindmica dos meios deforméaveis,
discutindo a conservagdo do momento linear, a hidrostatica e as forcas sobre corpos
em escoamento em regime permanente. Por fim, o Capitulo 5 explora a conservacéo de
energia em meios deformaveis, abordando a equacéo da energia mecénica, a equacédo da
energia térmica e suas aplica¢des, bem como as caracteristicas de fluidos stokesianos e,
finalmente, as equagdes gerais do movimento e energia para fluidos newtonianos.

Em cada capitulo, além dos conceitos fundamentais, sdo apresentadas referéncias bi-
bliograficas complementares para aqueles que desejem aprofundar seus estudos. Além
disso, a obra oferece uma série de exercicios de fixagdo, com o objetivo de consolidar
o conhecimento adquirido e de incentivar o desenvolvimento pratico das habilidades
relacionadas a mecéanica dos fluidos. Esperamos que este livro seja uma valiosa fonte
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de iniciacdo do conhecimento e de aprendizado e que desperte a curiosidade e o entu-
siasmo dos leitores para explorar e compreender aspectos das intrincadas nuances da
mecénica dos fluidos, impulsionando-os a buscar inovacéo e exceléncia em suas jorna-
das académicas e profissionais.



CAPITULO 1

Introducao

1.1 PRELIMINARES

A mecénica dos fluidos é o ramo da mecénica do continuo (conceito a ser introduzido
em item posterior neste capitulo) que trata do movimento de liquidos e gases (estado
fluido da matéria), incluindo o estado estacionario (fluido-estatica). O estado fluido da
matéria é o que é, predominantemente, encontrado na natureza, razio suficiente para
seu estudo em detalhes. Em uma variedade de aplicagdes de engenharia, informagoes
com respeito ao escoamento de fluidos sdo requeridas. Uns poucos exemplos em que o
conhecimento de mecénica dos fluidos é essencial para determinar o desempenho do
sistema sdo:

« equipamentos de processos e trocadores de calor em quimica e usinas de poténcia;

« turbomaquinas (hidraulica, a vapor, a gas);

« projeto de cAmaras de combustdo em fornos e motores IC (internal combustion
— combustdo interna) e ICO (internal combustion oil — combustio interna a dleo
diesel), por exemplo;

« processamento de materiais, fundicdo de metais, moldagem por injecdo de plasti-
cos;

« escoamentos geofisicos, turbuléncia atmosférica, escoamentos subterrineos;

« tecnologia aeroespacial.

Este livro abordara os conceitos e técnicas matematicas basicas necessarios para
entender as equacOes de Navier-Stokes, bem como sua interpretacio fisica e aplicacdes.
Por meio de explicacdes claras e de exemplos, o livro tem como objetivo equipar os
leitores com as ferramentas e insights necessarios para compreender o desenvolvimento
e a complexidade dessas equagdes.

O conjunto de equagdes definindo o movimento de um fluido para ser completo
requer a satisfacdo das seguintes leis fisicas:

+ Lei de conservacdo da massa.
+ Segunda lei de Newton do movimento.
« Lei de conservagdo da energia.
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Em casos mais simples, como o caso de um fluido isotérmico, o principio de conser-
vagdo de energia reduz a conservacédo da energia mecéanica. Sob tais condi¢des, pode ser
demonstrado que a segunda lei de Newton do movimento é equivalente ao principio
de conservacéo da energia. Dai para escoamentos isotérmicos, a lei de conservacédo da
energia nio necessita ser explicitamente usada na formulagéo para predi¢do do compor-
tamento do escoamento.

As leis fisicas do movimento originam equacdes que nao estdo em termos de quanti-
dades facilmente mensuraveis. Em um campo de escoamento, as quantidades mensura-
veis sdo os componentes do vetor velocidade e a pressdo termodindmica. Entretanto, as
leis do movimento sdo expressas em termo de tensdes em um elemento de fluido.

Em analise de engenharia, ¢ comum relacionar as tensdes aos componentes do vetor
velocidade, por meio de equacOes empiricas denominadas relacdes constitutivas. Essas
equacdes contém constantes indeterminadas, que devem ser conhecidas de maneira in-
dependente a partir de medi¢des em laboratdrio. Enquanto uma variedade de relagdes
constitutivas pode depender da escolha do fluido, a forma geral dessas relagdes é res-
tringida pelas restri¢des da segunda lei de termodinamica.

A segunda lei da termodinidmica impde certas condi¢Oes as constantes usadas para
relacionar a tensido aos componentes da velocidade, de modo que ha um tnico sentido
de transferéncia da parcela irreversivel da energia mecanica dissipada no campo de
escoamento para energia térmica.

A solucgio das equacdes do movimento compostas pelas leis fisicas tem como propo-
sito a obtenc¢ao dos campos de velocidade e de pressdo, em cada ponto no campo de es-
coamento e para todo tempo de escoamento. Com esses dados é possivel, entéo, extrair
informacoes tuteis tais como forcas atuando na estrutura, taxas de transferéncia de calor
de corpos aquecidos e tempos de dispersdo de poluentes na atmosfera, por exemplo.

Quando um fluido esta em movimento, ha um equilibrio entre as forcas internas
e externas que agem sobre ele. Esse equilibrio é conhecido como balanco de forgas
durante o escoamento de um fluido.

As forcas internas incluem a tenséo de cisalhamento, for¢a viscosa e forca relacionada
a pressdo. Resumidamente, a tensdo de cisalhamento é a forca que surge quando duas
camadas de fluido se movem em velocidades diferentes. A forca de viscosidade, por sua
vez, ¢ a forca que surge devido ao atrito interno entre as moléculas do fluido. E, por fim,
a componente relacionada a pressio corresponde a forga que surge como resultado da
diferenca de pressédo entre duas regides do fluido.

Ja as forgas externas podem incluir a forca gravitacional, a forca de arrasto, a forga
de empuxo e a forca eletromagnética, por exemplo. Em um escoamento qualquer, o
balanco de tais forcas é fundamental para descrever o comportamento do um fluido.
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Se as forgas internas forem maiores do que as for¢as externas, por exemplo, o fluido
fluird sem interrup¢do. Porém, se as forgas externas sobrepujarem as internas, o fluido é
impedido de fluir, ocorrendo assim sua estagnacio.

O balanco de forcas também é importante para determinar a velocidade do fluido,
bem como a energia térmica e as espécies transportadas. Para tanto, torna-se necessario
o uso de um modelo matematico robusto que possa descrever o comportamento de
cada componente envolvida em um escoamento. As equagdes de Navier-Stokes sao
fundamentalmente equacdes de conservagio que regem a variagdo de cada uma dessas
componentes ao longo do tempo e do espaco. Em suma, essas equagdes descrevem a
conservacdo da massa, da quantidade de movimento e da energia para um escoamento,
seja ele compressivel ou néo.

1.2 CONSERVACAO DA MASSA

A conservagido da massa é uma das leis fundamentais da fisica que se aplica ao
escoamento de fluidos. Essa lei estabelece que a quantidade total de massa em um
sistema fechado deve permanecer constante ao longo do tempo. Em outras palavras, a
massa nio pode ser criada nem destruida, apenas transferida ou transformada.

Em um escoamento, a conservagéo da massa é expressa pelo principio da continui-
dade, que estabelece, em regime permanente, que a massa que entra em uma regifo deve
ser igual a massa que sai dessa mesma regido. Isso significa que a quantidade de fluido
que flui através de uma secéo transversal de um tubo, por exemplo, deve ser constante
ao longo de seu comprimento. Na situagio de regime ndo permanente, a quantidade
de massa que escoa para dentro de uma dada regido (denominada volume de controle)
menos a quantidade de massa que escoa para fora deve ser acumulada naquele volume.
Caso o sinal da acumulacéo seja negativo, isso significa que sai mais massa do que entra.

Para entender como a conservagio da massa é aplicada em um escoamento, podemos
considerar um tubo com uma secéo transversal de area A e um fluido escoando através
dele com uma velocidade v. A massa do fluido que passa através da secdo transversal
em um intervalo de tempo At é dada por:

Am

— = pAv 1.1

A =P (1.1)
onde p é a densidade do fluido. Essa equagio indica que a variacdo temporal da massa que
passa através da secdo transversal é igual ao produto da densidade, da area transversal e

da velocidade do fluido.
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De acordo com o principio da continuidade, em regime permanente, a massa que
entra na secdo transversal deve ser igual a massa que sai dela. Isso significa que a taxa
de fluxo de massa que entra é igual a taxa de fluxo de massa que sai, ou seja:

pAV(entrada) = pAV(saida) (1‘2)

1.3 CONSERVACAO DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO

A conservacao da quantidade de movimento é mais uma das leis fundamentais da
fisica que se aplica a mecénica dos fluidos. Essa lei estabelece que a quantidade total de
movimento em um sistema fechado, por exemplo, deve permanecer constante ao longo
do tempo, a menos que haja acdo de uma forca externa.

Na mecénica dos fluidos, a conservacédo da quantidade de movimento é expressa pela
equacio de Navier-Stokes, que descreve o movimento de um fluido viscoso. Essa equacéo
estabelece que a forca resultante que atua sobre um fluido é igual a taxa de variagdo da
quantidade de movimento por unidade de volume, e é dada muito resumidamente por:

(pU); + V- (pUU) = =VP + V2(uU) + f (1.3)

1.4 HIPOTESE DO CONTINUO

Em meio a indmeras tentativas de definirmos um fluido, deparamos com uma certa
(e por que nio dizer uma irritante) dificuldade. Em contrapartida, somos mais atraidos
para as conhecidas caracteristicas apresentadas pelos fluidos. Alguém pode muito
bem ressaltar que “fluido é tudo aquilo que escoa e se deforma”. Mas, no geral, tudo
escoa. Os sélidos, por exemplo, escoam “muito pouco” quando submetidos as forgas
n#o equilibradas e ainda tendem a recuperar suas formas originais quando tais forcas
sdo removidas. Além do mais, assim como os fluidos, os s6lidos se deformam quando
submetidos a determinadas forcas.

Porém, os fluidos escoam, por menor que sejam as magnitudes das for¢cas ndo
equilibradas, e nao recuperam sua forma original com o cessamento dessas forgas.
De fato, uma “boa” defini¢do de fluido nio é algo trivial e, para nossa sorte, algo
tdo necessario. O estudo de um fluido estd diretamente relacionado a analise de seu
comportamento e de suas caracteristicas, obrigando-nos a trabalhar com conceitos
matematicos e fisicos. Neste livro, exploraremos os fluidos com base em seus aspectos
gerais, considerando suas origens, descri¢éo e consequéncias. Para tanto, faremos uso
da linguagem matematica, na qual cada simbolo, entidade, operacéo etc. estara, em
geral, associado a um significado fisico.
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Como ponto de partida, assumiremos que a matéria que constitui o fluido é
continua. Queremos, com essa hipétese, associar a cada ponto identificavel do fluido
uma particula de fluido ou elemento de fluido. Fisicamente, sabemos que a matéria ndo
é continua. Porém, uma simples analise considerando a teoria cinética dos gases indica
a ordem de grandeza do nimero de moléculas de ar contidas em um volume delimitado
por um cubo com 1 mm de aresta. Nesse caso, em condi¢des normais de temperatura e
pressdo (20 °C e 1 bar), temos N = 3 X 1016 moléculas.

Com isso, alguém pode se sentir encorajado a questionar a necessidade do uso da
hipoétese do continuo, considerando que poderiamos estudar a mecénica dos fluidos
investigando a dindmica de cada molécula do ar. Mas sera mesmo? Vamos considerar
uma situaciio envolvendo apenas a contagem do niimero de particulas contidas em 1mm?

realizada por um computador cuja velocidade de leitura V; é igual a 10° moléculas/s.

Nesse caso, o tempo necessario para essa tarefa é dado por:

N 3-106
> = — =3-10' s ~ 964.5 anos
L

Ou seja, 0 uso de métodos envolvendo dinamica molecular para o estudo da mecanica
dos fluidos acarreta a necessidade de dispéndio de tempo. Ressalta-se ainda que esse
tempo computado se refere tinica e exclusivamente  leitura das 3 x 1016 moléculas, sem
considerar os calculos relacionados a dindmica de cada uma, o que leva a necessidade
de um tempo ainda maior. Outro aspecto importante estd no fato de que estamos
focados apenas em 1 mm? de ar em condi¢bes de temperatura e pressio constantes, e
isso praticamente ndo tem aplicacdo em problemas reais de engenharia. Por isso, o uso
da hipoétese do continuo ainda corresponde a melhor op¢do que temos para o estudo
da fluidodindmica. Todavia, a hipdtese do continuo é razoavel quando nos menores
volumes de interesse do escoamento houver um grande niimero de moléculas do fluido.

Para investigarmos a validade da hipétese do continuo, vamos partir da defini¢do de
densidade:

Am

= 1 —_— 14
A AV (1.4)

P
onde AV — 0. A Figura 1.1 apresenta uma ilustracio simples do comportamento da
densidade em funcio da variacdo do volume de fluido. Observa-se que ha um limite
minimo AV} no qual a densidade deixa de ter um valor constante e comeca a apresentar
flutuacdes em sua magnitude. Esse limite inferior corresponde a minima variacéo de
volume para que a hipétese do continuo seja considerada valida. Para o caso do ar em
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condi¢des normais citadas anteriormente, AV; e AVs apresentam ordens de grandeza de
1072 mm e 10 mm, respectivamente. Ou seja, para estudarmos problemas de engenharia
com escoamento de ar, ndo precisaremos considerar elementos de fluido menores que
1073 mm, o que torna o custo computacional, por exemplo, muito menor.

Essa mesma ordem de grandeza encontrada para a aresta de um elemento de fluido
do ar pode ser obtida por meio da teoria cinética dos gases, a partir da aproximacio entre
a viscosidade cinemaética v, a velocidade do som ¢ (~ 340 m/s) no meio e o caminho
livre médio entre as moléculas &, de tal forma que a ordem de grandeza da viscosidade
sera v ~ cé.

Pela definicdo de viscosidade cinematica:

y=H (1.5)

Jol

onde yu representa a viscosidade dindmica, temos para o ar, sob condi¢des normais:

~ 1,8x107° [Pa- 5]

~ 10—5 2
1,2 [kg/m’] e
107°
a@@@
p

I

(L
av, AV, AV

Figura 1.1 Perfil da densidade do ar observado em elementos de volume de diferentes tamanhos.

Fonte: elaborada pelos autores.
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Na realidade, a distincia entre as moléculas do ar é, em média, 25 vezes menor do que
&. Assim, para um cubo com 0, 1 um de aresta, podemos calcular o nimero de moléculas
como igual a 253 (= 15.625), o que acarreta um erro médio de aproximadamente 0, 8%
no calculo da densidade. Em suma, o tamanho do elemento de volume a ser escolhido para
garantir a precisio no calculo das propriedades locais (temperatura, pressdo, densidade,
viscosidade, entalpia etc.) deve ser suficientemente pequeno em escala macroscopica e
grande em escala microscépica.

De fato, a mecénica estatistica pode ser uma abordagem bastante poderosa para
entendermos o comportamento de sistemas fisicos constituidos de um grande nimero
de particulas. Porém, aplicar essa abordagem a mecénica dos fluidos é uma tarefa
extremamente desafiadora. Uma das principais dificuldades, por exemplo, esta no fato de
que as equagdes da quantidade de movimento sio altamente nio lineares, para as quais
as solucdes analiticas raramente sdo obtidas. E, quando séo, diversas simplificagdes e
suposi¢des tornam-se necessarias.

O comportamento turbulento de um fluido, por exemplo, é complexo e cadtico, o
que dificulta a previsdo precisa de sua dinidmica. Na verdade, o movimento turbulento é
frequentemente modelado usando métodos estatisticos, mas isso pode levar a incertezas
e a erros significativos nos resultados. Outro problema reside no fato de que as interacdes
intermoleculares de um fluido sdo dependentes das distincias entre as moléculas, o que
acarreta mudancas significativas das propriedades dos fluidos. Também é um desafio o
fato de a mecénica dos fluidos descrever fenémenos que envolvem muitos comprimentos
de escala, provocando um enorme esforco matematico e computacional.

Além da densidade e da viscosidade (tanto a dindmica u quanto a cinematica v),
outras propriedades importantes no estudo de fluidos séo a condutividade térmica, &, e o
calor especifico a pressdo constante, ¢ ,,. Em varios casos as propriedades sdo combinadas,
formando outras propriedades. Temos como exemplos a difusividade térmica, definida
e o namero de Prandt], definido como Pr = u<2 £ - Usando a Equagéo (1.5)

como @ =
pcp

e a defini¢do de difusividade térmica, podemos obter Pr = .
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EXERCICIOS PROPOSTOS

Exercicio 1.1

Um recipiente com capacidade para 2 litros contém uma mistura de hidrogénio
e oxigénio nas mesmas propor¢des. A pressido dentro do recipiente é de 1 atm
a temperatura de 25°C. Se a temperatura for aumentada para 125°C e a pressdo
permanecer constante, qual sera o novo volume ocupado pela mistura?

Exercicio 1.2

Considere um gas ideal contido em um recipiente com volume de 1 litro a tempe-
ratura de 25°C. Qual ¢ a distancia média entre as moléculas desse gas? Considere

(¥)"

a distancia média dada pela equacdo d = ,onde V e n correspondem ao vo-

lume ocupado pelo gas e n é o nimero de moléculas.

Exercicio 1.3

Considere um gas ideal contido em um recipiente com volume de 10 litros a
temperatura de 27°C. Se a velocidade média das moléculas do gas for de 500 m/s,
qual é a pressdo do gas?

Exercicio 1.4

Estime a velocidade média das moléculas de agua a temperatura de 90°C e a pressio

de 1 atm. Considere v = %, onde M representa a massa molar da agua.
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O ar tem uma viscosidade cinematica de 1,5 x 107 m?/s a temperatura de 20°C.

Qual é a velocidade do som no ar nessa temperatura? Considere ¢ = 4/(yYRT), onde
¥ representa a razao cp/c,.







CAPITULO 2

Fundamentos matematicos

Este capitulo apresenta uma breve revisdo do calculo vetorial, focando desde nogoes
basicas como a definicdo de grandezas escalares e vetoriais até conceitos um pouco
mais avanc¢ados, que muitas vezes podem fugir das ementas das disciplinas dos cursos
de graduagdo — por exemplo, circulagio, teorema de Stokes e tensores. Este ultimo,
de fato, é um agente matematico de suma importéncia para o entendimento fisico das
equacdOes de Navier-Stokes. Ao longo do capitulo, além da revisdo de conceitos, exemplos
serdo apresentados com o intuito de reforcar o entendimento de cada topico.

2.1 ESCALARES E VETORES

Grandezas escalares: grandezas escalares sdo grandezas fisicas que podem ser com-
pletamente descritas por um tinico valor numérico, acompanhado de uma unidade de
medida. Elas nao tém direcédo ou sentido associado, apenas magnitude. Alguns exemplos
de grandezas escalares incluem massa, temperatura, comprimento, area, volume, tempo,
densidade, pressao, energia, entre outras. Ao realizar operacdes com grandezas escala-
res, como soma, subtracdo, multiplica¢io e divisdo, os valores numéricos podem ser com-
binados diretamente, sem necessidade de considerar a direcao ou o sentido da grandeza.

Grandezas vetoriais: grandezas vetoriais sdo grandezas fisicas que tém magnitude,
direcdo e sentido. Ou seja, elas sdo completamente descritas por um valor numérico
acompanhado de uma unidade de medida, uma direcdo e um sentido. Alguns exemplos
de grandezas vetoriais incluem o deslocamento, a velocidade, a aceleragéo, a forca, o
gradiente de temperatura, o gradiente de pressdo, entre outras. Quando duas ou mais
grandezas vetoriais sdo combinadas, é necessario considerar a direcdo e o sentido de
cada uma delas. Isso significa que as operagdes com grandezas vetoriais, como soma,
subtracdo e multiplicacdo, ndo sdo realizadas apenas com os valores numéricos, mas
também com as direcdes e os sentidos das grandezas.

Apesar de o formalismo matematico exigir a necessidade de um sistema de referéncia
para trabalharmos com grandezas vetoriais, o principio da invariancia garante que as
propriedades do vetor independam do sistema de referéncia escolhido para representa-
lo. Ou seja, esse principio assegura que um sistema de equacdes vetoriais validos em
determinado sistema de referéncia seja valido em qualquer outro sistema. Quanto
a representacéo, existe uma notagdo que usa negritos, ou setas, ou sublinhados, ou
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barras superiores, que é a mais familiar, denominada notacdo de Gibbs. Uma alternativa
de notacdo desenvolvida por Einstein, denominada notagdo indicial, que sera vista
posteriormente, usa subscritos ou sobrescritos para indicar componentes de vetores.
Notagéo matricial também é usada para vetores e tensores (entes matematicos a serem
definidos mais adiante). Exemplos da notacdo de Gibbs sdo mostrados a seguir.

Tabela 2.1 Exemplos da notagao de Gibbs

Grafica _——
Simbdlica v, V, 0, ()

Matematica™ | V=v i+v,j+vik

* De fato, existem diversas representacdes matematicas encontradas na literatura. Algumas
outras serdo apresentadas ao longo do livro.

Fonte: elaborada pelos autores.

2.2 OPERACOES COM VETORES

Toda vez que quisermos caracterizar a orientacao de um vetor, faremos isso por
meio do vetor. Um vetor unitario é um vetor com magnitude igual a 1. Ele é utilizado
para especificar uma direcdo ou um sentido em um sistema de coordenadas. Os vetores
unitarios sdo especialmente uteis em calculos envolvendo grandezas vetoriais, pois
permitem a decomposicdo de um vetor em suas componentes em diferentes dire¢des.
Os vetores cartesianos, também conhecidos como vetores unitarios ortogonais, sdo
definidos como aqueles que apontam na dire¢io dos eixos coordenados de um sistema
de coordenadas cartesianas.

Os vetores unitarios sdo uteis em muitas aplicacdes da fisica e da matematica,
como na decomposicio de vetores em suas componentes em diferentes dire¢des, na
representacdo de campos vetoriais e na resolucio de equagdes diferenciais que envolvem
grandezas vetoriais.

Um vetor unitario d, por exemplo, na orientacdo de A é definido por

|D>¢

(2.1)

Qs
1]
>

onde |f_1)| representa a magnitude de A.

J4 a componente A em uma orientacio qualquer B é dada por
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Ap = |A| cos(8) (2.2)

e sua magnitude é representada na Figura 2.1.

Ap

Figura 2.1 Representacao grafica da magnitude da projegao do vetor A orientado em B.

Fonte: elaborada pelos autores.

Neste livro, vamos considerar vetores ditos “livres”, cuja posi¢do no espac¢o nio
viola o principio da invariancia, conforme ilustracdo da Figura 2.2(a). Vetores livres
sdo vetores que podem ser movidos livremente no espaco sem alterar sua magnitude,
direco ou sentido. Ou seja, eles podem ser transladados livremente para qualquer ponto
do espaco sem que tenham suas propriedades vetoriais afetadas. Um exemplo comum
de vetor livre é o vetor posicio, que descreve a posicdo de um ponto em relagdo a um
sistema de coordenadas. Esse vetor pode ser movido livremente sem afetar a posi¢ao
do ponto em questdo. Os vetores livres sdo diferentes dos vetores deslizantes, que tém
um ponto de aplicacgdo fixo e podem ser deslocados apenas ao longo de uma reta. Esses
vetores sdo comumente utilizados em analises de estruturas e mecénica dos sélidos.

Caso os seis vetores apresentem a mesma orientacio e sentido, os vetores sio
equivalentes. Em contrapartida, se o vetor for preso a um determinado ponto, ele é
dito fixo. Ao prender-se a linha de ac4o, os vetores serdo denominados deslizantes, como

mostrado na Figura 2.2(b).

e

a a

Figura 2.2 Representacao grafica de (a) vetores “livres” e equivalentes e (b) um vetor deslizante.

Fonte: elaborada pelos autores.
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2.2.1 Adicao de vetores

De forma simbdlica, temos

- -

A=B+C (2.3)

Consequentemente, temos as propriedades:

« Comutativa:
B+C=C+B (2.4)

« Associativa:
A+(B+C)=(A+B)+C (2.5)

Graficamente, podemos representar a soma com as propriedades comutativa e
associativa, conforme a Figura 2.3.

(sv]1
oy

oy

v

X
&

ol

[T

Figura 2.3 Projecéo grafica da soma de vetores.

Fonte: elaborada pelos autores.

De maneira geral, se conhecermos o angulo de abertura 6 entre dois vetores B
e C, podemos determinar o médulo da soma entre os vetores por meio da regra do
paralelogramo:

A= \/|E|2 +|C|2 + 2|B||C| cos(8) (2.6)
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Como 0 =1 — §3,

cos(0) = cos(m — B) = cos(m) cos(B) + sen(n) sen(B) = — cos(B)

Logo, a regra do paralelogramo pode ser expressa na forma:

A= J|BP2 + G2 - 21BIIC] cos(B)

2.2.2 Multiplicacao de um vetor por um escalar

De forma geral, temos que

-

mA=A+A+---+A

———
m vezes
com as seguintes propriedades:
« Comutativa: mA = Am
« Distributiva: (c1+ cz)g = C1A + oA

m(g+§):mg+m§

(2.7)

(2.8)

(2.10)

(2.11)

Em qualquer situacéo, a constante escalar que multiplica um vetor pode ser uma
simples constante de proporcionalidade ou uma grandeza escalar. Obviamente, o re-
sultado é um vetor que tem a mesma direcdo e sentido que o vetor original, mas com

magnitude alterada pelo valor do escalar.

2.2.3 Representacao de vetores em termos de suas coordenadas

Como toda representagio grafica de vetores precisa de coordenadas de um sistema
de referéncia, todos os vetores podem ser representados por suas componentes nas
orientacdes das coordenadas. Considerando o caso de um sistema de coordenadas
cartesiano, os vetores de base 7, j e k tém a mesma orientacdo em qualquer posicdo do

espago, conforme mostrado na Figura 2.4.



28 Introducao a mecanica dos fluidos - vol. 1

Ao representarmos um vetor V por meio de suas componentes nas direcdes x, y e z,
temos:

‘7=vx'+vyj+vzl_<> (2.12)

onde cada uma das componentes vy, v e v, pode variar com x, y e z.

E importante ressaltar ainda que isso niio acontece em todos os sistemas de referéncia,
por exemplo, no sistema de coordenadas cilindricas ou esféricas. Por conveniéncia,
vamos adotar o sistema cartesiano representado pelos unitarios é1, é2 e é3. Assim, um
vetor V qualquer representado nesse sistema sera descrito como

‘7 = V1€1 + Voéo + V3és (2.13)

Sistemas cartesianos

=
(3]
W

v -y
o>
N

~l

x X;

Sistema nao-cartesiano

=

A
B 0c #0
éra o1 s 20
rl
. %
F o T % 0
éeZ B,
y
X

Figura 2.4 Troca de notagdo do sistema de coordenadas e vetores unitarios.

Fonte: elaborada pelos autores.
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2.2.4 Produto escalar de vetores

Ao considerarmos o dngulo 6 entre dois vetores U e V, temos que o produto escalar
entre eles é dado por

U-V =|U||V|cos(6) (2.14)
com as propriedades:
« Comutativa:
u-v=v.-U (2.15)
« Associativa:
U+Vv) - w=U-W+V-W (2.16)

2.2.5 Produto vetorial ou produto cruzado (x)

Vamos considerar um exemplo em que dois vetores U eV estio projetados sobre
o plano x1x9, separados por um angulo de abertura 6, com 7 sendo o vetor unitéario
perpendicular a ambos os vetores, conforme apresentado na Figura 2.5. Dessa forma,
matematicamente, o produto vetorial é dado por

7 x V= (|L7||\7| sen(e)) 7 (2.17)
A X3
UxV
7
* X5
< %
1 |UxV |

Figura 2.5 Representacao grafica do produto vetorial.

Fonte: elaborada pelos autores.
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2.2.6 Produto escalar triplo

Considerando as projecdes dos vetores U,VeW na Figura 2.6, o produto escalar
triplo é dado por

W (OxV)=W- (|z7||\7| sen(e)) i = [WIID|IV|sen() cos(o)  (2.18)

E conveniente destacar que

=—(VxU)-W
=—V-(UxW)
=—(UxW)-V
=-U-(WxV)
—
=-(WxV)-U
AXj
_)X_)“
w
4
Ve xZ
0 —
// V

o

X;

Figura 2.6 Representacao grafica dos vetores UxVeW.

Fonte: elaborada pelos autores.
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2.3 NOTACAO INDICIAL

Devido a complexidade encontrada em operacgdes envolvendo calculo vetorial, o
uso de notacdes mais simples se mostra muito vantajoso tanto na questido do tempo
gasto quanto na compreensio de tais operacdes. Se considerarmos o caso do vetor dado
pela Equagdo (2.13), observamos a necessidade da apresentacio das trés componentes
ortogonais, independentes uma da outra. Porém, na notacio indicial, esse vetor é
representado da forma:

3
V=> v, (2.19)

ou simplesmente

V= Viéi (2.20)

Agora vamos considerar a soma do produto entre os médulos de componentes
vetoriais ortogonais no espaco R?, por exemplo. Nesse caso, temos:

Ujvj = uivy + ugvo + u3vs (2.21)

ULVEW] = UIVIW] + UoVoW] + U3V3W] (2.22)

Os indices j e k nas Equacdes (2.21) e (2.22) sdo chamados de indices mudos (indices
repetidos), ao passo que o indice / da Equacéo (2.22) é chamado de indice livre (indice
néo repetido).

Para uma breve nocio da ajuda que a notacéo indicial nos oferece, o produto de u;v;
é constituido da soma de 9 termos:

uivy ugvi ugvi
uivj = uijveo Ugvo U3vV9
uivs uUgvs uUzvs

A simplicidade da notacéo indicial também nos concede algumas liberdades quanto a
manipulagéo dos indices, que, por sua vez, sdo fundamentais no tratamento das equacdes
de Navier-Stokes:

a) Os indices repetidos podem ser trocados por quaisquer outros indices repetidos que
ndo estejam presentes.
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u;v; = ujvj = UpVn
UiViWj F UjViW;

UiViwi = u;v;wi
b) Nao sido permitidos mais de dois indices repetidos nas representacdes:
u;viw; = ?

¢) O nimero de expressdes que podemos associar na representacio indicial é dado por
3", com n sendo o ntimero de indices livres.

u;viTy; apresenta 9 termos (32)
u;v;Ty; apresenta 9 termos (3%)

u;v;Ty; apresenta 81 termos (34

A notagéo Ty; indica uma grandeza denominada tensor de segunda ordem, como sera
explicado mais adiante.

d) Em qualquer expressio ou equacéo, todos os termos devem possuir os mesmos indices
livres:

Uiv;j + WkAkTij = Bij

2.4 DELTA DE KRONECKER

Uma representacido do produto escalar das componentes unitarias entre dois vetores
ortogonais no sistema de coordenadas cartesiano ¢ dada pelo delta de Kronecker ¢;;,
definido como:

1, sei=j
Sij = (2.23)
0, sei#j
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Como os indices 7, j sdo livres, com ambos variando entre 1 e 3, ¢;; pode apresentar um
total de 9 valores. Consequentemente, observamos que:

éi'éj:5ij

3
0ji =Z5ii =011 + 022 + 033 =3
i=1

O;juj = Oj1u1 + djou2 + 0;3u3 = u; (contragdo de indices)

2.5 SIMBOLO DE PERMUTACAO
O simbolo de permutacio ou simbolo de Levi-Civita ¢ utilizado para a repre-
sentacdo do produto vetorial entre vetores ortonormais:
+1, se apermutacio for par (ciclica)
€jx =10, se dois ou mais indices se repetirem (2.24)
—1, se a permutacédo for impar (anticiclica)

No caso, a permutacdo pode ocorrer de duas formas: ciclica ou anticiclica, con-
forme ilustrado na Figura 2.7.

1 1
3 ) 3 2
Permutacao Permutacao
ciclica anticiclica

Figura 2.7 Caminho seguido durante as formas de permutacao ciclica e anticiclica.

Fonte: elaborada pelos autores.
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Resumidamente, temos:

€ jk apresenta 27 componentes, sendo 21 nulas e 6 ndo nulas.
€ijk = €jki = €kij = 1 (permutacdo ciclica)
€123 = €231 = €312 = 1
€ikj = €kji = €jik = —1 (permutacdo anticiclica)

€132 = €321 = €213 = —1
Para as demais configuragdes, o simbolo de permutacao é igual a zero.

éi X éj = Eijkék
€1 X ég = €123€3 = €3
€3 X €1 = €31363 = —€3

€i X €j-x = €jmbm €k = €jmOmk = €ijk

2.6 CARACTERISTICA SIMETRICA OU ANTISSIMETRICA

Grandezas fisicas representadas por agentes matematicos como matrizes e tensores
podem apresentar uma importante caracteristica: a simetria. Nesse caso, uma grandeza
T;; é dita simétrica se T;; = T;;. Caso T;; = —T};, essa grandeza ¢ dita antissimétrica.
Por outro lado, se T;; # Tj; e T;j # —T};, a grandeza nio é nem simétrica nem antissi-
métrica. Com isso, observamos que:

0;j = 0j; (simétrica)
€jk = —€jix  (antissimétrica)
Tijk = Tjix = —Tixj

(simétrica em relacdo aos indices i e antissimétrica em relacdo a jk)
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2.7 OPERACOES COM VETORES EM NOTACAO INDICIAL

2.7.1 Produto escalar
U-V=uV, (2.25)
Como as componentes sdo ortonormais, temos:

UiVj = (U,él) g (V]éj) = UiVj (él o é]) = UiVj 6ij =UV1 +UsVy + U3V3

2.7.2 Produto vetorial

(7)(‘7 = UiVj €ijk éx (2.26)

UiVj €iji éx = (Uier) X (Vié;) = UiVj(eéi X €;)

2.7.3 Produto escalar triplo

VT/ . (ﬁ X ‘7) =W,U;Vi €ijk (2.27)

WinVk Gijk = Wié,‘ Ujéj X Vkék S WinVk éi . ék X ék = WinVk éi Ejkpép

2.7.4 Identidade €-6
A relacéo entre os simbolos de Kronecker e de permutagio é dada por
5ip 6ir 61’5

€ijk€prs= 6]‘13 5jr 51'5 (2.28)
5kp Okr Oks
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A partir dessa identidade, podemos demonstrar que:

0ii  Oir Ois
€ijk€irs = |0ji Ojr Ojs| =
Oki Okr Oks

= 070 Oks + (0i0is) Okr + (Oki0ir) s
~— —
6js 5kr

— 0ki0jrbis — Okrbjs Oii —Oks0jibir
~——
3

= 6jr6ks - 6j56kr

€ijk€ijs = 0jjOks — (0js0kj)
—
6ks

= 20ks

€jk€ijk = 0

2.8 ALGUNS CAMPOS VETORIAIS

Considere um elemento de volume esférico AV (Figura 2.8), delimitado pela superficie
S e cujo centro, em relacdo a origem do sistema de coordenadas, esta localizado no ponto
P, descrito pela Equacdo (2.29):

F(X,y,2) = Xé1 + yéz + zé3 (2.29)

Ao escolhermos aleatoriamente um elemento infinitesimal de area dS, com um
vetor normal 7 apontando para fora da superficie, e considerando que esse elemento de
volume possa estar imerso em um campo escalar ¢(7) e/ou em um campo vetorial C(F),
vamos relembrar as defini¢des de alguns operadores relacionados ao célculo vetorial.
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o

ds

=S
o)

AV

Xy

Figura 2.8 Elemento de volume em torno de um ponto P imerso em um campo vetorial c
qualquer.

Fonte: elaborada pelos autores.

2.8.1 Gradiente de um escalar

O operador nabla (6), quando aplicado a um campo escalar ¢, resulta na formacio de
um campo vetorial denominado gradiente, que indica a direcéo e o sentido do crescimento
do campo ¢. Matematicamente, o gradiente de um campo escalar ¢ é definido como

> 1
Vo(F) = lim — [ ne(F)ds 2.30
¢(r) = lim —= [ i¢(r) (2.30)
Destaca-se ainda o fato de que o gradiente de um campo escalar néo é meramente
um recurso para simplificar a equagéo para a derivada direcional do campo. De fato,
tanto o comprimento quanto a dire¢do fornecem importantes caracteristicas intrinsecas
a propria natureza do campo que esta sendo considerado.

Para esclarecer ainda mais a defini¢do do gradiente, vamos considerar um sistema
cartesiano de coordenadas imerso em um campo escalar ¢, conforme mostrado na Figura
2.9. Nessa situacdo, vamos ainda considerar dois pontos distintos no campo, descritos
pelos vetores posicdo 7 e ¥ + dr. Assim:
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dr = dx1é1 + dx2é2 + dx;?,é3 (2.31)

Logo,
do = o(F + dr) — o(F) (2.32)

Como,

do = ¢(x1 + dx1,x2 + dxa, x3 + dx3) — ¢(x1,x2,X3)

0 0 0
= ¢(x1,x2,x3) + _(pdxl 0 —(’Ddxz i —(’Ddxs — p(x1,x2,X3)
axl 6x2 ax;;
0 0 0
dop = 2261+ S 60+ 22 65| - (driéy + dxaés + drsés) (2.33)
ox1 0x9 0x3

Figura 2.9 Campo escalar ¢ em um sistema de coordenadas cartesiano.

Fonte: elaborada pelos autores.
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Por definicéo, o operador nabla é dado por

- . 0 .
V() = ei(9 () =¢;0:(") (2.34)
Xi
Dessa forma,
do =Vo-di =V - (dsS) (2.35)

Com isso, obtemos a derivada direcional:

do = =
Y _Vo-5§ (2.36)
ds

Vamos considerar um caso em particular em que o vetor direcdo Sé tangente a curva
de nivel ¢, com o gradiente do campo 690 perpendicular a respectiva curva, conforme
ilustrado na Figura 2.10. Assim, a derivada direcional é igual a zero, pois em cada caso
¢ € sempre constante, ndo indicando o sentido de crescimento do campo.

Vo

—
\Y

® S
/O

S

Vo

Figura 2.10 Projecéo do gradiente e do vetor diregao em trés curvas distintas do campo escalar ¢.

Fonte: elaborada pelos autores.

Com isso, podemos chegar a duas conclusdes: 1%) o gradiente é sempre normal a
superficie do campo escalar ¢ e 2?) representa a taxa de variacao direcional desse campo
escalar ao longo do espaco.
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2.8.2 Divergente

O operador divergente (%) ¢é sempre aplicado a um campo vetorial C qualquer,
resultando na formacéo de um campo escalar e indicando a quantidade liquida de fluxo do
campo vetorial que entra e sai. Em suma, podemos dizer que o divergente de um campo
vetorial indica um valor associado a quantidade total de “nascedouros” e “sumidouros”
intrinsecos ao campo vetorial que transpassa a superficie S do volume a ser avaliado (o
que sai menos o que entra).

Dada a defini¢do matematica do divergente:
V-C#) = i L[4 C(7) dS (2.37)
EERINIUNT B '

E levando em consideracéo as caracteristicas mostradas na Figura 2.11, concluimos que:

A-C representa o fluxo de C através do elemento de 4rea superficial dS;
(7 - c ) dS representa o escoamento de C através de dS ;

f (n- C ) dS representa o escoamento liquido de C através de S.

¢

g

Figura 2.11 Campo vetorial C transpassando uma superficie S que apresenta o mesmo valor
de uma grandeza escalar, com um certo angulo 6 em relagao a normal dessa superficie.

Fonte: elaborada pelos autores.
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Matematicamente, o divergente é o produto escalar do operador nabla com o campo
vetorial. Dessa forma, temos:

V-C=(60)-(Cjéj)=é;-0(Cjéj) (2.38)

Esta é a forma geral do divergente do campo vetorial. Porém, para o caso de
coordenadas cartesianas:

%'C_Z:éi o (Cjﬁiéj +éj(9iCj)
S —
0

é; - (€j0,Cj)
= 8,- C Jj 5,' j
= 0;C;
Para elucidarmos a defini¢do do divergente dada na Equacéo (2.37), vamos exempli-

ficar um caso contendo um elemento de volume ctbico e um sistema cartesiano, como o
mostrado na Figura 2.12.

X3 /

é 3 dx3

dx,

/

—dx;

Figura 2.12 Elemento de volume cubico.

Fonte: elaborada pelos autores.
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Vamos considerar o campo vetorial

C = Clél + Cgég + C3é3

Como se trata de um cubo, vamos representar a integral ao longo da superficie
S por meio do somatério das seis faces (A + Az + - - - + Ag):

/ﬁ-@(?)ds:g/iﬁ-é(F)dA

Para a face Aq:

/ é1-(Ciré1 + Coéo + C3é3) dxodxs = Cq (x1 + %,XQ,Xg) dxodxs
Ay

Para a face As:
dx1

=~ —C1 (X1 ) ,XQ,Xg) dXQdX;J,

Somando as contribuicdes, temos:

[C1 (1 + %JCQ,X?)) — Ci(x1 - %,Xz,xs)]dmdm

A A
= [(C1(X1,XQ,X3) + ‘3—;%) — (C1(x1,x2,x3) — %—xll%)]dmd%

0A
-1 dxdxodxs
(’)x1

Ao procedermos da mesma forma com as outras quatro faces, obtemos:

- 3 3 3
/ﬁ-C(f')ds: Ci, 9C , 0Cs dxy dxadxs
Ox1  Oxg  Ox3

Como dV = dxjdxaodxs, segue que:

- o 1 -
V-C(® = lim — [ i-C(7)dA =

oC
1 " 6C2 " 6C3
AV—0 AV

ox 1 5)62 aX3
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V-C@7) = §,C
Um campo vetorial U com divergéncia nula, V.U = 0, é denominado campo solenoidal.

2.8.3 Rotacional

Antes de apresentarmos a defini¢do do rotacional e discutirmos algumas de suas
peculiaridades, convém definirmos uma grandeza chamada circulagio. Considere uma
curva fechada C delimitando uma regifo R do espaco no instante de tempo ¢ = 0, como
exemplificado na Figura 2.13. Nesse caso, fei correspondem, respectivamente, ao vetor
tangente a curva C e ao vetor velocidade junto a curva.

Ao considerarmos o elemento de curva dl, a circulagio I" é definida como:

I'c= jzf i-tdl (2.39)
C

Ao considerarmos o fato de a circulacdo poder variar ao longo do tempo, o teorema
da circulacio de Kelvin define:

[c, = jzf i-tdl (2.40)
G

O teorema afirma que a circulagio I'c, em torno de um caminho fechado em um
fluido em rotacéo é constante no tempo, desde que néo haja forcas externas atuando
sobre o fluido.

Figura 2.13 Representacao da circulacao.

Fonte: elaborada pelos autores.
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Vamos examinar trés diferentes situacdes envolvendo a obtencéo da circulacdo em
campos de velocidade em duas dimensdes. Na primeira situagdo (Figura 2.14), vamos
considerar um escoamento com velocidade i = u,,é5. Primeiramente, vamos decompor
a curva C em quatro curvas distintas com seus vetores tangentes.

I'c = / (uxZég'fl) dll+/ (MxQéQ'fQ) d12+/ (uxZég'fg) dl3+/ (MxQéQ'f4) dly
C1 C2 C3 C4

Obviamente, as componentes 7 e 73 sio perpendiculares ao campo de velocidade,
resultando que as parcelas de circulacédo das faces C; e C3 sejam iguais a zero. Ja as
componentes 73 e 74 encontram-se na mesma diregdo, mas em sentidos opostos. Dessa
forma:

IF'c =0—uylo+0+uy,ly

I'c=0

Esse resultado ja era esperado, pois, uma vez que o campo de velocidade é constante
ao longo do espaco, ndo ha como existir circulagdo nesse campo.

X3 C
A fz
< U= Uy,
< >
C3 LY a4 'Cl
>
2>
—>
, X
v
Gy

Figura 2.14 Curva fechada imersa em um campo de velocidade unidimensional constante.

Fonte: elaborada pelos autores.

Em um segundo exemplo, vamos considerar um campo de velocidade ii = zés
mostrado na Figura 2.15.
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X C
3 -9
A A
£ >
L2 S = = A
7, ! u=ze,

v

v

|

, Ly X7
\4
Cy
Figura 2.15 Curva fechada imersa em um campo de velocidade unidimensional variando na
direcdo da componente x3.

Fonte: elaborada pelos autores.

Considerando as mesmas componentes,
FC = / (Zég'fl) dll+/ (Zég'fg) d12+/ (Zég'fg) d13+/ (Zég'f4) dl4
C1 C2 C3 C4

Nesse caso,

FC = O—Zglg +0+Z4l4,

E, como [y = 4,

Tc = (Zy - 2Zo)l

O fato de o campo de velocidade aumentar linearmente em relacdo a componente
X3 tem como consequéncia a presenca de uma circulacdo ndo nula.

Por fim, vamos considerar um terceiro exemplo para sistema de coordenadas cilin-
drico. Nesse caso, vamos considerar um campo de velocidade linearmente proporcional
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ao raio com origem no centro do sistema de coordenadas, com orientacdo na compo-
nente ég: il = Qr é9, como mostrado na Figura 2.16.

Figura 2.16 Campo de velocidade centrado em O com uma velocidade angular Q.

Fonte: elaborada pelos autores.

rczjfﬁ-fdz
C

Nesse caso, é importante perceber que 7 = ég e que dl = r df.Assim,
2n
Fc=j£ Qrég-égrdé
0

I'c = 27Qr?

Ao tomarmos a definicdo matematica do rotacional de um campo vetorial U qualquer:

- . 1 . T
i (VxO(@) = lim A—S/Sﬁ U7 dl = A—g (2.41)

Podemos concluir que o rotacional de um campo vetorial cuja normal a uma regiao
plana delimitada por uma curva fechada C em um dado ponto O corresponde a circulagio

do campo por unidade de area. Se considerarmos o terceiro exemplo dado na Figura
2.16, com o vetor normal sendo k, temos que:
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A-(Vxi(P) = (Vxi() -k
= (8ié; X u;é;) - éx
= 5;‘(”,‘ Giﬂél) ek
A (VXi(F) = Ouj €

o
No caso em que V X 1(7) = 0, o campo vetorial é denominado irrotacional.

2.8.4 Teoremas integrais

Alguns teoremas sdo fundamentais na compreensdo do comportamento de campos
escalares ou vetoriais em um determinado espaco delimitado, por sua vez, por uma
superficie fechada. O caso generalizado de uma classe de teoremas integrais é chamado
teorema de Gauss, dado por:

/V*¢dV:/ﬁ*¢dS (2.42)
\% S

onde ¢ corresponde a um campo escalar, vetorial ou tensorial e * a uma operacio
qualquer.

Para o caso de um campo escalar ¢ qualquer, temos:

/ VedV = /fl pdS (2.43)
v s

Se tanto o campo quanto a operagio forem vetoriais, temos:

/vXﬁdvzfﬁxﬁdS (2.44)
\% S

Ja para o caso de um campo vetorial com operacdo sendo o produto escalar, temos o
teorema da divergéncia:

/V-ﬁdV:/fz-ﬁdS (2.45)
\% S
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De fato, o teorema da divergéncia (muitas vezes chamado de teorema de Gauss) é de
suma importancia para a mecanica dos fluidos, pois mostra que “o escoamento liquido
de um campo vetorial (um campo de velocidade, por exemplo) através de uma superficie
fechada é igual a integral do divergente desse campo sobre o volume delimitado pela
superficie”.

Vamos demonstrar o teorema da divergéncia por meio de um exemplo, considerando
um campo de velocidade dado por: U = xé1 + yé, + zé3 atravessando uma casca
semiesfera de raio unitario R = 1, conforme ilustrado na Figura 2.17.

Nesse caso, a superficie S é constituida por duas partes distintas: a tampa
(localizada sobre o plano x;x2) e a superficie da semiesfera. Logo, o escoamento
liquido através de S é dado por:

/ i~ U dS = / fitampa - U dS + / fisemiest - U dS
S S,tampa S,semiesf

onde:
ﬁtampa = —és, Asemiesf = X€1 + y€2 + z€3

/ ﬁtampa : [_de = / (_é?)) : (Xél + yé2 + Zé?)) ds
S,tampa

S,tampa

= / zdS =0
S,tampa

/ ﬁsemiesf‘ UdsS = / (xél + yég o Zég) o (xél + yé2 ol Zég) das
S,semiesf

S,semiesf

=/ (x2+y2 +7H)ds
S ,semiesf

= / rds
S,semiesf

47 R?

=2
5 n
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Como:

V-(?:V-(xé1+yé2+zé3):3,

o lado esquerdo do teorema é dado por:

X2

Figura 2.17 Campo U de velocidade transpassando a casca semiesférica de raio R = 1.

Fonte: elaborada pelos autores.

Na Equagéo (2.41), ao considerarmos AS tendendo a zero, podemos reescrevé-la na
forma:

i (VxU(F)dS = / iU dl (2.46)
S

Se considerarmos uma superficie aberta, orientavel e seccionalmente suave, como
mostrado na Figura 2.18, obtemos a equacéo que descreve o teorema de Stokes:
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/ﬂ (VX U(P) dS = / iU dl (2.47)

S C

as

A

n

a1 €

Figura 2.18 Exemplo de superficie aberta, orientavel e seccionalmente suave.

Fonte: elaborada pelos autores.

A conclusio a que chegamos é que o teorema de Stokes diz que “a soma de todos os
rotacionais ao longo de todos os elementos de superficie é igual & soma das projecdes
do campo vetorial em relacdo a componente tangencial da curva C da superficie, que,
por sua vez, é igual a circulacdo”.

Para reforcar essa definicdo, vamos considerar um exemplo com uma curva fechada
C, formada pelas curvas C; e Ca, como mostrado na Figura 2.19.
Nesse caso, a circulagio sera dada por
/f-ﬁ(?)dl :/ 7 ﬁ(?)dl—/ F-U®F)dl
C C, C2

Pelo teorema de Stokes, temos que
/ﬁ-(%xﬁ(?))dszf f-ﬁ(?)dl—/ i-U(F)d
S Cq Cs

Para o caso de um campo irrotacional (V X U(F) = 0), concluimos que

/f-ﬁ(?)dl:/ i-U®F)dl
C1 C2
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indicando que a integral aberta entre dois pontos quaisquer independe do
caminho. De maneira geral, para qualquer caminho escolhido, temos que

[ 706 at = oG - (i)
C
Ainda, se C for uma curva fechada, temos

ffﬁ(?)cu:o
C

Se considerarmos duas posi¢des muito proximas entre si, 7 e 7 + d7, temos
que U passa a ser uma constante, e

. F+dr
go(?+d7)—tp(?)=dgo=U/ tdl
F

Como 7dl = dr

Como dy = %gp - dr
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Com base nesse exemplo simples, podemos concluir que, para um campo irrotacional:

. U= 6(;) (o campo vetorial é igual ao gradiente de uma funcéo potencial).

iU (7) dl independe da curva C escolhida.

t-U(F)dl ésempre nula, pois U corresponde a um campo conservativo.

S-S—

x
Xy

Figura 2.19 Curva fechada C formada por duas curvas distintas C; e Ca, delimitadas pelos
vetores posicio 7 e 7.

Fonte: elaborada pelos autores.

2.9 DEFINICAO MATEMATICA DE UM VETOR

Conforme mencionado anteriormente, o principio da invarincia garante que tanto
a magnitude quanto a orientacdo de um vetor independem do sistema de referéncia
adotado. Dessa forma,

’ , . N . ~r
i€ (o vetor é o mesmo tanto no sistema ¢é; quanto no sistema é j).

Ao conhecermos as componentes U;, podemos obter as componentes U ; por meio
da relacéo entre ¢; e é;.:
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U; =Ui(é; - é;) =Ty;U;

(onde é;. - €; éigual ao cosseno do angulo 6 entre esses sistemas).

Importante: o indice j de I';; corresponde ao novo sistema de referéncia que sera
adotado.

Dessa forma, podemos definir matematicamente um vetor nas trés dimensdes como:

Um agente ou entidade matematica contendo trés componentes escalares que
se transformam segundo a representagio:

U;- = FijUi

quando o sistema de referéncia se transforma de acordo com:

’

X =Tijxi

Vamos demonstrar essa afirmacéo, considerando um vetor projetado simultanea-
mente em dois sistemas de referéncia, como mostrado na Figura 2.20.

s X
X A
777777777777771/71:1
et i\
P \
s i
. \
gl i\
= — i\
T U i \\\ X »
i
1
n i
; €2 i
é 4 8" i
2 9 ;
> + >
€1 XI

Figura 2.20 Projecdo de um vetor U sobre dois diferentes sistemas de referéncia.

Fonte: elaborada pelos autores.
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Com base nas projecdes, podemos afirmar que:
U= Uiéi = Ulél + Ugég
’ 5 TT N N ~1 A A
Ul =eq- U= (I Use; = e (U161 + UQ@Q)

~

A N A~ A
=é,-Ujé; = é5- (Ur1é1 + Uaéa)

<p

Uj=é,-
Se considerarmos que:
é1 - €} = cos(0)
é1- ¢y =cos(5 +0)
éy-¢é1 =cos(5 —0)

éq - €4 = cos(6)

Convencionando:

Fij - éi . éj,
temos:

r ér-e) éy-éy| | cos(9) cos(% +0)]| _ [cos(6) —sen(6)
Yo éa-éy éx-éh| |cos(53-6)  cos(d) | [sen(d) cos(6)
De maneira geral:
U = U;eé;

Como:

U;- =TIy;U;
e:

Ui =T Uy,

concluimos que:
4 ’
U; =Ti;TuUy

Como se pode demonstrar que:

Lijlik = 6k,
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vamos considerar j = 1 e k = 2, logo:

Ml + o192 =0

ou:
cos(8)(—sen(0)) + cos(8) sen(6) =0

Por outro lado, se considerarmos j = k = 1, temos:

Ml +Tglgr =1

cos?(6) +sen?(9) = 1

Por fim, podemos dar uma defini¢io para um vetor qualquer:

Um vetor é um agente ou entidade matemaética que associa um escalar a uma
determinada orientagio no espaco por meio da transformacao:

U =5-U

2.10 DEFINICAO MATEMATICA DE UM TENSOR

A partir da dltima definicdo apresentada de vetor, percebemos a necessidade de
associarmos um escalar a uma determinada orientagéo no espago por meio de um vetor.
Ja quando surge a necessidade de associarmos um vetor a uma orientagao espacial,
precisaremos de um agente matematico chamado tensor.

Um tensor de segunda ordem em um sistema cartesiano, por exemplo, é um
agente matematico contendo 9 componentes que se transforma conforme a
representacao:

Tllj = Ci an Tn,

quando o sistema de coordenadas se transforma de acordo com:

X;=Tijxi
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A relagdo entre um vetor e um tensor pode fornecer uma compreensio mais fisica
de um tensor:

Um tensor é um agente ou entidade matematica que associa um vetor a uma
determinada orientagio no espaco por meio da transformacao:

~

tg=38§-

el

Em suma, concluimos que:

¢ — tensor de ordem zero

U — tensor de primeira ordem U = U;¢;

T — tensor de segunda ordem T =T;;é;¢é;
— tensor de terceira ordem T =T;;ié;é;éy

Note que:

-

ti=¢é¢ -T=¢;- (Tjkéjék) = Tjkéijék = Tikék

ti =Tnér +Tizéa + Tizés

Para f; - é9, por exemplo, nos temos: #; - €3 = Tjo

2.10.1 Produto escalar

i - T = (Miéi) . (Tjkéjék) (2.48)
(u;eé;) - (Tjkéjék) = uiTjk(Sijék =u;Tiréx

T-ii = (Tjéjén) - (uié) (2.49)
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(Tjrejer) - (uiei) = uiTjkbriéj = uiTjié; = u;Ty;ex
T-TU = (Ti6i6)) - (Uméiém) (2.50)
(Tijé:€;5) - (Uxmérém) = T;jUrmb jkéiém = T;jUjméiém
U-T = (Uimérém) - (Ti;é:¢;) (2.51)
(Ukmérem) - (Tijéie;) = TijUxmbmi€xeé = T;jUriéxe;
2.10.2 Produto vetorial
i XT = u; & x Tjy. 8181 (2.52)
ui€; X Tix €jex = uiTix € jm émék
T xii = (Tjx 8;2x) % (u; &) (2.53)
(Tjx €;€x) x (u; €;) = uiTjx €xim € jém
UXT = (Ui :27) X (Tem Exém) (2.54)

Wy @) 5 U 1)) = Wl Gt oo
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2.10.3 Produto tensorial (diade)
Este terceiro produto consiste em uma operacéo entre dois vetores de dimensdes m
e n que resulta em um tensor de dimenséo m X n:

i®7v = [u][vl] (2.55)

Uy uivy uive uivs
[ui][ViT] = |U2 [Vl V2 V3] = [U2V1 U2V U2V3
us

ugvi uszvz usvs
Tomamos como exemplo:

U®V = (3e1 +4é2)(—é1 + 2¢é9)

= —3é1é1 + 6é1é2 — 4é2é1 + 8é2é2

2.10.4 Produto escalar duplo ou dupla contracao

-
-

Considere os vetores d, b, ¢ e d. Podemos formar, por exemplo, as diadicas:

Q

®b=db, ¢®d=27cd.

Define-se como produto escalar duplo ou dupla contragéo; definicéo esta geralmente
encontrada em textos de mecanica do continuo e que segue a definicio original de Gibbs:

db:éd=(a-&b-d) (2.56)

((,_i . E)(Z . j) = aiéi . Ckék bjéj . dlél = a,-bjckdl 6ik6jl = aibjc,-dj

Realizando uma dupla contragio entre dois tensores de segunda ordem, ResS,
teremos:

=l

: E = Rijéiéj . Sklékél = RijSkl éi . ék éj . él = RijSkl 5,‘]((5]'1 = RijSij (2.57)
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A dupla contracéo entre duas diadicas ou entre dois tensores de segunda ordem
da origem a um escalar. Uma segunda defini¢ido de duplo produto escalar ou dupla
contracgdo é encontrada em varios textos de mecéanica dos fluidos, na forma:

Gb:éd=(a-dyb-?o (2.58)

(Zi . d)(b . E) = aié,- . dlél bjéj . Ckék = aibjckdl 6i16jk = aibjdei
Esta segunda definicio é equivalente a primeira definicio fazendo a dupla contracéo:

ib: (A =adb:.dé=(a-d)(b-7 (2.59)

Em textos de mecénica dos fluidos, usando coordenadas cartesianas, os duplos
produtos escalares geralmente encontrados sao feitos entre tensores simétricos, e a
primeira ou a segunda defini¢do leva a resultados idénticos. Em cada texto, deve-se
seguir a definicao adotada pelo autor. Alternativamente, pode-se obter a dupla contracao
entre dois tensores de segunda ordem como o trago do tensor obtido de uma contracéo
simples entre o transposto de um deles e o outro.

= = =T = = =T =T — = =T
R:S=tr(R -S)=tr(R-S )=tr(S -R)=tr(S-R )

Em suma, concluimos que:

« -V — tensor de ordem zero ou um escalar.

XV — tensor de primeira ordem ou um vetor.

L]
<

-

« U®V — tensor de segunda ordem ou diadica.

e« db:d — tensor de ordem zero ou um escalar.

e« R:S — tensor de ordem zero ou um escalar.

2.10.5 Tensor simétrico e antissimétrico

Todo tensor de segunda ordem pode ser decomposto em um tensor simétrico e outro
antissimétrico. Por defini¢do:
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« Se T;j = Tj;, o tensor é simétrico (S;;).

 SeT;j = —T};, o tensor é antissimétrico (4;;).
Assim:
TijZSij+Aij (2.60)
onde: _——
s + .e
3] Jt
= (2.61)
e: _——
A= —L—L (2.62)
2
2.10.6 Tensores especiais
O tensor transposto de 7;; é definido como:
=T
T =Tjiéié; (2.63)
Observe que:
= =
u-T=T -u

O tensor identidade (simétrico) e o tensor permutacio (antissimétrico) sio dados
pelas Equagdes (2.64) e (2.65), respectivamente:

I=06j¢é;é; (2.64)

Ml

= Gijk éiéjék (2.65)

O conceito de isotropia esta relacionado com a independéncia de uma grandeza
em relagdo a sua orientacio espacial. Um tensor é considerado isotropico se suas
componentes nio se alteram com a rotagéo do sistema de coordenadas. Ainda, em
relacdo a isotropia, podemos destacar que:
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a) Todo tensor de ordem zero é isotropico.

b) N&o existem tensores de primeira ordem que sejam isotropicos (com excecgao do
vetor nulo).

c) Todo tensor de qualquer ordem ¢é isotropico se suas componentes forem nulas.

d) Todo tensor isotropico de segunda ordem pode ser escrito como um multiplo de
um tensor identidade:

U=al

e) Todo tensor isotropico de terceira ordem pode ser escrito como um multiplo de
um tensor permutacao:

U=pEe
f) Todo tensor isotropico de quarta ordem pode ser escrito como uma combinagio
linear:

U=ad;ij6u +BOikdji+y8idk

Todo tensor simétrico de segunda ordem pode ser representado na forma:

1l
Il
S|
~I1

(2.66)

onde o corresponde a uma grandeza escalar. Mas, para isso, um sistema de coordenadas
ortonormal deve ser encontrado, no qual os vetores associados pelo tensor as direcdes e
sentidos dados pelos eixos de coordenadas sejam paralelos a esses eixos. Esse sistema
de coordenadas é chamado de eixo principal do tensor. Se considerarmos & o vetor
alinhado ao sistema de eixo principal do tensor, temos:

§-T=cd (2.67)
Pela notacéo indicial,
ﬁiTij = U(Sijﬁi (2.68)
ou
(T” - 0'5,'_1') 1?,' =0 (2'69)

Uma solucéo néo trivial serad possivel se considerarmos nulo o determinante das
componentes entre parénteses junto ao lado esquerdo da Equacéo (2.65).
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Ti1 Tio Tis 1 0 0
det| [To1 Toe Tos|—oc (0O 1 0f]=0
151 T30 T33 0 0 1

€ijk (Thi — 061;)(Toj — 062;) (T3 — 063k) = 0

Cuja solucéo é dada pela equacio caracteristica do tensor,

o —Lol+Lho-13=0 (2.70)

onde I, I3 e I3 correspondem aos trés invariantes do tensor.

e [ =T;; =T +Tog+Ty3 =tr T (traco do tensor T)

p— :2
7, = LT TiTji) _ (2 T—trT )
L] 2 —_— 2 _ 2

o I3 = € TiToT3; = detT

Ao obtermos as raizes de o; (autovalores de T'), podemos reescrever o tensor na
forma:

Ty To Ti3 opr 0 0
T21 T22 T23 =10 ()] 0 (2.71)
T3y T30 Ts3 0 0 o3

Dado um exemplo de tensor
2 0 4
Uij = 0 3 1 5
1 50

vamos encontrar um sistema de coordenadas onde tal tensor pode ser reescrito

na forma de um tensor diagonal.
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Logo,

det| O 3—-o0 1 :—0'3+50'2+80'—22:O,

cujas solucdes sdo:

_7+V5 _7-5

==X
o1 5 (o) 5 o3
Assim, o tensor pode ser reescrito na forma:
e 00
Uj=1 0 %5 0
0 0 -2

2.10.7 Sistemas de coordenadas curvilineas ortogonais

Como mencionado anteriormente, o principio da invariancia garante a imutabili-
dade de um vetor independentemente do sistema de coordenadas adotado. Em muitas
situacdes, sistemas curvilineos ortogonais (ndo cartesianos), como coordenadas cilin-
dricas ou esféricas, podem ou devem ser adotados para a analise de um determinado
problema fluidodindmico. Sabemos que, em sistemas cartesianos, um vetor de base qual-
quer independe de sua posicdo, e a variacdo de uma de suas componentes em relacdo a
um dos eixos ortogonais é nula. Ou seja,

;6 =0

Contudo, se ;¢ ; nao for nulo para qualquer valor dei e j, esse sistema sera chamado
de curvilineo. Para um sistema polar, por exemplo, temos

0ré, =0ré9 =0

0gég # 0
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0gé, # 0

Consequentemente, para expressarmos as equagdes vetoriais em um sistema de
coordenadas curvilineas, precisaremos de uma expressio para o operador nabla, bem
como a dependéncia dos vetores de base em relagio a posicéo.

2.10.7.1 Determinacao do operador nabla

A partir do vetor posic¢do no novo sistema de coordenadas,

F= F,-uiél- (2.72)

onde F; representa um fator de escala. Ja que as componentes u#; podem nio corresponder
a dimensdes do sistema, podemos expressar dr no novo sistema de coordenadas:

d? = Fi dl/ti éi (2.73)
Convém destacar que, para um sistema cartesiano, temos:
(d7 - d7) = (dx1)? + (dx2)? + (dx3)? (2.74)
Ja para o sistema curvilineo:

(d7 - dF) = (Fidu1)? + (Fadus)? + (Fsdus)? (2.75)

Como a variacédo de dx; em termos das variacdes das componentes du;, por exemplo,
é dada por:

5)61 8)(?1 axl
dxy = —du; + —dus + —d
Al ouq L Ous = ous S
de forma geral, temos
0
Ay = 2 gy j (2.76)

éuj
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Logo,

0xm 0xXm
(87jduj) ((9 kduk) = Fl-2 du;du; (2.77)

Ja na forma de um produto escalar, temos

0Xm 0x,
(au] du; em) . (8 ” ) = Fi2 du;du; (2.78)

Oxm . Oxp
(Lem)-( al en) dujduy = F du;du;
duy

oF oF
(—rém) : (TFen) dujduy = F2 du;du;
k

Uma vez que esse sistema curvilineo é ortogonal (i # j), temos

or or
(a—ul) . (a—uk) = 0 (2.79)

Na Equagéo (2.73), somente os termos j = k permanecerio.

2 2 2
Ox1 )", (2x2) (2%
5%1 aul 8u1

ox1\® (0xg)\®  (0x3\° 2 p202 242, 22

7 dxy | dxo | dxs \?
2 st gr2 a4
duy + ((’Mg) +(8u2) +(6u2)

6u3 6u3 6u3

Como as coordenadas sdo independentes, concluimos que o fator de escala é dado por

_ axl 2 8X2 2 6XS 2
Fl_\/(a_ui) () (2 250
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Agora vamos definir a representacio de d7 no sistema com as componentes u;, com
base no sistema de coordenadas polares apresentado na Figura 2.21.

X
ZA
€o
eT’
" T/
€2} |
0, 1 >
é]_ x]

Figura 2.21 Sistema de coordenadas polares.

Fonte: elaborada pelos autores.

Nesse caso,
x=x1= r cos( 6 )
~—— ——
uy us
y=xo=rsen(d) = xo=ujsen(us)
Logo,

ax1\>  [0x2)?
Fi = Ay L1222 - \/COSQ(I,LQ) +sen?(ug) =1
ouy Ouy

(9142 6_u2

2 2
Fa = \/(%) " (6)62) - \/(—”1 sen(ug))® + (uy cos(uz))?

= uV(—sen2(us)) + cos?(uz) =uy = r
Entao, nesse caso:
dr = F1 duq él + F5 dusy éQ

dr =dré, +rdbég
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Como dF est4 associado a uma funcéo potencial ¢, temos

(") ")
dp = ——duy + ——duy + ——d
(%) (9u1 up + (9142 us + aug us

Entao,

- 0 0 0
(F1duyé1 + Fodugés + Fzdusés) -V = —Sodul + —SoduQ + —(pdug
aul (9142 8143

E, ao multiplicarmos a componente é; pelo gradiente de ¢, temos

> 1 dyp
5. . Vo = ——=
¢ ¢ Fi (914,-
Logo,
> 1 690 N 1 6‘,0 N 1 690 N

Vo 7€

= — e+ ——e2+
F1 (9141 ! F2 (91/!2 2 F3 61/!3

(2.81)

(2.82)

(2.83)

(2.84)

Em suma, temos o gradiente nas coordenadas polar, cilindrica (Figura 2.22(a)) e
esférica (Figura 2.22(b)) dado pelas Equagdes (2.85), (2.86) e (2.87), respectivamente.

z Z
P, y.2)
P(r, 0,2)
L]
|
I
r'.,
1 4
I
I
A : /
— \ | 7
X r y \\J Jx
\\//
y
X y X
(a) (b)

Figura 2.22 Sistema de coordenadas: (a) cilindricas, (b) esféricas.

Fonte: elaborada pelos autores.

(2.85)
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g, Loy, g,

Vo = = + — 2.86
L PRI T AL RS (286)

op . 10¢ . 1 dy.
Vo=—26, +-—— - 77 2.87
¢ 6re * r('36€9+ rsen(0) (3(,06"7 (2.87)

2.10.7.2 Determinacao da dependéncia dos vetores de base

Por fim, precisaremos analisar a dependéncia dos vetores de base em relacdo ao
sistema de coordenadas. Observando as projecdes dos vetores unitarios da Figura 2.21,
temos:

é, = é1c0s(0) + e sen(0)

ég = —e1sen(0) + é5 cos(0)

Dessa forma,

de, 0éqg
or  ar
Porém,
Py
% = —e1sen(f) + éxcos(f) = ég
96
% = —él COS(@) - é2 Sen(e) = _ér

De forma geral, podemos escrever:

0é; ¢ejOF;
(’)uj a Fi 8”1‘

~6i;VF; (2.88)

onde é;, ¢ e VF; pertencem ao novo sistema de coordenadas.

Assim, podemos reescrever o divergente, o rotacional e o laplaciano de um escalar
da seguinte maneira:
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S 1 0 0 0
V.-V= —(FyF3Vy) + — (F1F3Vo) + — (F1F5V: 2.89
FiF P, [aul( 2 F3V1) (9142( 1F3V2) 6u3( 1F2 3)] (2.89)

1 é1F1 ég9Fy é3F3

v o— o0 2 9
VxV= m Bus Bus Buz (290)

F1Vy FyVy F3Vs

1 0 (FyF3 0 0 (F1F30 0 (F1Fy 0
V- O (RRg) 0 (RFog) 0 (FFog||l
Fi1FoF3 |0up \ F1 0wy Oous \ Fy Ousy ous \ F3 dus

A dependéncia dos vetores de base pode ter implicagdes relevantes na resolugio de
sistemas de equacdes lineares e na determinagio da dimenso de um espaco vetorial. E
importante notar que a independéncia dos vetores de base ¢ uma condi¢ao necessaria para
que eles formem uma base, mas nio é suficiente. A base também deve ser ortogonal para
que possamos determinar facilmente as coordenadas de um vetor em relagéo a essa base.

Em suma, a dependéncia dos vetores de base é uma condi¢do em que pelo menos um
vetor de uma base pode ser expresso como combinagio linear dos outros vetores de base.
Isso pode ter implicacdes importantes na algebra linear e na geometria, e é necessario
para determinar um conjunto de vetores que formam uma base em um espaco vetorial.

Existem outras operacgdes envolvendo o operador nabla que sdo de interesse em
mecénica dos fluidos, por exemplo, a operacéo de produto diddico entre nabla e um vetor
e a divergéncia de um tensor, definidas como VV e V - T, respectivamente. Se usarmos o
operador para um sistema de Coordenadas nio cartesiano, podemos demonstrar que o

a7p ,
tensor VV = Z ( é; + VJ Fx ) é:

vp=&
1

+ — + — _—
6u1 F2 61/12 F3 8143 61/!1 F2 6142

(6V1 Vo 6F1 Vs 6F1) . (6V2 Vi 8F1) R (c')Vg Vi 8F1) R
-— el + e9 + es

é2>(5V1 VQaFg)A (avg Vs OFy VlaFg)A (aV3 VQaFZ)A‘
+ —-=—= + é3

_— — + +
81/!2 F1 6”1 (91/!2 F3 aug F1 61/!1

és| (v VsOFs\ (Ve Vs OFs\ . (Vs ViOFy Vo OFs é‘
Ous Fs dus 3

ous Fp0u ous Fp0u1 Fsdus

(2.92)
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Matematicamente, (VV)T é o gradiente do vetor V como definido em textos de
mecéanica do continuo. Em coordenadas cartesianas:

e e], grad(V) = —éiéj,

W=
axl 0x;

que é o mesmo resultado de (Vf/)T.

De maneira analoga, podemos demonstrar que o divergente de um tensor de segunda
ordem é o vetor:

= él
V- T= — (Fo F3T: + —(F3F1 T
FiFoF; E)ul( 2 F3T11) ( 3F1T21)
oF OF
+ —(F1F2T31) + Fy [Tig=— — T33——
B us 81/11
0F, oF,
+Fy (T2t -1 +
3( 250 225u1)
P (F2F3Ti) + (FFT)
FiF,Fs 8u 2 F3T1o 3F1 T2
OF oF
+—(F1F2T32)+F3 To1— —Tj1—
8 ui 8u2
0F, 0F3
+Fy Ty 22 - T +
1 ( 25~ T 5”2)
P (FFT)+ (FFT)
AF 2F3T13 3F1To3
OF OF:
+ —(F1F2T33) +Fy [Tp==2 —Tp=—2
ou us au
OF OF
+ Fy T31—3—T11 L (2.93)
ou ui aug
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EXERCICIOS PROPOSTOS

Exercicio 2.1

Prove as seguintes igualdades utilizando a nota¢io indicial:

a) (U-W)V—-U-V)W=UXx(VxXW)
b) aVB + BVa = V(apB)

c) U-Vo+¢V-U=V-(pU)

d) V- (aVB - pVa) = aV?B - V3«
e) (VXU)+ (Vo) xU =Vx(pU)
f) V- (VxU) =0

Exercicio 2.2

Calcule o resultado das seguintes expressdes:

a) 0ij

¢) Sapdypday
d) ﬁixl-

e) (’3l-xj

f) €ijxdjk

Exercicio 2.3

Simplifique as expressdes a seguir e justifique aquelas que néo fazem sentido:

a) (5,‘,‘5,']‘ h) 6;uim

b) 5ik6kj i) Ea,ﬁya(luﬁ
C) €apylipily J) Sapbap

d) 6;i0:i k) €ap,08y
e) Oiklljk 1) €apy0p0y¢
f) €apyUap m) €EapyUpVy

g) Oaadpp n) 6;;0ik
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Escreva em notacéao indicial a componente ¢; da seguinte equacdo:

ﬁ:/ﬁ(pﬁ)dw/pﬁ(ﬁ-ﬁ)ds
v o s

7
| H
\.

Considerando o campo de velocidade

U= 3x22é1 - 2xy2é2 + 4y2zé3,

/ﬁ-UdS
s

onde S corresponde a uma superficie ctibica delimitada pelos planos 0 < x < 1,0 <
y < 1,0 < z < 1. Aplique o teorema da divergéncia para comprovar sua resposta.

determine

7
\.

Demonstre as seguintes igualdades:

a) Ul -u=u-U

b) trU =tr UT

c) (uxv)-U=u-(vxU)

d) tr(U+V)=trU+trV

e) V-(¢U) =gV -U+UT - V¢
f) V(¢u) = ¢Vu + (Vo)u

7
\.

Escreva o tensor de segunda ordem
T = Qélél - 3é1é3 + 4é2é1 - 6é2é2 + 8é3é1 + 5é3é2,

como a soma de um tensor simétrico e um tensor antissimétrico.
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Exercicio 2.8

Considerando a forma de VV, mostre que o seu tensor transposto é:

1[0V, VadF, V30F . .
=—|— — —— [€1é1

v)T = ==
(V) Fi\oui Fs0us F3dus

1[0Vi Vy0Fs

L _ Vool
Fo\ous Fy 0uy rez
N 1oV, V30Fs). .
—|— - =——é1¢
F3\ousg Fy 0uy 1o
N 1(oVy, Vi0F1). .
— | == - ——éq¢
Fi\our Fy0us 2
+1 (')V2+V3(9F2+V15F2 A
— | —+ ==+ =—=é9¢
Fo\Ous F30us F10uq 202
N 1[0Va V30Fs3), .
— = - =—=éq¢
F3\dus Fo dus 2
N 1(oVs Vi0F). .
—|— - ——é3¢
F1 8u1 F3 6u3 371
N 1[0V Vy0Fs). .
— | - =—=é3¢
F2 3142 F3 6u3 372
1[0Vs Vi9dF3 VodFs). .
+ = — + — + ——|€é3¢é3

Fg 31/!3 Eaul F2 61/[2
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Considere a diadica

oU;
6xi

A A

Vﬁ = €i€;j

e um tensor simétrico 7. Usando as duas formas de fazer uma dupla contracéo,
mostre que ambos os resultados sdo idénticos.

\ J

Fazendo T = VV na forma do divergente de um tensor, pode-se obter o laplaciano
do vetor V definido como

V2V (note que V2 =V . V).

Obtenha uma expressido matematica para avaliar o laplaciano do vetor em coorde-
nadas cartesianas.







CAPITULO 3

Cinematica dos meios deformaveis

Apods uma breve introdugéo de conceitos matematicas fundamentais necessarios para
modelagem matematica do meio continuo, vamos analisar alguns conceitos fisicos para
a compreensao do movimento dos fluidos. Para isso, vamos “atacar” o problema do des-
locamento de um elemento de volume a partir das descri¢cdes euleriana e lagrangiana.

Apesar da descri¢io que realizaremos sobre o movimento do fluido sem a preocu-
pacdo com suas causas, é importante ressaltar que, independentemente da descrigéo
adotada, algumas hipoteses devem ser consideradas:

a) A matéria é continua.

b) Os elementos de fluido estdo sempre relacionados a pontos matematicamente
identificaveis.

¢) Um elemento de fluido s6 pode ocupar uma dada posicdo em um dado instante de
tempo.

3.1 DESCRICOES LAGRANGIANA E EULERIANA

Do ponto de vista lagrangiano (descri¢cdo material), o movimento dos elementos
de fluido é acompanhado ao longo do tempo, bem como a variacdo das propriedades
intrinsecas a esses elementos, a partir de um ponto inicial, com o volume de controle se
movendo junto ao fluido. A solu¢do das equacdes do movimento para cada elemento
de fluido é relativamente simples, pois implica apenas a localizacdo espacial de cada
particula a cada instante de tempo por meio da segunda lei de Newton. Também é
importante ressaltar que, nessa descri¢do, os elementos de fluido podem apresentar
variacdo de seu volume e formato ao longo do tempo devido, por exemplo, a variacdo
de sua densidade, sem que haja violacdo da conservacdo da massa.

A Figura 3.1 apresenta um exemplo da descrigio lagrangiana para duas particulas dis-
tintas X e Xo, ao longo dos instantes de tempo ¢ = 0, 1, 2 (indicados pelos sobrescritos).
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XD X,

Figura 3.1 Descricao lagrangiana de dois elementos de fluido ao longo do tempo.

Fonte: elaborada pelos autores.

Ja do ponto de vista euleriano (descri¢do espacial), o volume de controle é fixo e as
propriedades dos elementos de fluido sdo calculadas em funcido do tempo & medida que
o0 escoamento passa através de pontos fixos no espaco. Essa descricdo pode apresentar
algumas vantagens, como solu¢des mais simples para as equa¢des do movimento, devido
ao fato de que, computacionalmente, precisamos apenas calcular as propriedades dos
elementos de volume em pontos fixos, sem a necessidade de guardar a informacéo da
localizacéo individual de cada particula, bem como variagoes de seu tamanho e volume.
A Figura 3.2 apresenta um exemplo de dois pontos fixos dentro do volume de controle
onde as propriedades do fluido sao medidas ao longo de cada instante de tempo.

e
> ° P]
B
>
X
3 > °
T &
—

Figura 3.2 Descrigao euleriana com dois pontos fixos onde as propriedades sao calculadas ao
longo do tempo.

Fonte: elaborada pelos autores.

E indiscutivel que ambas as descricdes apresentam vantagens, desvantagens e limi-
tagdes, dependendo do caso estudado. Por isso, diversos autores focam seus esforcos na
analise das caracteristicas de tais descri¢des, que remontam a década de 1930, demons-
trando a descri¢do material por meio de equacgdes complexas, e chegam a trabalhos mais
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atuais que apresentam resultados comparativos entre as duas descri¢des para fendme-
nos envolvendo a deposi¢io de particulas em escoamentos turbulentos.

3.2 CARACTERIZACAO DE UM ELEMENTO DE FLUIDO

A descrigdo da posi¢do de um elemento de fluido pode ser dada como uma funcéo
de sua posic¢do inicial 7 no instante de tempo # = 0:

¥ =T7(Fp,1) (3.1)

De fato, essa equacgio representa uma transformacio que leva a particula, localizada
inicialmente em 7, para distintas novas posi¢des ao longo do tempo. Porém, também
podemos descrever a posi¢éo inicial do elemento por

1702170(7,1‘) (3.2)

Da mesma forma, podemos expressar qualquer propriedade do elemento de fluido
como ¢(7,1) ou ¢(rp,t). Para o caso da velocidade de um elemento de fluido que se
encontra na posi¢ao 7 no instante ¢, temos

u=1u(r,r) (3.3)

i = ii(Fo, 1) (3.4)

Ou seja, a descrigdo de seu movimento pode ser obtida considerando as variaveis
independentes (7,t) ou (Fy, 7). As coordenadas (7, ) sdo chamadas de eulerianas,
espaciais ou de campo, pois a posi¢do considerada é fixa ao longo do tempo. J4 as
coordenadas (7, 1) sdo ditas lagrangianas, materiais ou convectivas, pois nelas o
ponto de matéria (elemento de volume) é fixo ao longo do tempo.

Para avaliar a diferenca entre as duas abordagens, vamos tomar como exemplo um

campo de velocidade descrito por

y+2t
€l

u(y,t) =

com a posicao
y =1+ y
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_y+2t,

I’_Z(y’t) - ¢ €1

(L+3)yg+2t .
—_— e

u(yo,t) = "

1

u(yo,t) = (y0t2 + % + 2)é1

Embora u(y, ) # ii(yo,t), ¢ importante lembrar que estamos descrevendo o mesmo
escoamento. Em suma, a descricdo de qualquer propriedade pode ser expressa por

¢(r,1) ou ¢(7o, 1)
—— S
fixa a posicao dentro do volume de controle fixa a matéria (elemento de volume)

3.3 DERIVADAS MATERIAL (SUBSTANCIAL) E ESPACIAL

Para qualquer propriedade ¢, podemos definir as seguintes derivadas:

a¢ a¢
—_— e —_—
ot |z a1 |z,
~~—— ==
derivada espacial derivada material

Em nome da simplicidade, vamos adotar a seguinte notagéo:

o¢ _ 3¢

ot ot

d¢ _ 9¢
dt Ot

7 o

Com a propriedade descrita em coordenadas espaciais, a derivada material é dada por:

d¢(?’ t) _ 8¢(?(70’t)’t)
dt ot

_ 0¢(F(Fo.1).1)
= - 8)C,'

ro

Oxi

¢ (7 (7o,1),1)
ot *

ot

(3.5)

N

t ?() r
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Como 7 = x;é;, temos:

(9(}5 6x,- a(xl-éi) N = &
=7 ZE| = 2 6;0,0=U-V
x|, o)y T ar |, <% ¢
Assim: ) do(F.1)
o(r,t)  0p(r,t _09(r,t - o
- ?0_—(% +U-V¢ (3.6)

O primeiro termo do lado direito da Equagéo (3.6) é chamado de termo transiente
e esta relacionado com o fato de que a grandeza ¢ pode nio estar em um regime
permanente, sofrendo varia¢des ao longo do tempo (dependéncia explicita do tempo).
Ainda é importante destacar que, no referencial euleriano, o escoamento pode estar em
regime permanente para um determinado sistema de referéncia e em regime transiente
em relacido a outro.

Ja o segundo termo da direito da Equagéio (3.6) é denominado termo convectivo
e esta relacionado ao fato de a grandeza¢ estar sendo transportada pela velocidade U
ao longo das coordenadas espaciais, considerando as variacdes da propria grandeza ao
longo do espaco através do operador gradiente.

Agora, vamos tomar como exemplo ¢ = 7. A derivada material é:

dr(t) or

= =U-Vi+ —
dr o1 "

7o

Como era de esperar, a derivada material da posi¢ao corresponde ao vetor velocidade.
Também é importante ressaltar que:

L o
ot

or

=2
ot

7o 7

A derivada material ndo necessariamente é obtida para uma Unica grandeza. Assim,
para duas grandezas ¢ e ¢2, temos pela regra da cadeia:

d(@1¢2) _  doa déy

7 #1 T + ¢ 7 (3.7)
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3.4 TRAJETORIA, LINHAS DE CORRENTE E DE EMISSAO

A soma dos deslocamentos infinitesimais de elemento de fluido ao longo do tempo
corresponde a sua trajetéria. Como a Equacéo (3.1) descreve a posicdo em fungio do
tempo, temos que os modulos das componentes de velocidade nos trés eixos cartesianos
sdo dados por:

_ dx1 _ dXQ _ d)C3

, Ug = —— uz = ——
dt

- dt’ dt

Ao tomarmos como exemplo o campo de velocidade dado U = 3xt é; + ¢ é2, temos

y t
/ dy = / tdt
Yo 0

— i
Y=Ytz
Uma vez que os valores de xg e yo forem definidos, a trajetoria da particula

pode ser descrita por

3
7= (X()eﬁtz)él aF (y() + %)ég

Ja a linha de corrente corresponde a uma curva no espago tangente ao vetor
velocidade em cada ponto, para cada instante de tempo, conforme exemplificado na
Figura 3.3. Para os planos x-y, x-z e y-z, temos
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dy v

X—-y: —=-—

% dx u

dcx u

X—z: —=—

¢ dz w

' dy_v

yoe dz w

Logo,

d d d
@ _a_ & (3.8)

u \ w

A solucdo dessas equagdes para cada instante de tempo ¢ resulta em uma equacio
na forma z = z(x,y) correspondente a linha de corrente que pode ser determinada
considerando as funcdes paramétricas x = x(0), y = y(0) e z = z(0). E, em termos do
parametro o, concluimos que

dr _dy _d:_
u v w
sz
,
1o
"
u

>
&
Figura 3.3 Linha de corrente de um elemento de fluido.

Fonte: elaborada pelos autores.
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Com ¢ sendo fixado, podemos reescrever na forma indicial

dx; N
d_sl = Ui(rs t)

Voltando ao exemplo anterior,

dx
— = 3xt
ds *

X d (o
/ & / 3tdo
X0 X 0

Como

a linha de corrente pode ser dada por

X = er3(y—yo)

ou

y:y0+%ln(xi)
0

(3.9)
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1,5

1,0

0,5

X
1 2 3 4 5

Figura 3.4 Linha de corrente obtida, considerando a posicao inicial xg = yg = 1, a partir do
campo de velocidade dado por U = 3xt é; + 1 é5:

Fonte: elaborada pelos autores.

Durante o estudo de um escoamento, um corante pode ser usado para identificar
a trajetoria seguida pelas particulas do fluido ao longo do tempo. A linha de emissio
corresponde a curva formada por todas as particulas que passam em uma determinada
posicdo espacial 71 em um intervalo de tempo 0 < 7 < ¢, como exemplificado na Figura
3.5. Ou seja, uma particula qualquer na posigdo 7y = Fo(7,1) esta sobre a linha de
emissdo de 71 se em qualquer instante de tempo 7 ela passou por 7. Consequentemente,
a linha de emissdo é obtida a partir da Equacio (3.1), considerando que 7y = 7o (71, 7).

X
ZAL
Ty
5 1
€24
él XJ

Figura 3.5 Linha de emissao gerada por todas as particulas que passam no ponto localizado
em 71 no intervalo de tempo 7.

Fonte: elaborada pelos autores.
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Ainda fazendo uso do exemplo anterior, sabemos que

Xo=x1e 2°
Logo, a posicdo em x pode ser reescrita como
_3.2, 3.2
x=(x1e727 )e2’
32 2
x = xge2" ")
- 2
Yy=Y+3
2
=y, -
Yo =JY1 P}

2 2
y=n-5)+%

y=y1+5(*-1%)

3.5 DESCRICAO MATEMATICA DA DILATACAO

Ao escoar, um elemento de fluido pode sofrer variacdo de seu volume e forma devido
a efeitos de compressdo ou expansio, e, matematicamente, precisamos ser capazes de
determinar esse comportamento do espaco. Considere o sistema apresentado na Figura
3.6, em que um elemento de volume sofre um efeito de dilatacéo.

O volume material no instante r = 0 é dado por

oV = dxo1 - dxgs - dxos (3.10)

Ao considerarmos um tempo genérico, podemos representar §V no sistema cartesi-
ano por meio da relagao
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L Ox; .
dxi = i dei e; (3.11)
X0i
Z A
A .
—
de3 deZ
> d_)
—
X —
del 3 dxz
—> —_
To dx1
T'(ro, t)

X

Figura 3.6 Efeito da dilatagao em um elemento de volume a partir de um sistema de coordenadas.

Fonte: elaborada pelos autores.

ou seja,

. ox .
dx1 = - del e;
8x01
iy = 2 oy
Xo = —— dxqp2 €

0xg J

L Oxg .

dX3 = — ClX03 €k
(9)60

Como, de fato, o volume é dado por

0V = dX; - (dXa X dX3) (3.12)

oV = Eijk_.__ dxo1dxgodxps (3.13)
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d 6)6, {)xj Oxy
onde a expressao €ijk (9x01 (9x02 Ox03

volume material, que, por sua vez, é dada por

éxl c’)xl 8)61

O0xp1  Oxp2  Oxp3
0xo  Oxo  Oxo

Oxg1 Oxga  0xp3
Oxg3  O0x3  Ox3

O0xp1  Oxp2  Oxp3

consequentemente,

oV =JoVy

representa a matriz jacobiana J do movimento do

(3.14)

(3.15)

Para condicdes de escoamento isocorico (isovolumétrico), onde 6V = 6V,
independentemente de sua forma, J é igual a 1. Porém, é importante ressaltar que
fluidos incompressiveis sempre escoam isocoricamente, pois sua densidade sempre se
mantém constante. Em contrapartida, fluidos compressiveis podem ou néo apresentar

comportamento isocorico.

Ao tomarmos as posi¢des exemplificadas anteriormente, temos:

0 ay 0z
dx = d)?l 8—XOdXO€1 + 8—de€2 + 8—0de63

- § 2 N A A
di1 = e2" dxpé1 + 069 + 063

0 0 0
d5 = dy = ——dyoé1 + ~>dyoés + ——dzoé3
dyo dyo dz0

d)_fg = Oél +1 dyoég + Oég

Como a componente z é nula, podemos concluir que

7 =20, logo

- - A a A a A
dz = dx3 = —xdzOel + —ydz()eg + —Zdz()eg
0720 020 0z0
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d)_f‘g, = Oél + Oég +1 dZoég

Consequentemente,

5V = (€21 1)6Vp

Isso mostra que o elemento de volume sofre uma variacio temporal a uma
taxa exponencial na dire¢do x, sendo nulo nas outras componentes.

1 1 1

J .

~ 4,48 y 7 y
~ 6,14

x x x
Figura 3.7 Exemplo da variagao volumétrica do elemento de volume em funcao do tempo

3
descrita por 6V (¢) = (eitz) 6Vp.

Fonte: elaborada pelos autores.

3.6 EQUACAO DIFERENCIAL DA CONSERVACAO DA MASSA

A variagdo volumétrica em relagdo ao tempo de um elemento de volume pode ser
dada por

d—V=/ A-UdS (3.16)
dt S(t)
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Ao aplicarmos o teorema da divergéncia, temos

d—V=/ V.-Udv (3.17)
dt V(t)

Se considerarmos o limite do tempo tendendo a zero, concluimos que

d - -
—6V =(V-U)6V (3.18)
dt
d ( 6V - - o0V
—|—|=(V-U) — 3.19
dt (5‘/0) ( )(5V0 ( )
Como oV = JoV),
dJ > o
—=JV.U 3.20
T (3.20)

Assim, concluimos que o divergente de U pode ser reescrito na forma

- 1dJ 1 d
V- U=-2"2-_"_2 3.21
v J dt 6th(6v) ( )

Por exemplo, para um escoamento isocdrico, J = 1, temos
V-U=0 (3.22)

ou seja, o divergente de U representa a taxa de variacdo do volume material por
unidade de volume. Se considerarmos que 6V = dm/p, obtemos

om _ jom (3.23)
Y PO
ou
po=Jp (3.29)
Por definicéo,
d
U (3.25)

dt
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Logo,
d
—(Jp)=0 3.26
. Up) (3.26)
Com base na jacobiana,
dp dJ
J—+p—=0 3.27
ar " Par (3:27)
d - -
JL L oV T =0 (3.28)
dt
dp > o
P (3.29)

Outra forma é dada pela substituicdo da derivada material na Equagéo (3.29). Assim,

0

i}

p+pV-U=0 (3.30)

<]l

+U -

D
iy

—

Ao lembrarmos que p% U+U- %p =V (p U ), obtemos entdo a equacao diferencial
da conservacao da massa:

ap

o+ V- (pU) =0 (3.31)

3.7 TEOREMA DO TRANSPORTE DE REYNOLDS (TTR)

O estudo de uma propriedade contida em um determinado elemento de volume ao
longo do tempo é extremamente dificil, para ndo dizer quase impossivel. Dessa forma,
nio devemos nos concentrar em um elemento de fluido especifico, mas sim sobre no
movimento total de um fluido ao longo de um dispositivo ou estrutura contidos em
um volume de controle. Em suma, desejamos transformar as equac¢des de um sistema
lagrangiano para um sistema euleriano. Vamos considerar uma propriedade ¢V por
unidade de volume. Temos

d d
< dydV=— [ ¢yJadvp (3.32)
dt V() dt Vo
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d (4% B doy
dt ((ﬁv]) dvy = / ((ﬁvE + JW) dvy = '/‘;0 (¢VV U + _d )JdVo
d dv )
— dv = V.U|av 3.33
i v dv /V(t)( 7 + ¢y (3.33)

ou, transformando o segundo termo da Equacao (3.33) de integral de volume para integral
de superficie usando a Equacéo (2.45):

d 0oy .~
< by dV = O avs [ (h-0)pyds (3.34)
dr Jy V() o S(1)

do d . =

— = — oy dV + (n : Ur) oy dS (3.35)

dt dt V(t) S(t)

——
Taxal <(iie variag§ (:1 d Taxa de variagdo temporal Taxa liquida de fluxo
temporal da propriedade da propriedade dentro da propriedade através
do volume de controle da superficie de controle

Para podermos compreender o poder do TTR, vamos analisar um exemplo simples,
considerando um tanque de base circular cujo diametro é igual a D1 e com altura H,
cheio de 4gua contendo duas saidas também circulares com os diametros de D3 e D3,
conforme ilustrado na Figura 3.8. Vamos determinar a equacio que descreve o tempo
necessario para que o tanque seja totalmente esvaziado.

Figura 3.8 Exemplo de uma aplicacdo do TTR: teorema do transporte de Reynolds.

Fonte: elaborada pelos autores.
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Com base na Figura 3.8, podemos observar que

. dH
V1=

Nesse caso, vamos considerar que

172 = \73 = CD\/2gH
Logo,
0= / (— ni - p\_;l)dS + / (le . p\_}z)dS +/ (ﬂ?’ pVg)dS
S1 S2 S3
0= -1 - pV1S1 + fig - pVaSa + A1z - pV3S3

0=—pv1S1 + pvaSa + pv3S3

2 2 2
0= —V1D1 + v2D2 + V3D3

dH
—D? = Cp+2gH D3 + Cp+/2gH D3

dt
H 2 2
dH D3 + D3
./0 _H1/2 = A CD\IQgH
L[ D 2H
- Cp D2+D2)\ ¢

3.8 TENSOR GRADIENTE DE VELOCIDADE

Como estamos estudando a cinematica do ponto de vista dos elementos de fluido,
vamos ampliar essa discusséo e explorar a analise do movimento entre os elementos e, a
partir dai, caracterizar a deformacéo destes. Como podemos observar na Figura 3.9, a
diferenca de velocidade é dada por
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dU = U(F + dF) - U(F) (3.36)

X

Figura 3.9 Projecao dos vetores velocidade em funcao dos vetores posicao.

Fonte: elaborada pelos autores.

Considerando que os elementos de fluido estdo muito proximos entre si, concluimos

que
= - = - = a[_j
UFr+dr)=U{r)+dU =U(r) + 8_dxi (3.37)
Xi
Como
. oU .
dU = a_xidXi = dxiei . ej 8J-U,

podemos representar dU como

dU = di - VU (3.38)

onde VU é o tensor gradiente de velocidade e contém toda a informacéo necessaria para
podermos descrever o movimento de deformacéao do fluido. Assim como todo tensor, o
tensor gradiente de velocidade pode ser escrito como a soma de um tensor simétrico e
um antissimétrico. Ou seja,

6(7 = 6in éiéj = %(BLUI + (‘3jU,~)é,-éj + %(&Uj - 8_,~U,~)é,~é_,~ (3.39)

Sl
oll
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onde D e Q sdo o tensor taxa de deformacio e o tensor vorticidade, respectivamente.
Ou seja,

Yi=-D+Q (3.40)
sendo
D = 1(V0 + (VO)7) (3.41)
€
Q- L(VO - (VO)T) (3.42)

3.9 TENSOR TAXA DE DEFORMACAO
Considerando que o tensor taxa de deformacdo pode ser representado por
D =Dy, éié;, (3.43)

primeiramente vamos interpretar o significado fisico desse tensor, considerando o caso
i = j. Com base na Figura 2.9, observamos que

< () = [+ dP) - 7] (349
d, . = o =
E(dr) =U(r+dr)-U(r) (3.45)
Portanto,
i(d?) = d7 - VU (3.46)
dt B ‘

Se considerarmos que dr = ds7, temos

d o _o, d
E(ds ) =2ds T (ds) (3.47)

d d
— = —(dr - dr 3.48
2dsdt (ds) dt( 7 - dr) (3.48)
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d d d
2dsz(ds) = E(d?) -dr + di - E(d?)
d L5 2= N N L5 2=
2dsa(ds) =dr-VU -dr +dr-dr-VU
Mas, como dF - VU - dif = d7 - dF - %ﬁ entdo

d - -
2dsa(ds) =2dr-VU -dr

Ao dividirmos por ds?, temos

1d d¥ -- dr
- = .VU. .=
d dt( ) ds ds
1d dx; dx
—Z2ds) = =D+ Q) —L
s ar ) = g5 (Pis + )0
1d dx; dx; dx; dx;
— gy = l.j+(i_f y )
ds dt ds ds ds ds
. .. _ antissimétrico
simétrico
0
1 d =
—Z(ds)=7F-D-7F
Ba\ =TT

Agora, se considerarmos, por exemplo, D11 e ¥ = €1, temos

1 d R — U, o, o,
——(ds) = -D - =D = 1 =
sa®=éDa=bu=; (ax1 " Bxl) dx1

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

Com isso, concluimos que D1; representa a taxa de deformacéo longitudinal por
unidade de comprimento de um elemento de fluido na orientacdo de ;. Obviamente,
valores negativos e positivos de D1; correspondem aos fendmenos de contracéo e

esticamento, respectivamente.

Também é conveniente ressaltar que D;; representa o divergente do campo de

velocidade. Ou seja,
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Dii: —trﬁzﬁ-l_]’

Uy , 0Uy  9Us\ _
axl aXQ 5)63

Ao considerarmos o volume infinitesimal de um elemento de fluido, sua taxa de
variacdo é dada por

d d d d
E(d‘/) = E(dxl) dxodxs + dxla(dxg) dxs + dxldxga(dx;;) (3.56)
Como
d ou
—(dxl) = U1(X1 + dxl) - U1(x1) =dU, = —ldxl (3.57)
dt 0x1
d 0
—(dxg) = Us(x9 + dxo) — Us(x9) = dUs = —U2 dxo (3.58)
dt 0xo
d ou
—(dX3) = U3(X3 + dX3) - U3(X3) =dU;s = —3dX3 (3.59)
dt 0x3
Entao,
d ou oU. ou
Z(dV) = —Ldxydxadxs + —=dxydxadxs + — dx1dxadxs (3.60)
dt ox1 0x9 ax:;

Agora vamos interpretar fisicamente D;; quando i # j. Considere dois vetores
posi¢éo apresentados na Figura 3.10. Como observado, ambos os vetores apresentam
um angulo 6 entre si. Assim,

d, . . d
E(drl -dry) = 7 (ds1dso cos 0) (3.61)

dry
/
/
9 > d?z
a7, - dF,

Figura 3.10 Representacao grafica do produto escalar entre dois vetores.

Fonte: elaborada pelos autores.
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Mas:
d d d
E(d;:l -dry) = E(d;ﬁ) - dry +dry - E(dl_’)Q) (3.62)
d, . . 5L L =
E(drl . drg) = dU1 . dr2 + dl”l . dUQ (3.63)
d, . . e N e N
E(drl-er):(dr1-VU)-dr2+(dr2-VU)~dr1 (3.64)
d . e oo
E(drl -dry) =dry - dry - VU +drs - dry - VU (3.65)

Mas, como podemos escrever

d N N N N = = N N = =
E(drl ~drg) =dry - dra - (D + Q) +dre - dr; - (D — Q) (3.66)

d —
E(dﬂ -dr9) = 2d7¥, - D - dis, (3.67)

Ao aplicarmos a regra da cadeia na Equacdo 3.61, igualarmos a Equacéo 3.67 e
dividirmos por dsidsa, temos

d d do dr1 = drg
- = - — — —=9_-.D. .
(dsl) cos(0) + (dSQ) cos(0) sen(@) 7 o 5 (3.68)

Se considerarmos a condicdo de ortogonalidade entre as componentes 1 e 2, temos

d71 5 d}"Q _ 1do (3 69)
dS1 dSQ B 2 dt '
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Lembrando que

&, 1A
B _ e
35, 2T
é1- D- é9 = D19 (3.70)
1d6
D12 = —55 (371)

ou seja, D12(= D21), por exemplo, corresponde a metade da taxa de decréscimo do
angulo entre dois elementos de fluido em é; e €5. Essa interpretacdo também se aplica
aos casos D13 e Dg3. Para maior compreensdo, vamos analisar dois casos distintos,
considerando os campos de velocidade it = cxéq e il = cyé;.

- ~ aui (91/!1
Para u = cxé;, temos que — = 0, exceto — =c.
Ox; 0x1
— Dy D12 Dis c 0
Dij=|D21 D3y D33 =10 0
D31 D3z Dagg 0 0

e e e

Nesse caso, observamos que a deformacio (ou movimento) é puramente
longitudinal ou extensional.

4

L, x
e o
—————————— > o
— —_—
———— ——p

R . ou
Para u = cyey, apenas —1_ c#0.
(9)62
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_ o s o0
Dij=|5 0 0
0 0 0
pois
(9u2 8u1
Dip=2|—+—|=¢
12 2(5)61 8)62) 2
(S
6u1 auz
Dy =2|—+—|=¢
21 2(5)62 axl) 2

Indicando que a deformacéo é puramente cisalhante.

N .
4 «

| /

I P
e > Lommm - >
- -

Por fim, é importante destacar que, caso D seja nulo, o movimento é rigido, ndo

havendo nenhuma deformacéo. E, como D sempre pode ser diagonalizado, toda a
deformacao pode ser reduzida a um movimento puramente extensional, devido ao fato
de o tensor ser simétrico.

3.10 TENSOR VORTICIDADE

Com base na defini¢do matematica do tensor vorticidade apresentada na Equacéo
(3.42), podemos escrever

ou; .
“j _ Ou ) (3.72)

1 [ZZ _
€ijk i) = 5 €ijk (6x~ I
i J
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fiijij:%(€Xﬁ)k+%(€X(7)k (373)
ou seja,

€k Qi = (VX O = wyi (3.74)

que, por sua vez, corresponde ao vetor vorticidade na direcdo k. De fato, a Equagéo
(3.74) nos mostra que o tensor vorticidade aplicado em um ponto define a vorticidade
desse ponto. Vamos considerar que

Ekim Wk = €kim €ijk ij = €kim €kij Lij (3.75)
€xim Wk = (01i0mj — 010 mi) 2 (3.76)
€xim Wi = Qim — Lt = Qi + Qi (3.77)
Qi = 5 €kim Wk (3.78)

ou seja, as trés componentes da vorticidade definem por completo as componentes do
tensor vorticidade. Assim,

— 0 w3 —wy
Q=1l-w3 0 (3.79)
w9 —W1 0

Para maior compreensio da interpretacéo fisica do tensor vorticidade, vamos consi-
derar um movimento local sem a existéncia de qualquer efeito de deformacéo. Assim,

dU = d7 - VU = d7 - Q (3.80)
Como _
dr-Q = dxl- Qij éj (3.81)
dr - Q = dx; % €kij WKEj = %((T) X dF) (3.82)
Logo,
dU = 3(& x dF) (3.83)

Vamos analisar dois exemplos, considerando os campos de velocidade descritos por

s s U X s A
U=UgégeU= r;a Yeé,.
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No primeiro caso, observamos que o elemento apresenta o comportamento de
um corpo rigido, com uma velocidade angular constante Q, pois

U=Upéy =Qréy

Logo, a vorticidade pode ser dada por

- - 1
O=VxU=-0, 0¢ 0,
"lu, Uy U,
azvXU:—a—(rzg):méZ
7 Umax ~
Para U = 5 Yeé,, temos que
> o ov oU
D=VxU=|—-—]¢
¢ (5x 5y)ek
- UmaxA
w=— e
5 k

Consequentemente, a velocidade angular é

=4 U X A
Q=- ;n; ér [rad/s]
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i
X U = Unaxé;
}( - >
r< T
\\ 6‘( —> \\ ﬁ —_— 0

3.11 MOVIMENTO GERAL DE UM ELEMENTO DE VOLUME

Uma vez que o movimento de um elemento de volume pode ser descrito em termos
de seu vetor velocidade em funcéo do espago, temos

U7 +dr) = U®F) +dr - VU

(3.84)
ou seja,
U(F+diy= UF) + di-D +di-Q (3.85)
—— ———
Efeito da Efeito da Efeito da
translacio deformacio linear rotagao
e angular

Essa separacéo de componentes facilita a compreenséo e a analise do comportamento
do escoamento e é conhecida como teorema de decomposicao de Cauchy-Stokes.

A Figura 3.11 ilustra os possiveis comportamentos apresentados por um elemento de
volume durante um escoamento.



104 Introducao a mecanica dos fluidos - vol. 1

o1 (@) 1 (b)

X] X7

X2

X, x;

Figura 3.11 Decomposicdo do movimento de um elemento de volume separado em: (a) transla-
¢ao; (b) deformacao linear; (c) deformacao angular e (d) rotagao.

Fonte: elaborada pelos autores.
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EXERCICIOS PROPOSTOS
Exercicio 3.1

Determine a derivada substancial da propriedade
#(t,x,v,2) = 2x2yz3 cos(nt).
Exercicio 3.2
Considerando um campo de velocidade dado por
[7 = 4)61‘51 - 4yt52,

e a condigdo inicial xo = yg = 2, determine a equagéo da trajetéria da particula.
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Exercicio 3.3

Um escoamento cisalhante simples é descrito pelo campo de velocidade
U =2x f .

Determine as trajetorias das particulas de fluido para esse escoamento. Considere
quatro pontos materiais definidos pelos vértices de um retangulo cujas posi¢oes
emt = 0sdo: (1,1),(1,3),(2,3),(2,1). Determine a posi¢cdo ocupada por esses
pontos materiais em ¢ = 3. Mostre em um diagrama no plano x — y a posicdo
ocupada por esses pontos materiais nos instantes t = 0 e r = 3.

Exercicio 3.4

Um campo de velocidade é descrito por
U=x(1+0)i+4y(1+1)j+6(1+1)k.
Determine:

a) A aceleracdo em coordenadas espaciais.
b) A aceleracio em coordenadas materiais.
c) Se o escoamento € isocOrico.

Exercicio 3.5

Considere um escoamento descrito pelo campo de velocidade
U=x(4x+1)j, -1<x<1.
Determine:

a) O perfil de velocidade para esse escoamento.
b) O tensor gradiente de velocidade.
¢) O tensor taxa de deformacio.
d) O esquema do perfil de vorticidade.
)

e) O tensor vorticidade.



CAPITULO 14

Dinamica dos meios deformaveis

Neste capitulo vamos analisar a dindmica do fluido levando em consideracéo as
forcas que podem produzir movimento nele. De fato, existem dois tipos de forcas capazes
de produzir movimento em meios deformaveis: forcas de corpo ou forcas de campo e
forcas de superficie ou forcas de contato, que serdo descritas a seguir.

4.1 FORCAS EM MEIOS DEFORMAVEIS

1. Forcas de corpo (ou forcas de campo): forcas que atuam através do material
sob a a¢do de campos (forcas por unidade de massa). Exemplos: forca da gravidade,
forca elétrica, forca magnética. Por essa definicéo, temos:

/ F®dm = [ F@p@®av (4.1

V()

E nesse caso, considerando a forca da gravidade, por exemplo, a forca de campo
corresponde a propria aceleracdo da gravidade; tem-se:

f(7) =%

2. Forcas de superficie (ou forcas de contato): forcas que atuam nas fronteiras
superficiais que envolvem o elemento de volume (forgas por unidade de area). Exemplos:
presséo e tensdo de cisalhamento.

A representacgio da forca de superficie na forma

Forca de superficie = /fn (F,n)dS (4.2)
S

facilita a compreensdo da dinamica de um meio deformavel. De fato, essa descricdo é
conhecida como principio das tensoes de Cauchy e enunciada da seguinte forma: “Em
torno de qualquer superficie imaginaria fechada no escoamento existe uma distribuicdo
do vetor tenséo T, cuja resultante e momento sio equivalentes aqueles causados pelo
material (no caso, fluido) que envolve a superficie”.
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4.2 CONSERVACAO DO MOMENTO LINEAR

O principio fundamental do movimento dos fluidos estabelece que toda taxa de vari-
acdo da quantidade de movimento de um volume material V(z) corresponde exatamente
a resultante das forcas que atuam sobre V(¢). Esse principio pode ser descrito matemati-

camente por meio do primeiro postulado de Euler, dado por:

d . . .
— pUde/ TndS+/ pfdv
dt Jy S(t) V()

Ao considerarmos o TTR, temos:

- d - - - -
— pUdV = f [—(pU)+pU(V-U)} dv
dt V(t) V(t) dt

d/ - dU (~dp == =
— pUde/ p—+(U—+pUV'U) av
dr Jv ) vy || dt dt

Conservacgdo da massa |

Logo, quando est4 implicita a conservacdo da massa:

dU . -
/ p—dV=/ TndS+/ pfdv
v dt S(t) V(t)

(4.3)

(4.5)

(4.6)

(4.7)

Mas T, = - T, onde T representa o tensor tensiao de Cauchy, que, por sua vez,

fornece o estado de tensdes no fluido. Portanto,

dﬁ = N
/ p—dV:/ ﬁ-TdS+/ pfdv
vy dt S(t) V(z)

Ao aplicarmos o teorema de Gauss, temos

dU . = -
/ p—dV=/ V-TdV+/ pfdv
v dt V() V(t)

(4.8)

(4.9)
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dU -
/ p— -V T pf dv =0 (4.10)
V(1) d[
Uma forma alternativa é dada como
U =~ ==\ == -
0 —t+U-VU =V-T+pf (4.11)

Em notacéo indicial, a componente é; da Equacéo (4.11) é dada por

ou; =
p( i +u;0; u,) =0;Tji+pf;

E importante observar que, na nota¢do de indices dos componentes do
tensor das tensoes, T;;, i corresponde & orientagdo da normal e j a orientagéo

da forga. T ji corresponde a transposta de T; j. Comumente, sdo designados:

« T — tensoes cisalhantes.
e 0 — tensdes normais.

Ja em coordenadas cartesianas, para i, por exemplo, temos:

ou Ou  Ou ou Txx 0T yx N aix

E+Ma+va—y+ 6 ,Dfx + ay 92

4.3 TENSOR TENSAO DE CAUCHY

Agora vamos explorar em mais detalhes o tensor 7. Para isso, vamos aplicar a
conservacdo da quantidade de movimento linear em elemento de volume esférico com
didmetro d. Assim,

e V(1) < d®
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e S(t) < d?
Ao dividirmos a Equacio (4.2) por d?, e aplicando o limite d — 0, observamos que

1 -
lim == / T,dS =0 (4.12)
S(t)

Agora, ao analisarmos um elemento de fluido cilindrico de altura infinitesimal A,
como mostrado na Figura 4.1, temos

/ T",,dS:/ f,,dS+/ T,dS =0 (4.13)
S(t) S1(1) Sa(1)
Isso mostra que

T,+T-,=0 (4.14)

De fato, o tensor tensdo atuando em ambos os lados de uma mesma superficie, em
um dado ponto, é igual em magnitude, porém com sentidos opostos. Esse resultado é
equivalente a terceira lei de Newton e uma aplicacdo direta do principio da variacdo da
quantidade de movimento, que é o lema de Cauchy, que estabelece que o vetor tensio
T satisfaz o principio da acéo e reacdo em qualquer instante de tempo e em qualquer
ponto 7 a partir do elemento de superficie com orientacio dada por 7, isto é, T(7,h, t) =
~T(F,-n,t).

Ty

=)

T

Figura 4.1 Projecdes das componentes unitarias 7i e T, sobre duas superficies opostas em um
elemento de fluido.

Fonte: elaborada pelos autores.
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4.4 SIMETRIA DO TENSOR TENSAO

Segundo o primeiro postulado de Euler, que estabelece a conservacgio da quanti-

dade de movimento angular, temos

d -
p?desz

dr Jy V(t) S(1)

Do TTR, podemos escrever

d

— p?XﬁdV=/
dt V(t)

d -
p—([FxU)dVv
V(t) dt

d/ L, - di -\ L dU

— erUdV:/ Jol (—XU)+r><— av

dt V(1) V(1) dt dt
—_———

Logo,
L, d N -
prxX —dV = pr X fdV + rxT,dS
20 dt V) S(1)
Y [T a— L -
/ rx|lp— —-pf dV:/ rx T, dS
V() dt S(t)  ——
— AT
=V.T
Assim,

/ (?xﬁ-?)dV:/ 7 (i-T)ds
V(t) S(t)
/ (FxV-T)dV:—/ A (T x7)dS
V(t) S(t)

/ (FXV;)dV:—/ 6-(%><F)dv
V() V(1)

p?xfdv+/ 7 xT,dS

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)
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Ao considerarmos a componente i da Equacéo (4.22), por exemplo, obtemos

/ €ijkXj OmTmi dV = — / €ikj am(kaxj) av
V(z) V(t)

= / €ijk ()Cj amek + Tk (9ij) dv
V(t)

/ €ijikXj OmTmk — €jxXj OmTmk — €ijkTmk Omx; | AV =0
V(t) ——
Smj

/ Ei/ijk dv =0
V()
Consequentemente,

fijijk dv =0

Ao multiplicarmos a equacéo anterior por €y, temos

EimEijk Lk = (01j0mk — 01k0mj)Tjk

:Tlm_ ml:0

Dessa forma, mostramos que o tensor tensao de Cauchy é simétrico (segundo
postulado de Euler), pois

Ty = Thu
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4.5 EXEMPLOS DE APLICACOES DA
EQUACAO DO MOVIMENTO DE CAUCHY

4.5.1 Hidrostatica

Em repouso, um elemento de volume nio apresenta componentes cisalhantes, mas
somente tensdes normais. Com isso, a tensdo hidrostatica é simplesmente a média das
trés componentes de tensdo normal de qualquer tensor de tensio. Assim,

011 + 022 + 033

Ohidro = (423)
3
Dessa forma, podemos descrever essa caracteristica como
Ohido 0 0 oin 0 0
Tii=| 0  Ohido O |=[0 o022 0
0 0 Ohidro 0 0 033
Com isso, concluimos que
1 1
Ohidro = 3 tr(Tij) = 307
Como 0y; = 011 + 022 + 033, 0 tensor tensdo pode ser expresso na forma
o 00
1
T; i= 0 30ii 0 (4.24)
0 0 oy

Uma vez que no regime hidrostatico a tensio hidrostatica é contrabalanceada
Unica e exclusivamente pela pressio hidrostatica p, podemos concluir que

_ _ 011+ 0322+ 033
Ohidro = =P = 3

Assim, para um fluido em repouso, podemos escrever o tensor tensio na
forma

!l
Il
[
A

~I|
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O sinal negativo, por sua vez, deve-se ao fato de que o volume material é
submetido a um esforco de compressdo. Dessa maneira,

Tij = =péij

Ao retornarmos a equacdo do movimento, considerando que o fluido esta em repouso
(U = 0), temos

- —

pf =V (pl) (4.25)

pf =éxok-(plijéiéj) =0;(po;jé;) =é; 0ip

Logo, o
pf=Vp (4.26)

Para o campo gravitacional em um sistema cartesiano, concluimos que

f = _gk’
com a a a
P _ opP _ 9p _ _
dx 0. dy 0 0z P

Como exemplo, vamos analisar o comportamento da pressdo em funcédo da profun-
didade de um tanque.

Assumindo que a densidade é constante,

p z
/ dp = —pg/ dz
Po 20

p =-pg(z—2z0) + po

p =pgh+ po
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~ A
- Po
“() A
h
Y
°
p

HV

4.5.2 Forcas sobre corpos em escoamento em regime permanente

Para o caso envolvendo escoamento, o tensor tensédo é descrito por

(4.27)

~ll

-pl+

!l
Il

ou

poij+ Pij (4.28)

T;j

onde o tensor P € o tensor tensao viscosa, que corresponde a componente do tensor
tensdo associada ao movimento do elemento de volume. Ao analisarmos o caso em que

i = j, temos

Tii = =3p + Pj
Logo, observamos que
T B Pi;
a = & v g
——
V N . . v
. .. Pressao termodinamica . X
Pressdao mecanica Pressao normal viscosa
Com isso, podemos afirmar que, para fluidos em repouso, P;; = 0 e a presséo

termodinamica corresponde a uma média das tensdes normais. Outra conclusao ¢é de
que, para fluidos em movimento, p é diferente da pressdo mecénica.



116 Introducao a mecanica dos fluidos - vol. 1

Para um escoamento qualquer,
U > - =
p— =pf+V-T (4.29)
dt
Na auséncia de forcas de corpo em condicdo de regime permanente,

pU-VU=V-T (4.30)
Como
V.- (pUU)=pU-VU+ U(V-(pl)) (4.31)
N———
=0 (regime permanente)
Assim,

V- (pUU)=V-T (4.32)
V. (p00 -T) =0 (4.33)

Considerando um escoamento em torno de um corpo rigido, conforme mostrado na
Figura 4.2, a Equacéo (4.33) pode ser expressa na forma integral como

/ %-(pﬁﬁ—?)dvzf A (pUT -T)dS =0 (4.34)
V(t) S(t)

Figura 4.2 Escoamento em torno de um corpo sélido.

Fonte: elaborada pelos autores.
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Ao decompormos a integral de superficie em dois termos relacionados as areas S e
So, temos

/ ﬁl-(pﬁﬁ—%)d5+/ Ay - (pUT - T)dS =0, (4.35)
Sl(l‘) SQ([)

considerando que

- (pUU)dS = (i - pU) U dS (4.36)

onde 71 - pU é o fluxo de massa na direcdo da componente normal 72. Dessa forma, ao
considerarmos que a superficie S; é impermeavel,

/ i1 - (pUU) dS = 0 (4.37)
S1(t)

Em contrapartida, a componente

[
S1(t)

representa a forca exercida pelo corpo sobre o volume material V(¢). Assim, a forca de
escoamento sobre um corpo solido é dada por

=l

as

Fp = —/ Ay -TdS (4.38)
S1(t)
Dessa forma, podemos escrever

ﬁD =—/ ﬁg-(pﬁﬁ)ds+/ ﬁQ'%dS (4.39)
Sa(t) Sa(t)

Caso S3 esteja posicionado suficientemente longe do corpo, podemos ignorar a acéo
das forcas viscosas e expressar a forca do escoamento como

Fp =—/ iy - (pUT) dS+/ iz - (-p 1) dS (4.40)
SQ(l‘) SQ(l‘)

ou

ﬁD = —/ iy - (pfj[_j) das —/ pflz ds (441)
SQ([) SQ(I)
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EXERCICIOS PROPOSTOS

Considere um meio sélido cubico de aresta a. Nesse meio, uma for¢a de intensidade
igual a F' é aplicada na direcao positiva de x sobre a face lateral do cubo. Determine
os componentes do tensor de Cauchy.

7
\.

Demonstre que

- dr

d N v == -
< V-mwi/ & LvO -V
dt R(1) R(t) dt

onde V corresponde a uma funcéo vetorial, U é o vetor velocidade e R(f) uma
curva material.

Determine o divergente do tensor tensio considerando um campo de velocidade
dado por
U=2yzi+z(1+x)j+5(y—x)k [m/s]

Considere p = 1kg/m?.

r
\.

Determine o vetor forca de campo resultante em uma condicéo hidrostatica para
um fluido com densidade p = 1kg/m® submetido a um campo de pressdo dado por

p =98z [Pal.

~
\.

Demonstre que a aceleracdo de um elemento de fluido pode ser expressa na forma

oU VU? - o -
id=—+—+(VxU)xU.
i=5 t 5 +(Vx0)

,
\.







CAPITULO 5

Conservacao da energia
em meios deformaveis

Ao estendermos a primeira lei da termodindmica a um elemento de volume V (¢),
observamos que sua taxa de aumento da energia é igual a taxa com que o calor é trans-
ferido para esse elemento somada a taxa com que o trabalho é realizado sobre ele. A
fim de quantificarmos matematicamente o principio da conservacio da energia, vamos
definir as seguintes quantidades:

1. Energiade V(7), E

U2
E = / Jo (e + —) v (5.1)
V() 2

onde e corresponde a energia interna por unidade de massa e U?/2 = ((7 U )/2 a ener-
gia cinética por unidade de massa. Note que a parcela correspondente a energia poten-
cial foi desconsiderada na Equacio (5.1).

2. Taxa de aquecimento, Q

Q:—/ ﬂ-é’dS+'/ pqdv (5.2a)
S(t) V()

onde g representa o vetor densidade de fluxo de calor e ¢ a taxa de geragéo de calor por
unidade de massa. Em alguns textos, a taxa de calor é representada como Q em Watts,
o vetor densidade de fluxo é representado como § em Watts/m? e a taxa de geracéo
de calor é apresentada por unidade de volume e representada como ¢~ em Watts/m?.
Usando esta ultima nomenclatura, a taxa de aquecimento pode ser escrita como

Q’=—/ ﬂ.cj”ds+/ g dv (5.2b)
S(t) V(t)
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3. Poténcia mecanica, P

P:/ ?,,-f/d5+/ of -UdV (5.3)
S(t) V(t)

onde a primeira e a segunda integrais correspondem as poténcias mecénicas devido as
forcas de superficie e de corpo, respectivamente.

Com base em tais componentes, podemos escrever a equacio de conservacio da
energia (primeira lei da termodindmica) na forma

DE

—=0+P 5.4
—~ =0 (5.4
ou seja,
d U? . . L o- S .
— ple+ —]dV =- n-qdS+ pqdv+ th-UdS+ pf-Uudv
dr Jy 2 S(1) V() S(1) V(1)
(5.5)

Ao aplicarmos o TTR e o teorema da divergéncia, temos a equacdo da energia
(equacdo da conservagio da energia) para meios deformaveis:

D U? S . e s s = o
P oy e+7 =-V.-qg+pg+pf-U+V-(T-U) (5.6)

5.1 EQUACAO DA ENERGIA MECANICA

De fato, essa equacéo corresponde a soma das energias interna e cinética de meios
deformaveis. Porém, muitas vezes é conveniente separar esses componentes de ener-
gia. Para isso, multiplica-se escalarmente a equacao da conservagido da quantidade de
movimento de Cauchy pelo vetor velocidade U.

0. p2% _§.pf+0.%-T (5.7)
Dt
Mas, como
D (U-U\ - DU
pit\ 2 |7 Dt

obtemos apenas a equacio da energia mecanica, dada por
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— —

u-Uu

2

—

el

(5.8)

Como o tensor tensdo viscosa, apresentado na Equagio (4.27), esta relacionado a
viscosidade do fluido, a equacéo (5.8) pode ser reescrita na forma

D (U-U e e 4 o = =
— | —= -U+U-V-(-pl+P 5.9
5.3 pf (-p ) (5.9)
ou
D (U-U 2 m e oo =
p—|—|=pf-U-U-Vp+U-V-P (5.10)
Dt 2 —_— —\
—_— II I v
I
onde:

I. Taxa de variacdo da energia cinética do elemento de volume.
II. Poténcia mecanica devido as forgas de corpo.
II. Poténcia mecénica associada a aceleracdo do elemento de volume pelas forcas de
pressao.
IV. Poténcia mecanica relacionada a aceleracdo do elemento de volume pelas forcas
viscosas (normais e cisalhantes).

5.2 EQUACAO DA ENERGIA TERMICA

O ultimo termo do lado direito da Equacéo (5.6) pode ser escrito na forma

s = = o o = =T .

V'(T'U)=(95(TijUj)=Uj(9iT[j+T,'jain=U-(V-T)+TI(T -VU)
=T  _ =T .

Mas Tr(T -VU) =T :VU

Assim, também podemos reescrever a Equacéo (5.8) na forma

U-U

2

D
Ppi

—

—pf U+Y-(T-0)-T:V0 (5.11)
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Ao subtrairmos a Equacéo (5.11) da Equacio (5.6), obtemos

D - N = el
pD—iz—V-q+pq+T:VU (5.12)

Lembrando que

el

: VU =

el

(§+3)

Mas, como T é simétrico e Q é antissimétrico, logo

.NU=T:D

el

Além disso,

T : 5 = (—péij +Pij)Dij

Dessa forma, a equacéo da energia térmica é dada por

D > 5 - = =
p— ==V -G+ p4 —-pV-U+P:D (5.13)
’ I I v \

onde:

I. Taxa de variacdo da energia térmica do elemento de volume.
II. Poténcia associada a conducéo de calor.
III. Poténcia associada a um termo fonte.
IV. Taxa de trabalho associada a deformacio do elemento de volume pelo campo de
pressdo (trabalho reversivel).
V. Taxa de trabalho associada a taxa de dissipagdo viscosa do elemento de volume
(trabalho irreversivel).

Por fim, podemos concluir que a equagido da conservagdo da energia mecénica
(equacido do movimento) esta relacionada (acoplada) a equagéo da energia térmica por

pu— - -
meio da poténcia de tensdo (T : VU). Isso mostra que, quando a poténcia de tenséo é
nula ou quase, ndo ha nenhuma relagéio entre o movimento do fluido e seu estado térmico.
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5.3 SEGUNDA LEI DA TERMODINAMICA

Por meio da desigualdade de Clausius, a segunda lei da termodinamica estabe-
lece que, para um processo qualquer,

Y
‘%C T <0 (5.14)

onde %C 60 representa a integral ciclica da transferéncia de calor e a grandeza (6Q/T)
corresponde a uma variavel de estado.

Para um processo qualquer, a partir da desigualdade de Clausius, sabemos que a
variacdo da entropia entre dois estados termodinamicos 1 e 2 é dada por

s
ASis =Sy — Sy > jzf 00 (5.15)

c T

Logo, as variagdes de entropia para processos reversiveis e irreversiveis sdo dadas,
respectivamente, por
0Q
ASio = ‘7{ (— (5.16)
c\T rev

gy
ASlg > é (?)irrev (5.17)

Porém, independentemente do processo, a variacdo infinitesimal da entropia pode
ser descrita com duas componentes independentes associadas a uma parcela reversivel
e outra irreversivel:

ds = (%) + dSirrey (5'18)

Ao considerarmos um elemento de volume ao longo de um escoamento, a taxa da
variacdo de entropia de tal elemento de volume pode ser descrita na forma

DS DS DS
— = - + — (5.19)
Dt Dt rev Dt irrev

———— ———
Devido ao aquecimento ~ Devido as irreversibilidades internas
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onde

S = / Jol s av (5.20)
V(t) ——

Entropia especifica

Assim, as componentes reversivel e irreversivel da variagio de entropia sdo dadas por

Ds . ;
ﬂ:/ " qu+/ Pa gy (5.21)
Dt S(t) T V() T
e
DSirrev D / D Sirrev
= — i dVv = av 5.22
Dt Dt v PSirrev v P Dt ( )

Dessa forma,

D _/\ . e d . D .
— Pst=/ " qu+/ ’ﬂdv+/ pimey gy (5.23)
Dt Jy ) sy T viy T v — Dt

Ao aplicarmos o teorema da divergéncia, temos

Ds - (q 7 Ds;
/ p—s+V-(1)—p—q—pM]dV:0 (5.24)
vy | Dt T T Dt
ou seja,
Ds = C_i pq D sirrey
=V 2]+ B 5.25
P Di (T) T P D1 (5:25)
Com base na primeira lei da termodinamica, sabemos que
dE =6Q + 0W =TdS — pdV (5.26)

Em termos de propriedades especificas, a taxa de variacdo da energia total é dada por

de ds dv
=T _—p— 5.27
ai  ar P (5.27)

porém,
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p? dt
Consequentemente,

— =pT— +p|= 5.28
o o pth (5.28)

Dt Dt
——
-v.0

De Ds (1Dp)

Mas o lado esquerdo da Equacio (5.28) também pode ser expresso na forma

D S S L = =
pD—f:—V-q+pCj—pV-U+P:D (5.29)
ou
D D > D = =
T_S+£_p=_v.q+pq+l—)—p+P:D (530)
Dt  p Dt p Dt

Assim, a primeira lei da termodinamica em termos de entropia para um elemento de
volume ¢é descrita como

p =4 P1 T (5.31)

Zirrey 5.32
Y, (532)

obtemos a expressdo para a taxa de geracdo de entropia devido a irreversibilidades
internas em V(¢) na forma:
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-

Ds; G-VT P:D
Sirrev _ 4 " (5'33)
Dt T2 T
— ~——

Devido ao aquecimento  Devido aos efeitos viscosos

Por fim, podemos escrever a primeira lei da termodinidmica em termos de entropia
na forma

Ds V.G pj §-VT P:D
g V-d,pq GV P:D 534
Dt T T T? T
Em suma, em todos os processos de transferéncia de calor, sempre havera uma
parcela reversivel e outra irreversivel. E a parcela associada aos efeitos de irreversi-

bilidade sera tanto maior quanto maior for o gradiente de temperatura.

A partir deste ponto, serdo apresentadas as principais equacdes relacionadas a uma
classe de fluidos, chamados de fluidos newtonianos. Também serdo apresentadas a lei
de Fourier, a viscosidade expansional, bem como uma breve apresentacio das equagdes
de Navier-Stokes.

5.4 FLUIDOS STOKESIANOS

Com base nas equagdes vistas até aqui, vamos considerar uma classe de fluidos
denominados fluidos stokesianos, ou fluidos de Stokes. Para tanto, vamos adotar as
seguintes condic¢des:

I. O fluido é considerado isocorico. .
II. O fluido é homogéneo (o tensor tensdo T niao depende da posi¢do 7).
III. O tensor tensdo depende somente das condi¢des termodindmicas locais e do tensor

deformacdo D, ndo apresentando dependéncia de outras grandezas cinemaéticas,

como o tensor vorticidade €, por exemplo.

IV. Quando o tensor deformacio for nulo, T = —pl.

Vamos considerar a relacdo entre os tensores tensio e deformacéo dada por funcéo
polinomial:

%=—p7+,8§+yD-§ (5.35)

Ao considerarmos que o tensor tensio tenha apenas uma dependéncia linear com o
tensor deformacio, obteremos
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~ll
I
=l
S|

(5.36)

ou

Pij = AjjiDu (5.37)

Ja que P;; é assumido ser uma combinacio linear de Dy; e considerando a condicao
de simetria, o tensor A;;x; pode ser expresso na forma

Aijki = A6;j0k1 + N6ikd j1 + y0i6 ik (5.38)

Assim,
Pij = (A6;j6k1 + n6ixdj1 + ¥616 jx) D (5.39)
Pij = A6;jDyx +nD;j +yDji (5.40)

Uma vez que o tensor deformacéo é simétrico, temos

Pij = 20ijDix + (n +y) Dij (5.41)
~———
2u
Assim,
P =26,V -U+2uD (5.42)

Com isso, podemos expressar o tensor tensdo na forma:

T=—pl+A(V-0)I+2uD (5.43)

onde A e y correspondem ao segundo coeficiente de viscosidade e a viscosidade absoluta,
respectivamente.
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5.5 HIPOTESE DE FOURIER

Da mesma forma que relacionamos o tensor 7' a V - U, podemos, por analogia,
relacionar o fluxo de calor ¢ com VT na forma:

G =-K(VT) (5.44)
ou
qi = —Ki; 0;T (5.45)

onde K representa o tensor condutividade térmica. Porém, se assumirmos uma condicéo
isotropica, temos

K,‘j = kéij (5.46)

Dessa forma, a lei de Fourier pode ser dada por

G =-k(VT) (5.47)

5.6 CONSIDERACOES SOBRE VISCOSIDADE
E CONDUTIVIDADE TERMICA

Como demonstrado anteriormente, a parcela irreversivel da variagdo da entropia
pode ser descrita com duas componentes independentes, respeitando a lei de Clausius:

Ds; G-VT P:D

S _ + >0 5.48
PDr 72 T = (5.48)
Logo,
q- vT
2 0 (5.49)
e
P:D
>0 (5.50)
T
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Ao considerarmos a lei de Fourier, a Equagio (5.47) pode ser reescrita como:

k|VT|2
T2

>0 (5.51)

Uma vez que a condutividade térmica é sempre uma propriedade com sinal positivo,
o fluxo de calor sempre flui no sentido oposto ao do gradiente de temperatura.

Com base no tensor tensdo viscosa, dado pela Equagéo (5.42), temos

ol
S|

A6:; V- U +2uD;/1D;;
- :[ ij - M lj] ZN (5.52)

Assim, para qualquer escoamento:

/lDiiDjj + 2HDijDij >0 (5.53)

Se considerarmos um escoamento com expansio puramente volumétrica, temos

Dij = a’éij (5.54)
Logo,
A3a)? +2u(3a?) >0 (5.55)
resultando na desigualdade
2
A+ =0 (5.56)

E, para o caso de um escoamento cisalhante puro:

Dij=a (casoi# j) (5.57)

D;i=0 (5.58)

Assim,

u=0 (5.59)
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Por conveniéncia, costuma-se chamar o lado direito da desigualdade dada na Equagéo
(5.56) de viscosidade expansional 8. Dessa forma, podemos reescrever a Equacéo (5.43)
em termos indiciais, obtendo a expressio geral para fluidos newtonianos:

Tij:—p6i1-+(ﬂ—%,Ll)6ij§'[_])+2,uDij (5‘60)

Ao considerarmos apenas o traco do tensor tensiao, obtemos

Ti=-3p+3(B—2u)V-U+2uD;; (5.61)
Ti=-3p+3(B-2w)V-U+2uV-U (5.62)
T =-3p+38V-U (5.63)

Ao dividirmos por 3, temos a pressdo mecanica na forma:

T:: - I

%:—p:—p+ﬁV-U (5.64)
Dessa forma, podemos concluir que, para um fluido em movimento, a pressio

mecénica ndo é necessariamente igual a pressio termodinamica. Porém, para melhor

compreensio fisica da Equagio (5.64), vamos multiplicar todos os seus termos pelo

divergente da velocidade V - U:

—pV-U = —pV-U + B(V - U)? (5.65)
_ _ N
Trabalho mecanico Trabalho realizado Trabalho irreversivel
realizado pelas pela deformacédo do relacionado a deformacao
tensdes normais volume material causada por forcas viscosas

Aqui é importante ressaltar que 8 corresponde a uma viscosidade associada a com-
pressibilidade do elemento de fluido e também a mudanca de energia: rotacdo, transla-
cio e vibragio, por exemplo. Ja o termo S(V - U)? esta intrinsecamente relacionado a
transferéncia mecanica para a escala molecular.

A partir deste ponto, é importante ponderarmos sobre algumas observagdes perti-
nentes:

a) Tanto u quanto S sdo propriedades exclusivas do fluido e ndo podem ser determi-
nadas por meio da teoria do continuo.



Conservacao da energia em meios deformaveis 133

b) Para gases monoatdmicos, a teoria cinética dos gases prevé g = 0.

¢) A hipoétese de Stokes assume que 8 = 0, o que é equivalente a considerar que
-p = %Tii, pois 4 = —%,u. E isso é equivalente a assumir que a pressdo mecénica
é igual a pressdo termodinamica (p = p).

5.7 EQUACOES GERAIS DO MOVIMENTO

Até agora, fomos apresentados as equagdes que descrevem a conservagiao da massa,
a conservacgdo da quantidade de movimento e a conservacgio da energia térmica, dadas,
respectivamente, por

ap 5> o
L LoV U=0 5.66
o TP (5.66)
U - =- I
0 —t+U-VU =pf+V-T (5.67)
D - s - = =
pD—j—V'q+pq'—pV-U+P:D (5.68)

E importante ressaltar que, para fluidos newtonianos, o tensor tenséo é expresso
como

T = [—p+(ﬂ—§y)§-ﬁ]?+2u§ (5.69)

Ao considerarmos a viscosidade § nula, a média das pressdes normais correspondera
a média das pressdes hidrostaticas. Assim,

Tij = —poij + (ﬁ - %ﬂ)éij OkUy + 2uD; (5.70)

Uma vez que
V.T = é, T;j éié; (5.71)
V-T=08Tjé; =T éi (5.72)

temos
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V.T-= [—al-p + a,-(/a - %ﬂ)akUk +20,uD;;] é; (5.73)

Ao substituirmos a Equacéo (5.73) na equacédo da conservacdo da quantidade de
movimento (Equagio 5.67), obtemos a forma geral das equacdes de Navier-Stokes para
a quantidade de movimento:

—

DU - - — - - pu— -

pE:—Vp+V[(,8—%,u)V-U]+2V-(,uD)+pf (5.74)

A equacio da conservacio da quantidade de movimento também pode ser reescrita

considerando trés situagdes particulares. A primeira é baseada em uma condic¢do em
que as viscosidades 8 e u sejam constantes. Nesse caso,

DU - oo o . =

P :—Vp+(ﬁ—%,u)V(V-U)+2uV-D+pf (5.75)

e considerando o fato de que

Sl
I

V. %(V2l7+ V(V- 17)), (5.76)

temos
DU - e T o F
o= Vp+ (B+5u) V(T 0) + uv20 + pf (5.77)

A segunda situacdo refere-se a um escoamento a volume constante, ou seja, um
escoamento isocorico (V - U = 0). Assim, a equacio da conservacgio da quantidade de
movimento adquire a forma

-

p% = _Vp+2V.(uD) +pf (5.78)
Porém,
v (,ug) = p% §+§ %,u (5.79)
Consequentemente,
pD—U=—§p+2y§-§+2§-§y+pf (5.80)

Dt
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Dl_]) - - - - > - - - - -
P = —Vp+2p [% (VQU L V(V- U))] + (VO +VUT) - Vu+pf (581

Assim, a equacdo da conservacdo da quantidade de movimento é expressa na forma

-

DU - S em eor s >
P =-Vp+uViU+ (VU +VU)-Vu+pf (5.82)

Por fim, considerando o caso onde ambos p e u sejam constantes, temos

—

DU - — -
P, = ~Vp+uV2U +pf (5.83)
ou simplesmente
DU  1- -
— =—=Vp+vwWU+f (5.84)
Dt P

As Equagdes (5.83) e (5.84) representam a forma nio conservativa da equacgio da
quantidade de movimento para fluidos newtonianos e sdo de grande importancia para
a modelagem de escoamentos complexos, nos quais efeitos advectivos, por exemplo,
sédo significativos. No entanto, é importante ressaltar que, em muitos casos, a forma
ndo conservativa da equagdo nio é suficiente para representar o comportamento de
fluidos, mesmo em casos simples. Por isso, a escolha da forma mais apropriada depende
da natureza do problema em questdo e das simplificacdes adotadas.

5.8 EQUACAO DA ENERGIA TERMICA
PARA FLUIDOS NEWTONIANOS

De maneira geral, os fluidos podem ou néo apresentar condicdes isotérmicas. Neste
ultimo caso, tanto a densidade quanto a viscosidade dinadmica do fluido sdo fung¢des da
temperatura (ou seja, p = p(T) e u = u(T)). Isso nos leva a necessidade de obter um
campo de temperatura para o fluido.

D = = o = =
pD—i:—V-q+pq—pV-U+P:D,
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?:52 [(,8—%/,1)6-[7?+2,u§] :B
Ao considerarmos a hipétese de Stokes, 8 = 0,

—_—= —\T —
tr{[(—%,utrDl+2,uD) D

D

=l

}

: 3 =pu [—% tr(g) tr(ﬁ) + 2tr(§ . 3)]

=l

? : 5 =u {2 [_% tr2(§) + tr(ﬁ ’ 5)]}

A expressdo contida dentro das chaves é conhecida como funcao dissipa-
tiva viscosa ®. Ou seja,

=2 [—%trQ(E) +tr(§-§)]

Dessa maneira, podemos reescrever a equacio da energia na forma

De > - >
pE=—V-(kVT)+pq'—pV-U+,uCI> (5.85)
A partir deste ponto, a descricao da energia pode ser obtida considerando o calor
especifico do fluido, tendo em vista que esta propriedade indica a quantidade de energia
térmica necessaria para aumentar uma unidade de massa em uma unidade de tempera-
tura. Logo, sua definicdo é dada por

dq
= — 5.86
¢=— (5.86)
Considerando que a primeira lei da termodindmica estabelece que
dg =de+ pdv (5.87)

tanto a temperatura 7" quanto a energia e podem ser expressas em termos da pressio
p e do volume especifico v. Assim,
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de = (6—6) dv + (%) dp (5.88)
ov » opl,
oT oT

dT = (—) dv + (—) dp (5.89)
av » apJ,

Consequentemente,

o= v (5.90)

A Equacdo (5.90) é uma generalizacio do calor especifico de um meio material
qualquer. Porém, para os fluidos, principalmente, é importante distinguirmos dois casos:
condi¢Oes a pressdo constante e condi¢des a volume constante.

Para uma condicéo a pressio constante, temos

(%)p dv+pdv
= 5.91
Cp (G_T) dv ( )
ov
p

Como

_(9(pv)
pdv = (—Bv )p dv

temos que

v ov

or
(m)p dv

(2 + 209) a4y
p

Cp =

ou seja,

= M (5‘92)
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Como a entalpia & pode ser definida como & = e + pv, concluimos que

oh
cp= (a—T)p (5.93)

Para a condicdo a volume constante, obtemos

de
Cy = (ﬁ)v (594)

Com base na equacio de Gibbs, dada pela Equacio (5.26), podemos concluir que
uma porgéo infinitesimal de energia é dada por

de e
de = (a)v ds + (%)A dv (5.95)

A Equagio (5.95) é obtida a partir de

de =Tds — pdv

E, pelas relacdes de Maxwell (vide textos de termodinidmica classica), obte-
mos as definicdes de T e p dadas por
de
os ),

Oe
p=-|—
v/,
Com isso, podemos relacionar as variacoes de temperatura e pressdo em
func¢io do volume e da entropia:

(%), - %))
(%), - %15,

T
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Isso nos leva a obten¢do de uma das relagdes de Maxwell:
G _ e
av ) a ds |,

Ao revisitarmos a equacdo da energia dada pela Equacéo (5.95), percebemos que
podemos reescrevé-la em termos do calor especifico a volume constante. Pois,

de =c, dT + (%) dv (5.96)
ov)r

Se considerarmos o fato de que

Jde ds ov
— | =T|—] - — 5.97
(6V)T (aV)T b (BV)T 597
Assim,
as
de =c,dT + |T (—) - p] dv (5.98)
ov )

A partir das relacoes de Maxwell, temos que

(7).~ ar),

E, considerando as relacdes de diferenciacdo, obtemos

—_
QJlQJ
=S|

S~

).~ e,

T

(7). =~ (3). ),

92
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Dessa forma,

de = ¢, dT + dv (5.99)

_r(9P) (9v) _
ov ) \or), "

A partir deste ponto, devemos considerar o fato de que os gases reais, por
exemplo, ndo se comportam como gases ideais. Tanto a compressao quanto
a expansdo de gases reais estdo intrinsicamente relacionadas as interacdes
moleculares e influenciam nas propriedades termodinidmicas. Dessa forma,
precisamos considerar o coeficiente de compressibilidade isotérmica

-1(2) (2
p\dplr v\dp)r

e o coeficiente de expanséo térmica,
5= 1 (av) 1 ((9p)
v \aT » p \oT »
Dessa forma, um componente infinitesimal de energia pode ser expresso na forma

de =c, dT +

'g - p} dv (5.100)

Cre— + | = - p| = (5.101)

De DT [pT Dv
Dt VDt K Dt

Tomando a relagdo entre volume especifico e massa especifica, na Equagéo
(5.101), podemos deduzir que

Dv_D(_l)_ 1 Dp
pr Di\P )T T2y

e considerando que
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dp > o
- _pV.U
dt &

De fato, a Equacéo (5.101) demonstra que a taxa de variacdo temporal da energia
térmica é proporcional a taxa de variacdo temporal do volume do elemento de fluido.
Isso possibilita algumas importantes deducdes a partir de gases ideais, por exemplo.

Para um gés ideal,

pv = RT,

onde R representa a constante particular do gas ideal. Logo,

p
p=pRT, p=_—=

RT
Como
1(ap) 1 1 R 1 1
K= —|— = —_t— = — ¢ —— = —
p\dplr p RT p RT p
e
B==
E, por fim,
de = ¢, dT
Assim, a Equacéo (5.101) toma a forma
D DT T > o
Dt Dt K

Retomando a equagdo da energia, temos

DT+
C—
Pth

T — — — — — —
'8——p]V-U:V-(kVT)+pq—pV-U+,u<D
K

(5.102)

(5.103)
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Com isso, obtemos a forma ¢, da equacédo da energia

BT

K

DT - >
pcy,— =V - (kVT) — (

= V.-U+pg+ud 5.104
D ) g+ u ( )

Com base na definicéo de entalpia, podemos reescrever a equacéo da energia térmica
na forma

Dh _ De Dv Dp

— = — +p—+ 5.105
pr Dt i TV Di (5.105)
Dh D - - 1D

PRl Py gy 222 (5.106)
Dt Dt p p Dt

Dh De - - Dp

— =p—+pV-U+— 5.107
°Dr =P TP Dt (5.107)

Como a equacio da energia térmica também pode ser reescrita como uma fungio da
entalpia, obtemos

Dh - > Dp
— =V - (kVT) + — + pg + u® 5.108
T (kVT) Dy FPa+H (5.108)

Para escrevermos a Equagio (5.108) em fung¢io da temperatura, devemos considerar
que h = h(T, p).

Como oh oh
dh = (—) dT + (—) dp
oT » op
e
dh = de + (pdv + vdp) = Tds — pdv + (pdv + vdp)
Logo,

dh =Tds + vdp

Dessa forma,

)5, ),
op s op | op |, op s
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Usando a relagdo de Maxwell, temos

Js _ ov :
(%)T—‘(ﬁ)p -

(ah) B 1
- — +
op|r p P

Assim,

1
dh = cpdT + ;[1 —TB]dp
Que, em termos de taxa total, fica

Dh DT 1
- = Cp_ + —
Dt Dt p

Dessa maneira, a forma ¢, da equacdo da energia é dada por

DT - - D
pep - =V (V1) +,8TD—1; + g + u® (5.109)

Assim, concluimos que as equagdes de Navier-Stokes em coordenadas retangulares,
para viscosidade constante, sdo dadas por:

1. Equacio da continuidade:

0
‘;—f+p(aux L2y 8”2) =0 (5.110)

0x ay 0z

2. Equacio da quantidade de movimento na direcao x:

Ouy N
P ot Ux

ap (a%tx 0u,  0%uy

X X
+ +u
ax ey T

ou ou Ouy
Z

+ + +pf. 5.111
ox2  0y? (’)z2) pr ( )
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3. Equacio da quantidade de movimento na direcio y:

Ouy Ouy Ju,y Ouy
fe,

o thegy Ty Py

Jdp %uy  0%uy,  0%uy
=-—+ + +

dy ( 0x2  0y? 972 Pl

4. Equacio da quantidade de movimento na direcio z:

ou ou ou ou
p( n ”xa—f*”ya—;*“w—Z)

_ _8_p N 0%u, N 0%u, N 0%u,
0z oxz2  0y? 072

)+pfz

5. Equacio da conservacio da energia em termos de c,:

L
PevlTar gy Ty Ty

_ |9 T T
S| ox2 o 9y? o 9z2

_/E(%+%+%

] o
k |\ Ox ay az)+pq+,u

6. Equacdo da conservacio da energia em termos de c,:

— tux—+ Uy, —

oT oT 6_T+ oT
pep ox uy(')y 0z

s 9°T .\ 9’T . 9°T
ol ox? o 9y? o 9z2

0 0 0 0
_IBT(—p + uxa—i + L@% + uZa—Z) + pg + pud

onde a funcéo dissipacdo viscosa é dada por

(5.112)

(5.113)

(5.114)

(5.115)
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oux\> (uy\?  (0u,)?
+=] +[=
Ox dy 0z
Ouy Ouy\* (Ouy Ouy\® [(Ou, Ouy)’
+l(8y+8x)+(6z+8y)+(8x+0_z)

2
2 X au Zz

D=2

(5.116)

“3lax "oy T oz

Com isso, vimos entdo as equagdes fundamentais que descrevem a fluidodinamica
para fluidos newtonianos. A abordagem adotada ao longo do livro néo é candnica e,
obviamente, como indmeras obras ja publicadas sobre esse assunto, ndo contempla
todas as nuances envolvidas no raciocinio e conhecimento necessarios para obtencdo
das equacoes constitutivas da fluidodindmica. Porém, de maneira geral, optou-se por
uma forma ao mesmo tempo clara e minimamente madura, necessarias para um maior
entendimento de como podemos alcancar essas equagdes.

O estudante ou pesquisador deve buscar mais detalhes em outras bibliografias
sempre que nio se sentir seguro quanto a compreensio de algum topico em questio.
A fluidodindmica é um ramo que requer muita atencéo, e uma analise mais profunda
de cada termo de cada uma das equacdes é de vital importancia. No volume 2 sera
apresentada uma discussdo mais ampla sobre os termos das equacdes constitutivas.
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EXERCICIOS PROPOSTOS
Exercicio 5.1

Deduza a Equacio (5.94) a partir da Equacio (5.90).

Exercicio 5.2

Determine se as seguintes relacdes termodinamicas sdo validas:

(&), (&) -G, o5,
N\ov), " \ar), ap), \as),” “\ap),~ "\or),
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Considerando que a equacgao de um gas ideal pode ser descrita por
P =pRT,
onde R representa a constante de Boltzmann, demonstre que

De DT
Dt Dr

Com base na equagio da energia térmica junto a equacdo de Gibbs, mostre que

P:D qg-vT

T — T

,
\.

Demonstre que a relagdo entre os calores especificos ¢, e ¢, pode ser expressa como
cp=—+¢Cy
P ok >

sendo 8 e k o coeficiente de expansdo térmica e o fator de compressibilidade
isotérmica.

Considerando que a entalpia é dada por & = e + pv, mostre que a equacdo da
energia térmica pode ser expressa como
Dh

- - Dp
— =V (kVT) + — + pq + po.
Y (kVT) D HPatH

,
\.

Com base na definicdo, em uma forma alternativa, da funcéo de dissipacéo viscosa:

1= = 1 s o = = =
s=;P:D=/—)[(,B—%,u)(V-U)I+2,uD] .D,

r
\.
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mostre que
2u 1(9Uk B (0Ux
= —|D;j—5—906ij| Dij + = |—=—] Dijdij,
€ ( T3 ok, lJ) AP WP i
ou 2 2
0Ug B (0Ux
=2v|D;; -+ =56 +=(—] .
=2 (o150 <5 ()

Exercicio 5.8

As equacdes de um escoamento independentes do sistema de coordenadas podem
ser escritas como:
Continuidade:

8p — =
— +V-(pU)=0
i (pU)

Momentum de Navier-Stokes:

0ol - . =
(gt)+V-(pUU)=pg—Vp+V-P

Forma c, da equacgio de energia térmica:

DT > > Dp = 4
— =V (kVT) + BT — + pg + P : VU
PCp (kVT) + B o tPd
Obtenha as equagdes de movimento em:

a) coordenadas cilindricas;
b) coordenadas esféricas.
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