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Resumo: Absorvedores dinâmicos de vibrações são constituídos por massa, 
mola e elementos de amortecimento, que são acoplados a um sistema mecânico 
para proporcionar a atenuação da vibração. Neste artigo estuda-se o modelo de 
absorvedor dinâmico de vibração (ADV) eficaz na redução de vibração estrutural 
sob excitações sísmicas e usa-se um método de otimização evolutiva com base no 
comportamento social de uma colônia de formigas. Com base nesta metodologia, 
um modelo na construção predial com duas lajes é utilizado para a simulação 
numérica e o problema de otimização é definida como a minimização da função 
objetivo que descreve a amplitude de vibração da estrutura primária. Serão apre-
sentados alguns resultados da análise de sua eficiência e robustez que ilustram o 
sucesso deste processo.

Palavras-chave: Absorvedor dinâmico de vibração, Otimização por colônia 
de formigas, Algoritmo de colônia de formigas.

Introdução
As vibrações são movimentos oscilatórios observados em diversas situações 

no cotidiano, até mesmo em atividades humanas. O simples ato de falar fornece 
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vibrações nas cordas vocais e na língua. A respiração é o ato de vibração dos pul-
mões e o andar está relacionado com o movimento oscilatório de braços e pernas 
(RAO, 2009) dentre muitos outros exemplos a considerar.

Estão também presentes em estruturas prediais na construção civil ou no 
manuseio de máquinas industriais, tais como rolos de compactação do solo ou 
máquina de lavar roupa. Igualmente, podem trazer danos ao equipamento ou 
causar algum desconforto e insegurança. Devido a este problema de vibrações no 
equipamento, há então uma necessidade de controlar os níveis de vibração estru-
tural, a fim de assegurar condições de operação satisfatória, quanto a segurança e 
conforto na utilização destes.

Quando este processo de vibração ocorre com certa frequência, uma 
ótima maneira para reduzi-lo é o uso de absorvedores dinâmicos de vibra-
ções (ADV’s). De acordo com Steffen Jr. e Rade (2001), os ADV’s são siste-
mas mecânicos que compreendem inércia, rigidez e amortecedor, que, uma 
vez ligados a uma determinada estrutura (estrutura primária), são capazes de 
absorver a energia vibratória no ponto de conexão para atenuar sua resposta 
vibratória forçada indesejável. 

A primeira análise do absorvedor foi apresentada em Ormondroyd e Den 
Hartog (HARTOG; ORMONDROYD, 1928) e esta análise foi feita completa por 
Brock quando encontrou parâmetros ótimos de absorção de amortecidor viscoso 
para dar resposta de frequência maximamente plana (BROCK, 1946).

Warburton (1981) estendeu o procedimento de otimização e determinados 
parâmetros ótimos para absorvedores com dois graus de liberdade e minimizou a 
resposta máxima. Thompson (1981) considerou uma força excitada e amortecida 
com um grau de liberdade a um sistema primário que anexa o absorvedor de 
vibração. Kitis et al. (1983) demonstraram um algoritmo eficiente para minimizar 
a resposta vibratória para uma gama de frequências de excitação para o problema 
de dois absorvedores de vibrações dinâmicas. Mais recentemente, amortecedores 
de vibração inteligentes à base de materiais têm sido utilizados para a atenuação 
da vibração. Este é o caso para viscoelástico (CHRISTENSEN, 1982) e desvio 
piezoeléctrico (HAGOOD; FLOTOW, 1991).

Este artigo propõe uma técnica de otimização dos parâmetros de um sistema 
não amortecido submetido a uma força externa harmônica, de modo a redu-
zir a massa requerida acoplando o ADV a uma massa principal, para atenuar a 
vibração dos mesmos, denominada de Otimização por Colônia de Formigas, que 
no inglês é dada por Ant Colony Optimization (ACO). Marco Dorigo (1992) a 
introduziu na sua tese de doutorado para resolver problemas computacionais. 
Este método é uma técnica inspirada no comportamento das formigas reais e seu 
esquema de comunicação usando o rastro de feromônio. A formulação do ADV 
é apresentada e o algoritmo ACO é discutido. Os resultados numéricos são apre-
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sentados, ilustrando o sucesso da utilização da metodologia e aplicada à configu-
rações de absorvedores de vibrações dinâmicos.

1 Absorvedor dinâmico de vibração (ADV)
De acordo com Ormondoyd e Den Hartog (1928), Warburton (1981) e Den 

Hartog (1956) os ADV’s são sistemas constituídos por massa, de mola e os ele-
mentos de amortecimento (estrutura secundária), que estão acoplados com um 
sistema mecânico (estrutura primária), a fim de atenuar as vibrações da estrutura 
primária em uma dada banda de frequência.

A ideia do ADV é a geração de uma força, a qual tem a mesma intensidade da 
força de excitação, mas na fase oposta. Este fenômeno é conhecido como antirres-
sonância. A afinação do ADV é o procedimento que define a frequência antirres-
sonância a um determinado valor, alterando os parâmetros do ADV (massa, mola 
e amortecedor). 

Considere o sistema vibratório de dois graus de liberdade, sem amorte-
cimento, em que o subsistema associado à estrutura primária cujas 
vibrações desejam serem atenuadas pelo subsistema de acoplamento 
constituindo o absorvedor dinâmico de vibração, tal como ilustrado na Fig. 22.1.

Figura 22.1 Estrutura primária e ADV.

Fonte: Realizado pelo autor.

Assume-se o sistema primário excitado por uma força harmônica de ampli-
tude  e frequência de excitação , valor fixado, não coincidem necessariamente 
com a frequência natural do sistema expressa por:

	 (1)
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A operação do absorvedor, parte do princípio de que os valores dos parâ-
metros selecionados , de modo que , pegue a massa primária 

 para responder harmonicamente a esta frequência de excitação com ampli-
tude zero. A frequência natural do sistema de absorção, quando ligados direta-
mente à base fixa, é definido por: .

Para demonstrar esta afirmação, as equações são escritas do movimento sis-
tema acoplado:

	 (2)

As respostas harmônicas são expressadas por: 

	 (3)

	 (4)

Fazendo-se a derivação das respostas harmônicas:

	 (5)

	 (6)

Substituindo as segundas derivadas nas equações do movimento sistema aco-
plado:

 	 (7) 

	 (8)

	 (9)

	 (10)

Isolando  em (10):

	 (11)
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Substituindo (11) em (9):

 (12)

 (13)

 (14)

 (15)

Substituindo (15) em (11):

 (16)

 (17)

Pela equação (7), observa-se que a amplitude da resposta o sistema prin-
cipal é cancelada quando , o que comprova a afi rmação feita anterior-
mente sobre o funcionamento do DVA é um grau de liberdade.

A equação de amplitude  é ilustrado na Fig. 22.2, onde se pode ver a fun-
ção de resposta em frequência típica de um sistema de dois graus de liberdade, 
com a existência de duas frequências naturais. A introdução do ADV permite a 
geração de um ponto de massa  e frequência . 

Figura 22.2 Função Resposta de Frequência

Fonte: Realizado pelo autor.
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Introduzindo  em (9), temos que , a amplitude de vibra-
ção de massa  é dada por:

	 (18)

Assim, a força exercitada pelo sistema de absorção no sistema primário é:

	 (19)

Portanto, o sistema secundário tem no sistema primário, uma força igual e 
oposta à força de excitação, resultando em o equilíbrio do sistema. Os ADV’s são 
na maioria das vezes usados para trabalhar, a fim de reduzir os níveis do sistema 
primário de vibração quando estiver operando em sua frequência natural, ou 
próximo a ela. Assim, o ADV deve ser projetado de modo a que a sua frequência 
natural coincide com o sistema primário de modo a satisfazer:

	 (20)

Assim, a partir da equação de amplitude , quando o numerador é zero, 
a resposta de amplitude  do sistema primário também será zero, e isto ocorre 
quando a frequência de excitação, que é igual à frequência natural do sistema 
primário coincidir com a frequência natural do ADV, .

2 Otimização por colônia de formigas
Otimização por colônia de formigas (ACO) foi introduzido na década de 90 

como um método inspirado na natureza para resolver problemas de otimização 
combinatória (DORIGO,1992; MANIEZZO; COLORNI,1996; DORIGO et.al, 
1999; DORIGO; STUTZE, 2004; DORIGO; SOCHA, 2008; BLUM, 2005).

Os modelos inspirados na natureza têm atraído a comunidade científica, 
estes métodos têm várias vantagens, como a facilidade de código, a eficiência na 
utilização da computação paralela, a capacidade de superar as dificuldades de 
convergência numérica e a capacidade de lidar com variáveis discretas e contínuas 
simultaneamente.

Como já foi mencionado o ACO é inspirado no comportamento das for-
migas reais e seu esquema de comunicação usando rastro de feromônio (DORI-
GO,1992;MANIEZZO; COLORNI,1996; DORIGO et. al, 1999; DORIGO; 
STUTZE, 2004; DORIGO; SOCHA, 2008; BLUM, 2005). 

Uma formiga movendo-se estabelece feromônio no chão, marcando o cami-
nho. O comportamento coletivo que emerge dos agentes participantes é uma 
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forma de retorno positivo, onde as formigas seguem a trilha mais atraente, que 
possui mais deposito de feromônio.

Ao procurar por comida, as formigas reais começam a se mover aleatoria-
mente, a fi m de encontrar alimento e voltar para sua colônia, enquanto se estabe-
lece as trilhas de feromônio. Isto signifi ca que, se outras formigas encontrarem em 
um excelente caminho, eles retornam reforçando a trilha. 

Mas, ao longo do tempo a trilha de feromônio começa a evaporar, reduzindo 
a força atrativa. Quando um curto e um longo caminho são comparados, é fácil 
de ver que um caminho curto fi ca marcado mais rápido e a densidade de feromô-
nio permanece alta. 

Assim, se uma formiga encontra um caminho curto (do ponto de vista da 
otimização), quando marcha da colônia a uma fonte de alimento, outras formigas 
são mais propensas a seguir esse caminho, e o retorno positivo incentiva todas as 
formigas em seguir este caminho.

O algoritmo ACO, conforme apresentado abaixo na Fig. 22.3:

Figura 22.3 Algoritmo ACO 

Fonte: Realizado pelo autor.



340 Tecnologias em pesquisa: engenharias

Uma colônia de formigas  pode ser expressado como uma matriz  x  
, onde  é um vetor com  variáveis de projeto 

que corresponde a uma formiga simples.
Para o modelo do esquema de comunicação feromônio, como sugerido por 

Dorigo e Socha (2008) e Pourtakdoust e Nobahari (2004) para a implementação 
do modelo, usamos uma função densidade de probabilidade normal (PDF) pode 
ser qualquer função  para todo  (DORIGO; SOCHA, 2008):

	 (21)

A variável de decisão a semente Gaussiana é dada da seguinte forma 
(DORIGO; SOCHA, 2008; Blum, 2005):

	 (22)

Onde a função Gaussiana th é derivada a partir do elemento th da e assu-
mindo o alcance de solução th da população será , o peso  da função Gaus-
siana th é calculada como se segue (DORIGO; SOCHA, 2008; BLUM, 2005):

	 (23)

onde  é definido como peso a ser um valor da função de Gaussiana, com 
um valor médio de 1,0 e um desvio padrão . Para as pequenas , as soluções 
melhores classificadas está fortemente preferido, e por  grande, a probabilidade 
se torna mais uniforme.

A probabilidade  de escolher a função Gaussiana th, é denotado por  
(DORIGO; SOCHA, 2008; Blum, 2005):

	 (24)

A escolha da amostra da função de Gaussiana  a ser feito usando um gera-
dor de números aleatórios que gera números aleatórios de acordo com a distri-
buição dos parâmetros. No entanto, antes de efetuar a amostra, a média do desvio 
padrão da função Gaussiana  th deve ser especificado.

Para fechar a definição de feromônio, , o índice de agregação, , deve ser 
definido. Assim, tomando como  a coluna  da matriz colónia , o índice de 
agregação para a dimensão , , é dada por (BLUM, 2005):

	 (25)

onde quanto menor for a velocidade de convergência do algoritmo.



341Otimização por colônia de formigas aplicada ao sistema dinâmico com absorvedor linear

3 Discussões e resultados

O objetivo deste trabalho é reduzir a amplitude da vibração do sistema pri-
mário, ajustando parâmetros da massa e rigidez do ADV, destinado os valores 
mais baixos possível para eles.

De acordo com Ferreira e Oliveira (2006) como o sistema estrutural, os prin-
cipais elementos de um edifício são os elementos de suporte de cargas verticais 
e horizontais. As cargas verticais são transmitidas por lajes dos pisos para os 
elementos de suporte verticais, incluindo colunas, varandas e paredes cheias. As 
cargas horizontais são transmitidas por lajes dos pisos para os mesmos elementos 
de suporte que transmitem para a fundação.

Entre esses elementos para um edifício duas lajes maciças e , os pór-
ticos são os principais responsáveis para a transmissão de cargas verticais para a 
fundação; núcleos fornecem rigidez equivalente (lateral e torsional)  e apro-
priados para o edifício e as paredes de cisalhamento. Os pórticos são mais fl exível, 
de modo que eles são muitas vezes negligenciadas na análise global dos elementos 
de construção, quando se torna importante para a rigidez em geral da mesma.

As paredes de cisalhamento são paredes de concreto armado dimensionados 
para trabalhar a partir do solo para o console superior em forma. Eles podem ser 
dispostos em várias paredes de cisalhamento num edifício, por si só ou em con-
junto acoplado. Ainda de acordo com Ferreira e Oliveira (2006), a rigidez  pode 
variar de 65,87kN.m a 690,32kN.m.

Na Fig. 22.4 representa o sistema estrutural da edifi cação utilizado para a 
otimização por colônia de formigas.

Figura 22.4 O Modelo

Fonte: Concreto Armado Eu te amo p.17

A amplitude do sistema da função objetivo usada é , descrita na equa-
ção 15. Como se deseja que , a mesma torna-se uma restrição de 
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igualdade relacionada com o projeto. Também deve-se atribuir limites inferiores e 
superiores para as variáveis de projeto (quanto sua massa e rigidez).

Assim, o projeto é formulado da seguinte forma:
Minimizar:

 (26)

Sujeito a:

 (27)

 (28)

 (29)

Como resultado, é desejável que a frequência natural do sistema primário 
esteja em equilíbrio com a frequência do absorvente, isto é, mini-
mizando a amplitude do sistema primário , em seguida, tomado como uma 
restrição de igualdade relacionada com o projeto.

A Fig. 22.5 enumera as restrições do ADV, considerando a sua restrição de 
igualdade, a sua rigidez  e massa , respectivamente variando de 65,87kN.m 
para 690,32kN.m e 0,07Ton para 0,83Ton. Com base no trabalho de Ferreira e 
Oliveira (2006) também propôs que a rigidez e massa do sistema primário foram 
avaliados em 1000KN/m e 1,2Ton.

Figura 22.5 Restrição de Igualdade

Fonte: Realizado pelo autor.
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Na Fig. 22.6 e na Fig. 22.7, é observado a resposta de amplitude do sistema 
primário  tende a zero quando atribui valores maiores para rigidez  e massa 

 do absorvedor, respectivamente.

Figura 22.6 Amplitude X1 do absorvedor em relação a rigidez

Fonte: Realizado pelo autor.

Figura 22.7 Amplitude X1 do absorvedor em relação a massa.

Fonte: Realizado pelo autor.
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Como o algoritmo de otimização colônia de formigas (ACO), formam uma 
classe de algoritmos enxame de inteligência, cuja representação bem-sucedida é 
dado pela interação de formigas artifi ciais para o ambiente e para ser isso, um 
método robusto, pois geralmente convergem com poucas interações se a função 
objetivo avaliar não é muito complexo, como o número de variáveis de projeto 
ou linearidade.

Após a implementação deste método para minimizar a amplitude do sis-
tema primário, os valores ideais para ,  e  já foram obtidas na primeira 
iteração, devido à linearidade da restrição de igualdade e das restrições laterais 
e por sua função objetivo ser também uma função de variável modular racional, 
uma vez que, usando a restrição de igualdade 27. Os resultados , 

 e  são obtidos na primeira interação com a aplicação do 
ACO nesse problema.

De acordo com a Fig. 22.8, observou-se que os resultados obtidos usando o 
método mostrou uma grande redução na amplitude da vibração do sistema pri-
mário, permitindo a redução dos parâmetros.

Figura 22.8 Melhor custo x Interação

Fonte: Realizado pelo autor.

Portanto, o problema de implementação numérica do método de otimização 
evolutiva colônia de formigas demonstrou praticabilidade de reduzir os parâme-
tros de massa e a rigidez do amortecedor, sem perda de efi cácia, isto é, sem aumen-
tar a amplitude de vibração e obter a efi ciência.

A análise do absorvedor com amortecimento, o que contribui para atenuar 
vibrações numa banda de frequência mais ampla, ao custo de uma efi ciência mais 
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baixa na massa principal do ponto de ressonância é proposta viável de uma publi-
cação futura, utilizando ACO como método de otimização para se obter sua solu-
ção ótima.

Conclusão
O objetivo do presente trabalho de pesquisa foi investigar o potencial uso 

de técnicas heurísticas na concepção ideal de sistemas mecânicos, com foco no 
método de otimização da colônia de formigas. Um estudo teórico de absorvedor 
dinâmico de vibração foi apresentado sendo considerada somente as rigidezes e as 
massas do sistema primário e do absorvedor, que consiste de um grau de liberdade 
e sem amortecimento.

Portanto, foi proposto o algoritmo de colônia de formigas como um método 
de otimização, contribuindo significativamente na pesquisa. O desenvolvimento 
do ACO começou com a formulação das características do algoritmo de colônia 
de formigas, quanto a sua origem, sua formulação matemática e de como apli-
cá-la nos absorvedores dinâmicos de vibração. Partindo desses princípio, uma 
rotina ACO foi desenvolvida e implementada considerando variáveis contínuas, 
apresentando e discutindo todos os resultados aqui obtidos. Esse algoritmo foi 
executado com os parâmetros sugeridos por Ferreira e Oliveira (2006) e mostrou 
eficiente na resolução do modelo proposto.
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