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Resumo: O Problema de Empacotamento Ortogonal em trés dimensdes (lar-
gura, altura e profundidade) tem por objetivo decidir se todas as caixas de um
conjunto cabem dentro de um recipiente sem que elas se sobreponham. Para este
problema, o presente trabalho apresenta um modelo de programagio por restri-
¢oes que o resolve. O modelo nao busca pela melhor solu¢do para o problema e
sim por uma que seja viavel. Além disso, utiliza-se um mecanismo, baseado nos
pontos de discretizacdo, para diminuir o nimero de varidveis do modelo que é
testado sobre varias instancias da literatura.

Palavras-chave: Problema de Empacotamento Ortogonal Tridimensional.
Programacao por Restrigdes. Pontos de Discretizacao.

Introducdo

Os problemas de empacotamento visam, como o proprio nome sugere, empa-
cotar itens dentro de recipientes. Tais problemas podem ser tratados em uma ou
mais dimensdes e sob variados escopos. Dentre estes problemas ha um tipo que se
propdem a decidir se um conjunto de itens pode ser empacotado sem que os itens
ocupem a mesma posicdo no recipiente, ou seja, sem que ocorra sobreposi¢io,
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com os itens inteiramente contidos no recipiente e com os itens empacotados com
os seus lados paralelos aos lados do recipiente. Este é chamado de Problema de
Empacotamento Ortogonal (OPP).

O OPP e suas versoes bi- e tridimensional sio problemas recorrentes no con-
texto industrial. Eles aparecem no carregamento de mercadorias em contéineres,
caminhdes e outros veiculos de carga, no empilhamento de caixas sobre paletes,
no corte de bobinas de papel, placas de madeira (industria moveleira) ou placas
e barras de acgo (industria siderurgica). Isso justifica o estudo do OPP e de suas
versdes do ponto de vista aplicado.

No OPP a decisdo com relacio a um conjunto de itens ser empacotado é
tomada verificando se existe, para a cada item, um ponto no recipiente no qual
ele é empacotado satisfazendo as restriches impostas. Se estes pontos existirem,
ha uma solugio viavel para o caso em questao, se ndo, ele é considerado inviavel.

Neste artigo, o OPP é tratado na sua versio tridimensional (30PP), que con-
sidera largura, altura e profundidade e os itens como sendo caixas. O 30PP é
resolvido por meio de um modelo de programacdo por restrigdes, sendo antes
realizado um teste para verificar se o volume total das caixas excede o volume do
recipiente. Além disso, foram utilizados os pontos de discretizacao de Herz (1972)
para diminuir o numero de variaveis do problema.

A técnica de programagdo por restri¢des se fundamenta em varidveis e res-
trigdes. As varidveis representam as decisoes do problema e as restri¢des determi-
nam os valores que tais varidveis podem receber. Assim, esta técnica procura uma
atribuicao de valores para as varidveis que satisfaga todas as restri¢oes definidas.
Sobre a programacgaio por restricdes, Tavares (2000) pontuou que ela é uma téc-
nica que se mostrou eficaz para a resolucdo de problemas intrataveis quando se
recorreu a outras técnicas.

No que diz respeito a complexidade computacional, o 30PP é NP-completo,
o que significa a pouca provavel existéncia de um algoritmo deterministico cujo o
tempo de solugdo seja uma funcdo polinomial do tamanho da entrada (GAREY;
JOHNSON, 1979). Assim, usar a programagao por restri¢des para resolver o pro-
blema é uma alternativa perante as formulac¢oes inteiras que geralmente deman-
dam muito tempo para encontrar uma solugio.

Em uma formulagao inteira para o 30PP, as varidveis estdo relacionadas com
todas as posicdes onde os itens podem ser empacotados e o método de resolu¢ao
percorre uma arvore de enumerac¢do para achar uma solucdo viavel. J4 em um
modelo de programacdo por restrigoes, observa-se diretamente o dominio assu-
mido para as variaveis que representam as posi¢coes para empacotar os itens. Dife-
rente do método de resolucdo usado pela programagio inteira, na programacio
por restri¢oes ndo se lida com varidveis reais.
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Na literatura o 30PP foi resolvido por Fekete, Schepers e Veen (2007). Tais
autores propuseram uma abordagem valida tanto para duas quanto para trés
dimensoes, sendo baseada em grafos de intervalo utilizados para obter classes
de empacotamentos viaveis. Clautiaux et al. (2008) e Mesyagutov, Scheithauer
e Belov (2012) resolveram a versdo bidimensional do OPP usando programagao
por restricdes e os resultados foram bons quando comparados com outros resul-
tados da literatura.

Este artigo esta organizado da seguinte maneira: na Secdo 1, 0 30PP é carac-
terizado, além de ser definido o teste de viabilidade, o modelo de programacgio
por restri¢des e a estrutura do algoritmo usado para resolvé-lo. A Se¢ao 2 mostra
como foram realizados os experimentos computacionais, em que instancias foram
adaptadas da literatura, além de apresentar e discutir os resultados. Por fim, apre-
sentam-se as conclusdes e dire¢des para trabalhos futuros.

1 O Problema de Empacotamento Ortogonal
Tridimensional

O Problema de Empacotamento Ortogonal Tridimensional, o 30PP, consi-
dera como instancia I um par (V, R), no qual V = {1, ..., m} é um conjunto de
caixas que devem ser empacotadas em R, sendo R = (L, P, A) um recipiente de
largura L, profundidade P e altura A. Cada caixa i de V possui largura [, profun-
didade p; e altura a;, com /i»P;;@ € N O sistema de referéncia adotado se da em
termos dos eixos x, y e 2z, que representam, respectivamente, largura, profundi-
dade e altura.

Dada uma instancia do 30PP, o objetivo é verificar se todos as caixas de
V podem ser empacotadas em R sem que ocorra sobreposi¢do entre quaisquer
caixas, além disso as caixas devem estar todas contidas em R e devem ser orga-
nizadas de maneira ortogonal aos lados de R. Se isso é verificado, entio ha uma
solucdo para a instancia I.

1.1 Teste de inviabilidade

De acordo com Belov et al. (2009), se o volume total dos itens excede o
volume do recipiente, 0 empacotamento nao € possivel. Ainda de acordo os auto-
res, esta verificacdo consiste em um limitante para o problema e permite verificar
rapidamente se 0 empacotamento é inviavel.

Isso é importante, pois, ndo existindo empacotamento possivel e tal fato
podendo ser identificado de maneira bastante rapida, evita-se a resolucao do
modelo de programagio por restrigoes.
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1.2 Modelo de programagéo por restrigdes

A principal restri¢do envolvendo o 30PP é a que garante a ndo sobreposi¢io
das caixas. Em um modelo de programacio por restri¢des para o problema, esta
restricdo pode ser definida sobre as variaveis X,, Y; e Z;. Elas representam o ponto
(Xi, Y, Z;) onde a caixa i é empacotada com relagdo a seu canto inferior frontal
esquerdo. A essas varidveis sdo associados os respectivos dominios: Dom (X;) =
{0,1,2,...,L-1L}, Dom (Y)={0,1,2,...,P-p}eDom (Z)={0, 1,2, ..., A- aj.
Tais dominios garantem que as caixas nao ultrapassem os limites definidos pelas
dimensdes do recipiente.

Os dominios podem ser reduzidos usando os pontos de discretizacdo de
Herz (1972), obtidos a partir da combinag¢do cOnica entre as dimensdes dos
itens. Com este mecanismo, pontos redundantes para empacotar os itens podem
ser descartados dos dominios das variaveis de decisio. O modelo de programa-
¢do por restrigdes possui, entao, uma restri¢ao definida para cada par de caixas
iej,qual seja:

X+ <X; v X;+1;, <X,
Y +p, <Y, vY, +p;, <Y, (1)
Zita<sZ;,vZ; +a; <Z

A restri¢do (1) garante que a caixa 7 é empacotada a esquerda, atrds ou
abaixo da caixa j (e vice-versa). Deste modo, a restri¢ao (1), uma vez definida para
todo par de caixas i e j, evita que as caixas se sobreponham no recipiente.

1.3 Algoritmo proposto

O algoritmo para resolver o 30PP primeiro considera uma instancia para o
problema e computa os pontos de discretizacdo de Herz (1972), que contribuem
para diminuir o nimero de varidveis. Em seguida, realiza-se o teste de inviabi-
lidade, baseado no volume das caixas e do recipiente. Caso o volume total das
caixas seja maior que o volume do recipiente, ndo existe solu¢io para a instancia
considerada. Caso ocorra o contrario, o0 modelo de programagao por restrigoes é
chamado para resolver o problema e, se existe um conjunto de pontos (X,, Y;, Z;)
tais que as caixas sao empacotadas sem gerar sobreposi¢io com quaisquer outras
caixas, diz-se que ha uma solugio vidvel para a instancia, caso contrario, a instan-
cia € considerada inviavel. A Figura 5.1 ilustra o algoritmo.
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Entrar com uma instdncia 30PP.

12

Computar os pontos de discretizagdo de Herz.

Realizar o teste
de inviabilidade.

A insténcia ndo possui
uma solugdo vidvel.

Recorrer ao modelo
de programacao
por restricdes.

Sim

\ 4
A insténcia possui A insténcia ndo possui
uma solugdo viavel. uma solugdo vidvel.

Figura 5.1 Algoritmo para resolver o 30PP.

2 Experimentos Computacionais

O algoritmo apresentado para o 30PP foi codificado na linguagem C++ e
usando as classes e bibliotecas do IBM ILOG CPLEX Optimization Studio (IBM,
2014). Os experimentos ocorreram em um computador com processador Intel
Core 15-3570 de 3,40 GHz, 8 GB de memoria RAM e sistema operacional Linux.

Os experimentos foram realizados com instancias contendo 10 e 20 caixas,
recipientes de tamanho 10, 20 e 30 e caixas pequenas e grandes em rela¢dao ao
tamanho do recipiente. Estas instancias foram usadas por Junqueira, Morabito
e Yamashita (2012) para resolver o problema de Carregamento em um Unico
Contéiner. Como aqui o problema tratado é o 30PP, foram considerados, nas
instancias, somente os parametros que dizem respeito a este problema, que sdo: o
numero de itens, o tamanho do recipiente e o tamanho dos itens.

Na identificacdo das instancias, n10, n20 e n30 representam que o tamanho
do recipiente considerado na instancia possui tamanho 10, 20 e 30, respectiva-
mente; m10 e m20 representam o numero de itens, sendo eles 10 e 20; b2d1
representa que as caixas sao pequenas em relacdo ao recipiente e b2d2 que as
caixas sdo grandes.

As Tabelas de 1 a 5 trazem os resultados para um conjunto de 50 instancias
adaptadas para o 30PP, nas quais as caixas sdo consideradas pequenas em rela-
¢do ao tamanho do recipiente. Elas mostram o nome da instancia, se existe uma
solugdo viavel para a instancia e o tempo, em segundos, gasto para obter a res-
posta. Os resultados obtidos mostram que todas as instancias sdo viaveis, sendo
resolvidas muito rapidamente.
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Tabela 5.1 Resultados para instéincias com recipiente de tamanho 10 e 10 caixas pequenas.

Insténcia Viavel? Tempo (s)
n10m10b2d1-01 Sim 0,012
n10m10b2d1-02 Sim 0,012
n10m10b2d1-03 Sim 0,013
n10m10b2d1-04 Sim 0,012
n10m10b2d1-05 Sim 0,011
n10m10b2d1-06 Sim 0,011
n10m10b2d1-07 Sim 0,013
n10m10b2d1-08 Sim 0,011
n10m10b2d1-09 Sim 0,013
n10m10b2d1-10 Sim 0,012

Tabela 5.2 Resultados para instincias com recipiente de tamanho 10 e 20 caixas pequenas.

Insténcia Viavel? Tempo (s)
n10m20b2d1-01 Sim 0,031
n10m20b2d1-02 Sim 0,024
n10m20b2d1-03 Sim 0,023
n10m20b2d1-04 Sim 0,048
n10m20b2d1-05 Sim 0,029
n10m20b2d1-06 Sim 0,025
n10m20b2d1-07 Sim 0,029
n10m20b2d1-08 Sim 0,032
n10m20b2d1-09 Sim 0,031
n10m20b2d1-10 Sim 0,034
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Tabela 5.3 Resuliados para instéincias com recipiente de tamanho 20 e 10 caixas pequenas.

Insténcia Viavel? Tempo
n20m10b2d1-01 Sim 0,014
n20m10b2d1-02 Sim 0,012
n20m10b2d1-03 Sim 0,016
n20m10b2d1-04 Sim 0,013
n20m10b2d1-05 Sim 0,01
n20m10b2d1-06 Sim 0,015
n20m10b2d1-07 Sim 0,015
n20m10b2d1-08 Sim 0,012
n20m10b2d1-09 Sim 0,012
n20m10b2d1-10 Sim 0,012

Tabela 5.4 Resultados para instincias com recipiente de tamanho 20 e 20 caixas pequenas.

Instancia Viavel? Tempo
n20m20b2d1-01 Sim 0,033
n20m20b2d1-02 Sim 0,036
n20m20b2d1-03 Sim 0,093
n20m20b2d1-04 Sim 0,033
n20m20b2d1-05 Sim 0,03
n20m20b2d1-06 Sim 0,041
n20m20b2d1-07 Sim 0,052
n20m20b2d1-08 Sim 0,049
n20m20b2d1-09 Sim 0,025
n20m20b2d1-10 Sim 0,034
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Tabela 5.5 Resuliados para instéincias com recipiente de tamanho 30 e 10 caixas pequenas.

Instancia Viavel? Tempo
n30m10b2d1-01 Sim 0,014
n30m10b2d1-02 Sim 0,011
n30m10b2d1-03 Sim 0,012
n30m10b2d1-04 Sim 0,011
n30m10b2d1-05 Sim 0,013
n30m10b2d1-06 Sim 0,01
n30m10b2d1-07 Sim 0,015
n30m10b2d1-08 Sim 0,015
n30m10b2d1-09 Sim 0,013
n30m10b2d1-10 Sim 0,013

As Tabelas de 6 a 10 trazem os resultados para um conjunto de 30 instan-
cias para o 30PP, nas quais as caixas sdo consideradas grandes em relagiao ao
tamanho do recipiente. Elas mostram o nome da instancia, se existe uma solu¢ao
viavel e o tempo, em segundos, gasto para obter a resposta. Os resultados obtidos
mostram que a maioria dessas instancias sdo invidveis, ou seja, nao € possivel
empacotar todas as caixas.

Observa-se ainda que o tempo gasto para decidir que as instancias sdo invia-
veis foi menor do que o tempo gasto para mostrar a viabilidade do empacota-
mento. Isto se deve ao teste de inviabilidade, que evita resolver o problema pelo
modelo de programagio por restricdes para os casos em que as caixas sao gran-
des e excedem o volume do recipiente, assim resultando em um tempo menor de
resolucao.

Tabela 5.6 Resultados para instiincias com recipiente de tamanho 10 e 10 caixas grandes.

Instancia Viavel? Tempo
n10m10b2d2-01 Néio 0,111
n10m10b2d2-02 Néo 0,012
n10m10b2d2-03 Sim 0,018
n10m10b2d2-04 Sim 0,015

Contunua
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Tabela 5.6 Resultados para instincias com recipiente de tamanho 10 e 10 caixas grandes. (Continuacdo)

Insténcia Viavel? Tempo
n10m10b2d2-05 Sim 0,013
n10m10b2d2-06 Sim 0,022
n10m10b2d2-07 Sim 0,017
n10m10b2d2-08 Néo 0,071
n10m10b2d2-09 Nio 0,077
n10m10b2d2-10 Nio 0,019

Tabela 5.7 Resultados para instincias com recipiente de tamanho 10 e 20 caixas grandes.

Insténcia Viavel? Tempo
n10m20b2d2-01 Nao <0,001
n10m20b2d2-02 Nao <0,001
n10m20b2d2-03 Nao <0,001
n10m20b2d2-04 No <0,001
n10m20b2d2-05 Nio <0,001
n10m20b2d2-06 Nio <0,001
n10m20b2d2-07 Néo <0,001
n10m20b2d2-08 Néo <0,001
n10m20b2d2-09 Ndo 0,011
n10m20b2d2-10 Néo <0,001

Tabela 5.8 Resultados para instiincias com recipiente de tamanho 20 e 10 caixas grandes.

Instancia Viavel? Tempo
n20m10b2d2-01 Niio <0,001
n10m20b2d2-02 Néo 0,002
n10m20b2d2-03 Nio <0,001
n10m20b2d2-04 Nao <0,001

Contunua
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Tabela 5.8 Resultados para instincias com recipiente de tamanho 20 e 10 caixas grandes. (Continuacdo)

Insténcia Viavel? Tempo
n10m20b2d2-05 Nio <0,073
n10m20b2d2-06 Nio <0,001
n10m20b2d2-07 Nio <0,108
n10m20b2d2-08 Nio <0,001
n10m20b2d2-09 Nio <0,001
n10m20b2d2-10 No <0,001

Tabela 5.9 Resultados para instincias com recipiente de tamanho 30 e 10 caixas grandes.

Insténcia Viavel? Tempo
n30m10b2d2-01 Nio <0,001
n30m10b2d2-02 Nao <0,001
n30m10b2d2-03 No <0,001
n30m10b2d2-04 No <0,001
n30m10b2d2-05 Nio <0,001
n30m10b2d2-06 Nio <0,001
n30m10b2d2-07 Néo <0,001
n30m10b2d2-08 Ndo <0,001
n30m10b2d2-09 Ndo <0,001
n30m10b2d2-10 Néo <0,001

Tabela 5.10 Resultados para instdncias com recipiente de tamanho 30 e 10 caixas grandes.

Insténcia Viavel? Tempo
n30m20b2d2-01 Niio <0,001
n30m20b2d2-02 Nio <0,001
n30m20b2d2-03 Nio <0,001
n30m20b2d2-04 Nao <0,001

Contunua
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Tabela 5.10 Resultados para instancias com recipiente de tamanho 30 e 10 caixas grandes. (Continuacdo)

Instancia Viavel? Tempo
n30m20b2d2-05 Nio <0,001
n30m20b2d2-06 Nio <0,001
n30m20b2d2-07 Niio <0,001
n30m20b2d2-08 Nio <0,001
n30m20b2d2-09 Nao <0,001
n30m20b2d2-10 Nio <0,001
Conclusoes

Neste artigo foi usada uma abordagem para resolver o 30PP que inicial-
mente checa se o volume total das caixas é maior do que o volume do recipiente,
em um teste para detectar rapidamente casos inviaveis. Caso o volume total das
caixas seja menor ou igual ao volume do recipiente, significa que a instancia pode
ser viavel e isto é checado, em seguida, por meio de um modelo de programacgao
por restri¢oes. O modelo considera o dominio das varidveis reduzido por meio
dos pontos de discretizagao de Herz (1972).

Os resultados computacionais foram satisfatérios, pois foi possivel resolver
todas as instancias em pouco tempo computacional. Eles confirmam que realizar
o teste de inviabilidade ¢ um mecanismo que torna o modelo mais rapido para as
instancias invidveis. Para os casos resolvidos neste artigo, a diferenga de tempo
entre os casos viaveis e inviaveis é bem pequena. Mas, dependendo da instancia,
realizar o teste de inviabilidade pode representar uma diferenga de tempo consi-
deravel. Quanto ao modelo de programacao por restrigdes, este se mostrou eficaz
na resolucdo das instancias consideradas, uma vez que retornou com a solugao
em pouco tempo de processamento.
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