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Resumo: Este trabalho apresenta um estudo sobre o Problema de Carrega-
mento de um unico Contéiner levando em considera¢ao a restricio de estabili-
dade horizontal de carga. Para tratar esta restri¢io, busca-se determinar a forga
de atrito estdtico, a qual limita 0 mdximo de forca horizontal que pode ser apli-
cada em cada caixa de forma a romper a sua inércia. Uma vez que a caixa rompe
a inércia, entdo ela comega a se movimentar contribuindo para provocar a insta-
bilidade no empacotamento. O proposito deste trabalho é apresentar uma forma
de tratar a estabilidade horizontal no Problema de Carregamento de um tnico
Contéiner considerando as leis da estatica de corpos rigidos.

Palavras-chave: Problema de Carregamento de Contéineres. Estabilidade
Horizontal de Carga. Equilibrio Estatico de Corpos Rigidos.

Introducao

Este trabalho estd relacionado aos problemas de logistica que recaem sobre
problemas de otimiza¢ao combinatéria. Um problema de otimiza¢do busca maxi-
mizar (ou minimizar) uma funcdo objetivo sujeita a restricdes relacionadas ao
problema sendo resolvido. A resposta encontrada é um 6timo global quando é o
valor de maximo (ou de minimo) comparado ao valor de todas as outras solucoes
(SPADOTTO, 2008). Nos problemas de otimizagio combinatéria, o niimero de
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solucdes geralmente € finito, porém ha um nimero de ordem exponencial de solu-
¢oes que precisam ser avaliadas (KRASNOGOR, 2002).

Entre os problemas de otimizacio combinatoria, tem-se os Problemas de
Empacotamento, em que é preciso empacotar itens (caixas, paletes, barras, etc.) em
um ou mais recipientes, de forma a, por exemplo, maximizar a ocupacao do espago.
Problemas de empacotamento sio comuns em aplicacdes praticas, especialmente
aquelas ligadas ao setor de logistica que lida diariamente com o recebimento e
despacho de mercadorias, que sdo organizadas dentro de recipientes (ARENALES
et al.,, 2007). Dentre os problemas de empacotamento, tem-se os Problemas de Car-
regamento em Contéineres (PCC), que requerem um uso adequado do contéiner
devido ao seu custo ou por exigir mais viagens para o transporte das mercadorias.

Como é comum ter restricoes em problemas de empacotamento para que ndao
haja danos aos itens transportados, este trabalho investiga, em particular, a restricao
de estabilidade de carga na versdo horizontal. A estabilidade vertical (também cha-
mada de estabilidade estatica) esta relacionada a capacidade de as caixas paradas
resistirem a atuacdo da aceleragdo da gravidade. Assim, esta restri¢io requer que
0 empacotamento resultante permanega inerte apos ser finalizado. A estabilidade
horizontal (também chamada de estabilidade dinamica) esta relacionada a capaci-
dade das caixas de resistirem a atuagio da inércia pela agio de alguma forca lateral.

Certamente o item que provoca o desequilibrio no empacotamento precisa
ser removido ou empacotado em outra posicdo. Para a garantia da estabilidade
horizontal de carga, a literatura, conforme aponta Junqueira e Queiroz (2015),
tem adotado comumente o uso de um fator de suporte para as faces dos itens, o
qual indica a porcentagem de cada face que precisa estar suportada por algum
outro item. Por outro lado, poucos trabalhos tém usado os principios de equili-
brio de corpos materiais no empacotamento, tal que os itens precisam obedecer as
condig¢oes de equilibrio estatico de corpos rigidos (HIBBELER, 2010).

Hoje € possivel reconhecer quatro trabalhos que levam em consideragdo as
condigdes de equilibrio para lidar com a restri¢do de estabilidade vertical de carga
e que, assim, propuseram uma abordagem exata para resolvé-la, diferente de usar
a aproximacado por fator de suporte. Por outro lado, ndio ha qualquer trabalho
que resolve a estabilidade horizontal de forma exata, ou seja, a partir das condi-
¢oes de equilibrio mecanico.

O primeiro trabalho a apresentar um estudo de estabilidade vertical baseado
na estatica dos corpos rigidos foi feito por Silva, Soma e Maculan (2003), depois
seguido de Queiroz e Miyazawa (2014) e as contribui¢des de Ramos, Oliveira e
Lopes (2016) e Ramos et al. (2016). Em todos eles, para a garantia de que um item
seja estavel, torna-se necessario obedecer trés condicoes de estabilidade: o item deve
estar totalmente apoiado sobre o piso do contéiner; o item deve ter o seu centro de
massa projetado diretamente sobre um item abaixo e em contato direto com ele; e,
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o centro de massa do item deve estar dentro da regido definida pelos limites de seus
itens abaixo e em contato direto. Para tanto, as equacoes de equilibrio estatico de
corpos rigidos devem ser atendidas, isto é, a soma de for¢as e momentos em cada
item deve resultar em zero, para evitar uma transla¢do ou rotagio do item.

A importancia de se levar em conta a estabilidade de carga é para garantir
que o empacotamento ndo venha a se desmanchar depois de pronto e, assim, ndo
haja danos a carga. Somada ao critério de otimiza¢ao, que busca maximizar a
ocupagao do recipiente, tem-se a busca por um conjunto de itens que melhor ocu-
pam o volume do recipiente a0 mesmo tempo em que permane¢am em equilibrio
estatico. No que tange a restri¢ao de estabilidade, este trabalho traz a proposta
de uma abordagem baseada no equilibrio estatico de corpos rigidos para tratar
a estabilidade horizontal, além de apresentar como a literatura comumente vem
tratando a estabilidade horizontal por meio do fator de suporte.

O presente trabalho esta organizado da seguinte forma: a proxima se¢ao traz
uma descri¢ao do problema em conjunto com uma formula¢do por programacio
linear inteira; a Se¢ao 2 apresenta a restri¢ao de estabilidade horizontal de carga e
a abordagem considerada para trata-la; a Secao 3 mostra, por meio de um exem-
plo, como a abordagem proposta pode ser aplicada na verificagdo da estabilidade
horizontal; por fim, conclusoes e dire¢oes para a continuacdo da pesquisa sdao
apresentadas.

1 Descricao do Problema

O Problema de Carregamento de um tnico Contéiner (PCuC), como ilustra
a Figura 2.1, requer um recipiente, ou contéiner, e um conjunto de caixas, do qual
se deve alocar um subconjunto dentro do contéiner sem que haja sobreposi¢do e
seja respeitada as dimensdes do contéiner.

Figura 2.1 Problema de Carregamento de um Gnico Contéiner.
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Assim, o objetivo no PCuC é encontrar a melhor disposicao das caixas de
maneira a maximizar o volume interno ocupado do contéiner. Ao considerar a
estabilidade de carga, busca-se também que a carga chegue ao seu destino final
sem danos (JUNQUEIRA; MORABITO; YAMASHITA, 2012; BORTFELDT;
HOMBERGER, 2013). De forma geral, o contéiner tem medidas de comprimento
(L), largura (W) e altura (H) conhecidas. Cada caixa do tipo ¥ tem um compri-
mento L), largura (W_k), altura (h), volume ou valor (¥x) e uma disponibilidade
maxima (). Admite-se que as dimensdes das caixas e do contéiner sio inteiras
e que as caixas s6 podem ser empacotadas: ortogonalmente, ou seja, com os seus
lados paralelos aos lados do contéiner; com orientacdo fixa, isto é, as caixas nio
giram em torno de nenhum de seus eixos; as caixas ndo podem ter sobreposi¢do;
e, devem respeitar as dimensoes do contéiner apos empacotadas.

De acordo com Junqueira (2013), o qual considera a tipologia de Wascher,
Haubner e Schumann (2007) para diferenciar os problemas de empacotamento,
tem-se que existem diferentes versoes para o PCuC, o qual envolve trés dimensoes
(3D), empacotamento de caixas retangulares (R) e o objetivo de maximizar, a
saber: 3D-R-IIPP (Identical Item Packing Problem), em que as caixas sdo iguais;
3D-R-SLOPP (Single Large Object Placement Problem), em que ha poucas cai-
xas diferentes; 3D-R-SKP (Single Knapsack Problem), em que ha caixas muito
diferentes entre si.

Assim, a diferenca entre as versdes do PCuC ocorre praticamente pelas
dimensdes das caixas, enquanto as caixas sdo assumidas como corpos rigidos.
Um corpo rigido é aquele em que a distancia entre quaisquer de seus dois pon-
tos permanece constante mesmo sofrendo a a¢io de forgas externas. Embora na
realidade as caixas transportadas ndo sejam totalmente rigidas, assume-se que as
deformagoes sofridas sao pequenas e, assim, podem ser desprezadas.

1.2 Formulagdo matemética para o PCuC

Inicialmente, adota-se um sistema de coordenadas cartesianas em que a ori-
gem esta no canto inferior frontal esquerdo do contéiner e (p, g, r) sdo as coor-
denadas onde é colocado o canto inferior frontal esquerdo de cada caixa. As
possiveis posi¢oes ao longo do comprimento L, largura W e altura H, podem ser
indicadas pelos conjuntos:

X={p€eL0£p=L—minen(li)}
¥={q€Z|0=q =W —mingpzn(wi)]

Z={r€Z0=r = H—minyen(h)}
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em que X, Y e Z indicam as direcdes do comprimento, largura e altura, res-
pectivamente.

As variaveis de decisio do modelo sdo dadas por:

na posicio (p, g, ), com0=p=L—1, 0=g=W —w,e0=r =H— hy

1, se uma caixa do tipo k &€ empacotada com seu canto inferior frontal esquerdo
Xkpgr = -
0,caso contrario.

Além disso, tem-se que:

X ={p€X|0=p=L-1, k=1.,n} ()
V. ={ge¥|0=g=W—wyg, k=1,...1n}, (2)
Zy={rezZl0srsH—h, k=1,..,n} 3)

De acordo com Junqueira et al. (2012), o PCuC pode ser formulado como:

eSS Y Y vt “

k=1peEXy gy reEly

Sujeito a:

n
Z Z Z Z Xppgr=1l, p EX, q €Y, rEL
k=1{peXy|p'—lp+1zpzp HaeVy|a —wptizgzg '} reZy|r —hp+1zrar'}

Z Z Zxkpqrq—:ka :C=1J...,'n.

pEXL gEY) rEE)

x@we{ﬂ,l}, pEXquEYk,T'EZk.
(7)

A fungio objetivo (4) busca pela solu¢io com o maximo valor empacotado
no contéiner que respeita as restricoes impostas. As restri¢oes em (5) garantem a
ndo sobreposi¢do dos itens empacotados, de forma que qualquer ponto (p’, q°, 7°)
da malha s6 pode ser sobreposto por no maximo um item k empacotado em (p,
q, 7). As restri¢des (6) limitam o numero maximo de réplicas de cada caixa k a
serem empacotadas no contéiner. Por fim, as restricdes em (7) definem o dominio
das variaveis de decisdo, impondo que elas sdao bindrias.
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2 Estabilidade Horizontal

2.1 Estabilidade com fator de suporte

No caso da estabilidade horizontal, as faces laterais das caixas precisam ser
suportadas por faces laterais de outras caixas de forma a evitar o deslocamento na
situacdo em que o veiculo de carga estd em movimento ou alguma forga externa
atue nas laterais do empacotamento. Assim, conforme Junqueira, Morabito e
Yamashita (2012), define-se um fator de suporte £ € [0,1] e ¥ € [0,1], respectiva-
mente, para assegurar o suporte das faces laterais esquerda e frontal das caixas
conforme as egs. (8) e (9), respectivamente.

Z] 2] . r r r
ZZZW[ W 1 )er = Bwihixprgy,  j=1m,  p' eX\0h g’ €¥r €3
(8)

sendos={k =1, njp' - = 0}, = {geVile’ —wi +12q 2 +w;— 1};5 ={rez;ir
, Wk[_;] = min(g +wy,q" +w } max(g, q'), H[Z] = min(r + hy, v + hj}— max (r,r') e B
que indica a fracio minima da drea da face lateral esquerda da caixa / que deve estar
apoiada pelas 4reas das faces laterais direitas de caixas k.

2] 2] . r r r
ZZZL[ g e 2 Vil f=Leen P eX. g’ € VA(QL v €7,
9)

sendo P=tk=1-nlqg —w, 20} o= lpeXy, |p—L+1sp=p +zj-—1}, o={rez,|r'—
he+l=r=r'+h;— 1}’ Lf} = min(p+ Lop + Ij-}— max(pJp’), H,Ej] = min(r+ hy,r' + hj-}— max (r,r")
ey que indica a fragio minima da 4rea da face lateral da frente da caixa j que deve
estar apoiada pelas areas das faces laterais do fundo das caixas k.

As restrigoes (8) referem-se a estabilidade horizontal em relagao ao eixo x,
em que as caixas devem ter uma porcentagem de sua face esquerda frontal supor-
tada por outras caixas. Por sua vez, as restricdes (9) referem-se a estabilidade
horizontal em relacdo ao eixo y, em que as caixas devem ter uma porcentagem de
sua face lateral frontal suportada por outras caixas.

2.2 Estabilidade horizontal com equilibrio de corpos materiais

Os conceitos e defini¢des a seguir sdo baseados no trabalho de Blum, Griffith
e Neumann (1970). As forgas de reacdo surgem na superficie de contato e atuam
nos pontos de contatos. Na Fisica, a no¢dao de contato estd diretamente relacio-
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nada a interacdo que surge quando objetos se tocam em algum ponto, como
representado na Figura 2.2.

CM.

-l e

caixa 2 T

Interface de Contato

\[ ‘ caixa 1

Ponto de Contato

Figura 2.2 Pontos de contato e Interface de contato.

Para determinar as forgas que surgem numa superficie de contato para um
dado empacotamento, aplicam-se as equacdes de equilibrio estatico de corpos

rigidos. A saber:
=+ — —
S0 oY@ o 10

em que f: sdo as forcas desconhecidas para cada vértice i, enquanto J"n—i’:x e ﬁ_i’?-
$30 0S MOMENtOs COM respeito aos eixos x e y, respectivamente.

Se existem 7 caixas, entdo existem 31 equacdes para 3m forgas desconheci-
das, sendo geralmente m = 1. Se m =1, o sistema é chamado de estaticamente
determinado, mas geralmente m = 7.

Ao lidar com a estabilidade horizontal surge a for¢a de atrito devido ao
contato entre as caixas ou das caixas com o recipiente. A forga de atrito é a for¢a
que se opde ao movimento de um corpo, sendo paralela a superficie de contato
(que € a regido onde ha a interagao entre os corpos). O atrito entre as superficies
depende da for¢a normal, que é a componente vertical da forca de contato, tal que
quanto maior for a for¢a normal, maior sera a forca de atrito.

Além das equagoes em (10) para modelar o empacotamento, uma restricao
deve ser obedecida por todos os vértices das interfaces de contato para a forga de
atrito. Em outras palavras, cada componente da forca de atrito deve satisfazer:

|J§' |J |f,,,'| = ufi, Wi que & vértice de interface (11)
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em que fI, fif e fi sdo, respectivamente, as componentes da forca de atrito
em x e y, e a for¢a normal, com um exemplo dado na 1.3. O p, é o coeficiente de
atrito estatico, que depende das superficies em contato.

Um empacotamento é considerado estavel quando as for¢as normais sio
positivas. A for¢ca normal surge quando um corpo estd em contato com algum
outro corpo. De acordo com a Terceira Lei de Newton, para toda acdo existe
uma reagao, entio se o corpo comprime uma superficie de contato, ou seja, se ele
aplica forga sobre a superficie, tem-se a respectiva reagao da superficie sobre o
corpo, denominada de forca normal.

— Interface de contato
1
1
1 N
I 1 i+1
1 n “ f7l ‘
i i+1
3N pivs oy —~
+3 7Y i+2 A
_____ ' f”’ f,t/ n fi+1
y
- - i+2
i+3 fj+2 y
T ar

Figura 2.3 Forca normal f;; e forca de atrito estdtico £ e fy.

Vale destacar que a for¢a normal nao € a forca de reacdo da forga peso, mas
sim a rea¢ao da compressiao que é exercida sobre a superficie de contato e ela tem
direcdo perpendicular a superficie de contato, por isso acaba coincidindo com a
reag¢ao da for¢a peso no caso de problemas de empacotamento de forma ortogo-
nal. Além disso, as forcas de atrito devem obedecer a condigao estabelecida em
(11) para que ndo haja movimento na direcao horizontal das caixas.

3 Resultado analitico

Na Figura 2.4 ha um empacotamento de caixas em um contéiner. A partir
deste empacotamento é possivel obter as equagdes de forcas e momentos. A solu-
¢do deste resulta nas forcas normais atuantes em cada ponto de contato (pontos
em vermelho na figura). As caixas menores possuem massa de 64 kg e a caixa
maior possui massa de 320 kg, sendo assim, o peso das caixas menores e o da
maior sao 627,20 N e 3136 N, respectivamente. Para este empacotamento, as
equacdes de forgas e momentos sio:
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i+ttt ftfetGtfetfotfiotfut+fio—fiz—fia—fis—fie—3136=0
—2fi+2fy+2fa-2fy—2fs+2fa+2f5 - 2fe— 2fo+ 2fpo+ 2f1 — 2fia+ 2fia - 2f1a - 2fis +2f1s =0
—6fi—6fy —10f; — 10fy+2f5 + 2fs — 2f7 — 2fp + 10f+ 10fyp + 6fyy +6f12 —10f12— 10f14 —6f15 —6f1s =0

3136
fiz+fuat fis+ fLs_T=
—Zfia+ 2fia+ 2f1s— 215 =0

2fia +2f1a—2fis— 2f1s =10

T

2 7

f i1

10 12 14 18 18 20 22 24 26

Figura 2.4 Empacotamento de caixas em um contéiner.

Resolvendo o sistema anterior, encontra-se uma solugao aproximada para as

forcas normais, ou seja:

fi = 259,84 N; fs = 331,52 N; fo = 403,20 N; fiz = 156,80 N;
f, = 259,84 N; fo= 331,52 N; fio = 403,20 N; fia = 156,80 N;
fa = 224,00 N; fr =295,68N; fi1 = 367,36 N; fis = 156,80 N;
fo = 224,00 N; fs = 295,68 N; fin = 367,36 N; fis = 156,80 N.

Como ndo ha presenga de forcas normais negativas, conclui-se que este
empacotamento € estavel verticalmente, o que € visivel na Figura 2.4.

Uma vez conhecida a for¢a normal que atua nos pontos de contato das caixas na
1.4, pode-se descobrir a forga de atrito em cada ponto. Neste trabalho, a obten¢ao
das forgas de atrito se divide em dois casos. O primeiro caso exemplifica a situa-
¢do em que o coeficiente de atrito estatico entre as caixas é o mesmo. Ja o segundo
caso exemplifica a situa¢do em que o coeficiente de atrito é diferente.



40

Tecnologias em pesquisa: engenharias
3.1 Caso 1

Suponha que as caixas da 1.5 sdo todas feitas de madeira. De acordo com
Robortella, Avelino e Edson (1997) o coeficientes de atrito estitico &< entre
madeira-madeira é de 0,5. A partir disso, obtém-se o atrito em cada ponto de
contato utilizando a relagio dada na eq. (11).

Caixa 5

. f,
Caixa 4 1 f15 14

Caixa 1 Caixa 2 Caixa 3

[ [ I I [ g

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26

Figura 2.5 (aso em que o coeficiente de atrito estdtico é igual entre as caixas.

Assim, a forca de atrito estatico para cada ponto de contato € igual a:

fi =fy = 129.2; £2 = £7 =201.60;
£ =1 =1292; £20 = £1° = 201,60;
2= =112,00; Bt =y = 25315
£ =1 = 112,00; Y = = 2oyas;
B =¥ =16576; =5 =184
£ =17 =16576; = gt = zem;
fi =1 =14784; 8= M = 70
=1 =14784 =P = 78,

Supondo que as caixas 1, 2 e 3 sdo fixas, entdo a caixa 4 ao sofrer uma forca
de 1881,6 N fica na situa¢ao de iminéncia do movimento, isto €, se aumentar um
pouco o modulo da forca a caixa entrard em movimento. J4 para colocar a caixa
5 na situagao de iminéncia do movimento, deve-se aplicar uma for¢a de 313,6 N.
Logo, as caixas 4 e 5 s6 podem receber uma forga horizontal limitada a 1881,6 N
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e 313,6 N, respectivamente, caso contrdrio, elas rompem a inércia e passam a se
movimentar, fazendo com que o empacotamento seja instavel.

3.2 Caso 2

Este caso assume que os coeficientes de atrito estdtico entre as caixas, com
representagdo na 1.6, variam da seguinte forma: a superficie em azul representa
um coeficiente igual a 0,5, a verde de 0,6, a amarela de 0,7 e a rosa de 1,0. Esta
variacdo do coeficiente de atrito estdtico é para mostrar que nas situacoes reais
de empacotamento, os itens podem ser feitos de materiais diferentes, tal que os
coeficientes de atrito estatico também variam.

Assim, conhecendo a intensidade da for¢a normal e o valor do coeficiente
de atrito estdtico, obtém-se a forga de atrito que atua em cada ponto
usando a eq. (11).

de contato

Caixa 5

was fia

4 —4

Caixa 4 fis

.
i 2 o

Caixa 1 Caixa 2 Caixa 3

2 4 6 ] 10 12 14 16 18 20 22 24 26

Figura 2.6 (aso com coeficiente de atrito estdtico diferente entre as caixas.

Segue que a for¢a de atrito estatico para cada ponto de contato € igual a:
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fl = fl=12992
f2 = f7 =129,92
2 =3f= 1z
f2 == idahn

i == 18841
£ =7 = 19891
& =¥ = 17540
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= =95

Fet =" = 28224
B = =287
it —angis
e =ify" ="15680
=474 ="15680
&=y = 15680

f8=f2=177,40 fil6 = f16 = 156,80

Assim como no Caso 1, supondo que as caixas 1, 2 e 3 sdo fixas, entdo a
caixa 4 estd na iminéncia de movimento ao receber uma forca horizontal de
intensidade igual a 2315,24 N. Por sua vez, a caixa 5 precisa receber uma forca
horizontal superior a 627,20 N para que rompa a sua inércia. Esses valores
limites de resisténcia sdo obtidos a partir da soma da forga de atrito estatico que
atuam nos pontos da superficie de contato que esta localizada na face inferior
de cada caixa.

Consideracoes finais

O problema de carregamento de um unico contéiner foi considerado neste
trabalho no contexto da restricao de estabilidade horizontal de carga. Esta restri-
¢do, que é de suma importancia durante o transporte, tem sido explorada na lite-
ratura apenas por meio do fator de suporte, sendo que ndo se conhece qualquer
trabalho que trata da estabilidade horizontal utilizando as condi¢des de equilibrio
de corpos rigidos.

A partir da modelagem do empacotamento usando as equacdes de equilibrio
estatico de corpos rigidos para obter as for¢as normais em cada ponto de contato,
tem-se que a estabilidade horizontal requer que seja verificada uma condicio rela-
cionada ao cdlculo da for¢a de atrito.

Logo, ao contrario do fator de suporte, que envolve apenas uma aproxima-
¢do por suporte de drea, o calculo das forgas de atrito permite saber a quantidade
de for¢a necessiria para movimentar as caixas do empacotamento. Trabalhos
futuros visam testar a abordagem aqui desenvolvida em instancias da literatura,
além de comparar com o uso do fator de suporte.
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