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METODO DOS ELEMENTOS
FINITOS

3.1 INTRODUCAO

O método dos elementos finitos (MEF) é uma técnica de andlise numérica
que tem por objetivo obter solugdes aproximadas de problemas regidos por equa-
¢oes diferenciais. Ele foi desenvolvido, inicialmente, para o calculo de tensdes em
sistemas estruturais. Entretanto, tem sido utilizado em uma vasta gama de pro-
blemas de Transmissdo de Calor e Eletromagnetismo, de Mecanica dos Fluidos e
de Mecanica dos Sélidos.

O MEF possui uma difusio muito grande, seja no meio académico, seja
no industrial, disponibilizado em cddigos comerciais como NASTRAN®,
ABAQUS®, SYSTUS®, ANSYS®, entre outros. Neste trabalho, foi utilizado o
ANSYS®, versao 6.0.

As solugdes analiticas fechadas de alguns problemas de engenharia de razoa-
vel complexidade sdo invidveis ou mesmo impossiveis. A estratégia de se proceder
a uma simplificacio do problema de modo que se possa construir um modelo
matematico de solucdo analitica possivel é uma das alternativas para se abordar
o problema, mas que pode levar, quase que invariavelmente, a imprecisdes nos
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resultados. O crescente aumento da capacidade de processamento dos computa-
dores tem possibilitado, como alternativa as solucdes analiticas, a preservagao da
complexidade do modelo e a utiliza¢do de técnicas aproximadas de resolugio, nas
quais se insere o MEE.

3.2 FUNDAMENTOS DO MEF

Nos problemas em que a abordagem se faz pela formulacio em dominios
continuos, as variaveis de campo — a exemplo das tensoes, deformacdes etc. —
assumem independentemente seus valores em cada ponto de seus respectivos do-
minios. As solucdes para esse tipo de problema em que uma fungdo associa um
valor da variavel de campo para cada coordenada espacial em todos os pontos do
dominio sio denominadas solugdes analiticas.

Transformando um problema infinito-dimensional em um problema com
numero finito de incognitas, por meio de um processo de discretizagao, o MEF
divide o dominio, no qual o problema é estudado, em elementos, conforme se
pode verificar na Figura 3.1.

Figura 3.1  Discretizagio em elementos quadrilaterais em uma regido de contato entre um cilindro e um plano.
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Cada elemento possui pontos em seu interior ou em sua fronteira denomi-
nados n6s, em que solu¢des aproximadas para as variaveis de campo sdo expres-
sas como funcdes arbitrdrias dos valores assumidos pelas incognitas, chamados
valores nodais. Essas funcdes sao denominadas funcées de forma ou funcoes de
interpolacdo. As incégnitas do problema passam a ser os valores das variaveis de
campo nos pontos nodais, 0s quais compdem um conjunto finito nesse processo
de discretizacao. Ressalta-se que a discretizagao leva a modelos expressos sob a
forma de sistemas de equacdes diferenciais ordindrias no caso de problemas de
propagacao (dinamica) ou de equagoes algébricas no caso de problemas de equi-
librio. Uma vez resolvidas numericamente tais equagoes, a avaliacdo das varidveis
de campo dentro de cada elemento pode, entdo, ser feita pelas funcées de forma,
sendo que, do nimero de nos e das fungoes arbitradas, depende a precisdo do mo-
delo e, consequentemente, o esforco computacional. Na Secao 4.2.5, ha maiores
detalhes sobre as caracteristicas pertinentes ao modelo adotado, como o niimero
de graus de liberdade.

Ao se proceder a uma discretizagao de dominios em modelos que possuam
geometrias complexas, a utilizacao de elementos de formas, tamanhos e proprie-
dades fisicas diferentes se apresenta como uma grande vantagem do MEF - prin-
cipalmente onde ha problemas que envolvam dominios nio homogéneos, como é
caso do problema de contato entre superficies revestidas.

Outra vantagem € a possibilidade da formula¢dao matricial, que é um facilita-
dor na sua implementagao computacional em 3 etapas subsequentes, quais sejam:

® pre-processamento, em que se procede a constru¢ao do modelo, por gera-
¢ao direta, pelo préprio usudrio, ou por modelagem soélida (terminologia
especifica do ANSYS®), quando a geragao de nds e de elementos é feita
automaticamente pelo programa, procedimento mais recomendado em
casos de problemas mais complexos. Ele é feito mediante os seguintes
procedimentos:

1. Divisdo do dominio em elementos, escolhendo o tipo e o numero de ele-
mentos adequados a geometria e aos aspectos fisicos do problema;

2. Opcao pelas funcoes de interpolacdo que descrevem as variaveis de cam-
po, sejam escalares, vetoriais ou tensoriais. A construcdo das matrizes
elementares, por meio da definicdo das relagcdes matriciais que descrevem
o comportamento de cada elemento, individualmente, diz respeito, mais
especificamente, ao processo de formulacio dos elementos. Para tanto,
podem ser utilizados um dos trés processos a seguir:

a) Processo direto, que permite uma interpretacdo fisica do significado
das matrizes elementares, embora limitado na complexidade dos pro-
blemas a que pode ser aplicado;
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b) Processo dos residuos ponderados, baseado integralmente na matema-
tica e muito poderoso;
¢) Processo variacional, baseado no célculo variacional.

As equacgdes elementares, para um elemento genérico 7, sao escritas para pro-
blemas de equilibrio:

[k ({w}) |[{w}=1{a}, =123 .N (3.1)

sendo que:

. [ki ({’4, })] ¢ a matriz de rigidez elementar;

e N ¢é o numero de elementos total do modelo;

o {qi} e {ul} sao os vetores dos esforcos e dos deslocamentos nodais, res-
pectivamente.

Em virtude de se estar admitindo comportamento ndo linear, a matriz de
rigidez é dependente dos deslocamentos.

Montagem do sistema global de equacoes, cujas etapas se compoem de:
* imposicdo do equilibrio dos esforcos nos nos,

e compatibilidade dos deslocamentos nodais.

As equagoes de equilibrio do modelo, escritas no sistema de coordenadas
globais e obtidas por essa compatibilidade de deslocamentos dos nds e da impo-
si¢do dos esforcos nodais, sao as que seguem:

[k({u}) {u}={aq} (3.2)

sendo que [k ({u})] ¢ a matriz de rigidez global;

onde {gq} e {u} sio os vetores dos esforcos e dos deslocamentos nodais, res-
pectivamente, expressos em coordenadas globais, em que o numero de graus de
liberdade do modelo (GDL) é dado pelo nimero de equacdes que compdem a
Equacio (3.2).

Para se exemplificar a formulacdo das equagdes governantes do MEF e a
posterior determinacdo das matrizes de rigidez de contato, considere-se o caso
bidimensional de contato entre um corpo alvo e um contator, esquematicamente
ilustrado na Figura 3.2:
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Contator

N6 k

Figura 3.2 Caso bidimensional de contato, segundo Bathe (1986).

Observe que os nos k e k,ndo sdo necessariamente as extremidades de um
elemento, mas quaisquer dois nos adjacentes que pertencam ao corpo alvo do
contato. A discretizacdo das equagdes da mecanica do continuo obtidas pelo prin-
cipio do trabalho virtual para N corpos sdo dadas por:

t+AtF(t+AtU) — t+AtR _ t+AtRC <t+AtU, z+AzT) (33)

t+AtFC (t+AtU, z+AtT) =0 (34)
sendo que, para m nOs contatores,
AT = (A Tyseees A Ty eves Ao T | (3.5)

Para o no6 contator k e o correspondente né alvo, o vetor for¢a nodal, con-
forme defini¢oes da Figura 3.2, é dado por:

Ay (nk + HTkSk)
“URE = (1B Ay (g + s, (3.6)
Bl (nk + HTkSk)

Ap6s uma linearizagdo, no tempo ¢ obtém-se (ver maiores detalhes em BA-

THE, 1986):
AU
AT |

{( K+ K¢, ) 'K, 5

'K, 'Ky

z+AzR _ tF_ tRC
— tF

c
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onde as matrizes de rigidez de contato sdo dadas pelas seguintes expressdes:

th — atRC . tKC — atRc
“o9uT " 9T
th - ach . th - ath

"o9'uU’ 9T

(3.8)

A formulag¢do da mecanica do continuo adotada leva em conta muitas con-
digdes gerais de deformagoes e relagdes constitutivas, incluindo a lei de atrito de
Coulomb. Evidentemente, essa formula¢ao é também aplicavel ao contato sem
atrito. Nesse caso, as equacdes do MEF tém somente for¢as normais nos nos
contatores, como se sabe.

De particular interesse na solucao dos problemas de contato € a capacidade do
algoritmo de convergir naqueles casos em que se tém geometrias, deformagdes e con-
dicdes de contato complexas. Face ao exposto, vale ressaltar que passos incrementais
muito grandes podem levar a grandes dificuldades de convergéncia nas iteragoes de
equilibrio, porque o estado intermediario de predi¢dao esta muito distante da solucio.
Por outro lado, a convergéncia quadratica completa, quando préxima da solugio,
pode nao ser atingida se a tangente da matriz dos coeficientes ndo for suficientemente
suave, como resultado de uma saliéncia na superficie alvo, por exemplo.

® processamento, em que, estando o modelo representado por um conjunto
de equagoes algébricas ou diferenciais, lineares ou nio lineares, os valores
das varidveis de campo, em cada nd, serdo determinados por meio da
resolugdo dessas equacoes, pelos métodos numéricos apropriados a cada
caso. Nessa etapa, as condi¢oes de contorno sio aplicadas ao modelo,
seja pela aplicagdo das restricdes aos deslocamentos, seja pela aplicaciao
de deslocamentos ou das forcas externas no modelo. Calculos comple-
mentares poderdo ser necessarios para a obten¢do de grandezas depen-
dentes das variaveis de campo.

® pos-processamento, em que se procede a uma apresentagao grafica e/ou
numérica dos resultados.

3.3 APLICACOES E LIMITACOES DO METODO DOS
ELEMENTOS FINITOS

Sao trés as categorias de problemas em que se podem dividir as aplicagoes
do MEF:

e aqueles em que se deseja calcular frequéncias naturais e modos de vibra-
¢ao de meios solidos e fluidos, os de estabilidade linear (flambagem), bem
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como os da aeroelasticidade, estdo inseridos nos denominados problemas
de autovalor;

® 0s que tratam da caracterizacdo do comportamento do sistema mecanico
em fung¢do do tempo, em regime transitorio, sio denominados problemas
de propagacdo, incluindo-se nestes a determinagao das distribui¢des de
temperaturas geradas por uma fonte de calor variavel,

® os de equilibrio, os quais tém solucoes independentes do tempo. Nes-
ta classe de problemas, inserem-se os da Mecanica dos Fluidos, que tra-
tam da distribuicdo de pressio e velocidades em regime permanente, bem
como os da Mecanica dos Solidos que se preocupam com a determinacdo
de tensoes e deformagoes em elementos estruturais, como no caso da Me-
canica do Contato.

Embora seja 0 MEF uma poderosa ferramenta de utilizagio nos problemas
de Engenharia, nio se deve perder de vista que é um método aproximado, o que
faz com que traga em seu contexto simplificagcdes de um determinado modelo
fisico que poderdo acarretar resultados incoerentes com a realidade. Portanto,
um equilibrio entre as simplificacdes no modelo de elementos finitos — que podem
levar a imprecisdes nos resultados — e 0 excesso de rigor nas suas complexidades —
que podem acarretar um custo computacional invidvel — é a forma mais segura de
obteng¢io do éxito na aplicacdo desse método. Por esse motivo, o conhecimento
das provaveis fontes de incerteza inerentes a modelagem do MEF, tais como linea-
ridades, imperfei¢coes na representacdo geométrica dos dominios mais complexos,
erros de natureza numérica, entre outros, bem como o dominio do problema
fisico em estudo e do proprio método pelo engenheiro, sio de fundamental im-
portancia na validacdo e na interpretacao dos resultados obtidos.






