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MECANICA DO CONTATO

2.1 A TEORIA LINEAR ELASTICA DE HERTZ

Segundo Johnson (1987), a primeira abordagem do estudo de contato entre
corpos eldsticos homogéneos foi feita por Heinrich Hertz, aos 24 anos, em 1882,
na Universidade de Berlim, no classico artigo “On the contact of elastic solids”.
A questao surgiu quando a deformacao elastica das lentes, objeto de seus estudos,
causavam influéncias nos padroes das franjas de interferéncia devido as forcas de
contato na fixag¢ao delas.

O conhecimento de Hertz sobre a Teoria do Potencial Eletrostatico serviu
para que se demonstrasse, por analogia, que uma distribui¢ao semielipsoidal de
pressdes de contato produziriam deslocamentos eldsticos em ambos os corpos,
compativeis com a proposta de uma area de contato eliptica, para o caso mais
geral de contato entre 0s corpos.

A teoria de Hertz esta restrita a superficies sem atrito e a sélidos perfeitamen-
te elasticos. O progresso na mecanica do contato, posteriormente a Hertz, se deu
no sentido de se remover tais restri¢oes.

Ainda de acordo com a teoria hertziana, pode-se confinar a aten¢dao aquela
parte de cada corpo muito proxima do contato, ja que, ali, as tensdes sao muito
maiores que as que ocorrem em qualquer outra parte. Além disso, as dimensdes
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da regido do contato sdo, geralmente, muito pequenas se comparadas ao tama-
nho dos corpos. O mesmo nio se pode dizer de corpos que se conformam entre
si, uma vez que a area da superficie de contato das superficies conformadas nao é
desprezivel se comparada as demais dimensoes dos corpos em questao.

A transferéncia de esfor¢os mecanicos entre dois corpos ocorre por meio do
contato entre superficies. No caso em que pelo menos uma dessas superficies é
curva, os esforcos resultantes na regidao de contato sao conhecidos como tensoes
de contato. Para prevenir a possibilidade de falha da superficie, nesses casos, é
necessario calcular e compreender os estados de tensdo que resultam do carrega-
mento de um corpo sobre o outro.

Neste trabalho, o foco se restringira aos aspectos da mecanica do contato en-
tre superficies em ndo conformacao, isto é, a problemas de contato ndo conforme.
O diagrama da Figura 2.1 representa a geometria do contato no problema a ser
estudado aqui. Hertz, entretanto, ndo avangou até este caso do plano revestido.
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Figura 2.1 Regido de contato entre cilindro (1) e semiplano infinito (3) com revestimento (2), com distribuicdo de
pressdo semielipsoidal (sequndo Hertz).

Para a configuragao do estado de tensdo, selecionou-se a origem de um sistema
de coordenadas no centro da area de contato, com o eixo “x” perpendicular ao pla-
no formado pelo eixo do cilindro e a linha de contato inicial, o eixo “y” no plano
da forga de contato e o eixo “z” paralelo ao eixo do cilindro, conforme Figura 2.1.

As simplificacdes propostas por Hertz para o seu modelo foram as seguintes:

e as superficies sao continuas e em nio conformacio;
® as deformagdes na regido de contato sao muito pequenas;
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e cada sélido pode ser considerado como um semiespago eldstico, onde a
semilargura de contato é muito menor que o raio de curvatura de cada
corpo, bem como de ambas as dimensoes laterais e de profundidade dos
Corpos em contatos

® auséncia de atrito entre as superficies.

Se as superficies em contato sao, por exemplo, duas esferas, a area de contato
obtida é circular de raio a. A pressao em cada esfera tem uma distribui¢ao semie-
liptica e a pressdo maxima, P, ocorre no centro da area de contato. No entanto,
quando as superficies em contato sio cilindricas de eixos paralelos, a area de
contato é um retangulo estreito, de largura, 2a, onde:

T, = /ZLF g (2.1)

onde:
-y, 1-v:
L /A (2.2)
E E E,
1 1 1
c=—+— 2.3
d d, d, (2:3)
sendo que:

L é o comprimento da drea de contato,

e F ¢ a forga aplicada,

* v, e, ¢ o coeficiente de Poisson,

* d* d, ed, sdo os diametros das respectivas superficies cilindricas, quando
ambas sao consideradas flexiveis.

® R ¢ o raio do indentador cilindrico.

A pressao, nesse caso, tem uma distribuicado eliptica segundo a largura 2a e a
pressio maxima (P ) é dada por:

2F
P =2 2.4
* mbl 24)
As tensoes principais obtidas pela integracdo ao longo do eixo y sdo as se-
guintes, segundo Johnson (1987):

0. = -2y +29)a +y77 - 2y)
_ Py, 2 205
o, = (a+vy7) (2.5)
a

y

6,=v(o, +0,)
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Po ty—y2(at + 7)) (2.6)

T, =—"
a

sendo que em y = - (0.78 a) ocorre

(1,),... = 0.304P, (2.7)

As equagoes (2.2) e (2.3) podem ser aplicadas a um cilindro e a uma super-
ficie plana, fazendo-se d,= e para o plano. Vale ressaltar que as equagdes (2.5),
(2.6) e (2.7) independem do coeficiente de Poisson para estado plano de deforma-
¢do (EPD), exceto ¢ . Estando determinados a P e o semicontato, 4, as tensdes em
qualquer ponto do eixo y de aplicacdo da carga podem ser calculadas, segundo
as equacdes anteriores, que estao plotadas no grafico da Figura 2.2, segundo Jo-
hnson (1987):

0s

(a) (b)

Figura 2.2  Contato entre dois cilindros. (a) Cdlculo das tensGes ao longo do eixo de aplicagfo da carga normal, segundo
Johnson (1987), (b) Contorno da primeira tensdo cisalhante principal T,. O referencial (z/a) adotado pela
referéncia anterior equivale a (-y/a) no sistema de coordenadas aqui adotado.

2.2 CARREGAMENTO NORMAL E TANGENCIAL

Em uma discussdo preliminar, é importante que se fagam distinguir dois con-
ceitos importantes para este problema:
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* movimento deslizante: consiste de uma velocidade periférica relativa en-
tre as superficies nos seus pontos de contato;

® movimento com rolamento: envolve uma velocidade angular relativa en-
tre dois corpos com respeito aos eixos paralelos ao plano tangente a essas
superficies.

Uma for¢a normal P pressionando dois corpos entre si d4 origem a uma area
de contato que, na auséncia de forcas de fric¢do, teria as dimensdes dadas pela
teoria de Hertz. Entretanto, até mesmo uma tendéncia ao deslizamento introduz
uma forga tangencial Q, que atua em cada uma das superficies em contato, em
um sentido que se opde ao seu movimento.

O caso a ser investigado é aquele em que os corpos estao sujeitos a uma
forca tangencial que tende a leva-los ao deslizamento. Para esse fim, recorre-se a
premissa basica de Hertz que diz que dois corpos podem ser considerados como
um semiespaco elastico nas proximidades do contato.

A componente #,, devido a Q (ver Figura 2.3), é proporcional a constante

, . 1=2v .. . .
elastica ———. Tendo esforgos tangenciais, que agem na interface das superficies

em contato de ambos os corpos, e magnitudes iguais, em sentidos opostos, entao,
segundo Johnson (1987), tem-se que:

(y) = ——2 7 (x,y) (2.8)

ql(xsy)z_qz(x,y)C} _1—2V2 u,

1 7
1-2v, ©

Na analise do problema de contato envolvendo esfor¢os tangenciais, a pres-
sdo normal e a tensdo tangencial serdo assumidas como independentes uma da
outra, sendo possivel, assim, a superposi¢ao dos resultados para encontrar o cam-
po de tensoes resultantes.

Uma pressdao normal p(x) e um tensdo tangencial g(x) estao distribuidas ar-
bitrariamente no intervalo (-b < x < a), em um semiespaco elastico, conforme
mostra a Figura 2.3. Desejam-se encontrar as componentes de tensdes devidas a
p(x) e g(x) em um ponto A qualquer do plano e o deslocamento de um ponto C
qualquer na superficie do contato.

As tragdes que atuam no ponto B da superficie, distante s de O, em um ele-
mento de drea de largura ds, podem ser consideradas como forcas concentradas
de magnitude p.ds, atuando perpendicularmente a superficie, e g.ds, tangencial-
mente a superficie.

29
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b 2 a
ds
p(s) -
=
L)
—— —— — X
o| B Cix, 0) e
3 r E, v
Alx, y)
Y
y

Figura 2.3 Tensdes devidas ds distribuicges tangencial e normal, conforme Johnson (1987), cujo referencial adotado

em y equivale a —y neste trabalho.

Da integragio dessas for¢as em todo o intervalo (—b<x<a), resultam as com-
ponentes de tensdo em A, devidas a distribui¢do completa de p(x) e q(x), segundo
Johnson (1987):

2z e p(s)(x —s)’ds 2 gls (x —s)ds
xR e J flr-

i x sy + P +z2 }2
- - 27 ,[a p(s)ds 228 e qls)(x—s)ds (2.9)
z T —b{(x_s)z+z2} b{ +Z}
— J pls)(x — s)ds % ¥ q(s)(a;—si 2
x ) +z} {(x—s) +z}

Nos casos em que as constantes elasticas dos dois corpos em contato forem
iguais, a distribuicao das tragdes tangenciais de um semiespago elastico, em esta-
do plano de deformagio (EPD), para o caso sem deslizamento, é dada por:

glx) = ——2L (2.10)
Tc(a2 - xz)
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Para problemas com constantes elasticas diferentes, pode-se lancar mao do
estudo da influéncia de uma diferenga nas constantes elasticas feito por Bufler
(1959), em que as tensdes superficiais na area de contato sio dadas por:

P —— 1(“:”‘) (¢~ =)t (2.11)
2R+ B2 T
onde:

gl {(1-2v,)/ G }-{(1-2v,)/G,} 0.12)

2| {(1-v)/G}+{(1-v,)/G,}

ey=—-Pu/m. (2.13)
A semilargura de contato é dada por:

, 1 4PR
a

= 2.14
1-4y> E (2:14)

Se B = 0, as constantes dos dois corpos sdo iguais e y desaparece. Nesse caso,
a area de contato passa a ser dada pela teoria Hertziana.

2.3 TENDENCIA AO DESLIZAMENTO ENTRE CORPOS
ELASTICOS

Se a forca tangencial ndo for suficiente para extrapolar o valor limite da
forca de atrito e se ndo houver deslizamento relativo entre os corpos em contato,
entdo o problema que surge devido a combinacdo das for¢as normal e tangencial
se enquadra no caso em estudo.

A for¢a normal P origina uma area de contato e uma distribuicdo de pressio
que, como ja dito, sdo assumidas como sendo independentes da for¢a tangencial
Q. Portanto, é dada pela teoria de Hertz. O efeito da forca Q é o de causar uma
deformagao por cisalhamento nos corpos em contato.

Se ndo houver deslizamento entre os corpos em contato como um todo, deve
haver um ponto na interface onde as superficies se deformam sem que haja mo-
vimento relativo, o que nido quer dizer que nao haja deslizamento em qualquer
lugar dentro da area de contato.

Na verdade, pode-se demonstrar que, para Q < uP, ocorre um pequeno mo-
vimento relativo, isto é, um microdeslizamento na interface do contato e essas
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regides sio denominadas “slip”. A outra parte, no restante da interface de conta-
to, deforma sem movimento relativo e, nas regides em que ocorre essa adesio, as
superficies sdo ditas “stick”.

Dentro da regido de adesido, a resultante tangencial ndo pode exceder seu
valor limite. Assumindo-se que o coeficiente de atrito p é constante, tem-se a se-
guinte relagao, pela Lei de Amonton:

la(x, ) < 1. |plx, ) (2.15)

Na regido de deslizamento,|q(x,y)| = u.|p(x,y)|, onde q deve-se opor ao sen-
tido do deslizamento.

Como nao se conhecem, a principio, as dimensoes das regides de aderéncia e
de deslizamento, dificuldades para a solucdao deste problema podem surgir. A al-
ternativa, entao, € a da tentativa e erro. Nessas circunstancias, o primeiro passo é
assumir que nao ha deslizamento em nenhuma parte da drea de contato, para que
se encontre o valor limite da forca tangencial. A regido onde ocorrerd o desliza-
mento serd aquela em que a forga tangencial exceder esse valor limite previamente
determinado.

2.4 DESLIZAMENTO PARCIAL ENTRE CORPOS ELASTICOS
CILINDRICOS

O método de solugio deste problema foi apresentado primeiro por Cattaneo
(1938) e também por Mindlin (1949).

Se a forga tangencial aumenta até o valor limite de W.P, entdo os corpos estiao
a ponto de deslizarem e a tensdo tangencial é dada por:

1
22
up, (1—2—2) , (2.16)

onde p, = 2P/na. E, além disso, ¢ definida uma distribui¢dao adicional de tracao
dada por:

(ax)

1

" 2 E
q(x)=-<up, (1——’2) : (2.17)
a C

que atua na regido — c < x < ¢ (¢ < a), conforme Figura 2.4 (JOHNSON, 1987).
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Figura 2.4  Contato entre um cilindro e um plano sujeitos a carregamentos normal e tangencial.

A tracdo resultante nessa regiao é dada por:

q(x)=(gx)+q (x), (2.18)

nesse caso, em qualquer ponto, menor que puP. Assim, a condi¢do para que a
regido central seja uma regido de adesdo estd satisfeita. Nas arestas de contato,

q(x)= pp(x), (2.19)
ja que deve ser em uma regiao de deslizamento.

O tamanho da regido de adesio é determinado pela magnitude da forca
tangencial,

2

O=["qwdx=[" q()dx+]" q'(x)dx=pP- ‘up = (2.20)
—-a -a —c a
3:( —2]2 (2.21)
a upP

O comportamento fisico, a partir da expressdo (2.20), torna-se claro. Man-
tendo-se P constante e aumentando-se O desde zero, microdeslizamentos iniciam-
-se imediatamente, do contorno das areas de contato para o centro, segundo a
expressdo (2.21). Quando Q se aproxima de pP, ¢ se aproxima de zero e a regido

33
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de adesdo se reduz a uma linha em x = 0. Qualquer acréscimo a O que exceda pP
faz com que o contato deslize.

2.5 SOLUCAO ANALITICO-NUMERICA DO PROBLEMA
DE CONTATO ENTRE UM CILINDRO E UM PLANO
REVESTIDO

A solu¢ido analitico-numérica para o problema em estudo, conforme Figura
2.1, foi obtida por Oliveira e Bower (1996). Nessa solucdo, com o objetivo de
facilitar a andlise, algumas hipoteses simplificadoras sdo adotadas na construcio
do modelo proposto. Uma delas é a de assumir que a distribui¢io de pressao,
p(x), ndo é afetada pelos esfor¢os tangenciais que atuam entre o cilindro e o plano
semi-infinito, composto por revestimento e substrato. O primeiro passo no senti-
do de se resolver o problema de contato, entdo, é calcular os deslocamentos e o
campo de tensdes no semiespago revestido, devido as tragdes normal e tangencial,
respectivamente, p(x) e (x), atuando na sua superficie. Esse problema especifico
foi resolvido por Gupta (1973).

Os deslocamentos e o campo de tensdes devem satisfazer as seguintes condi-
¢oes de contorno, em y=0 e para —a < x < a:

u(x)=A-x2/2R,

Y

Gy(X) <0, ny(x) =u- Gy(X), (2.22)

e para—-a>Xx > a:
u(x) <A - x?/ 2R

o (x)=0(x)=0 (2.23)

Xy y

, onde A é a profundidade de penetracido do indentador no semiplano infinito.

Os resultados, entdo, para as condicdes de contorno acima sio expressos
em termos de uma funcdo de tensdo de Airy, a qual deve satisfazer a equagao bi-
-harmonica (2.24):

Viy=0 (2.24)

Disso resultam as seguintes equagdes, em notagdo indicial:
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G =V, G, =V, G, =V (2.25)

O fato de tanto os deslocamentos (u_, uy) quanto as tracdes deverem ser
continuos na interface do revestimento com o substrato, em y = h, conduz a um
sistema de seis equagdes, em termos da transformada de Fourier da distribui¢ao
de tragio na superficie de contato. Uma vez resolvida a transformada de Fourier,
o campo de tensdes é obtido das equagoes (2.22) e (2.23).

Varios calculos numéricos rigorosos feitos por Gupta e Walowit (1972);
King e O’Sullivan (1987); Leroy e Villechaise (1990) mostram que, na pratica, a
distribui¢ao de pressao p(x) fica muito proxima a distribuicdao de pressdo propos-
ta por Hertz, isto é:

Do | =

2
p(x) =P,|1- (5) (2.26)
a

O principal efeito da combinagdo das propriedades elasticas do revestimento
com o substrato € alterar a largura de contato, a, e a maxima pressao de contato,
P,. Portanto, para se resolver o problema de contato, ¢ suficiente que se determi-
nem a e P, de tal forma que satisfacam as condigdes de contorno tao proxima-
mente quanto possivel da realidade. Em geral, esses resultados devem ser obtidos
mediante os dados disponiveis, que, via de regra, sdo o raio do indentador, R, a
carga por unidade de comprimento aplicada ao indentador, P, e as propriedades
do revestimento e do substrato.

Os erros obtidos nos calculos para todos os casos estudados por método
analitico foram inferiores a 0,7%, processados em FORTRAN® 6.0, cujo codigo
foi gentilmente cedido pelos autores para ser utilizado como um dos procedimen-
tos de validacdo do modelo deste trabalho, que se utiliza do Método dos Elemen-
tos Finitos (MEF).






