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RESUMO
A inerente estabilidade em faixas de frequências relativamente amplas asso-

ciada à alta capacidade dissipativa dos materiais viscoelásticos oferece inúmeras 
possibilidades de aplicações práticas em engenharia. No entanto, o grau de influ-
ência de vários fatores deve ser levado em conta, tais como o envelhecimento, as 
instabilidades químicas, as massas adicionais e o fato de que, na maioria dos pro-
cedimentos tradicionais de projeto de dispositivos amortecedores viscoelásticos 
submetidos a carregamentos cíclicos, é assumida uma distribuição de tempera-
tura homogênea e constante no volume do material, negligenciando o fenômeno 
do autoaquecimento. Além disso, para materiais viscoelásticos sujeitos a cargas 
cíclicas, sobrepostas a pré-cargas, como coxins de motores e configurações de 
isolamento ou amortecimento a altas frequências, tais diretrizes metodológicas 
podem levar a projetos pobres ou mesmo a graves falhas, como o fenômeno da 
fuga térmica, uma vez que é observado o rápido aumento da temperatura in-
terna a altas taxas de geração de calor, acompanhada de significativas perdas 
de rigidez e amortecimento. Assim, este trabalho é dedicado a uma metodolo-
gia numérica-experimental híbrida para o estudo do fenômeno da fuga térmica 
(thermal runaway) em materiais viscoelásticos submetidos a esforços mecânicos 
cíclicos sobrepostos a pré-cargas estáticas para um completo estado triaxial de 
tensões. Posteriormente à apresentação dos fundamentos teóricos, os resultados 
numéricos e experimentais em termos da evolução da temperatura em diferentes 
pontos no interior do volume do material viscoelástico para diferentes pré-cargas 
estáticas são comparados, e os principais aspectos da metodologia são discutidos. 

Palavras-chaves: Materiais viscoelásticos, Autoaquecimento, Termoviscoe-
lasticidade, Fuga térmica.

1 INTRODUÇÃO
Comparadas a outras estratégias de controle passivo de ruídos e vibrações, 

técnicas passivas baseadas em materiais viscoelásticos apresentam-se inerente-
mente estáveis em amplas faixas de frequência e relativamente viáveis em termos 
dos custos de implantação e manutenção. Em decorrência disso, alguns polímeros 
viscoelásticos têm sido incorporados em um grande número de sistemas estrutu-
rais, tais como automóveis, aeronaves e naves espaciais e civis (RAO, 2003); (SA-
MALI; KWOK, 1995); (SALES, 2012). Embora o melhor desempenho em termos 
de amortecimento seja obtido via procedimentos com diretrizes tradicionais de 
projeto de amortecedores viscoelásticos, assumindo distribuição de temperatura 
uniforme e tempo-independente no material viscoelástico, cujo valor é geralmente 
escolhido coincidentemente com a temperatura ambiente sob a qual o amortece-
dor se destina a operar (RAO, 2003); (MERLETTE, 2005), tais estratégias não 
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levam em conta o fenômeno do autoaquecimento decorrente do efeito dissipativo 
viscoelástico.

O fenômeno do autoaquecimento pode causar aumentos significativos e não 
homogêneos da temperatura em materiais viscoelásticos, afetando significativa-
mente a sua capacidade dissipativa. Assim, em aplicações nas quais materiais 
viscoelásticos são submetidos a esforços mecânicos cíclicos combinados simulta-
neamente a pré-cargas estáticas, como coxins de motores, o interesse no autoiso-
lamento torna-se precípuo, uma vez que as amplitudes de vibração estão direta-
mente relacionadas à vida em fadiga e, decorrentemente, à integridade estrutural. 
Além disso, dependendo da magnitude das tensões e das taxas de deformações, a 
conversão da energia de deformação em calor nos materiais viscoelásticos pode 
se dar a uma taxa muito superior à do calor que é conduzido para fora do volu-
me viscoelástico, resultando em rápido aumento da temperatura local e em alta 
taxa de geração de calor, fenômeno conhecido como fuga térmica (LESIEUTRE; 
GOVINDSWAMY, 1996). Assim, espera-se que este tenha uma forte influência 
sobre as propriedades mecânicas dos materiais viscoelásticos, conduzindo a baixo 
desempenho ou a falhas graves dos dispositivos amortecedores viscoelásticos.

A conveniência de uma metodologia baseada em elementos finitos, com capaci-
dade de tratamento de geometrias complexas e completos estados triaxiais de tensão-
-deformação é de grande interesse na análise de transferência de calor de polímeros 
viscoelásticos. No entanto, a inter-relação entre as quantidades térmicas e mecânicas 
conduz a um problema acoplado altamente não linear para o qual soluções analíti-
cas não podem ser facilmente obtidas, e soluções numéricas aproximadas se fazem 
necessárias. Embora poucos trabalhos científicos tenham abordado a solução desse 
problema, alguns autores têm se dedicado ao desenvolvimento de procedimentos de 
modelagem numérico-computacionais e caracterização experimental do fenômeno 
do autoaquecimento. Cazenove et al. (2012) propuseram um novo procedimento 
numérico-experimental híbrido para caracterizar a influência da frequência e da am-
plitude da excitação sobre o fenômeno do autoaquecimento em junta translacional 
viscoelástica bidimensional em cisalhamento puro. Os autores observaram que, com 
o aumento da frequência e a amplitude da carga cíclica, a temperatura no volume das 
camadas viscoelásticas aumenta, conduzindo a significativas reduções da capacidade 
dissipativa do dispositivo amortecedor viscoelástico. No entanto, os efeitos de pré-
-cargas estáticas não foram abordados pelos autores.

Mais recentemente, Lima et al. (2013) propuseram uma abordagem tridimen-
sional geral para a descrição do fenômeno do autoaquecimento, especificamente o 
fenômeno do equilíbrio térmico, em uma montagem viscoelástica tridimensional 
submetida a esforços mecânicos cíclicos sobrepostos a pré-cargas estáticas, para 
um completo estado triaxial de tensões. Entretanto, o fenômeno da fuga térmica e 
a influência das pré-cargas estáticas sobre ele não foram estudados pelos autores. 
Assim, devido à grande relevância cientifico-tecnológica do tema, o presente 
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trabalho é dedicado a uma investigação numérico-computacional híbrida visando 
à evidência do fenômeno da fuga térmica e à avaliação da influência de cargas 
cíclicas sobrepostas a pré-cargas estáticas sobre ele em uma junta viscoelástica 
tridimensional empregada na mitigação de vibrações, considerando um completo 
estado triaxial de tensões, assumindo acoplamento fraco entre os domínios e não 
linear entre as análises térmica e mecânica. Os resultados são caracterizados em 
termos da evolução no tempo da temperatura no interior das camadas viscoelás-
ticas e, também, das isotermas. Além disso, um procedimento de identificação pa-
ramétrica baseado em um problema inverso de otimização é implementado para 
estimar os parâmetros termofísicos envolvidos no modelo numérico.

2 REPRESENTAÇÃO DA FUNÇÃO MÓDULO COMPLEXO 
PARA OS MÓDULOS ESTÁTICO E DINÂMICO 
COMBINADOS
É bem conhecido que as propriedades mecânicas dos materiais viscoelásticos 

dependem de inúmeros fatores, dentre os quais a frequência de excitação e a 
temperatura têm sido mais relevantemente consideradas na modelagem matemática 
da viscoelasticidade linear (NASHIF et al., 1985). Nesse contexto, diversos modelos 
têm sido propostos para a representação do comportamento viscoelástico, sendo par-
ticularmente bem adaptados para a utilização conjunta com o método dos elemen-
tos finitos. Entretanto, em aplicações em que o material viscoelástico é submetido 
simultaneamente a esforços mecânicos cíclicos sobrepostos a pré-cargas estáticas, é 
necessário que o modelo seja suficientemente representativo dos efeitos combinados 
das deformações estáticas e dinâmicas. Assim, partindo-se da factibilidade da separa-
ção dos efeitos dos domínios físicos (NASHIF et al., 1985) e levando-se em conta o 
Princípio da Superposição Frequência-Temperatura (PSFT), o módulo complexo do 
material viscoelástico pode ser expresso da seguinte forma (LIMA et al., 2013):

 G T F G T G T iG Tr r r rω δ δ ω ω δ ω δ, , , , , , ,0 0 0 0( ) = ( ) ( ) = ′ ( ) + ′′ ( )  (1)

onde ω α ωr T T= ( )   designa a frequência reduzida, αT T( )  indica fator de desloca-
mento em temperatura, ω  é a frequência de excitação, T denota a temperatura, T0

 é 
a temperatura de referência e δ  a deformação estática. ′ ( )G Trω δ, ,0

, ′′ ( )G Trω δ, ,0
 

e η ω δr T, ,0( )  são, respectivamente, o módulo de armazenamento, o módulo de 
perda e o fator de perda caracterizados em termos da descrição das propriedades do 
material sobre condições de sobreposição de cargas estáticas e dinâmicas.

A proposição de uma função, F δ( ) , contemplativa em linhas gerais das rela-
ções entre as deformações estáticas e dinâmicas, inclusiva das relações tensão-de-
formação específicas a cada dispositivo, incorre em grande número de possibili-
dades de configurações constitutivas. Além disso, uma dificuldade adicional surge 
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a partir do grande número de combinações de parâmetros de cargas dinâmicas 
e estáticas envolvidas na caracterização experimental de materiais viscoelásticos. 
Assim, alternativamente para um polímero viscoelástico sujeito a cargas cíclicas 
lineares sobrepostas a pré-cargas estáticas, para condição de simples extensão em 
deformações axiais, a seguinte equação de Mooney-Rivlin (MOONEY, 1940); 
(RIVLIN, 1947) pode ser utilizada para a descrição das propriedades viscoelásti-
cas estáticas para os módulos estático e dinâmico combinados:

 F C F C Fδ δ δ( ) = ( ) + ( )1 1 2 2  (2)

onde F1
22 2 1δ δ δ( ) = +( )  e F2

22 2δ δ δ( ) = +( ) , sendo válida a relação entre as 
deformações estática e dinâmica: δ ε= + 1. Substituindo (2) na Equação (1), ob-
tém-se a seguinte aproximação do módulo complexo:

 G T C F G T C F G Tr r rω δ δ ω δ ω, , , ,0 1 1 0 2 2 0( ) = ( ) ( ) + ( ) ( )   (3)

onde as constantes físicas C1
 e C2

 são determinadas a partir da geração de um conjunto 
de propriedades medidas estaticamente, e G Trω , 0( )  por um conjunto de propriedades 
do material comensuradas dinamicamente na ausência de pré-cargas estáticas.

No contexto do estudo numérico que se insere, os efeitos induzidos pela 
pré-carga estática sobre o material viscoelástico são considerados diretamente 
pela realização de uma análise harmônica estrutural, inclusos os efeitos de pré-
-carregamento estático. As propriedades dinâmicas são fornecidas pelas seguintes 
expressões analíticas propostas por Drake e Soovere (1984), para o módulo com-
plexo em frequência reduzida e o fator de deslocamento para o material viscoelás-
tico 3MTM ISD112, nos intervalos 210 360≤ ≤T K  e 1 0 1 0 106, ,≤ ≤ ×T Hz , com 
a temperatura de referência T K0 290= :

 G T B B B i B i Br r

B

r

Bω ω ω, 0 1 2 5 3 31 6 4( ) = + + ( ) + ( )( )− −  (4)

 

log . log10
0 0
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0

1 1
2 303

2αT a
T T

a
T

b
T
T

b
T

( ) = −






+ −












+

00 0
2 0− −







−( )a
T

S T TAZ . 
(5)

Os parâmetros intervenientes às expressões (4) e (5) são listados na Tabela 1.

3 AUTOAQUECIMENTO DE MATERIAIS VISCOELÁSTICOS 
SUJEITOS A CARGAS CICLÍCAS E PRÉ-CARGAS ESTÁTICAS
De acordo com Rittel (1999), a equação transiente de transferência de calor 

pode ser escrita como:
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Tabela 1 Constantes associadas, respectivamente, ao módulo complexo e ao fator de deslocamento do material 3M ISD112

Módulo Complexo – Equação (4)

B1 [MPa] B2 [MPa] B3 B4 B5 B6

0,4307 1200 1543000 0,6847 3,241 0,18
Fator de deslocamento – Equação (5)

T0 [K] TL [K] TH [K] SAZ [K]
-1 SAL [K]

-1 SAH [K]
-1

290 210 360 0,05956 0,1474 0,009725

a D C C D DB C B C E= −( ) b D C C D DC A C A E= −( )

C T TA L= −( )1 1 0

2 C T TB L= −( )1 1 0 C S SC AL AZ= −( )’

DA HT T= −( )1 1 0

2 D T TB H= −( )1 1 0 D S SC AH AZ= −( ) D D DE B A A B= −( )C C

Fonte: Drake e Soovere (1984).

 
q k T t x y z c T t x y z Tg p kk+ ∇ ( ) = ( ) + +( )2

03 2, , , , , ,ρ λ µ α ε

  (6)

onde k W m K  ⋅ ⋅( )− −1 1 , ρ kg m⋅( )−3 , c J kg KP  ⋅ ⋅( )− −1 1  e α  designam, respectiva-
mente, a condutividade térmica, a densidade, o calor específico por unidade de 
massa e o coeficiente de dilatação à pressão constante. λ  e µ  são os coeficientes 
de Lamé e εkk

 o traço da matriz das velocidades de deformação. O termo 
k T t x y z ∇ ( )2 , , ,  representa a condução de calor, obtido aplicando-se a lei de Fou-
rier (LIENHARD E LIENHARD, 2004) a um volume infinitesimal do material, e 
q c T T W ma p kk= + +( ) ⋅( )−ρ λ µ α ε    

3 2 0
3  designa o armazenamento de calor e a 

contribuição termoelástica, resultantes da aplicação da Segunda Lei da Termodinâ-
mica (GASKELL, 2003) e da descrição do campo de pressão em termos da matriz 
de tensões. A taxa de geração de calor, qg , é conotada a energia mecânica dissipada 
por unidade de tempo 

wm
, de acordo com a seguinte relação constitutiva:

 q wg m= β   (7)

onde o coeficiente de rendimento térmico β  representa a fração do calor gerado 
pelo efeito da dissipação viscoelástica, dependente das amplitudes e da velocidade 
das deformações. A parte complementar 1 −( )β  wm  é armazenada no material 
através de modificações microestruturais (RITTEL, 1999).

A potência mecânica dissipada pode ser expressa pelo produto escalar dos 
componentes dos vetores das tensões e das taxas de deformações:

 


 w t T t t T G T t T tm
T T, , , , , , , , , , , ,ω δ σ ε ω δ ω ε ω δ ε ω( ) = ( ) ( ) = ( ) ( )    C TT,δ( )  (8)
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onde C C  ω δ ω, , ,T G T( ) = ( )  é a matriz de propriedades para um material iso-
trópico, dependente da frequência da excitação, da temperatura e da pré-carga 
estática. Escrevendo-se 

wm
 para o caso de um estado de tensão-deformação cí-

clica ε ω δ ω ε ω δt T i t T, , , , , ,( ) = ( )  , mostra-se que as partes real e imaginária são, 
respectivamente, proporcionais ao módulo de armazenamento e de perda:

  
w t T i t T t T G Tm

T, , , , , , , , , ,ω δ ω ε ω δ ε ω δ ω( ) = ( ) ( ) ′ ( ) −    

         

C

                ω ε ω δ ε ω δ ωT t T t T G T, , , , , , , .( ) ( ) ′′ ( )C
 (9)

Substituindo  ε ω δt T, , ,( )  por uma variação senoidal da forma 
ε ω δ ω φ0 t T t, , ,( ) +( ) sin , sobreposta a uma pré-carga estática, δ , é possível re-
presentar a contribuição da parte imaginária do módulo complexo à dissipação 
viscoelástica de energia, enquanto a parte associada ao armazenamento puramen-
te elástico anula-se sobre um ciclo de vibração:

 w t T G T t T t T tm
T T

, , , , , , , , , ,ω δ ω ω ε ω δ ε ω δ ω( ) = − ′′ ( ) ( ) ( )    0 0
2C sin ++( )φ   (10)

onde φ  é a fase. De acordo com (10), a potência viscoelástica dissipada não é cons-
tante, variando sobre um ciclo de vibração com a função sin2 ω φt +( ),  sendo essa 
variação dependente da amplitude das deformações para cada instante de tempo. A 
utilização direta dessa equação para o cálculo da taxa de geração de calor resulta 
em um alto custo computacional, sendo necessários aproximadamente 10 passos de 
tempo por período para a integração temporal (CAZENOVE et al., 2010).

Segundo Merlette (2005), a diferença entre as velocidades dos fenômenos es-
truturais e térmicos é suficientemente grande para que um período correspondente 
a um ciclo de vibração leve a fenômenos de troca e armazenamento de calor que 
resultem em um aumento significativo. Nesse sentido, é possível a substituição do 
termo sin2 ω φt +( )  pelo valor médio da função seno quadrático, conduzindo a:

 w t T G T t T t Tm
T, , , , , , , , , ,ω δ ω ω ε ω δ ε ω δ( ) = − ′′ ( ) ( ) ( )1

2 0 0
   .C  (11)

Do ponto de vista do balanço de energia térmica, o calor gerado pelo efeito 
viscoelástico de dissipação corresponde a uma quantidade de energia recebida 
pelo material e, portanto, deve ser expressa de forma positiva. Logo, a inclusão da 
Equação (11) em (7), resulta na seguinte expressão para a fonte de calor:

 q T w T G T T Tg m
Tω δ β ω δ βω ω ε ω δ ε ω δ, , , , , , , , ,( ) = ( ) = ′′ ( ) ( ) ( )    

1
2 0 0C ..  (12)

O efeito da temperatura sobre o comportamento dinâmico viscoelástico é 
devido unicamente à dependência das propriedades do material, pressupondo-
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-se que a resposta estrutural transiente é rapidamente atenuada. Assim, o calor 
gerado pela dissipação viscoelástica pode ser expresso como um carregamento 
térmico adicional na análise térmica estrutural (CAZENOVE et al., 2012), sendo 
calculado para cada elemento viscoelástico a partir das amplitudes de desloca-
mento, U e T( ) ( )ω δ, , , obtidos da análise harmônica com os efeitos de pré-tensão. 
Isso pode ser feito via integração da Equação (12) a o volume de cada elemento 
viscoelástico, como segue:

 q T
V

G T T T dVg
e

e
V

ω δ βω ω ε ω δ ε ω δ, , , , , , ,( ) = ′′ ( ) ( ) ( )
( )

( )∫2
TT C  (13)

ou,

 q T
T

V
T T Tg

e
e
T

eω δ
β ω η ω

ω δ ω δ ω, ,
  ,

 
, ,  , ,  , ,( ) = ( ) ( ) ′ ( )

( )
( ) ( )2
U K Uv δδ( )  (14)

onde  , ,′ ( ) = ′ ( ) ( )
( )

∫K B CBv
T

eV
T G T dV

e

ω δ ω,  é a parte real da matriz de rigidez vis-
coelástica, B  é a matriz de deformação-deslocamento, V e( )  o volume elementar 
e U e T( ) ( )ω δ, ,  representa o vetor do campo de deslocamentos a nível elementar.

Introduzindo a relação (12) em (6), expressa-se o autoaquecimento interno 
de materiais viscoelásticos para a condição de sobreposição de cargas dinâmicas a 
cargas estáticas, desprezada a contribuição termoelástica para estados de tensão-
-deformação cisalhantes, como:

 

1
2 0 0

2βω ω ε ω δ ε ω δ ρ     ′′ ( ) ( ) ( ) + ∇ ( ) =G T T T k T t x y z c T tT
p, , , , , , , ,C  ,, , ,x y z( )  (15)

o qual deve ser resolvido sob a imposição das seguintes condições de contorno 
térmicas:

 

 

 



T T em 

q q em 

q h T T

D

N

=
=
= −

0

0

              

               

Ω
Ω

∞∞( )







    em CΩ

onde os termos do lado esquerdo da Equação (15) representam a energia recebida 
em um ponto qualquer do volume do material pelo efeito de dissipação viscoelás-
tica e, o lado direito, o aquecimento do material; 



T0
, q0

, h  e T∞  denotam, respec-
tivamente, a temperatura imposta, o fluxo imposto, o coeficiente de transferência 
de calor e a temperatura ambiente; ∂ΩD

, ∂ΩN
 e ∂ΩC

 designam as partes do vo-
lume do material, ∂Ω , que são impostos, a condição de Dirichlet, a condição de 
Neuman e a condição de convecção natural, respectivamente.

Neste ponto, é importante enfatizar que a solução exata do problema ter-
momecânico definido em (15), resultante da associação entre a taxa de geração 
de calor e a equação transiente da térmica, levando-se em conta as condições de 
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contorno térmicas, não pode ser facilmente obtida e um esquema de resolução ite-
rativa foi implementado. Além disso, a metodologia deve levar em conta estados 
de deformações gerais (2D ou 3D) pela adequada inclusão dos componentes de 
deformações no vetor das deformações, ε ω δ, ,T( ) , que deve ainda considerar os 
efeitos combinados entre cargas mecânicas cíclicas e pré-cargas estáticas. Por fim, 
o cálculo do módulo complexo, G Tω,( ), que é mais frequentemente uma função 
não linear da temperatura, é feito através da consideração das expressões analí-
ticas para o material ISD112 da 3MTM e as pré-cargas estáticas são diretamente 
aplicadas sobre o dispositivo viscoelástico via realização de uma análise estática.

4 INCORPORAÇÃO DO COMPORTAMENTO 
VISCOELÁSTICO NO MODELO DE ELEMENTOS 
FINITOS E RESOLUÇÃO ITERATIVA SEQUENCIAL
Para a incorporação do comportamento viscoelástico em elementos finitos, 

assume-se que a matriz de rigidez complexa da estrutura pode ser decomposta em 
(LIMA et al., 2013):

 K K K* *, , , ,ω δ ω δT Te v( ) = + ( )  (16)

onde Ke
 representa a matriz de rigidez associada a parte puramente elástica e 

Kv T* , ,ω δ( )  é a matriz de rigidez viscoelástica, associada aos elementos visco-
elásticos. Assumindo que o coeficiente de Poisson independe da frequência de 
excitação e da temperatura, o módulo complexo pode ser fatorado da matriz de 
rigidez viscoelástica (LIMA et al., 2005):

 
K K K Kv

∗ ( ) = + ( ) = ′ ( ) + ( )( )ω δ ω δ ω δ η ω δ, , , , , , , ,T G T G T i Te v v1  (17)

onde K v  é a matriz de rigidez fatorada da subestrutura viscoelástica, com a parte 
imaginária Kv

∗ ( )ω δ, ,T  proporcional ao amortecimento do sistema.

Para a implementação computacional da capacidade dissipativa do material 
viscoelástico, define-se uma matriz de amortecimento viscoso equivalente propor-
cional à K v, formulada como (LIMA et al., 2005):

 
C K Keq v vT

T G T
Tω δ

η ω δ ω δ
ω

α ω δ, ,
, , , ,

, , .( ) = ( ) ′ ( ) = ( ) 
  (18)

Dessa forma, a equação do movimento no domínio da frequência para um 
amortecedor viscoelástico contendo N graus de liberdade, pode ser escrita como:

 
K K C M Ue v eqG T i T T F+ ( ) + ( ) −( ) ( ) = ( )ω δ ω ω δ ω ω δ ω, , , , , , .2   (19)
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Como o acoplamento direto entre o problema mecânico e térmico resulta 
em um alto custo computacional em termos de convergência (GOPALAKRISH-
NA; LAI, 1998), leva-se o problema ao acoplamento termomecânico fraco ou 
sequencial (MERLETTE, 2005), descrevendo-se o problema termoviscoelástico 
acoplado pelo seguinte sistema matricial:
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(20)

onde A  e W  são, respectivamente, as matrizes de amortecimento e de rigidez 
térmica, formuladas com base nas funções de forma para elementos térmicos, no 
calor específico e na condutividade térmica do material. qC  e qg  representam os 
vetores de carregamentos térmicos decorrentes da convecção externa e da dissi-
pação viscoelástica.

Como qg  é obtido a partir da energia de deformação resultante da resposta 
estrutural, e as matrizes de rigidez viscoelástica e de amortecimento equivalente 
dependem do campo de temperatura, é necessária a utilização de um procedimen-
to iterativo de resolução. O procedimento implementado na linguagem APDL 
(Ansys Parametric Design Language), Figura 1, integrada ao software de ele-
mentos finitos ANSYS, com interface ao ambiente de programação MATLAB®, 
segue as seguintes etapas principais:

1) Inicialização: no início do processo, as matrizes de rigidez viscoelástica 
e de amortecimento viscoso equivalente são calculadas para os valores 
iniciais de frequência, ω0

, e temperatura, T0
, levando-se em conta as con-

dições de contorno mecânicas;
2) Análise estrutural estática: os efeitos da pré-carga são introduzidos pela 

realização de uma análise estática;
3) Análise harmônica reduzida com efeitos de pré-tensão: as amplitudes das 

deformações para cada elemento viscoelástico para as condições opera-
cionais e ambientais atuais do dispositivo viscoelástico são calculadas via 
seguinte análise harmônica com efeitos de pré-tensão:

 U K C Mω δ ω δ ω ω δ ω ω0 0 0 0 0 0 0 0 0, , , , , , ;T T i T Feq( ) = ( ) + ( ) −  ( )∗ -1
 (21)

4) Cálculo da taxa de geração de calor pela Equação (14);
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5) Análise térmica transiente: um conjunto de novos valores de temperatura 
são calculados realizando-se uma análise térmica transiente, levando-se 
em conta as condições de contorno térmicas aplicadas no volume do ma-
terial viscoelástico;

6) Atualização das propriedades do material viscoelástico: se o critério de con-
vergência estabelecido em termos da obtenção da solução numérica do pro-
blema térmico, baseado nas variações entre as temperaturas de sucessivas 
iterações, é satisfeito de acordo com a tolerância adotada, uma nova itera-
ção é iniciada e as análises estrutural e térmica são reiniciadas com base na 
atualização das matrizes da subestrutura viscoelástica e de amortecimento 
equivalente levando-se em conta os valores do campo de temperatura, Tt t+∆

, e do tempo, t t t= + ∆ , onde ∆t  é o incremento de tempo;
7) Critério de parada: enquanto t tfc< , os itens de 3 a 6 são repetidos; caso 

contrário o tempo final de aplicação do carregamento cíclico, tfc , foi 
atingido e procede-se então com o processamento e visualização dos 
dados.

5 SIMULAÇÕES NUMÉRICAS
Para avaliar as características do fenômeno da fuga térmica em materiais vis-

coelásticos e a influência de cargas estáticas e dinâmicas combinadas, as simula-
ções numéricas foram realizadas utilizando o dispositivo translacional viscoelásti-
co apresentado por Lima et al. (2013), composto por duas camadas viscoelásticas 
do material 3M ISD112 entre três placas de aço SAE 1020, mostrado na Figura 
2. Considerado o plano de simetria indicado, a junta foi modelada utilizando os 
seguintes elementos:

•	 Elemento tridimensional SOLID45, com oito nós e três graus de liberdade 
por nó – deslocamentos nas direções x, y e z; 

•	 Elemento compatível SOLID70, com o mesmo número de nós e um grau 
de liberdade por nó – temperatura.

O dispositivo foi considerado termicamente isolado na face indicati-
va do plano de simetria, sendo admitida, no restante do domínio, uma trans-
ferência de calor por convecção natural, com coeficiente de convecção natural 
h W m K= ( )13 016 2, /   (LIMA et al., 2013), assumido com base em estudos pré-
vios, e a temperatura ambiente T C∞ = 25 º .  Além disso, no início da simulação 
termomecânica, a distribuição de temperatura no volume do material viscoelásti-
co é assumida como uniforme. As propriedades termofisicas utilizadas são lista-
das na Tabela 2.
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Figura 1 Fluxograma do procedimento de resolução implementado.
Fonte: adaptada de Cazenove et al. (2012).

Tabela 2 Propriedades térmicas utilizadas nas simulações numéricas

Material ρ [ ]kg m3 c J kg Kp [ ]⋅( ) k W m K [ ]⋅( ) β

ISD 112 1100 2000 0.16 0.1755
SAE 1020 7850 476 35 0

A análise termomecânica consiste na determinação da evolução da tem-
peratura nos pontos A, B e C indicados na Figura 2 e compreende uma fase 
de carregamento caracterizada pela aplicação de um deslocamento cíclico 
u t u f t( ) = ( )0 02sin π , com u mm0 3 5= ,   e f Hz0 14=  ,  de forma a evidenciar o fe-
nômeno da fuga térmica. Os resultados obtidos foram comparados com os para a 
condição de equilíbrio térmico, assumindo os valores u mm0 1 0= ,   e f Hz0 14=  .  
Além disso, o deslocamento cíclico é aplicado durante 3396 s para diferentes va-
lores de pré-carga estática, de acordo com os seguintes cenários de teste: (1) sem 
pré-carga estática, (2) δ = 100 N  e (3) δ = 250 N. 
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Figura 2 Características geométricas e condições de contorno mecânicas aplicadas na geração do modelo 
de elementos finitos.

A Figura 3 mostra que, com o incremento da amplitude do deslocamento cícli-
co, o fenômeno do autoaquecimento se torna mais pronunciado, resultando em um 
aumento significativo dos valores de temperatura durante a fase de carregamento. 
Como resultado, variações de temperatura dessa magnitude evidenciam caracterís-
ticas do comportamento do fenômeno da fuga térmica, uma vez que a temperatura 
do material sofre aumentos significativamente grandes em instantes de tempo que 
caracteristicamente indicam a convergência a uma temperatura estacionária para a 
configuração de equilíbrio térmico. O aumento abrupto e o singular comportamen-
to da evolução da temperatura para os primeiros instantes de ciclagem do dispositi-
vo e a tendência ao alcance de uma temperatura de equilíbrio superior, embora não 
mostrada claramente, para os instantes que antecedem a retirada do carregamento, 
remete à descrição feita por Lesieutre e Govindswamy (1996). 

A Figura 4 mostra as distribuições de temperatura para os pontos A, B e C 
indicados na Figura 2, para todos os cenários teste e a Figura 5 viabiliza comparar 
as evoluções de temperatura no ponto A para os diferentes valores de pré-cargas 
estáticas, a partir das quais pode-se concluir que, com o aumento da pré-carga 
estática, o fenômeno da fuga térmica torna-se mais pronunciado, resultando em 
aumentos ainda mais significativos durante o carregamento do material. Conse-
quentemente, tais variações podem levar a significativas perdas da capacidade 
de amortecimento do material ou mesmo a falha catastrófica do dispositivo em 
aplicações práticas de engenharia. Além disso, pode ser observado que as evolu-
ções no tempo do campo de temperatura são diferentes para pontos distintos do 
material, em razão da não homogeneidade das condições de transferência de calor 
a que cada ponto é submetido, consistentemente com o relatado na literatura.
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Figura 3 Evolução do campo de temperatura no ponto A para a condição de equilíbrio térmico e para o cenário (1).

A Figura 6 mostra os contornos de temperatura em três instantes de tempo 
para os cenários de teste (1) e (3), em que pode ser claramente evidenciado que o 
gradiente de temperatura é orientado para o centro do núcleo viscoelástico. Devi-
do à maior amplitude do carregamento dinâmico, as alterações mais expressivas 
da microestrutura do material geram calor a uma taxa muito superior à capaci-
dade do mecanismo de transferência. Não havendo tempo suficiente para que a 
transferência de calor seja significativa em termos da redução do aquecimento, em 
razão principalmente da baixa condutividade térmica do material viscoelástico, 
embora as condições de contorno térmicas sejam assimétricas, todo o calor gera-
do pelo efeito da dissipação é acumulado na camada viscoelástica, concentrando 
a zona de alta temperatura unicamente no núcleo viscoelástico em contraste com 
a suposição de temperatura dentro do volume do meio viscoelástico, frequente-
mente assumida na maioria das procedimentos tradicionais de projeto de disposi-
tivos amortecedores viscoelásticos.

(1) Sem pré-carga estática (2) δ = 100 N
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(3) δ = 250 N

Figura 4 Evolução da temperatura no material viscoelástico nos pontos A, B e C para diferentes valores de pré-cargas estáticas.

As Figuras 7 e 8 mostram, respectivamente, as quantidades de energia dissi-
pada e armazenada pelo material viscoelástico e a evolução do módulo de arma-
zenamento e do fator de perda como funções do tempo para todos os cenários de 
teste. É observado que a introdução das pré-cargas estáticas, para os primeiros 
conjuntos de ciclos, não resultou em aumentos significativos da quantidade de 
energia dissipada, incorrendo em pequenas variações no módulo de armazena-
mento e no fator de perda. Entretanto, com o aumento dos valores do campo 
de temperatura, há significativo incremento no contingente total em termos das 
quantidades de energia dissipada e armazenada em consistência com o acréscimo 
das deformações estáticas. Esse aumento se deve às maiores deformações associa-
das às altas temperaturas, uma vez que os valores do módulo de armazenamento 
e do fator de perda para todos os cenários de teste sofrem um rápido e acentuado 
decréscimo, permanecendo constantes até a retirada do carregamento.

Figura 5 Evolução da temperatura no ponto A para diferentes pré-cargas estáticas.



174 Matemática aplicada à indústria: problemas e métodos de solução

(a) (a)

(b) (b)

Cenário de teste (1) Cenário de teste (3)

Figura 6 Contornos de temperatura no dispositivo para os cenários de teste (1) e (3) para dois instantes de tempo: (a) 
t = 100 s e (b) t = 1207s.

(a) (b)

Figura 7 Evolução no tempo das quantidades de energia (a) dissipada e (b) armazenada pelo material viscoelástico.
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(a) (b)

Figura 8 Evolução no tempo (a) do módulo de armazenamento e (b) do fator de perda.

6 ESTUDO EXPERIMENTAL
Esta seção é dedicada à descrição do procedimento operacional utilizado 

para a verificação experimental do fenômeno da fuga térmica em materiais visco-
elásticos e à avaliação da influência de pré-cargas estáticas sobre ele. A Figura 9 
mostra a montagem experimental completa, com a junta viscoelástica construída 
de acordo com as dimensões geométricas apresentadas na Figura 2, composta por 
duas camadas de 5 mm do material 3M VHB 4910 inseridas entre três blocos 
de aço conectados a uma estrutura rígida, a qual é montada em uma máquina uni-
versal de ensaios MTS 800. A temperatura da camada viscoelástica nos pontos 
A e C, com as posições já definidas na Figura 2, tiveram seus valores medidos por 
meio de termopares. Os sinais de tensão foram adquiridos e processados utilizan-
do um analisador de sinais Agilent 34970. 

Em todos os ensaios, um deslocamento cíclico vertical, u t u f t( ) = ( )0 02sin π 
, com u mm0 3 5= ,   e f Hz0 14=  , foi imposto sobre a junta translacional duran-
te 3396 s, totalizando 47.544 ciclos, em sobreposição a deslocamentos estáticos 
aplicados ao corpo de prova por intermédio de parafusos, tal como elucidado 
na Figura 3. Para comparar os resultados numéricos com os experimentais, uma 
estratégia foi utilizada para a estimação dos valores dos deslocamentos estáticos 
a serem aplicados na base da estrutura rígida, baseada no conceito de matriz de 
rigidez tangente para a representação do comportamento estático do material vis-
coelástico e na pressuposição de que apenas as partes viscoelásticas são deforma-
das durante a aplicação da pré-carga estática (LIMA et al., 2013). Assim, tendo 
em conta a área da seção transversal da camada viscoelástica, A mmv = ×26 30 2 
, e a relação para os módulos longitudinal e transversal puramente elásticos, 
E G0 02 1= +( )ν , os deslocamentos estáticos correspondentes foram estimados 
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pela relação, ∆ = +( )( )F t A Gv v0 02 1 ν , onde ν = 0 49,  é o coeficiente Poisson, 
t mv = 0 005,   a espessura da camada viscoelástica e F0

 o valor da pré-carga está-
tica utilizada na simulação numérica, configurando, portanto, os seguintes cená-
rios de investigação: (1) ∆ = 0 0,  mm e (2) ∆ = 1 0, . mm

Sistema de 
fixação Camadas

viscoelásticas

Garras da
máquina Parafusos

Termopares

Figura 9 Junta translacional montada na máquina universal de ensaios MTS 800.

Deve-se salientar que, para a aplicação dos deslocamentos estáticos no dis-
positivo, a configuração experimental foi redefinida entre um teste e outro. Isso 
foi feito aliviando-se os parafusos de aplicação do deslocamento estático caracte-
rizado para cada cenário de teste. Além disso, um período de tempo ideal foi ob-
servado representando o fenômeno de fluência do material viscoelástico, visando 
a garantir que as mudanças na evolução de temperatura devido ao autoaqueci-
mento decorrem unicamente da variação da pré-carga estática.

Na Figura 10 é mostrado o perfil experimental de temperatura obtido para o 
cenário de teste (1), no qual se distingue duas fases principais que caracterizam a 
evolução da temperatura no interior da camada viscoelástica: uma primeira fase 
em que há um rápido aumento da temperatura, e um comportamento subsequen-
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te caracterizado por uma estabilização progressiva da temperatura nos pontos de 
medição, durante a qual a taxa de aumento da temperatura em relação ao tempo 
diminui de forma gradativa, evidenciando a tendência à convergência a uma tem-
peratura de equilíbrio superior. Esse comportamento é qualitativamente consistente 
com as observações numéricas. Além disso, os resultados mostrados na Figura 11 
confirmam a influência da pré-carga estática sobre o fenômeno da fuga térmica. 
Adicionalmente, nota-se que o campo de temperatura difere de um ponto para o 
outro no volume do material viscoelástico, como constatado nas simulações numé-
ricas. Dessa forma, conclui-se que a comparação qualitativa entre os perfis numé-
ricos e os experimentais de temperatura é satisfatória. No entanto, como mostrado 
na Figura 12, a comparação direta dos resultados experimentais e numéricos não é 
viável, uma vez que os valores dos coeficientes de conversão térmica e de convecção 
natural foram assumidos com base no trabalho de Lima et al. (2013).

Figura 10 Valores experimentais de temperatura para o cenário de teste (1), respectivamente, para os pontos A e C.

Como os valores desses parâmetros variam em um determinado intervalo em 
função de várias condições, tais como a geometria da composição viscoelástica e 
as amplitudes das deformações estáticas e dinâmicas, já era esperado que os va-
lores admitidos não se adequassem às condições específicas ensaiadas no presente 
estudo, verificando ser interessante o desenvolvimento de um procedimento de 
identificação paramétrica a fim de identificar tais parâmetros para as condições 
específicas ensaiadas. Assim, como os ensaios experimentais foram realizados em 
condições ambientais semelhantes, o coeficiente de convecção natural pode ser 
assumido com sendo o mesmo para todos os testes, enquanto o coeficiente de 
conversão térmica β , por ser fortemente dependente das taxas de deformação e 
das deformações, dever ser identificado para cada cenário de teste. 
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(a) (b)

Figura 11 Valores experimentais de temperatura para diferentes pré-cargas estáticas, respectivamente, para os pontos A e C.

A estratégia de otimização empregada compreende então os seguintes passos 
principais: identificação simultânea dos coeficientes de transferência de calor por 
convecção natural e de conversão térmica pela minimização da seguinte função 

objetivo, F T t T tobj A
e

j A
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jj

n e= ( ) − ( )( )( ) ( )
=
( )∑ xpxp

2

1
,  onde T tA

e
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xp( ) ( )  e T tA
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j
( ) ( )  repre-

sentam, respectivamente, as temperaturas experimentais e numéricas no ponto A, 
no instante de tempo tj , com n exp( )  designando o número de pontos considerados 
nos resultados experimentais; em seguida, o coeficiente ótimo hopt , obtido na 
etapa anterior, é mantido constante e o valor ótimo do coeficiente de conversão 
térmica é identificado para o cenário de teste (2). 

Figura 12 Comparação entre os valores de temperatura numéricos e experimentais para o ponto A e cenário de teste (1).

A técnica Colônia de Vagalumes (YANG, 2008), bioinspirada na caracterís-
tica de bioluminescência desses insetos, foi empregada assumindo como restrições 
laterais os seguintes intervalos para as variáveis de projeto: 10 50 2≤ ≤ ( )h W m K /  
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e0 1 0 9, ,≤ ≤β . Como parâmetros de entrada foram utilizados os seguintes valo-
res: coeficiente de absorção de luz pelo meio γ = 1, fator de atratividade φ0 0 2= ,
, parâmetro de inserção de aleatoriedade no caminho percorrido pelo vagalume 
α = 0 5,  (BORGES et al., 2013) e população de vagalumes com 100 indivíduos, 
sendo o número de gerações limitado a 50 iterações, resultando em 5 mil avalia-
ções da função objetivo. Além disso, para a adequação da quantidade de pontos 
resultantes da simulação numérica ao número de pontos experimentais, destaca-
-se a utilização da interpolação Polinomial de Hermite (YANG et al., 2005). 

Na Figura 13, são mostradas as comparações entre as evoluções de temperatura 
previstas pelo modelo ajustado com os valores identificados homólogos aos 
experimentais. Observa-se que, para ambos os cenários de teste, as correlações 
entre as previsões numéricas e as temperaturas medidas experimentalmente são 
muito satisfatórias. Além disso, evidencia-se que com a inserção da pré-carga 
estática, o valor da taxa de conversão térmica é reduzido. Isso se deve ao fato de 
que uma quantidade mais significativa da parte complementar da energia mecâ-
nica dissipada é armazenada no material, o que é consistente com o pronuncia-
mento das modificações de sua microestrutura devido à inserção da deformação 
estática, condicionando os valores ótimos globais obtidos para o parâmetro de 
conversão térmica, a permaneceram no intervalo [0,1 – 1,0], qualitativamente 
consistente com o relatado por Rittel (2000) e Lima et al. (2013).

(Cenário de teste (1) (Cenário de teste (2)

h W m Kopt opt= ⋅ ⋅ =− −37,981 2 1 0 2753, ,β
 
h W m Kopt

-
opt= ⋅ ⋅ =−37,981 2 1 0 2675, ,β

Figura 13 Comparativo entre os perfis de temperatura experimentais e simulados para os valores ótimos globais de h  
e β no ponto A, respectivamente, para os cenários de teste (1) e (2).

7 CONCLUSÕES
A metodologia de modelagem e simulação numérica do autoaquecimento 

em materiais viscoelásticos apresentada, consiste da extensão da metodologia 
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proposta por Cazenove et al. (2012) à contemplação dos efeitos induzidos por 
pré-cargas estáticas em dispositivos viscoelásticos mais complexos de interesse 
industrial (LIMA et al., 2013). 

No contexto das simulações numéricas, os resultados viabilizaram a evidência 
da influência da pré-carga na estática na evolução da temperatura interna do ma-
terial viscoelástico, destacando-se a estratégia utilizada para incorporação dela no 
comportamento viscoelástico a partir de um ponto de vista prático de engenharia, 
com potencialidade de utilização em conjunto com outros softwares comerciais de 
elementos finitos. Além disso, o comportamento do campo de temperatura obtido 
para a simulação do fenômeno da fuga térmica se mostrou qualitativamente muito 
condizente com o relatado por Lesieutre e Govindswamy (1996).

O procedimento de identificação paramétrica implementado com base na 
técnica Colônia de Vagalumes, integrando a interpolação Polinomial de Hermite, 
se mostrou muito satisfatório no ajuste do modelo, o que viabilizou a compara-
ção dos resultados da simulação aos obtidos experimentalmente, confirmando 
as evidências numéricas. A relevância de tais observações permite concluir que 
os procedimentos tradicionais de análise e projeto de dispositivos amortecedores 
viscoelásticos para a mitigação de vibrações por assumirem distribuição de tem-
peratura uniforme e tempo independente podem ser inadequados para determi-
nadas circunstâncias, resultando em baixo desempenho ou mesmo na falha direta 
do dispositivo. 
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