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Resumo: Apresenta-se um algoritmo exato do tipo branch-and-cut com roti-
nas de separag¢io para o Problema de Roteamento de Veiculos Capacitado com res-
tricoes de Empacotamento Bidimensional na versdo irrestrita. O algoritmo resolve
uma formula¢io de programacido linear inteira relacionada diretamente com o
roteamento de veiculos, enquanto cortes sdo inseridos com relacdo as rotas invia-
veis para o empacotamento e para evitar sub-rotas. O algoritmo utiliza o framework
de otimizagdo do Gurobi Optimizer, em que experimentos computacionais foram
realizados em instancias da literatura, além da comparacio de resultados.

Palavras-chave: Problema de Roteamento de Veiculos com Restri¢oes de
Carregamento. Empacotamento Bidimensional. Programacio Linear Inteira.

Introducao

Este trabalho resolve o problema de roteamento de veiculos com restri¢oes
de empacotamento bidimensional definido por lori, Salazar-Gonzilez e Vigo
(2007) como Vehicle Routing Problem with Two-Dimensional Loading Cons-
traints (2L-CVRP). O 2L-CVRP busca por rotas de custo total minimo para que
uma dada frota de veiculos de mesma capacidade inicie no depésito, visite clientes
e retorne para o depdsito, tal que todo cliente seja atendido por uma unica rota e
uma unica vez. Cada rota consiste na alocagao de itens retangulares dos clientes
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visitados dentro do veiculo, sem que haja a sobreposi¢do entre os itens e os itens
estejam inteiramente contidos no veiculo. A consideracdo da versio bidimensio-
nal, isto é, por itens retangulares, aparece no contexto de itens que ndo podem ser
empilhados devido a sua fragilidade.

O 2L-CVRP é um problema NP-dificil, pois surge a partir da combinacdo
de dois subproblemas NP-dificeis (GAREY; JOHNSON, 1979), e é comum em
empresas de transporte de cargas, tal que hd a necessidade por estratégias eficien-
tes de resolugdo para evitar o uso incorreto dos veiculos. O 2L-CVRP foi introdu-
zido por lori, Salazar-Gonzalez e Vigo (2007), que apresentaram um modelo de
programacao linear inteira para resolver a versio sequencial de forma exata por
um algoritmo do tipo Branch-and-Cut (B&C).

A abordagem mais recente, a0 nosso conhecimento, que resolve o problema
em estudo usando um algoritmo exato foi apresentada por Hokama, Miyazawa
e Xavier (2016). Os autores apresentaram um algoritmo B&C com a proposta de
uso de rotinas de separagao, ja investigadas na literatura, para lidar com o rotea-
mento, além de terem proposto rotinas para lidar com o empacotamento sobre
uma malha de pontos. A heuristica para o 2L-CVRP mais recente encontrada foi
apresentada por Wei et al. (2015), que propuseram uma heuristica de busca em
vizinhanga varidvel para resolver a versdo irrestrita e sequencial do 2L-CVRP.

O estudo de variantes do 2L-CVRP também sao encontradas na literatura,
em que Malapert et al. (2008) resolveram a versdo com restri¢oes de coleta e
entrega associada ao carregamento bidimensional (Two-Dimensional Pickup and
Delivery Routing Problem with Loading Constraints - 2L-PDP). Ja Munoz (2011)
lidou com uma variante que considera o custo de movimentagao da carga (Capa-
citated Vehicle Routing Problem with Two-dimensional Loading Constraints and
Handling Costs - 2L.-CVRP-H). Martinez e Amaya (2013) abordaram a versao
com janela de tempo, multiplas viagens e carregamento de itens circulares (Vehi-
cle Routing Problem with Multi-Trips, Time Windows and Two-Dimensional Cir-
cular Loading Constraints — VRPM-TW-CL).

Por sua vez, Coté, Potvin e Gendreau (2013) consideraram o 2L-CVRP com
demanda estocastica, enquanto Khebbache-Hadji et al. (2013) propuseram um
modelo para versao com janela do tempo. Leung et al. (2013) e Dominguez et al.
(2016) consideraram o 2L-CVRP com frota heterogénea.

Neste trabalho adapta-se a formulagdo de programacio linear inteira pro-
posta por Martinez e Amaya (2013) para resolver o 2L-CVRP irrestrito, em que
sdo adicionadas restri¢oes para eliminar sub-rotas e respeitar a capacidade dos
veiculos. A resolucao do empacotamento em cada rota é feita usando uma rela-
xacdo do problema de empacotamento em bins e pela resolucao do problema de
empacotamento ortogonal bidimensional. Essa abordagem ocorre pelo fato do
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empacotamento no 2L-CVRP ser um dos gargalos do problema, assim adiciona-o
como planos de corte.

A préxima secdo define o 2L-CVRP e descreve a formulag¢do juntamente com
as adaptacoes propostas. Na Se¢io 2 mostram-se os resultados obtidos com o
modelo e as devidas comparacdes com a literatura. E por fim, na tltima se¢ao as
consideracdes finais sdo apresentadas.

1 Formulacdo para o 2L-CVRP

Dado um grafo nio direcionado completo 6 = (V*, em que ¥+ é o conjunto
comn + 2 vértices, em que os vértices 0 en + 1 correspondente ao depdsito (as
rotas iniciam e terminam no depésito) e aos clientes sio j = 1,2,...,n,e E é 0
conjunto de arestas definido como E = {(i,j): i,j € VF,i=ji=n+1,j=0].
A cada aresta (i,j) € E é atribuido um custo ndo negativo C;; = Cj; para percorré
-la. Um conjunto K de veiculos idénticos com capacidade de carga P esta disponi-
vel no depésito, sendo o nimero de rotas igual ao nimero de veiculos disponiveis.
As dimensdes retangulares da base do contéiner dos veiculos sdo: L (largura) e 4
(comprimento) com drea total At = LA.

Cada cliente j possui um conjunto M; de itens retangulares, em que o item m
do cliente j possui largura i, comprimento @;" e peso P comm= 1,2,..., | M;].
A drea total dos itens pertencentes ao cliente j € at; = Ml ., al, e o peso total

m=1"1
€ dado por pt; = vl ,m sendo que a soma do peso total e da drea dos itens dos

1,7
clientes de uma rota rllﬁi) podem exceder a capacidade e as dimensdes do veiculo,
respectivamente. Considera-se que cada cliente s6 deve ser visitado por um vei-
culo uma tnica vez com todos os seus itens entregues por completo, ou seja, nao
¢ permitida a entrega fracionada.

Ao empacotar os itens, deve-se respeitar as dimensdes da base retangular do
veiculo, sem que haja sobreposicdo e considerando a orientagao fixa, ou seja, os
itens ndo podem ser rotacionados. Além disso, investiga-se a versdo irrestrita do
2L-CVRP, a qual considera que o empacotamento dos itens ndo precisa respeitar
a ordem de descarregamento em relag¢do a rota, ou seja, pode ocorrer o remaneja-
mento da carga durante o descarregamento dos itens.

1.1 Modelo adaptado para o 2L-CVRP

Como comentado anteriormente, Martinez e Amaya (2013) apresentaram
um modelo de programagao linear inteira para VRPM-TW-CL, que pode ser con-
siderada uma versdo do 2L-CVRP em que os itens sdo circulares, ha multiplas
viagens e janela de tempo. Assim, adapta-se modelo de tais autores para lidar
com a parte de roteamento do 2L-CVRP, em que se assume o uso dos k veiculos
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disponiveis, a inser¢ao de restri¢des para eliminar sub-rotas, que foram obtidas
de Kara (2010), e planos de corte para resolver o empacotamento bidimensional
que surge em cada rota.

Seja wyjy, a varidvel bindria que recebe valor 1 se a aresta (i,j) € E for atra-
vessada pelo o veiculo k, caso contrario recebe 0. Seja a variavel Zjx recebendo o
valor 1 se o cliente j é visitado pelo veiculo K caso contrério vale 0. A varidvel
U; indica a ordem em que o cliente j é visitado na rota. Dado um conjunto 5;,,,,

de rotas com empacotamento inviavel (come¢am em 0 e terminam em n 4+ 1), a
formulagio para o 2L-CVRP é dada como:

Minimizar
Cii " Wik (1)
kEK(ijIEE
Sujeito a:
jevt
Z i = 1, Vi eVf0o,n+1} 3)
keXK
Wignr = Z ."'l"ri'z_il'i'{-' Yk € K, Yh E V\{ﬂ;ﬂ + 1} (4)
ieEV+:izh JEVH: jzh
“"rﬂ_il'i'{ = 1_. Yk eK (5)
jevtiion+1}
u'“:n.'.l}k = 1_. H lr‘C = H (6)
i e VH 0 n+1]
u—u;+ Prwgp + (P —pty—pt;) wp =P —pt;, Vij EV\[On+1), Vk €K
(7)
jevHion+1}
JjEVH\{0, n+1}zjk- atj<At, Vk €K 9)
i,j € Swijk< S- 2, VSESinv, vk €K (10)

j €S zjk <S- 2, VSESinv, vk €K (11)
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wijkeo,1, Vi,jEE, Vk €K (12)
zjkeO,1, vjeV+\{0, n+1}, Vk €K (13)
ptji<uj <P, VjeV+\{0, n+1} (14)

A fungio objetivo (1) busca minimizar o custo total associado a construcio
das rotas. As restrigdes (2) garantem que haja uma aresta saindo do cliente i para
algum cliente j, caso o cliente i esteja na rota feita pelo veiculo k, enquanto as
restri¢oes em (3) asseguram que o cliente seja visitado uma tnica vez. As restri-
coes de (4) a (6) estdao relacionadas com conservacdo de fluxo para cada rota e,
assim, permitem a utilizacdo do nimero igual ao de veiculos disponiveis. As res-
trigdes em (7) servem para eliminar sub-rotas e foram derivadas a partir de Kara
(2010), enquanto as restricoes (8) e (9) asseguram, respectivamente, que O peso e
a area total de carga do veiculo ndo sejam excedidos. As restricdes em (10) e (11)
garantem rotas satisfazendo o empacotamento dos itens dos clientes. Por fim, as
restricoes de (12) a (14) expressam o dominio das variaveis, tal que wijk = 0 para
toda rota k com pti + ptj > P.

O modelo apresentado permite rota com um unico cliente, ou seja, pode-se
ter rota do tipo deposito — cliente — dep0sito, pois as restricoes em (5) e (6) sdao
de igualdade, o que obriga a usar todos os veiculos disponiveis e, assim, podendo
resultar em rotas unicas. Além disso, ao considerar o depésito em 0 e n + 1,
mesmo as variaveis wijk que sdo bindrias ndo impedem que haja rotas com ape-
nas um cliente.

2 Resolucao do 2L-CVRP

O modelo apresentado na secdo anterior para o 2L-CVRP é resolvido pelo
algoritmo B&C do pacote de otimizacdo Gurobi Optimizer com as restrigoes (10)
e (11) sendo inseridas via planos de corte, o que resulta inicialmente na realizacio
do roteamento de veiculos sem observar a viabilidade do empacotamento. Assim,
ao obter uma solug¢io inteira para o modelo, que resulta em um conjunto de rotas,
cada rota € analisada para checar a viabilidade do seu empacotamento, sendo as
desigualdades em (10) e (11) inseridas para cada rota detectada como inviavel.

Para checar a viabilidade do empacotamento, deve-se resolver o problema de
empacotamento ortogonal bidimensional (Two-dimensional Orthogonal Packing
Problem - 20PP). A viabilidade consiste em checar se os itens dos clientes na rota
podem ser organizados sem sobreposi¢do, contidos inteiramente dentro da base
do veiculo e os lados dos itens devem estar ortogonais (paralelos) aos lados da
base do veiculo.
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As restricoes em (15) e (17) fornecem uma formulacido para o 20PP, que
compode a rotina de separacdo que checa as desigualdades em (10) e (11) para
uma dada rota S. Seja ympq uma variavel binaria que recebe valor 1 se o item 2 é
empacotado por seu canto inferior esquerdo na posi¢ao (p,q), € 0 caso contrario.
Seja M o total de itens em uma dada rota S, Im e am a largura e o comprimento do
item 72 em S, respectivamente, e, minL e minA a menor largura e o menor compri-
mento entre os itens na rota. Essa formula¢io considera o recipiente discretizado
em uma malha de pontos inteira.

m € Mp=0, 1,...,.L- Im: t-lm+1<p<tq=0,1, ...,A- am: u—am+1<qg<uympq<1,
t=0,1,..., L- minL, u=0,1,...,A—minA
(15)

{p=0,1,...,L—Im} {q=0,1, ..., A—am}ympq=1, Vm eM (16)
ympq€e{0,1}, VmeM; p=0,1,..,L-lm; q=0,1,...,A-am 17

As restrigdes em (15) garantem que cada ponto (¢, #) da malha s6 pode ser
coberto por um unico item empacotado em algum outro ponto (p, g). Ja as restri-
¢oes (16) impoem que todos os itens da rota devem ser empacotados e as restri-
¢oes em (17) representam o dominio das varidveis.

Antes de resolver o 20PP, checa-se primeiro a viabilidade do empacotamento a
partir da resolu¢do da relaxacdo nas egs. (18) a (20) para o One-dimensional Con-
tiguous Bin Packing Problem — CBP (SILVA; QUEIROZ; TOLEDO, 2016). Essa
relaxacdo verifica se 0 empacotamento € inviavel e, assim o sendo, adiciona as desi-
gualdades em (10) e (11). Considerando os clientes em S, seja emt uma variavel bina-
ria que recebe 1 se o item m é empacotado na posicdo t, e 0 caso contrdrio. Seja
Dm(S,t) os pontos t’ da forma que o item 72 empacotado em t’ cobre a coordenada .

m € M{t'e DmS,t: t—am+1<t'<t} am-emt'<A, t=0,1..,4 (18)
t=0, 1,.., A—amemt=1, VmeM (19)
emte0,1, vmeM, t=0,1,...,A—am (20)

As restri¢oes em (18) garantem que a soma do comprimento dos itens que
cobrem a coordenada ¢ seja menor ou igual a A. As restricdes em (19) asseguram
que todos os itens sejam empacotados em algum ponto na dire¢io do compri-
mento e as restricdes em (20) representam o dominio das varidveis. As restri¢oes
(18) a (20) também sdo consideradas para a largura L.
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Assim, a rotina de separacdo consiste em: para cada solugio inteira encon-
trada pelo B&C, resolve-se primeiramente a formulagio relaxada para o CBP. Se
a solugdo € inviavel, insere-se diretamente as desigualdades em (10) e (11). Caso
a solugao seja viavel, o 20PP € resolvido para comprovar se a rota de fato tem
empacotamento valido ou se é preciso inserir as desigualdades.

3 Resultados Computacionais

O algoritmo foi codificado em linguagem C++ e os testes computacionais
foram realizados em um computador com processador Intel Core i7-4790K de
4.0 GHz, 32 GB de memoéria RAM e sistema operacional Linux Ubuntu 14.04
LTS. O framework do algoritmo B&C utilizado esta presente no pacote de otimi-
zagdo Gurobi Optimizer na versdo 6.5.1.

Experimentos computacionais foram realizados para validar o modelo com
30 instancias de lori, Salazar-Gonzalez e Vigo (2007)>. As instancias possuem o
numero de clientes variando entre 15 a 21 e o numero total de itens M de 15 a
56. As comparacdes sio realizadas com Azevedo (2009) por resolver o 2L-CVRP
irrestrito usando um algoritmo B&C também. O custo Cij de cada aresta foi
obtido fazendo o cdlculo da distancia Euclidiana entre os clientes e pegando apenas
o valor inteiro.

A Tabela 4.1 traz as informagodes de cada instancia: o nome, a classe, a quan-
tidade de clientes (72), a quantidade total de itens (M); a quantidade de veiculos
disponiveis (K); os resultados de Azevedo (2009): numero de cortes inseridos no
empacotamento, tempo gasto em segundos e o valor da solucdo; os resultados
encontrados: nimero de cortes inseridos pelo CBP e o 20PP, o tempo total gasto
em segundos, na otimizagao, pelo CBP, pelo 20PP e pelo roteamento, e o valor da
solucdo obtido. Além disso, tem-se também o GAP (em porcentagem) retornado
pelo Gurobi e a diferenca (em porcentagem) da solugdo encontrada com a de
Azevedo (2009).

Para as 30 instancias, a formulagdo foi capaz de encontrar GAP igual a zero
para 10 delas. No total, para 22 instancias teve-se uma diferenca percentual de
0%, porém, para 12 delas o GAP ainda é maior do que zero, o que significa que o
Gurobi ndo conseguiu provar a otimalidade dentro do tempo limite imposto. Para
trés instancias, a diferenga percentual teve um valor negativo (solu¢ao melhor do
que a de Azevedo (2009)), uma vez que se permite rota tnica, enquanto Azevedo
(2009) apenas permite rotas com mais de dois clientes. Além disso, vale destacar
que foram encontradas duas solu¢des (uma 6tima e a outra viavel) para instancias
que Azevedo (2009) nao conseguiu resolver.

2 http://www.or.deis.unibo.it/
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O tempo computacional gasto por Azevedo (2009) foi, em média, de 372,92
segundos, enquanto a formulagao desenvolvida precisou de um tempo de 4.909,51
segundos, em média. Os tempos sdo reportados apenas para conhecimento, pois
as maquinas usadas nos experimentos sao diferentes. Notou-se que na maioria
das instancias, o tempo computacional utilizado para o roteamento foi significati-
vamente maior de que o tempo gasto com a parte de empacotamento. Isso ocorre
pelo fato do roteamento ser resolvido para s6 depois ser considerado o empaco-
tamento via planos de corte.

Em média, Azevedo (2009) inseriu 519,93 cortes para o empacotamento, ja
nos resultados encontrados foi inserido apenas um corte apos resolver o 20PP
dada as 30 instancias. Esse fato se explica pela resolu¢io da relaxacio do CBP
inicialmente, que é mais rapida e inseriu em média 7,53 cortes por instancia.
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Consideracoes finais

Neste trabalho foi abordado o problema de roteamento de veiculos capaci-
tado com restri¢cdes de empacotamento bidimensional (2L-CVRP), o qual surgiu a
partir da integracdo de dois outros problemas de otimiza¢ao combinatéria. Neste
estudo foi apresentado um modelo adaptado a partir da formulagio de Martinez
e Amaya (2013), em que se adicionam restri¢coes de capacidade, eliminacdao de
sub-rotas e rotinas de separagao para checar a viabilidade do empacotamento. A
vantagem em checar a viabilidade do empacotamento antes de realizar o empa-
cotamento € permitir a redu¢ao do esforco computacional, o que é fundamental
para abordagens exatas.

Os experimentos computacionais foram realizados em 30 instancias da lite-
ratura e os resultados comparados com Azevedo (2009). O modelo desenvolvido
conseguiu a solucdo 6tima para 10 instancias (GAP e diferenga iguais a zero),
além de encontrar solugio viavel para todas as demais instancias dentro do tempo
computacional imposto, sendo que Azevedo (2009) ndo encontrou solugio para
duas delas. Também, o modelo conseguiu obter solu¢io melhor para 3 instancias
uma vez que permitiu rotas com um unico cliente.

Trabalhos futuros devem focar na resolu¢iao da versio sequencial do pro-
blema, pelo qual ndao é permitido remanejamento de itens. Também, devem ser
investigados outros modelos da literatura para resolver o problema.
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