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1. Introducéio

Neste trabalho apresentaremos uma introdugdo a alguns conceitos matemdticos
da mecénica quéntica do ponto de vista da teoria dos operadores. Essa apresentacdo
serd feita tomando-se cuidado com o rigor matemdtico, mas também motivando
fisicamente as definicdes e proposicdes estabelecidas. Nosso trabalho é baseado no
estudo sistemdtico da referéncia [1].

Este texto estd organizado da seguinte forma. Na secdo 2, trataremos das bases
matemdticas para a descricdo quéntica de particulas em uma dimensdo, trataremos a
questdo da posicdo da particula na subsecdo 2.1 e discutiremos brevemente a visdo
probabilistica associada a determinagdo da posi¢do desta particula. Na subsecdo 2.2
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serd apresentada a ideia de valor esperado. Na subsecdo 2.3, trataremos do momento
linear do ponto de vista quantico. Na subsecdo 2.4, trataremos da energia relacionada
a uma particula. Na subse¢cdo 2.5 introduziremos o conceito de observaveis e
analisaremos quais fungdes sdo aceitas para fungdo de estado, em qual espago estas se
encontram, e definiremos o que é um espaco fechado ou denso. Apresentaremos nossas
conclusdes na secdo 3.

2. Movimento vnidimensional

Nesta secdo discutiremos posicdo, momento e energia de uma particula do
ponto de vista quéntico.

2.1 Posicao

Na Mecanica Cléssica estudamos a posicdo dos corpos, porém, em ordens de
grandeza bem pequenas, por exemplo, em uma escala atémica ou subatémica,
deixamos esta visdo cldssica e partimos para uma interpretacdo probabilistica baseada
nas chamadas fungdes de onda. Um objeto nesta escala tem um comportamento dual
que contraria a intuigdo, que chamamos de particula-onda. Considere, por exemplo, o
caso da luz, em sua explicagdo do efeito fotoelétrico Einstein propds que a luz é
composta de corpUsculos chamados fétons e que a energia relacionada a um féton de

luz de frequéncia angular w é igual a:
E = ho, (1)

onde h:h/?n e h é a constante de Planck e tem valor igual a

h = 6,6262.1073* (].s)

Porém no experimento da dupla fenda de Thomas Young, e.g.[3], ficou bem
evidente o comportamento ondulatério da luz. Assim, é necessdrio, formular uma
interpretacdo que seja capaz de unificar estes dois comportamentos.

O primeiro postulado que serd estabelecido é o seguinte:
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Postulado 1- A probabilidade de se encontrar uma particula em um intervalo

I c R num instante t, onde t € R, é dado pela seguinte expresséo

2
Probabilidade em 7 = [, [#(x,t) |?dx, 2l

onde ¥(x,t) é uma funcdo de estado associada & particula.

Este postulado segue da interpretacdo proposta por Born que interpreta o
médulo ao quadrado da fungdo de onda (¥) como uma densidade de probabilidade,

sendo entdo a probabilidade dada pela equagdo dP(x) = |#(x,t)|*dx, onde dP(x)
é o diferencial de probabilidade de encontrar a particula em um intervalo infinitesimal

dx da reta.

Fendmenos ondulatérios observados por particulas quénticas, como a
interferéncia no experimento da dupla fenda, aparecem devido ao comportamento da
funcdo de onda W.

Note que o postulado 1 ndo determina a posicdo da particula, mas sim a

probabilidade de encontré-la em um intervalo. A probabilidade P de um evento ocorrer

pode ser 0 < P < 1. E claro que ao procurar uma particula ao longo de toda a reta,

teremos cem por cento de chance de encontré-la. Matematicamente essa ideia se traduz
em:

- , 3
ol (xt)Pde =1, )

para cada instante t.

2.2 Valor Esperado

Com uma inferpretacdo probabilistica, precisamos de ferramentas para
determinar o resultado esperado de uma medida. Comegaremos a desenvolver estas
ideias nesta subsecdo e as aplicaremos especificamente ao caso da posicdo de uma
particula.
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Seja w uma quantidade mensurdvel, que pode assumir os valores wy, w,, ..., wy,

Suponha que o fato de medir um destes valores ndo interfira na medida do outro, ou

seja, que estes sdo eventos independentes. Vamos denotar por P, 1 <k <N, a
probabilidade de w assumir o valor w, . A probabilidade de ocorrer qualquer um entre

N eventos é a soma das N probabilidades individuais. logo, Py + P, + ===+ P, =1,
pois é certo que teremos um dos valores.

O valor médio de w (também chamado de valor esperado) [4] é dado por

(4)

W= w, P+ +wyPy, .
Este é o valor esperado ao realizarmos a medida. Note que w n&o precisa ser

igual a nenhum dos valores wy, w,, ..., wy, que sdo os valores que w pode assumir, o

resultado é a média ponderada dos valores que w pode assumir. A razéo para esta
terminologia estd associada & lei dos grandes nimeros e expressa no seguinte teorema
(para a demonstragdo ver [4]).

Teorema 2.1 - Suponha a sequéncia de idénticos experimentos feitos e os valores

5,55, ...,5, sdo observados (os nimeros S, estGo entre os valores wy, w,, ..., wy).

EntGo a média dos valores (S, +5,+ - +5,)/n, converge para w, “no sentido
probabilistico”.

Em outras palavras, o teorema expressa que para um = > 0, a probabilidade de

1
(5, 4+ S, ++S,)—w|>¢
i

tende a zero se n — . E claro, este ndo é o sentido usual do termo convergéncia. No

“sentido probabilistico”, que estamos discutindo, dizemos que a chance da média das

medidas ser muito diferente de w é pequena.
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Considere agora o caso onde w pode assumir qualquer valor em um intervalo I.
O intervalo I pode ser dividido em subintervalos I, e podemos escolher x, € I, um
ponto arbitrério destes subintervalos. Denotemos P, é a probabilidade da medida se

encontrar no subintervalos I,,, e consideremos a soma

Z’ b (5)

se esta soma converge no limite em que os subintervalos I, tendem a zero, entdo nés

denominamos o limite desta soma como sendo o valor esperado w de w.
Para ilustrar a aplicag@o desta ideia, considere uma particula descrita pela fungdo de

onda ¥(x,t). Do Postulado 1, P, = f[ |#(x,t)|*dx é a probabilidade de encontrar a

particula em um intervalo . Entdo o valor médio da posicdo é dado por:

x = lim Z,\'kf |¥ (x,t)|%dx,
L e Ik

onde I, é um subintervalo de I, e x, € I,. E claro que este resultado seré vélido se o

(6)

limite existir. Isso nos leva ao seguinte resultado:

Lema 2.1 = Se ¥ (x,t) é continua para x em I, entdo (6) converge para

[ x|¥(x, t)|*dx,

1
com o méximo comprimento de intervalo I, tendendo a zero independentemente da

escolha de x,e I,.
Demonstracdo do Lema 2.1: Podemos escrever

|f1 x|¥(x, t)|*dx — ¥ x;, JIR | (x, t)Izd,x| = |Z f]k (x| (x, ) * — x |¥(x, )] Ddx]|.
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Usando a desigualdade triangular [5] temos que:

(/)

U xltP(x,:)lzdx—Zx-J ¥ (x, t)|%dx

< ZJ Ix — x|l (x, O)2dx.

Dado = > 0, tomemos o comprimento de I, < €, portanto se x € I, temos |x —x, | < =.

Aproximando x de x,, teremos que o lado direito se torna tdo pequeno tanto quanto se

queira, oque mostra a convergéncia do termo da esquerda da equagéo (7). O

Em consequéncia do Lema 2.1 podemos enunciar imediatamente o:

Teorema 2.2 - Se ¥(x,t) é uma fungdo continua em x para cada instante t e

f_O; |x||# (x,t)|?dx < ©, entdo o valor médio da posicdo é dada por

x= fi x|¥(x,t)|%dx. (8]

Demonstragdo do Teorema 2.2 - Suponha que as posicdes de n particulas idénticas

sejom medidas em um tempo t, e que todas sejam descritas pela mesma fungdo de
onda. Sejam x4, x,, ..., x,, os valores medidoss da posicdo. Dado um x_, € Rea >0, a

probabilidade de que |x, —X7_, x, | > a é dada por
J P{xst) o ‘P(xn,t)lzdxl s KR (9)
M

onde M= |x,—Xx,|>a Em M , a ?|x,— X x,|*>1, e portanto a Eq.(9) é

limitada superiormente por
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desenvolvendo a Eq. (10) teremos

2
X, — Z x,‘l ¥ (x,,t) ... ¥(x,,,t)|%dx, ...dx,, (10)

a™? f_xx(xg —2x,2x,+ 2% X X;) ¥ (x,,t) ... ¥(xpt)%dx, ...dx,

=a7? [T xZ|¥(xy,t) .. ¥(x,, t)%dx, ...dx,,

(11)
+a 2 [T (—2x,Zx,) 1% (xy,0) .. ¥(x,,, 1) 1Pdx, ...dx,,

+a™? f:c(z 23 %) 1P(x4,8) ... P(x,,, 1) Pdx, ... dx,,

o primeiro termo no lado direito da Eq. (11) pode ser reescrito como

a—zxgj |‘P(x1,t)|2dx1...J' [#(x,, t)| dx,

—ao

Da Eq. (3) temos que o que resta desta expressdo é a™*x 2.

Desenvolvendo o segundo termo da Eq. (11) teremos

a? f:c(—ZXOZxk) |#(x,,t) ... ¥(x,, t)|?dx, ...dx,

=—2x,a? J (g + -+ x ) ¥(xy,t) . P(x,,t) 1% dx, ...dx,,

= —Zxoa_zf x1|‘l’(7(1,t)|2dx1 J |‘P(xn,t)|2dxn

—oo
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oo

— Zxoazf x, |#(xy, )P dx, f |#(x,, t)|* dx,,

oo

=n(—2x,a7 %) = —2x,a ’n x.
O ultimo termo do lado direito da Eq. 11 pode ser reescrito, da seguinte forma
a? f_c; Exx) ¥ (xy,1) .. ¥(x,,,t)17dxy ...dx,, = a 2 [nx? + n(n — 1)(2)?]
pois teremos a %x? quando k = j oque acontece n vezes, e teremos i ) quando
k + j, oque acontece n(n — 1) vezes.

Assim a Eq. (11) resulta em

a *x2+a*[nx? +n(n— 1)(2)?] - 2x,a*nx (12)

=a 2[nx?+n?e?—nit+x2—2x,ni]=a2(x,—n0)?+n(x:—x2)

Neste ponto é conveniente introduzir uma nova notacdo. Denotemos
(o) = | uGveeyds 13)

onde o asterisco denota o complexo conjugado. E facil verificar que a Eq. (13) define
um produto interno [4], induzindo uma norma

lull® = (ww), (14)

Por exemplo, podemos reescrever alguns termos da Eq.(12), esta notagdo de

produto interno, x2 = (x¥,x¥) = ||x?]|* ¢ x= (x¥,¥).
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Continuando nossa demonstracdo do Teorema 2.2, teremos que

a2(x,—n )2 +n(x2—72) = a 2(x, — n (x¥,¥))2 + n(Ix¥]* — (x¥, ¥)?)

Podemos ajustar esta equacdo para analisar o  probabilidade de

[nx — X x,| > ne. Entdo faremos a seguinte troca na Eq. (12) x, —» nxe a — n=

Deste modo, teremos que o lado direito da equagdo acima serd dado por

e (x— (xP. %)) + %(llxwll2 - (x¥,%)%)

Que tende a zero quando n — @. O que implica que ¥ — (x¥%,¥) — 0, ou seja

= (x¥,¥) D

O resultado do Teorema 2.2 pode ser estendido para tratar o valor esperado de
funcdes da posicdo. Nestas condicdes enunciamos o teorema abaixo, sua
demonstragdo é andloga a do Teorema 2.2.

Teorema 23 - Se f:R—-R é uma funcdo continua e satisfaz

fj; |f () 1¥(x, t)|*dx < 0, entdo o valor médio de f(x) é dado por

) = f £ 0P dx.

2.3 Momento Linear

Novamente considerando o caso da Luz, Compton mostrou que o momento
linear associado a um féton é
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» = bk, (15)

2r , , 5 , , .
onde k = — € o nimero de onda, p é o momento do féton e 4 é o comprimento de

onda da luz. O conjunto das Eq.(1) e (15) sdo as famosas relagcdes de De Broglie, que
as propds para descrever o comportamento ondulatério da matéria (ndo sé de

radiagdes!). Note que sendo h é uma constante de valor muito pequeno, o comprimento

de onda de De Broglie de objetos do nosso cotidiano se torna desprezivel, sendo
significativo apenas para objetos de dimensdes atémicas que possuem massas muito
menores do que as que estamos habituados em nosso cotidiano. Para lidarmos com a
interpretac@o qudntica do momento linear, estabeleceremos o

Postulado 2- A probabilidade do momento p de uma particula estar contido em um

intervalo I é dado por

o |PEolre

onde h é a constante de Planck e # é a transformada de Fourier da funcdo de onda ¥

da particula.

A transforma de Fourier, e.g. [6], é dada por

(16)

1

¥(k,t) = f_mm e " (x, t)dx

- 1 foo — ”
Analogamente ao Teorema 2.2 esperamos que P = Hf-m P |‘1’(§ t)|“dp.

Das relagdes de De Broglie p = hk e dp = hdk, logo substituindo na integral

acima teremos,
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p=h["_ k|P(kt)|*dk. (17)
O Teorema 2.3 também tem sua versdo correspondente para o momento.
Teorema 2.4 - Se g(p) é continua e satisfaz f_mm lg(hk) || P (k, t)|?dk < o, entdo
(18)

2dk.

9(p) = | g(uk) |7 (k1)

Como se pode perceber serd conveniente utilizar transformada de Fourier, as
propriedades da mesma estdo presentes em [6], uma delas segue abaixo:

ow(xt)

Propriedade 1) [ 1 = ik?(k,t)
Demonstragdo da Propriedade 1:
[QW;:.t) ]“ _ \"?1-_” fjco: o —ikx 6‘;;(:.:) e

_ dw(xt)

Usando integracdo por partes, tomando u = e % o dv dx, teremos,

— 0¥ (x, ~ - =
V2n # = [e"k“l’(x, t)] —f ¥ (x,t) (—ike“k‘)dx.
x i

Note que como ¥(x,t) é quadraticamente integréavel (Eq. 3), precisaremos que

lim ¥(x,t) = 0,como e ¥
x>t

* & limitada, conclui-se que

—0W(x,zt) ;™

V2| ] =- f_mx ¥(x,t) (—ike™™*)dx = ik f_mm e Y (x,t) dx.
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Logo,

ow(xt)

(2] = kP (k,t) -

Podemos reescrever a equagdo 17 para o momento médio da seguinte forma:

. (19)
p= hJ K (k,t)®(k, t)* dk

oo

Aplicando a propriedade 1, podemos reescrever a Eq. 19, obtendo
_ = (0¥ (x,t) | ~
5= —ihj 2 TPk, £) dk
. dx

E usando a Identidade de Parseval, e.g. [6], podemos substituir a integral das
transformadas pela integral das transformadas inversas:

p= th‘” [(wa(jt)]‘i’(x,t)’dx = Jmﬁ[‘i’(,\', t)]¥(x, t)* dx.

—ao

= 5 0 =
onde P = —th—. O operador P é chamado operador momento. Vale apena notar
X

que a aplicacdo repetida da propriedade 1, confirma o teorema 2.4, implicando que

Tw(xt) . G
[a ::n 2 ] = (ik)"#(k,t). Consequentemente, temos que:

p” = (Pry,¥) (20)

onde utilizamos a notagdo de produto interno definida na Eq. (13).
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2.4 Energia

Na Fisica Cldssica a energia cinética T de uma particula é dada por T = -

Da Eq.(20) sabemos que podemos obter o valor médio da energia cinética da seguinte
forma,

T = (P¥,¥) 21

Uma vez que p? = (P?%,¥). A energia total do sistema é dada por

E= pm +V(x), onde V:R — R é a fungdo da energia potencial associada. Se V

-

satisfaz o Teorema 2.3, entdo o valor médio da energia potencial serd dado por:

14 :J V() 1®(x, 1) Pdx (22)

Teorema 2.5- O valor médio de uma soma é igual & soma dos valores médios.

Demonstragdo - Seja u uma quantidade mensurdvel que pode assumir os valores

Uy, ..., u,, com respectivas probabilidades P,,...,B,, e seja v também uma quantia

m r“m/

mensurdvel que assume os valores v,,..,v, com as respectivas probabilidades

Qy, -, Q,- Seja R,; a probabilidade de que simultaneamente ocorra u = u, e de que
v = v,. Se as medidas sGo independentes entdo R, = P,Q;. Dessa forma P, =¥ R,

e Q; = X, R,;. logo o valor médio de u + v é dado por

u+v= Z(u; + v))RU = Z“:Ru +Z v;R;; = Zu:P,Z Q;+ ZL‘IQ]Z P;
N ) LJ i J J i

Utilizando que Z} Q; = 2 P, =1, temos
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utv= Zul}’l +Zv}QJ
i J

(23)

E pela Eq. 23, podemos reescrever a equacdo u + v = u + ¥, o que conclui a

demonstragdo. O
Do Teorema 2.5, podemos escrever a energia total média da seguinte forma:

Z 1 —
P V(@)= —pI+V(a)
2m 2m

E =

Substituindo as médias pelas equacdes 21 e 22:
_ h? [* [3*%(x,t) -
E=— —[ — . ¥(x, t)"dx + f V(x)¥(x,t)¥(x,t)" dx
2m J__ dx* .

= r (- zhm a%w +V()?(x,0)}¥(x, )" dx

2 =

:fx{_ = + V()P (x, ¥ (x,t)"dx

2m dx?

fm AY(x, )¥(x,t)'dx = (H¥,¥),

onde H é o operador energia ou Hamiltoniano, dado por:

(24)

hZ 82 1’52
+V(x) = +V(x)
2m

H=- .
2modx*?

2.5 Observaveis

Qualquer quantidade que pode ser medida é denominada um observavel. Nés
i@ discutimos trés destas quantidades, sdo elas, posicGo, momento e energia. Vimos
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que, de maneira geral, se temos uma quantidade varidvel a, entdo o seu valor médio a

é dado por @ = (A¥,%),onde A é um operador correspondente ao observavel. Isto

fica mais claro olhando a seguinte tabela

Tabela 1. Observaveis e respectivos Operadores

a A
x XI=x
; _ a
¢ P=—ih—
0x
= h? 82
E H=———+V
2mox-

Podemos verificar na tabela os observaveis e o operador correspondente & cada
um, os quais serdo usados quando calcularmos o valor esperado de cada observdvel.
Em cada um dos casos mencionados, podemos notar que o observével assume apenas
valores reais. Logo, o valor médio de um observavel também deve assumir valores reais.

Isto implica que (A%, ¥) deve assumir valores reais para qualquer ¥. Portanto devemos
nos perguntar: “quais operadores A satisfazem a propriedade de que (A%, ¥) é real
para qualquer fungdo ¥ 2". Passaremos agora a analisar esta questdo.

Um operador A é chamado Hermiteano se

(A7, 9) = (¥, A9) , (25)

para todo ¥ e ¢. A resposta para a pergunta feita anteriormente é dada pelo:
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Lema 2.7- Um operador A é Hermiteano se e somente se (A%, %) € R para todo ¥.

Antes de demonstrarmos o lema 2.7, estudemos melhor alguns conceitos e definicdes,
por exemplo, as propriedades do produto interno, que se encontram em [5], uma
dessas propriedades segue abaixo:

Propriedade 2 - ||¥||? = (¥,%) > 0, exceto para ¥ = 0.

Observacéo — A propriedade 2 é vélida em quase todo o ponto, fungdes que sejam

nulas exceto em um ndmero finito de pontos obedecem (¥,%) = 0. Mas como serd

discutido mais adiante, nés consideraremos iguais duas fungdes que sdo iguais em
quase todos os pontos. O

Uma questdo importante é, quais as fungdes aceitdveis para o papel de funcao

de onda ou funcdo de estado? Devemos nos lembrar de que uma candidata & funcdo ¥

deve satisfazer a equacdo 3, o que implica que a funcdo deve ser quadraticamente

infegrével em (—,®). O espago das fungdes quadraticamente integraveis é

denominado L? = L?(—o0, ).

Seja {¥,} uma sequéncia de funcdes em L fais que ||%, — %, || = 0 quando
j.k = . Entdo existe ¥ € L?, tal que ||¥, — %]l - 0, quando k — . Espagos
como o L?, que exibem esta propriedade sdo chamados de completos. Em palavras, a
completeza significa que toda sequencia de Cauchy em L? converge para um elemento

em LZ.

Quando ||#, — ¥|| — 0, temos a chamada convergéncia forte ou convergéncia
na norma, e indicaremos este fato denotando simplesmente ¥, — ¥. Dizemos que ¥,

converge fracamente para v, e denotamos Pe =7, se
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(#, ,9) = (¥,9), quando k — 0 para todo @ € L% Note que convergéncia forte

implica em convergéncia fraca. Isto é uma consequéncia da Desigualdade de Schwarz

[5] a qual noz diz que |(f, g)| < lIfllllgll ,e que possui como consequéncia imediata a

chamada Desigualdade Triangular [5] que nos diz que |f + gl < lIfll + llgll.

A relacdo entre a convergéncia forte e a convergéncia fraca deve agora se

tornar mais clara. Se [|¥, — #|| - 0, quando k — o, entdo para todo @ # 0 temos
que, ||#, —%llllell >0 . Entdo da Desigualdade de Schwarz, segue que
1%, — Zlllell = I(¥, —%, @)l - 0. Isto implica que (¥, —¥,p) = 0 e portanto
(Y. 0) = (¥, 9).

Um subespago S de L* é chamado fechado se para toda sequéncia de fungdes
em S a qual converge em L?, o limite é também de S. E um subespago S de L? pode ser
chamado de denso se para todo >0 e todo ¥ € L%temos @ €5 tal que

7 —oll <e.
Esta ideia de subespago denso pode ser melhor compreendida no seguinte lema:

Lema 2.10: Se S é densoem L?e (¥,¢) =0, paratodo @ €5, entdo ¥ = 0.

Demonstragdo- Para @ ES, temos por hipétese
Il -9l = (¥ —9,% —¢) = IZI* +llell* = IZ]°. Como S é denso, entdo
||# — || pode ser feito tdo pequeno quanto se queira. Logo ||#|| também precisa se

tornar arbitrariamente pequeno, portanto ¥ = 0. 0

Demonstracdo do Lema 2.7: Pelas propriedades do produto interno temos que

(¢, A¥) = (A¥,¥)", se A é hermitiano (AW, ¥) = (¥,A¥), de onde segue que
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(A¥,¥) = (A¥,¥) e portanto (A¥,¥) € R. Por outro lado, tomando ¥ + i g,
usamos novamente as propriedades de produto interno para obter

(AW +ip), ¥ +i @)= (A&, ¥) + (Ao, @) — i(Ay, @) + i(Ag, ).
Se (AW, ¥) € R para todo ¥, entdo (Ay, @) — (A, ¢) = ir, logo para todo

par Y e @,
Re (Ay,¢) = Re (Ag,y) = Re (¥, Ap)" = Re (¢, 4p), (26)

onde usamos que Re z = Re z* . Por outro lado, a Eq.(26) implica que

Im (Ay, @) = Im[—i(Aip, ¢)| = —Re (i, ¢) = — Re (ip, AY)

(27)
=Im (Ao, ¥),
onde usamos que Im — iz = —Re z e Re iz = —Im z. O resultado segue combinando

Eq.(26) e a Eq.(27). O

2.6 Operadores

Temos visto que para cada observavel a, existe um operador 4, tal que

a = (A¥,¥). Por exemplo, no caso do observavel momento linear temos que o

: B .3 0 - _ .
operador correspondente é P = —ih —, o qual nos auxilia a encontrar p da seguinte
x

forma

_ L 4
p = (P¥,¥) :J —ih— ¥*dx.
. . dx
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O integrando nos diz que ¥ deve ser diferencidvel com relagdo a x, e o

momento médio tem valor finito somente se a integral existe e converge. Entdo o

dominio do operador P, D(P), ndo consiste necessariamente de todo ¥ € L?. Ou seja,
existem W € L? que ndo sdo diferencidveis. O fato de W ndo ser diferencidvel pode ser

resolvido usando o fato de que D(P) é denso em L?, ou seja, podemos usar uma

sequéncia do D(ﬁ) para aproximarmos o quanto quisermos de ¥. Podemos usar, por

exemplo, séries de Fourier para aproximar estas fungdes. Podemos entender melhor
estas ideias a partir do

Postulado 3 - Para todo observével a corresponde um operador A com dominio denso

tal que:

a = (A¥,¥)

Vélido para todo ¥ € D(A). Se B é um operador hermiteano tal que D(4) <
D(B)e

a=(B¥,¥)

Sempre que ¥ € D(A), entdo B = A. Em consequéncia do Lema 2.7, nés temos o

Teorema 2.6 - Se o observdvel a assume valores reais, entdo o operador
correspondente é hermiteano.

Podemos verificar este teorema para os operadores ¥, P e H e mostrar que eles sdo de
fato hermiteanos, é o que faremos agora.

Posicdo: como x € R, temos que x = x*, logo,
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2, ®) = [C x¥¥dx= [ ¥(x"¥)dx = (¥,x¥)
Momento linear:
(Pw \P)—fm TRALTN
)= ih—— x
Integrando por partes teremos,
- v - v
] —ih— Prdx = [—iRPY]=, +f W (—ih—)"dx
s dx e Ox
o primeiro termo da direita deve anular-se, assim
_ = ¥ - ¥ _
(Py,¥) = f —ih—W¥'dx = J ¥ (—ih—)*dx = (¥,P¥)
L dx L dx
Energia: primeiro, sabendo que p é hermiteano

(P*w,¥) = ( P¥,P¥) = (¥,P?¥), logo

(PPw,w) = (P,P2P)

292

entdo

(28)

O potencial V(x) pode ser escrito como uma expansdo em série de taylor, da

seguinte forma V(x) = X a,x", como sabemos, x € R, logo a;x’ = (a;x?)", assim,

(ve,¥) = Ra,x"V,¥)= (¥,Xa x"¥) = (W,V¥), logo

Ve, ¥) = (¥.VV¥)

(29)
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Agora sim, provando que o operador Hamiltoniano é hermiteano

—~n

(Hy,¥) = ([% +v

w,w) = (%w,w) + (V¥ %)

Usando as equagdes 28 e 29, teremos que

p? p? P? _
ey )+ (vew) = (v —w |+ (P ve) = (¥ |—+ V¥ )= (v.AY)
2m 2m 2m
O que conclui a demonstracdo.
O

Suponha agora um ¥ ¢ D(/I), porém existe uma sequéncia {¥ }  D(A4), tal
que ¥, —» W e AW, — f. Entdo poderemos definir AW como sendo f. E claro que
para isto fazer sentido, f ndo pode depender da sequéncia {¥,}. Pois se
(¥ .} © D(A) étal que ¥, - We A¥" — g, devemos ter g = f. Ou dito de outra

maneira, se {(pn} C D(ﬁ) satisfaz ¢, > 0e .'i(pn — w, devemos ter w = 0 para que

este método funcione. Um operador que possui estas propriedades é chamado fechavel
ou préfechado. O operador estendido é chamado fecho ou fechamento, e as vezes

denotado por A. Ela tem a seguinte propriedade.

lema2.11-Se {¥ } c D(A), ¥, > ¥, A¥Y,_— f,entdioW e D(A)e A¥Y = f.
Demonstracdo: Para todo ¥, € D(A) existe uma sequéncia W, € D(A), tal que
V.o W, , eA¥Y, > A¥Y . Como ¥, — We A¥Y, - f, entdo a sequéncia ¥,, — ¥
e A¥,, — f. logo ¥ pode ser atingido por uma sequéncia de elementos de D(4) e

portanto ¥ € D(A) e A¥ = f. O
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Portanto o operador A ndo pode ser mais extendido pelo método descrito acima. Um

operador que possui as propriedades descritas no Lema 2.11 é chamado fechado.
Nem todos os operadores s@o fechdveis, mas temos

Lema 2.12 - Um operador Hermiteano com dominio denso é fechavel.

Demonstragdo: Se ¢, € D(A), ¢, >0, Ag, »w, entdo para qualquer
h € D(A),teremos que (Ag,,h) = (@,, Ah), tomando o limite desta equagdo notamos
que (w,h) = 0 para todo h € D(A). Podemos agora aplicar o Lema 2.10 e concluir

que w = 0. Esta discussdo nos leva ao resultado mais importante desta secdo

enunciado no

Teorema 2.7 = O operador A correspondente ao observével real a é fechado.

Demonstracdo: A é densamente definido de acordo com o Postulado 3 e Hermiteano
pelo teorema 2.6. Assim ele é fechavel pelo lema 2.11. A é Hermiteano, pois se

¥,){e,}CD(A), ¥,-¥ ¢, —¢ A¥Y, - AY, Ap, — Ap, entdo

n

(A¥,p) =lim(A¥,,, ¢,) = lim(¥,, Agp,) = (¥,Ag), concluimos entdo que pelo

postulado 3 A = 4, por isso é fechado pelo Lema 2.11. ]

3. Conclusdes

Neste texto foram discutidas definigdes bdsicas da mecénica quéntica,
intfroduzindo as ideias de operadores, dominio denso e fechamento de operadores
aplicadas a mesma. Foram enunciados teoremas e suas respectivas demonstracdes,
buscando manter a clareza e o rigor matemdtico.
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Operator Methods in Quantum Mechanics
Abstract: This paper will infroduce and discuss the method of Operators
in Quantum Mechanics. This presentation will be mathematically rigorous,

but also physically motivate the definitions and propositions established.
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