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Resumo: Na modelagem matemdtica as equagdes diferenciais incorporam
as caracteristicas importantes do processo real, através da operagdo
de um modelo fisico construido. Nas investigacdes cientificas em que
ndo é possivel a solucdo analitica do problema, o modelo matemdtico
numérico é de grande importancia na validagdo do processo, onde sdo
comparadas as previsdes com resultados experimentais. Uma das dreas
das ciéncias aplicadas que mais se utilizam da modelagem matemdtica é a
mecdnica. Esta drea estuda o movimento, dentre suas subdivisdes destaca-
se a mecdnica dos corpos rigidos (estdtica e dindmica, respectivamente
corpos que estdo em repouso e movimento), a mecdnica do continuo
(comportamento dos corpos sujeitos a forcas externas) e a mecénica dos
fluidos (comportamento fisico de liquidos, gases e suas propriedades).
Dentro da mecénica do continuo, existe ainda um tépico conhecido como
vibracdes mecénicas. Tais fendmenos sdo indesejdveis, pois comprometem
mdquinas e estruturas, por isso é desejavel que sejam reduzidas ou
eliminadas completamente. Neste trabalho estuda-se o comportamento
de duas molas acopladas em uma barra mével, estando esta sujeita &
forcas externas. Através da discretizacdo das equagdes do movimento,
chega-se a um sistema de equacdes diferenciais de primeira ordem. Os
resultados numéricos foram obtidos através do método de Runge-Kutta de
quarta ordem cujo algoritmo fora implementado no software MATLAB.
Os resultados numéricos mostram que apés uma rdpida oscilagdo o
movimento das molas tendem & uma linearidade.
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1. Introducéio

Neste trabalho considera-se um modelo matemdtico numérico, de um sistema
acoplado por duas molas, onde se pretende estudar o movimento vibratério do sistema
associado. Para a andlise do modelo serdo consideradas as equagdes que descrevem o
movimento, a velocidade e a aceleragdo de um corpo.

A solu¢do geral do movimento ondulatério é dada por

X = Xp, Sin(wyt + ) €))
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Figura 1 sistema massa mola. [1]
De acordo com a mecdnica geral a velocidade e aceleracdo de um bloco de
massa m sdo dadas por

V =X = Xpwp cos(wpt + ¢) (2)
a=3%=—xnosin(w,t + ¢) 3)

O
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Figura 2 curva seinodal. [1]

A curva senoidal representada na figura 2 acima descreve a trajetéria no plano
deslocamentotempo. Segue da periodicidade da fungdo seno que, quando o dngulo
wyt aumenta em um comprimento de 21 rad o movimento do bloco A completa o ciclo,
pois 27 rad é o intervalo de tempo necessdrio paa o sistema completar um ciclo inteiro
de movimento. O valor representado por T,, correspondente ao menor fempo t,
necessario para se completar uma volta, e é chamado de periodo de vibragdo livre,

cuja férmula é dada por
_2m
T = (’-)_n €]
O nimero de ciclos por unidade de tempo é conhecido como frequéncia natural
de vibragdo, cuja férmula é dada por
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h=—=22 0

Segue das equagdes (2) e (3) que a amplitude méxima da velocidade e
aceleragdo sdo dadas por

Vm = Xm®np am = Xm(’)% (6)

Figura 2 circunferéncia auxiliar. [1]

1.1 Vibracoes Mecanicas

Da teoria de vibragdes mecdnica temos que, corpos sujeitos a forcas
restauradoras (Lei de Hooke) tendem a descrever movimentos ondulatérios. No caso de
sistemas massa\mola, quando um corpo estd em equilibrio estético, sGo consideradas
duas forcas, W (a for¢a de seu peso) e T(a for¢a exercida pela mola)

T = k&, W = k8 %
A intensidade da resultante das duas forcas exercidas sobre o corpo é
F =W —k(8s + x) = —kx (8)
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Figura 4 sistema massa-mola. [1] Figura 5 sistema massa-mola. [1]

Substituindo  (8) na equacdo fundamental F=ma, podemos concluir que
aceleragdo é proporcional ao deslocamento, mantendo a mesma direcdo, porém, com
sentido oposto, obtemos o movimento harmdnico simples (segunda lei de Newton)
representado por

mx+kx=0

onde, m é a massa do bloco A, k a constante de rigidez da mola, % é a aceleragdo e x
representa o deslocamento.

1.2 Movimento sujeito & forca peso

O estudo consiste em um modelo matemdtico numérico, onde deseja-se saber o
movimento do sistema nos pontos B e C, quando o mesmo estd sujeito & forca peso. O
movimento vibratério acontece quando o sistema é deslocado de sua posicdo de
equilibrio. Através da forca restauradora da mola o sistema passa a oscilar em torno do
ponto de equilibrio.

Quando o sistema volta a posicao original, o ciclo de movimento estd completo, o
intervalo de tempo para que o ciclo se complete chama-se periodo de vibraggo. O
ndmero de ciclos de movimento por unidade de tempo é a frequéncia, e o deslocamento
mdéximo do sistema a partir da sua posi¢do de equilibrio é a amplitude da vibragao.

Inicialmente, considere uma barra mével sujeita a seu préprio peso,



Coletéinea Interdisciplinar em Pesquisa, Pés-Graduacdio e Inovagdo vol. 4

1.4m

Figura 6 barra mével.

ela possui trés acoplamentos A, B e C e duas molas. Ambas estdo acopladas apenas
nos acoplamentos B e C. Considerando o ponto C como acoplamento 1 e o ponto B
como acoplamento 2, quando uma forca peso é aplicada em C tém-se um
deslocamento. Aplicando as equacdes do movimento chega-se a:

myy; —kyy; —p=0 (9)
mzyz + szz — sen (tan_1 (%)) p= 0 (] O)

Transformando as equagdes (?) e (10) em sistema de ordem um, tem-se
e emrelagdo ay,,
Yi1 = Yu Y1z = Y1 V11 = Y1 = VY12 yiz = V1.

* em relacdo a y,,
Y21 = Y2, Y22 = V2, Y21 =Y2 =VY22, Y22 = ¥2.
Substituindo esses valores em (9) tem-se:

P
my’

y
() = (kl 2 p). (1)
V12 sl £ +

sk
Y12 —m1Y11+
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Substituindo esses valores em (10) tem-se:

. k. 1 —1(y
Yoz = —m—zzyzl + o sen (tan 1 (ﬁ)) p.

Disto

y _ Y22
(yzz) - (—:l—zzyzﬁmLzsen(tan1(“1))p>' (12)

0.7

Entdo de (11) e (12) tem-se o sistema de equagdes

g Y12

11 ky P

. -+ 4+ =

Y12 — mq Y mq

Va1 Y22
)\t e ()
Y22 m Vo1 + o~ sen | tan 57/))P

onde y,; é a posicdo da mola 1, y;, é a velocidade da mola 1, y,; é a posicdo da
mola 1 e y,, é a velocidade da mola 2.

Para resolver esse problema computacionalmente, foi usado o método de Runge-
Kutta(RK) de quarta ordem, cujo o algoritmo fora implementado no MATLAB. No
algoritmo as varidveis e as constantes do sistema ficam y,; = y(2) posicdo da mola 1,
y12 = y(1) velocidade da mola 1, y,; =y(3) posicdo da mola 2 e yy; =y(4)
velocidade da mola 2. E k; = 0.1 para a mola 1, m; = 1.1 massa da mola 1, p = 9.81
forca peso, k; = 0.2 para a mola 2 e m; = 1.2 massa da mola 2.

1.3 Resultados Numéricos

Os grdficos abaixo sdo os resultados numéricos obtidos computacionalmente,
através do método de RungeKutta de quarta ordem implementado no MATLAB. Eles
representam o ciclo de movimento completo do sistema nos pontos B e C, quando o
mesmo estd sujeito 4 forca peso.
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Figura 1 posigdo versus velocidade da mola 1.
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Figura 2 posicdo da molal versus posicdo da mola 2.
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Figura 3 posicdo da molal versus velocidade da mola 2.
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Figura 5 velocidade da mola 1 versus velocidade da mola 2.
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1.4 Andlise do processo

Analisando o movimento das molas, percebe-se que em relacdo a posicdo e a
velocidade da mola 1, elas tendem a manter uma aproximagdo linear. Em relagdo a
posicdo da mola 1 e a posicao da mola 2, a mola 2 acompanha a mola 1 répido,
decresce répido e entram em equilibrio. Em relagdo a posicdo da mola 1 e a
velocidade da mola 2, a resposta da mola 1 é rdpida para a mola 2, decresce rdpido e
entram em equilibrio. Em rela¢do a velocidade da mola 1 e a posicdo da mola 2,
velocidade da mola 1 age com uma forca, a mola 2 responde rapido e passa a ter um
equilibrio linear. Em relacdo a velocidade da mola 1 e da mola 2, a velocidade da
mola 2 tem resposta rdpida & mola 1 em um intervalo curto, e tendem a chegar a uma
posicdo de equilibrio. Em relagdo a posicdo e a velocidade da mola 2, elas passam a
ter um equilibrio peridédico, ou seja, passam a ter um movimento oscilante, uma com
relacdo a outra.

1.5 Conclusdo

Observa-se que este é um modelo numérico simples, servindo de base para
resolugao de problemas mais complexos, que serdo tratados no decorrer do mestrado.

Apébs um determinado instante de tempo o sistema atinge sua posicdo de
equilibrio. Assim, o sistema apds excitagdo externa tende a se manter em movimento
oscilatério ao redor de sua posicdo de equilibrio, de forma a restaurar sua
configuragdo original. Isto ocorre devido ao atrito, que funciona como uma forca de
dissipagdo fazendo o movimento equilibrar. Esse processo é obtido nos resultados
numéricos representados nos grdficos de 1 a 6.
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Mathematical Modelling of Mechanical Systems: Vibration Analysis

Abstract: In mathematical modeling differential equations incorporate
the important features of the actual process, through the operation of a
physical model constructed. In scientific investigations it is not possible
analytical solution of the problem, the numerical mathematical model is
of great importance in the validation process, where the predictions are
compared with experimental results. Mechanics is a branch of applied
sciences in which the mathematical tools is more used. This area study the
movement of particles and bodies, among its subdivisions highlights the
mechanics of rigid bodies (static and dynamic, respectively bodies that are
at rest and movement), the continuum mechanics (the behavior of bodies
subjected to external forces) and fluid mechanics (physical behavior of
liquids, gases and their properties). In continuum mechanics, there is still a
topic known to mechanical vibrations. Such phenomena are undesirable
because compromise machines and structures, so it is desirable to be
reduced or eliminated completely. Here we study the behavior of two
coupled springs in a mobile bar, when it is subjected to external forces.
Through the discretization of the equations of motion, we arrive at a system
of differential equations of first order for problem resolution. The numerical
results were obtained using the Runge-Kutta fourth order algorithm which
was implemented in MATLAB. Numerical results show that after a rapid
oscillation movement of the springs tend to linearity.

Keywords: Mathematical modeling; Euler-Lagrange equations; mechanical
vibrations
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