Capitulo 2

Andlise do movimento dos projéteis
no vacuo

2.1 Movimento unidimensional

O estudo do movimento dos projéteis envolve seu deslocamento no espaco e
a velocidade com que se deslocam em um intervalo de tempo.!

2.1.1 O deslocamento no espago

A uma mudanca de posi¢ao do projétil em sua trajetoria, de s;_; para s;, é
associado um deslocamento no espago s =s; — s;_4.
O deslocamento no espago unidimensional é dado pela equagdo

1
s(t) = sq + vot + antz

As constantes s, v € a, respectivamente espaco, velocidade e aceleracio

iniciais, sao aferidas no instante de tempo ¢, = 0.

2.1.2 Velocidade média e velocidade instanténea

A velocidade média (v,,) é a razao entre o deslocamento 4s e o intervalo de
tempo Af durante o qual esse deslocamento ocorre:

AS S§;—Siq
v = —— = —
™A -ty

1 O deslocamento e a velocidade sio grandezas vetoriais e, portanto, possuem modulo,
direcao e sentido.
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A velocidade instantanea v; = v(t) é definida como o limite da velocidade mé-
dia, reduzindo o intervalo de tempo At até torna-lo proximo a zero:
© = Ii As ds
v(t) = limg0—=—
At—0 At dt
Derivando a equagdo do deslocamento no espago s(t) = s, +vot + s aot? obte-
mos a velocidade instantanea pela equacio diferencial:
(t) d t L B t
v(t) =—|sg + Vot +=a =v,+a
dt 0 0 9 0 0 0
A velocidade instantanea v; é a taxa com a qual a posi¢ao s; esta variando
com o tempo em um dado instante, ou seja, a velocidade instantanea é a derivada
do espago s em rela¢do ao tempo t.

2.2 Movimento em duas dimensoes

Durante seu deslocamento livre no vacuo, o projétil fica animado por dois
movimentos: um retilineo e uniforme, ao longo da linha de proje¢ao, com veloci-
dade constante, igual a velocidade inicial (vy); e outro, uniformemente acelerado,
ao longo da vertical.

Vamos considerar uma arma cujo prolongamento do eixo do cano forma
com o plano horizontal um angulo a, da qual é disparado um projétil com
uma velocidade inicial v,. Referindo essa velocidade a um sistema de eixos
coordenados 0X e 0Y, analisaremos o movimento do projétil no vicuo; para
tanto, vamos decompor o movimento do langamento inclinado em suas com-
ponentes horizontal e vertical e tratar cada uma delas como movimento linear
unidimensional.

2.2.1 Componente horizontal e componente vertical

O deslocamento no eixo horizontal fica associado a mudanca de posi¢ao do
projétil em sua trajetoria; isto €, quando a posi¢ao do projétil muda de s;_; para s;,
ocorre um deslocamento Ax = x; — x,_;, no eixo X.

Na componente horizontal, 0 movimento € retilineo uniforme (MRU), onde
a posi¢ao inicial é igual a zero (x, = 0), a velocidade é constante (v, = vycosa) e a

dvy

aceleragdo € igual a zero (a === 0); entdo, o alcance do projétil fica reduzido a
equagao paramétrica:

x = x(t) = (vocosa)t
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E a velocidade horizontal fica expressa pela equagio diferencial:

dx_d
dt dt

Na componente vertical, 0 movimento é retilineo uniformemente variado
(MRUV), onde a posicdo inicial é igual a zero (y, = 0); a velocidade é uniforme-
mente variada (v,(t) = vosena —gt) devido ao projétil estar sujeito a aceleragao
constante da gravidade (a = —g); entdo a altura atingida pelo projétil fica reduzida
a equagao paramétrica:

Ux(t) = [UOxt] = Vox

i
y =y(t) = (vysena)t — Egtz

E a velocidade vertical é obtida pela equag¢ao diferencial:

dy d 1
vy (t) = i E[vﬂyt —Egtz] = Vgy — gt

2.2.2 Dedugdio da equagdio da trajetéria do projétil no vacuo

A aceleragdo da gravidade (a = —g) ndo afeta a componente horizontal da
velocidade, mas tao somente a componente vertical; portanto, a gravidade ndo
muda a relacdo trigonométrica entre a velocidade v, do projétil e sua projecio
v, no eixo horizontal, isto € (v, = vycosa); entdo, tudo se passa como se o projétil
seguisse seu movimento inclinado (o que na verdade ocorre). Isso decorrente da
Quarta Lei da Dindmica: Independéncia das for¢as simultineas que agem sobre
o projétil. Ja o espaco percorrido é funcio do tempo. E o tempo (pardmetro) que
equaciona os movimentos horizontal e vertical.

Como x = x(t) = (vycosa)t, entdo o tempo é dado pela equagio:

X

VoCoSx

. . . ~ 1
Assim, substituindo ¢ na equagdo ¥ = Y(t) = (vosena)t —>gt* obtemos a altura
atingida y em funcdo da distancia percorrida x:

B X g X 4
y() = Uosena(vocosa) 2 (vocosa)

E simplificando, temos a equacdo da trajetéria no vacuo:

2

gx

y(x) = xtana — 72(1]06050()2
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P 1 . P ~
O alcance maximo ocorre quando y = (vosena)t —;gtz =0 e cuyjas raizes sao:
2vysena
ty = Oe tr = :

Substituindo t; em x = (vocosa)t, temos:

2vysen vi(2cosa.senw) vEsen2a
Xpnax = (VoCOS) ( J) — 5 = 7

Portanto, o alcance maximo se obtém quando sen2a = 1, ou seja, quando
a= Zradianos = 45°,

A altura maxima (,,) se obtém com angulo a = 90°. Como sen90° =1, isso
implica que x = (v,c0s90°)¢ = 0; portanto, temos somente 0 movimento vertical,
cuja equacao reduzida exprime a altura maxima:

v
29
A divisdo por 2 é devida ao fato de que o projétil percorre duas vezes o mes-

mo espaco durante seu deslocamento no eixo Y, uma na subida outra na descida.
E verificamos que a altura maxima ¢é igual a metade do alcance maximo:

Yméx =

. Xmax

Vmax = 2
No tiro horizontal, @ = 0, 0 que implica que cosa = 1; portanto, a altura que
o projétil atinge é obtida pela equa¢do reduzida:

gx
2v;

2

y(x) =
Como y(x)<0, o projétil estara abaixo do plano horizontal do qual foi langado.
2.2.3 Comprimento da trajetéria do projétil no vécuo

Um projétil que se move ao longo da trajetoria com velocidade resultante? (vg):

iy = {(vx)2 + (vy)z

possui coordenadas x e y, que por sua vez sao fungdes de uma terceira variavel ¢
(denominada parametro) pelas equagdes x = x(t) e y = y(t), chamadas equagdes

2 Teorema de Pitdgoras (c. 570-490 a.C.).
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paramétricas. Cada valor de # determina um ponto Pj(x;, ¥;); quando ¢ varia, o
ponto (x;, y;) = (x(t;), y(t;)) varia e traga a trajetoria S.

Se dividirmos o parametro t = [t,, t] em z subintervalos [t, ;, t,] de igual
tamanho, entdo os pontos correspondentes P,(x;, y;) dividem a trajetoria S em 7
segmentos de comprimentos 4sy, 4s,,..., 4s,.

O comprimento da trajetoria S é obtido através da somatéria dos 7 segmen-
tos 4s; = (s; — si.1), quando 4s; tende a zero, no intervalo de tempo t = (t; — t,).

: g
S(0) = limys ) (51 i-0)
)

Como a trajetéria é definida em fun¢ao de duas variaveis S = s(x, y), calcu-
lamos S(x, y) no ponto genérico P/ (x;,y;), multiplicamos pelo comprimento 4s; do
segmento € somamos:

n

> sty s,

=1

Em seguida tomamos o limite dessa soma, que € igual a integral de linha de
s(x, y) sobre a trajetoria S:

n

sl y)ds = i sse Z s(x;,y;) As;

i=1

x

sy = |

0

Entdo verificamos que o comprimento da trajetéria S pode ser obtido pela
formula do cédlculo da integral de linha:

S(t) = ftf Vg (Vx(t)lvy(t)) dt = ftf

(] 0

Como a velocidade é a derivada do espaco percorrido, no tempo; entdao o
espaco € a integral da velocidade. Assim, o comprimento da trajetéria é igual
a integral da velocidade resultante (vy) e expresso pelo Teorema Fundamental

do Calculo:

S() = f i (ve®), vy (®)) de = 5(¢;) — S(to)

0

27



.z

Um estudo sobre o movimento dos projéteis balisticos e sua trajetéria

28

*1° o[nored ap eyqiued ep mmaied e sopnqo weroj ondea ou [1loxd op euoialeny ep sodWNU SOPEP SO

(onuiuod)

8/56%'0 | ¥898°0 | 0F [ €/81S'0 | 88050 8/ 0'902 0Ey0L [ S00Z€ | cOL | 6L | OOLL [ OOLL | OO¥L | OOFL
95150 | 169980 | L€ | ¥SLPS0 | €5L090 gl 8'80¢ 08SLL [ sooce | 80L | 6L | L¥OL [ L¥OL | O0EL | OOEL
9EVES0 | 97580 [ TE | S/€95°0 | 81290 9 9'LLe L6£cL | S00cE | ELL | 6Ll | 6L6 | 6L6 0ozl | ooct
6v2950 | 25€€8°0 | ¥E | ¥ES8S0 | €8299°0 19 9712 9oyl | S00c€ [ oLl | 6L [ Sl6 | Slé 0oLt | 0oLt
986950 | L1280 [ SE | ¥E909°0 | 8YE69D 9§ L1012 C6eSL | S00c€ | wCl | 6Ll | L¥8 | V8 0ooL | o000l
15985°0 | ¥6608°0 | 9€ [ #/929°0 | ¥L¥ZLO 0 6°02C 891 | S00c€ | OEL | 6Ll | 9L | 9L 006 006
pr209°0 | 91860 | L& | 959490 | 6L¥SL0 S 244 EEC8L | S00c€ | SEL | 6Ll | 2oL | 0L 008 008
692190 | Tv98L0 | 8¢ | 085990 | ¥¥98L0 6t s bvi6l | S00cE L | 6Ll | S29 | S29 002 004
LT289°0 | SLYLLO | 6€ | 8¥¥89°0 | 609180 b'e 6'0€2 GLELC [ S00CE | 9wl | 6LL | SvS | GbS 009 009
02990 | L1€9L0 | OF | 0920L0 | v/9¥8°0 87 h've y6ct | S002€ 5L | 6L | 9% | 9% 009 009
25659°0 | 891SL0 | Ly | 8L02L0 | 6ELL80 A/ 0'8€C BE9YC | S00CE | LGl | 6Ll | GLE | GLE 007 00y
STTL9°0 | €e0vL0 | 2v | vZLELO | S0806° [l 9L 6869 | S00c€ | 291 | 6LL | 98T | 98¢ 00€ 0o¢
Lv989°0 | 0L6ZL0 | €7 | 6/€5L°0 | 08260 L'l 1412/ 1028 | S00CE | 89L | 6LL | w6l | ¥6l 00¢ 00¢
209690 | €08LLO | ¥ | ¥869L0 | 9€696°0 90 T'6he €L00€ | S00cE | ELL | 6Ll 86 86 001 00l
LLZ0Z'0 | LLL0L0 | S [ 0¥S8L0 | 00000'L 00 0'eSe 500¢€ | S00c€ | 6LL | 6Ll 0 0 0 0
'guss ‘9500 | snoub | sounipos 'gun} fias s/w s/w | s/w w w w w
do | lpv | % '0 A | 0503(0A)/X=4| ((AA)+2(XANN | (AA) | o(XA) [ AN | XA | (XA | (DA | (X)X X

"G =P oy ap ojnbun wo) ‘,0nA ou gYyGp" ualosd op ojaloiy bp soLPWNL SOpQ | °Z PIIGLL




29

(onunuod)
bL6v0'0 | 98660 | € [ 9/6¥0°0 | 086¥0 g1 L'6LL 6/ 5002€ 6 6LL | L2 | L29L 00LE | 0OLE
610800 | 89660 | G [ 82080°0 | S¥080°0 891 5'6LL 10t 5002€ ! 6Ll | LE9L | 129l 000€ | OOOE
ZHOLL'0 | 88€660 | 9 | S90LL'O [ OLLLLO 91 0'08L G6€ 5002€ 0¢ 6Ll | LL9L | LL9L 006¢ | 006C
SE0PL'0 | 010660 | 8 | 280PL0 [ SLLPLO £'51 081 £v9 500¢€ 14 6LL | 8651 | 86SL 008¢ | 008¢
066910 [ 9v586°0 | OL | €010 | L¥2L10 1's1 5181 156 500¢€ L€ 6LL | €8SL | €851 00£¢ | O0LC
006610 | 000860 | LL [ €€00Z'0 | 90€02°0 il 5281 0cEL | S00cg 9€ 6LL | ¥95L | #9941 009¢ | 009¢
85/72°0 | 96460 | €L | 656220 | LL€ET0 0%l L8l 8r/l 5002€ 141 6LL | ThSL | TvSL 0052 | 00SC
855520 | 69960 | GL | ¥852°0 | 9€¥920 Al 0'981 LETT | S00c€ Ly oLl | LISL ) L1S1 00ve | 00¥C
962820 | €1656°0 | 9L | /89870 [ 109620 671 5981 8L | S00c€ €5 6LL | 68FL | 68¥l 00€C 00€¢
o 996060 | $8056°0 | 8L | €8¥LE0 [ 9952€0 €7l 1’881 v6EE | S00CE 89 6LL | 8SWL | 85Kl 00¢¢ 00¢¢
>
,m 795€€°0 | 66Lv6°0 | 07 | 622¥€0 | 7€95E0 L1l 6'681 €90y | S00c¢ 9 6LL | vTvl | vevl 00L¢ 00L¢
m 6809€°0 | 192660 | LT | T269€0 | £698€0 Al 8'l6l €6y | S00c€ 69 6LL | LBEL | LBEL 000¢ | 000Z
W,W 9658€°0 | 92760 | €2 | 09560 | 2910 901 6'¢6L 855 | S00CE 5L 6LL | LVEL | L¥EL 0061 0061
m. 506070 | 152160 | ¥Z | LbLZ¥'0 | Lz8¥0 Lot 1961 LE¥9 | S00CE 08 6LL | E0EL | €0EL 0081 0081
w oLEY'0 | 061060 | 92 | ¥99¥¥°0 | 268.4°0 56 7’861 LvEL 500¢€ 98 6LL | L5¢L | L[SeL 0041 00£L
.m 200S4°0 | 660680 | LT | 8TLLYO | £5605°0 6'8 800z LLE8 | S00CE L6 6/L | 80¢L | 80CL 0091 0091
m 085/5'0 | 28680 | 8Z | LES6Y'0 | €050 78 £'e0z 0v€6 | S00c¢€ L6 6LL | SSLL | SSLL 0091 0051
m do | lpv ['o [ A [0503(0A)/X=k | (lAA)+2(XANN | o(AA) | 2(XA) | AN | XA [ (A | (A | <P)A | X
M (onipnuuos) * Gy = oy ap ojnbup wod ‘onapa ou ¢ygy" [uaload op buojalnly bp soILBWAL Sopnq | °Z PIIGLL



wm (onunuod)
..m| 169zt | 859060 | Sz | LwOvY'0- | 8TLLYO- 892 861 801, | sooze | ¥8- | 6Ll | 692l | 6921 | 008y | 008Y
2 2280v’0- | 015160 | vz | £0SLY'0- | £908H0- £92 5561 plz9 | sooze | el | el | Siel | siel | ooy | oozt
.,m £e6/8'0- | 925260 | 7z | 8068€°0- | 86604°0- 1St £'e6l 6165 | sooze | e | ert | ssel | zsel | o009y | 009%
,mm 19vSE°0- | 66v86°0 | 12 | 9529870 | z6L80- st g6l so9v | sooze | 89 | esL | Legl | s6gl | o0sy | 00SY
2 §2628'0- | Szvve’0 | 61 | evSee’o- | £98vE’0- 907 5681 l68e | sooze | 29 | ecL | eevl | eevl [ oovy | o0ty
m 90608'0- | £62560 | 81 | L6£0€°0- | Z08LE0- 0t 181 87 | sooze | 48 | 6L | 99wl | 99wl | o0sy | 00EH
um 619420 | 011960 | 91 | €8620- | £8/82°0- St 1'981 g9z | sooze | 1S | el | 6wl | 6wl | oo0zy | 00zt
m 998Y7°0- | 658960 | vI- | 621520 | 2£9S70- 6 ['181 601z | sooze | 9 | ect | wzst | wzst | ooty | 0oLy
m 05022°0- | 685£60 | &l | €ezzz’0- | L0920 v 7’881 9891 | sooze | o | ecL | 8vSL | 8vSL [ o000y | 00OV
2 61610 | 1860 | LI- | 8626170 | LbS6L0- 812 £281 el | sooze | s | esL | e9sL | 6951 | 0068 | 006E
dw [ST91'0- | 029860 | & | 08€9L'0- | 9£b91°0- At g'181 698 | sooze | ez | erL | 2851 | 4851 | o008 | o0se
g 62810 | €11660 | 8 | zegel’o- | LLbELD- £07 5081 915 | sooze | vz | ecL | 2091 | 2091 | o0& | oocg
5 162010 | 698660 | 9 | 6080L'0- | 9¥€0L'C- 1'0z 6'6.1 gve | sooze | 6l | 6L | w191 | w91 | 0098 | 009¢
90000 | 962660 | v | 892200 | 182L0°0- 96l y'6L1 0/l | sooze | €l | 6L | €29l | €291 | o0se | 00SE
2Lz’ | 116660 | - | ELZv00- | 91280°0- 061 641 65 | sooze | & | ecL | 8291 | sz9L | oove | oove
0SLL00- | €66660 | - | 051100 | 0SLLOC- 7'l 6.1 p| sooze | z | ect | g9 | 1e9L | oose | ooee
pL6100 | 286660 | L | ¥L6L0T0 | S1610°0 611 6.1 t | sooze | e | 6t | te9r | g9t | ooze | ooze
do | lpv | ' '0 A [0503(0A)/X=4 | ((AA)+2(XADM [ (AA) | o(XA) | AN [ XA | (XA [ (DA | (XP)A | X

(onipnuuos) * Gy = v oy ap ojnbup wod ‘onapa ou ¢ygy" [uaload op puojalnly bp soILBWAL Sopnq | °Z PIIGLL

30



31

LLOLO- | OLLOLO | St~ | LYS8LC- | 20000'L- 5'9¢ 0'e52 9002€ | S00C€ | oLl | 6Ll 0 0 AT 5259
L1869°0- | LL0ZLO | vt~ | 88S9LC- | LLL96O- 8'¢ 1812 096¢ | S00c€ | ¢iL- | oLl | €L | €2l 00¥9 [ 00¥9
EV189°0- | 68LELO | €~ | LL6VL0- | SOLEGO- 'S¢ Az pLLC | S00CE | L91- ) 6Ll | LlC | LIC 00€9 [ OOE9
€L699°0- | SLEVL'O | Th- | ¥OEEL0- | 0¥0060- L'v€ L7t Ly65C | S00c€ 9L | 6L | 60 | 60€ 00¢9 | 009
92959°0- | ¥S¥SL0 | Lb- | 98SLL0- | 526980 L've (Wi LLeve | S00C€ | 9SL- | 6LL | L6€ | L6F 0019 | ooL9
6LTv9°0- | 109920 | O | €1869°C- | 0L6ESD- 5'ee 5'eeT ¥ESCC | S00c€ [ OSl- | 6L [ €87 | €8 0009 | 0009
698290 | S9LLLO | 6§ | [86/9°C- | S¥08C- 0'ee 0082 8L60C | S00C€ | Syl- | 6LL | S99 [ 999 0065 | 0065
G6EL9°0- | SE68L°0 | 8E | SOL990- | 08LLLT bze 9'92L 0986l | S00CE | 6EL- | oLl | v¥9 | Y9 0089 [ 0089
£5865°0- | OLLOSO | L& | L9LV90- | WLLYLO- 6'LE 344 998LL | S00C€ | vEL- | 6Ll Ll Ll 00£5 00£5
o £v285°0- | 887180 | 9&- | LLL290- | 6¥9LLT g'Le 1'02¢ 0E¥9L | S00CE | 8Cl- | 6Ll | oL | v6L 009 0095
>
,m 09595°0- | 89v28°0 | € | 9LL09'0- | ¥8S8IC- L0g 6912 pe0sl | S00c€ [ €Cl- | 6LL [ ¥98 | ¥98 0095 0095
m b08Y5°0- | S¥9€8°0 [ €€ | L00BSO- | 615590 AL 6°eLe 6ELEL | S00CE | LLL- | 6Ll LE6 LE6 00¥§ 00¥5
wW L6T5°0- | LI8Y80 | 7€ | 28550 | 5290 9'6 6'01C €8vCL | 00 | CLL- | 6Ll | S66 | S66 00€S 00€S
m. £9015°0- | 086580 [ L€ [ L6SES0- | 68E6S0- L'6 1'80¢ 88CLL | S00c€ | 90L- | eLL | 9S0L | 9901 0025 0025
w SL06Y'0- | 0EL80 [ 62- [ S6T1S0- | €2E9S0- 5'8¢ £'50¢ €5L0L | S00c€ - [ 6L | vLLL | #LLL 0015 0015
.m L00£v'0- | €9288°0 | 8Z- | £€68Y'0- | 8SZESO- 6'12 R4 806 | S00CE 56 6LL | 69LL | 69LL 0005 0005
m 658YY°0- | 1L€68°0 | LT | 6199%C- [ €61050- b'Le 2’00z €908 | S00c€ 06 6/l | 0ccl | 0ccL 0067 | 006y
m do | lpv ['o [ A [0503(0A)/X=k | (lAA)+2(XANN | o(AA) | 2(XA) | AN | XA [ (A | (A | <P)A | X
M (onipnuuos) * Gy = oy ap ojnbup wod ‘onapa ou ¢ygy" [uaload op buojalnly bp soILBWAL Sopnq | °Z PIIGLL








