OX3aNV

A9.1 LEI DA GRAVITAGAO DE NEWTON

Em 1684, Christopher Wren (1632-1723), matemadtico e arquiteto, um dos fundadores do Royal
Society, propds a Edmond Halley (1656-1752; astrénomo descobridor do cometa que leva seu nome) e a
Robert Hooke, o mais brilhante experimentador do Royal Society, um prémio de um livro de 40 xelins'
a quem comprovasse sua opinido de que uma forca dirigida do planeta ao Sol, cuja intensidade fosse
proporcional ao inverso do quadrado da distincia, bastava para explicar a trajetéria dos planetas. O
prazo era de 2 meses.

Na época, vivia em Cambridge o titular da cadeira Lucasiana de matematica, Isaac Newton (1642-
1727), “que ndo se importava de se dar a conhecer”, tendo feito apenas uma conferéncia publica em 1672
sobre uma estranha teoria da natureza da luz, sustentando que a luz branca era composta de todas as
cores do arco-iris. Halley estava persuadido que Newton tinha um método poderoso para resolver os
problemas mais complexos sobre curvas, apesar de ser uma pessoa de dificil acesso.

Dirigiu-se ao Trinity College e encontrou Newton de bom humor. Comunicou-lhe que a questdo lhe
era familiar, e que achava que uma forca dirigida ao Sol e inversamente proporcional ao quadrado da
distancia ao planeta era necessiria para explicar o sistema dos planetas. Newton explicou que havia
guardado as anotagdes em uma gaveta e se comprometeu a transmitir-lhe assim que encontrasse a folha.

Halley esperou alguns meses. Em novembro de 1684, Newton confiou ao colega Edward Paget,
membro do Trinity College, bom matematico, mas também bom de bebida, a missdao de entregar a Halley
um curto manuscrito, paginas que continham a resposta a pergunta formulada.

' Xelim: shilling, moeda de prata inglesa equivalente a 12 pence. 20 shillings equivalem a 1 libra esterlina. Na época

aproximadamente a metade do lucro mensal de um comerciante rico!
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A9.1.1 Demonstracao elegante

Prova geométrica:

Para demonstrar a lei das dreas (a segunda lei de Kepler), Newton se baseia nesse esquema, em que
o corpo em movimento descreve uma trajetéria ABCDEF. Considera-se que a for¢a central dirigida a S
age instantaneamente e a intervalos de tempo regulares para fazer o objeto “cair” em dire¢do a S: entre
duas acdes, o objeto se desloca em linha reta e em velocidade constante.

O raio vetor SP varre as areas SAB,SBC,SCD etc. (ver Figura)® em intervalos de tempo iguais,
Atq, At,, At etc.

Observacio: sera visto na Se¢io A9.4 “Momento angular”, Equagdes 1a e 2, que, levando ao lim o
elemento de area:

1/2r-rA6, isto é, quando o planeta efetua uma elipse, fazemos o que os gregos chamavam de

xaustao”, New ] ibniz, v .
rocesso de “exaustdo”, Newton “fluxions” e Leibniz, “derivada”

Ou seja:
(e
dA —r'r—> 1 ,d6 1
&L= 2 At) =128 1L
dt At -0 PR T /m- (0)

* E também a Figura indicada por 0 em Problema da forga central, Secgio A9.2.
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Em que L é o momento angular do planeta.

Trata-se de uma demonstracio algébrica, na seccio A9.4 “Momento angular”, Equagdes 1a e 2,
daremos uma demonstracio vetorial e, como veremos, L é constante, isto é, é conservado.

Logico, fazendo os At; iguais, quando At — 0, isto é, levando ao lim, as correspondentes dreas,
SAB, SBC,SCD etc. se tornardo também iguais, pois no lim, a poligonal A, B, C, D, ... se torna uma elipse, de
vez que dA/dt = cte, entdo, o raio vetor SP varre areas iguais em tempos iguais (conforme a 2* Lei de
Kepler).’

Demonstracao:

Se ndo houvesse forga centripeta, o planeta continuaria por inércia até c’, Cc’ / VB, AB = Bc', pois
Aty = At,.

Area SAB = SBc', pois base ABigual a4 base Bc' e altura dos tridngulos SAB e SBc' sio iguais
(perpendicular de S sobre o prolongamento de AB).

De B até C atua a forga centripeta que faz o planeta em lugar de ir a ¢, dirigir-se a C.

Os triangulos SBC e SBc’ tém areas iguais, pois a base SB é comum aos dois e ambos tém a mesma
altura, ja que Cc'é paralelo a VB. Entdo, os tridngulos SAB e SBC tém a mesma superficie.

O mesmo vale para os outros pontos da poligonal. A seguir, diminuimos os lados AB,BC,CD e,
proporcionalmente, os intervalos At. Levando ao limite, obtemos a 2° lei de Kepler: varre areas iguais em
tempos iguais.

AS.2 O PROBLEMA DA FORCA CENTRAL

Veremos que a 2* lei de Kepler equivale a conservagio da quantidade de movimento angular L.
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Hipdtese: P percorre 6rbita eliptica.

S é um foco.

SP varre areas iguais em tempos iguais.

PR ¢é tangente a trajetéria em P.

QR é paralela a SP e QT perpendicular a ST.
Demonstra¢do em quatro etapas:

1" etapa: SP varre areas iguais em tempos iguais.

A forga que atua no planeta é central e dirigida para S.

2% etapa: propriedade geométrica da elipse implica em: quando Q tende a P:QR/QTZ se torna constante

e independe de P. Newton recorre & passagem ao limite (Q tendendo a P).

Observacao: relacao QR/QTZ = cte

Diretriz

Y2

T
)J/_/
N

Newton aproximou no “limite” a curva a parabola cuja equagio é: y? = 2px
2
2L =2p=cte (1)
X
p é a distancia do foco a diretriz

F é o foco.
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A9.2.1 Propriedade da parabola

A
B
T
R P U
Q RP = PT
S sQ = QU
AP _RPP o AB'_BR
AQ_SQ2_Ce sQ2 ~ AQ

APQ é um didmetro que divide a pardbola ao meio, cortando ao meio as cordas RT e SU. RP e SQ sdao
semicordas.

Referéncia: Arquimedes

Para um sistema de coordenadas quaisquer (x"y'):

y y' ,
F p
/2
a
p 5
m Cox
> X
05 b

2 2
Y =2p=ctee );—’,=2p’=cte

X

h
senf =2—
pl

y? ( P ) / P4
— = = = [EE
X! 2 senZ6 cte p sen?f

Quando 6 =90° p' =p,y' =yex =x.
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2= — = cte
X1 X X/
2 _ 4 4-2 2
37 6 ’ 6-3 3

(HUTTE, 1958)

A9.2.2 Propriedade das proporcoes

Ay? 2 L . - . )
A—}; = y; A variagdo Ay? estd para a variagio Ax, assim como y? estd para x. (2)
2 _x 4_x X
=2=-=Z2=Z=cte
3 yi 6 y2 Vi
4-2 Xp—X Ax X
L2220 te=K
6-3  y2=y1 Ay i
Pois: Xp = X1 + Ax

Xy — X =X +AX — x4 = AX
Y2 = y1=y1 +Ay —y; = Ay
X, — Xq = KAy = Ax

Ax KAy
W= == =K =cte
Ay by

Com base em tridngulos semelhantes, tém seus lados correspondentes proporcionais.

CASTRUCCI, GIOVANNI)

(ver
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2
Voltando a equacio da parabola: ¥ /x = 2p = cte, podemos deduzir que:

X

2

y . Xy X1 Ax 1
= — = cte 01S — = —= = — = Cte = —
Ax  Ay? PP T Ty 2p

Segundo Newton:

QR - - Ay?
Qe trata-se da variacio da proporcio: © /AX

. QR Ax
No lim quando Q - P, " a ’

Compare as duas figuras, sio semelhantes.’

RPZ _ y2 _ QT? _ n
BT = w = Qr — Cte por semelhanga de tridngulos.

Pois: lim % = = % = AA—;(Z =X= % = y? = 2px Ver equagdes 1 e 2 acima, Seccdo A9.2 e A9.2.2.

7
Q-P

Ver Figura anterior em Arquimedes. Inicialmente, QP é um segmento de elipse e . QR/QT? ndo é exato. Quando Q — P, chega-
se a um segmento QP que se torna parabélico, entio, QR/QT? se torna exato e constante.
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Observagao:

Equacio da elipse referida ao vértice:

2 2 2
2_9 b b 5 _ pX 7
=2—X——5X"=2px——
y A e P A
Quando a — o, a elipse se torna uma parabola, como visto anteriormente, e a equagio se torna

y? = 2px, equagio de uma parabola, o que confirma o procedimento.

Quando Newton leva ao limite Ax e Ay — 0, corresponde a levar a — oo, tornando a elipse tdo grande
que um pequeno trecho seu se confunde com uma parabola, que é uma elipse em que um dos focos e,
portanto a, tende para o infinito.

Alias, pelo calculo diferencial, que foi uma descoberta de Newton, compartilhada com Leibniz:

7)o AGH) 2y depo 2
dx Ax—0 AX 1 dx 1

. d@px) .
Como p ¢ constante, 1 serd constante.
.. T2 Ay?
Logo, no limite, quando Ax - 0, %—R = % tende a uma constante: 2p

q.e.d.

3" etapa: Newton avalia geometricamente a intensidade da forca central, ver fig na seccio A9.2,
Problema da Forg¢a Central.

Se nao houvesse forca, o corpo se deslocaria de P segundo a tangente PR. Por efeito da forca, se
desvia por uma distdncia RQ, conforme Galileu. Sabe-se que um corpo sujeito a uma forca constante
desloca-se com o quadrado do tempo, obedecendo a féormula: § = Vot + gt2/2

O 1° termo leva em conta o movimento inercial e 0 2°, o efeito da forca fazendo a trajetéria resultante
ser PQ (*). Logo, a intensidade da forca sera proporcional ao limite da relagio QR/(QT)?, quando Q tende
a P (ver Figura assinalada em (0) da figura na seccio A9.2).

Expressando At em termos geométricos:

Como visto, o tempo € proporcional a drea varrida pelo vetor SP. Portanto, At é proporcional a drea

SPQ. Logo, com boa aproximagdo: SP x QT/2 (ver Figura assinalada com (0), mencionada fig, seccio A9.3).

Recorde-se que espago: e = (1/2)at2 = aceleragioa = Ze/tz, comoF=ma=F = Zme/tZ’ logo,

a forca F é proporcional ao inverso do quadrado do tempo t.

2
p= b:, ver Equagdo 1 em “Observagdo: conicas”, seccio A9.3.1.2.

Como se vé&, é uma soma vetorial de um movimento uniforme pela inércia e um movimento acelerado, pela aceleracio
centripeta, resultando uma trajetéria parabolica, como o movimento de um projétil.
Ref.: Hal-Resn v1 e Al. Finn v1.
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Quando Q tende a P, torna-se exata. Entdo At é proporcional a SP x QT. Logo, a intensidade da forca
central serd proporcional ao limite da relagio QR/(SP x QT)? quando Q tende a P.

4" etapa: o que vimos aplica-se a uma elipse. Pela 1* etapa, a forca central é dirigida para S. Pela 3*
etapa, a intensidade é proporcional ao produto de 1/SP2 pelo limite da relagio QR/QT? * quando Q tende
a P. A 2% etapa nos diz que essa relagio tende a uma constante. Conclusio: F é proporcional a 1/SP2’ isto

é, a intensidade da forca é proporcional ao inverso do quadrado da distancia SP.

Ref: Scientific American
c.q.d ou q.e.d. (quod erat demonstrandum)

Referindo-se a Salmeron, (1954):
Grandezas diretamente proporcionais:

Se a for proporcional a b:

A (constante)

Em geral: % =c=a=cb c é constante de proporcionalidade.

Grandezas inversamente proporcionais:

a a a

Il = IZ = e I" = ¢ (constante)
by b2 bn

Em geral,

a

T=c=>ab=c

b

Teorema: quando uma grandeza a é proporcional a duas outras b e c, serd proporcional ao produto
dessas outras (HALLIDAY, RESNICK, WALKER, 1996).

A interagdo entre duas particulas de massas m; e m, como uma forca de atracio, formam um par
acao-reagio de valores F e —F, conforme a 3* lei de Newton.

F

Pela 27 lei, a forca de atracio serd proporcional as massas envolvidas no sistema m; e m,-, mas como
estao afastadas de uma distdncia r a influéncia na forca F serd como o inverso do quadrado desse

afastamento. Quanto maior a distancia, menor a forga, e a variagao é, como vimos, com o quadrado da
distancia.

Logo: ——5 = G (constante gravitacional) ~F= Gml+zmz
ey r

A forga é proporcional ao quadrado do tempo e, portanto, com o quadrado da érea.
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Recordemos a “regra de trés composta™:

Quando existem mais de duas grandezas relacionadas, a “regra de trés” é chamada de composta.
Para a compreensio do teorema mencionado, a regra de trés composta é perfeitamente adequada.
Vejamos um exemplo para prova-lo: uma torneira enche um tanque de 2001 em 20 min. Quanto tempo
duas torneiras levariam para encher um tanque de 300 1?

Tempo t Volume V Quantidade Q

20 —> 200 ——> 1

X — > 30 5 2

Analisemos as grandezas de duas em duas. Se as torneiras enchem 200 1 em 20 min, 300 1 vio demorar
mais tempo, portanto, as grandezas tempo e volume sdo diretamente proporcionais. Se uma torneira enche
em 20 min, duas gastario menos tempo, portanto, sio inversamente proporcionais. Nesse caso, serd
b _ Vi Q L _

preciso inverter a grandeza quantidade a fim de montar a propor¢ao. Confira: 2 =5 g
2 2 1 2"
G

= cte
ViQz

- t 20 1

Substituindo: —2— = —— = cte = —
3001 2002 20

. t t t

Ou seja: —2~ = —~ = — = cte
v(g) vile) v(R)
Compare com a férmula: ( T ) = G, uma constante.
oz

c.q.d.

(¢) que comprova o teorema.

Voltando ao problema: t, = % 3001 = 15min

A9.3 22 LEI E GRAVITACAO UNIVERSAL

Newton nido expressou a 2°* lei como equac¢do: uma mudanca no movimento é proporcional a forca
motriz e se da ao longo da linha reta na qual a forca é impressa (Crease, 2011).

Nota¢io moderna: F o< A(mv) (2)

Isto é, a forca é proporcional a variagdo da quantidade de movimento mv, variacio supostamente no
tempo. Desde que a mudanca na velocidade seja a aceleragdo: F = ma. A primeira pessoa a expressar essa
nog¢do como equagao foi Leonhard Euler, quase um século mais tarde.



Introdugdo ao Estudo da Teoria da Relatividade | 301

De fato, na proposiciao n° 24 do 2° livro dos Principia Mathematica de Newton, se explica:

“A velocidade que uma dada for¢a pode produzir em uma dada matéria, em um tempo dado, é

diretamente proporcional ao tempo, e essa velocidade é proporcional a for¢a e inversamente
p po, p

proporcional a quantidade de matéria.”

Se substituirmos “velocidade que uma dada forca pode produzir” por dv, “forca” por F, “matéria”
por m e “tempo dado” por dt, teriamos: F = mdv/dt = ma.

Esclarecemos: Newton deduziu os Principia em linguagem geométrica. Nio utilizou o cilculo das
“fluxdes” (que chamamos hoje de derivadas), pelo qual se poderia escrever: F = ma, levando em conta o
nivel de conhecimento dos leitores aos quais se dirige. O estilo geométrico correspondia a expectativa dos
filosofos da Natureza do fim do século XVII. A Fisica, como ciéncia independente ainda nio existia, era
uma parte da Filosofia.

Porém, o enunciado da 2* lei do movimento é surpreendente.

A forga aparece como proporcional 8 mudanga de movimento. Nao se faz referéncia ao tempo. Nio
se sabe se convém transcrever F = ma (forca proporcional a aceleragdo) ou F = mAv (for¢a proporcional
a variagao da velocidade Av, da velocidade v).

Ref.: Scientific American, Genios da Ciencia n° 7, Isaac Newton.

The Mathematical Principles of Natural Philosophy
Isaac Newton, 1729 (SCIENTIFIC AMERICAN; NEWTON)

Newton expressou a gravitagdo universal como: a gravidade “existe em todos os corpos,
universalmente”, e sua intensidade entre dois corpos depende da massa desses corpos e “serd inversamente
proporcional ao quadrado da distancia entre seus centros” (Crease, 2011).

. . . . Mm . ~
Combinando a forca gravitacional com a 2* lei de Newton: F = G-z =mgemquegéa aceleracao

da gravidade.

. GM
Daqui obtemos: g = =

Em 1798, Henry Cavendish, utilizando uma balanca de tor¢iao semelhante a utilizada por Coulomb
para determinar a for¢a devida a cargas elétricas, obteve:

G = 6,67 x 10~8dinacm?/g? ou 6,67 X 10"'* N.m?/kg? " considerando g = 9,8 m/s?, ao nivel do
mar e a latitude de 40°N.

Com isso, é possivel calcular a massa da Terra:

6,67x10"8x M
980 = ——
(6,38x108)2

6.380 km ou 6,38 x 108cm ~M=5,98x%10%g =598 x 10%*kg

considerando que a Terra atrai 1 g com forca de 980 dinas e raio da Terra

Volume da Terra V = §HR3 =108,8 x 10%5cm3

" Também: G = 6,67 x 1078(gem/s?) (cm?)/g? = 6,67 x 1078 cm? /gs?.
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600x10%5

_600x10% 3
T08ax1055 ~ > g/cm”.

Massa especifica média:

Também podemos calcular a massa do Sol:

F= GMr—Zm G% = mw?r, (forga centripeta, ver Se¢do 2.1.3, Equagio 3a 1, sobre MHS)."

Logo, a velocidade angular independe da massa do planeta, dependendo da massa do Sol e do raio
da 6rbita planetiria. Considerando a 6rbita da Terra, suposta circular:

150 milhdes de km e tempo de revolucao de 365 dias, w em rad/seg.

2w =2T/q 00 =21/3,1536 X 107seg

3
_ ( 2m )2 (1,5x1011)"  (1,9924)% 3,375x1033 _
3,1536x107/  6,67x10711 101 6,67x10711

=2,0086 x 103°kg = 2,0086 x 10?7ton = 3,3612 x 10° da Terra

= 340000 da Terra.
A9.3.1 Resolugao moderna

A9.3.1.1 Introducdo

d (- _dA — d*A | dA _dA _—» _d?’A . dA dA 12
_(AX_)_AXF+EXE Axm,pmsd—txd—t:o,sena—o

< d%A d (% dA T dA 5
“[AX G5 dt—fa(AXE)dt—Axa+c ¢ constante

Equagdo do movimento de uma particula P de massa m:

Obtida multiplicando a massa m pela aceleraco radial ou centripeta.
dA _ dA _ |dA| [dA dx'a*O

S — = = = o
dt - dt dt dt dt

sena, a angulo entre ‘:—’: e
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2
m % = f(r)f; " T vetor posi¢io de P com relagdo a origem O,
T, vetor unitdrio na direcdo T, f(r) funcio da distincia de P a O (forca).
. 5o 23 5L = . ~ .
a) Achando o produto vetorial por : mf* x d r/dtz = f(r)f X r; =0, poisre r; sdo colineares

CExE o= 0.1 Lo d%F
~TXT =0, ogo.rxﬁ=0

d (5  dr
..a(rXa)—O

Integrando: ¥ X dF/dt = ¢, ver Introdugio.

Recordemos: a derivada de uma constante é nula.

A = velocidade de area

.

1, .
=-TX—=cte
2

dt

b) Sef(r) <0, a aceleragio dz?/dtz tem sentido oposto a ry, a forca é dirigida para 0 e a particula
P é sempre atraida para 0 (forga atrativa).

Se f(r) > 0, a forca se afasta e a particula P é repelida (forca repulsiva).

A forga dirigida para o ponto 0, fixo: atrativa ou repulsiva, dependendo somente da distincia T de
0. Chama-se “Forga central”.

¢) No tempo At a particula se move de M para N. Area varrida, é aproximadamente a 1/2 da area
do paralelogramo formado por T e Ar:

150 Az . . < :
7 T X AF (ver produto vetorial, cujo valor é o da drea do paralelogramo).

~ Area varrida pelo raio vetor na unidade de tempo:

" Massa x aceleragdo = forca, fungio do raio.
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imSix Ao Legdty _ligg ¥ velocidade i
m-rX-—==-rX ==-IrXV v velocidade instantanea
A-02 At 2 dt ™ 7

= 1, dF 1, o . P
A grandeza H = %r X d_: = %r X V,chama-se “velocidade de area (1)

. = 1,5
Pelo item a): H = 5T XV = constante
Como £+ H = 0, o movimento ¢é realizado no plano xy perpendicular a H'"

Veremos adiante, em “Momento angular”, equagdes 1 e 2, sendo: H = — =
perpendicular, a Fea P = mvg, portanto L ao plano xy, Vg estd no plano xy.

—

Lembrar que o resultado do produto vetorial: C =A X B , é um vetor L ao plano formado pelos
vetores A e B.

= . s oo > - ~
=~ T e H sdo perpendiculares pois: T - T XV =FXTF-V=0,F |l T, sen(ft) =0

O triplo produto vetorial serd nulo quando 2 dos 3 vetores forem paralelos pois nesse caso o volume
do paralelepipedo formado pelos 3 vetores serd nulo.

d) Um planeta é atraido pelo Sol. Conforme a lei da gravitagio de Newton:

F = GMm/r?, G constante universal.

2 GM 2 GM . . P
md r/dtz = —r—zm —d r/dtz = ——, considerando desprezivel a influéncia dos outros

planetas.

Conforme item ¢, o planeta se move com raio vetor varrendo 4reas iguais em tempos iguais. Essa é a
2% lei de Kepler, deduzida empiricamente com dados compilados por Tycho Brahe. Possibilitou a Newton
a formulacdo da sua lei da gravitagio.

Ref: Spiegel

"* Recorde que: rHcos 90° = 0, de vez que cos 90° = 0. Veremos adiante em “Momento angular”, equl e 2, que, sendo H =

L_1px P> H é perpendicular a ¥ e a P = mvg, portanto L ao plano xy. Lembrar que o resultado do produto vetorial € =
m m
A x B é um vetor L ao plano formado pelos vetores A e B.
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A9.3.1.2 Observagdo: conicas

Diretriz

H

Excentricidade € = PF/P Q

PF=r FD=d

PQ = FD — FB =d — rcos6

ne=T ed
“E= /(d—rcose) — Sd—srcosezr:T:1+scose

ed
1+&cosO

ercosb+r=ced=r=

No caso de uma elipse, que é uma curva fechada, o ponto A corresponde a® =0e A’, 6 = .

~ ed ed
De acordo com a equacdo polar, teremos: ry =g, para 0=0 er,= 1, bara 6=m

rn+r,=2a =—= a=%(r1+rz)=

ed
1-€2

Fazendo excentricidade: e = ¢/a = CF/CA, obtemos:

b =aV1—e?, pois: b? = a® (1 - Cz/az) e;a?=b%+c* Area da  eclipse: S=mab=
c

ma?V1 — e2, ver eq. 8a em “Deducdo da 3* Lei de Kepler”, seccad A9.5, para excentricidade e = -

. . . . CF
Circulo, elipse especial em que a excentricidade sendo e = o quando e =0

A equacio polar da elipse quando C estd no eixo x e 0 polo 0 no foco F' sera (ver fig.):
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p
r=——
1-ecos8 ’

deduzida pela. Lei dos cossenos: r'? = r2 + 4c2 — 4cr cosd
= r? + 4a”e? — 4rae cos®
Substituindo: r' = 2a — r, cancelando r'? de ambos os lados e dividindo por 4a, temos:

4a? — 4ar +r? = r? + 4a%e?® — 4rae cos® = a(1 —e?) =r(1 —ecosh) =p

r(l—ecosb) =a(l—e?)=p ~r= P;’m (ver eq.1 ao pé da pag. de “Momento angular” sec¢io
A9.4)
Referéncia: Arfken-Weber

p igual ordenada no foco: p = a(1 — e?) = 2—2 (1) (Ver Malavasi)"”
r=a—-cx,r=a+cx,r+r =2a

x =rcosf

Raio maximo: F’A = a + ¢, raio minimo: F'A’ = a — ¢ (ver 1° figura) ()
Ref.: Alonso Finn
Nesse caso:  Elipse e<1

Parabola e=1 (Ver Tabelas Spiegel)
Hipérbole e>1

A9.4 MOMENTO ANGULAR

- N N . - . . . »de
L =7 X P, onde I = raio vetor, p =quantidade de movimento = mv = mr - (1)

. PR 2
" De fato: %+i—2 =1, equagido da elipse =y = E\/a2 —x2 op= P VaZ= 7 mas: b2 = a? — 2 (ver fig), logop = gb = b: =

a
aec faiich ,
- —a( az)—a(l e?)

' Quando 6 = 0% x =, quando 8 = 180°, x = —r = r’. Re: FIC
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. Uy Uy U — Componentes do vetor unitirio U
L=rxp=|x y z —> Moddulos das componentes do vetor ¥
Px Py Pz

—> Componentes do vetor p

Quando a forga é central, 0 momento angular relativo ao centro é constante.

Retornando ao item ¢ da “Resolugio Moderna™ sec¢io A9.3.1.1, equacao de “velocidade de 4drea”
equacgao 1:

7_1 dr
H=_-Fx—=cte
2 Tt
Como se pode ver da fig. no item b da “Resolu¢do moderna”, ¥ é perpendicular a df,entio
1_dr °
H=-r—sen90

T , I e dF estdo no plano xy , logo H sera L ao plano xy, pois quando:

5 > = o
C=AXxB,CéLao plano AB.
«H =212 Também temos que ~ Jim X da defini¢io de ang. em rad."”
: 2 dt” q Ar—0 & g .
. —ldrl _1,4d6 i cw=%0
Logo: H=_r?——=-rf - mas velocidade angular: o = e
Ly =12
- H= Jrrw

ol

=mv,V = Vg + V,, onde Vg velocidade tangencial e V,, velocidade radial. Como V. é colinear com
LEXV, =

AEX

V=Fx (Vg +7V,) =1 x Vo

v

v

de
2= =cte =r’w
dt

17

No nosso caso, seria angulo elementar df. Angulo é a relagao entre o arco e o raio. Quando Ar — 0, a secante Ar, se torna
tangente dr, confundindo-se com o arco elementar.
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r varre na unidade de tempo:

dA _1 ,do
dt 2 dt

E a 2° Lei de Kepler: drea varrida no tempo é constante.'®

- e L de .o e
2 2 SRS 2
= — o ==r?— = X =r& =
L=mr T O =g pois L=mr X Vg (2) e Ve =T L=mr‘w
€g = vetor unitario
F=ré & =vetorunitirio Lagg - € X¢&, = 1,componente radial:
L, =mv, e, Xre; =0 . nula.

= cte (ver fig.) (1a), veja também equacido 0, em “Demonstragio elegante”, sec¢ao A9.1.1.

(2a)

Exemplo: Estimar o momento angular da Terra relativo ao Sol e o de um elétron relativo ao nicleo
de um 4dtomo de hidrogénio, no raio minimo da érbita eletronica.

Massa da Terra: 5,98 x 10%*kg
Distancia média do Sol: 1,49 x 10''m

Periodo de revolucio da Terra em torno do Sol é: 3,16 X 107seg (1 ano)

21 21

S=————=198x10""seg™!
P 3,16x107seg

Velocidade angular média da Terra: w =

Momento angular da Terra relativo ao Sol:
L= mriw = (598 x 102*kg)(1,49 x 10''m)?(1,98 x 10~ "seg™1)
=2,67 X 10*°m2kg s~!

Momento angular do elétron no dtomo de hidrogénio:

L= mriw = (9,11 x 1073%kg)(5,29 X 10~1'm)?(4,13 x 101657 1)
=1,05x 1073*m?kgs~?

Multiplicando por 21, obtemos a constante de Planck h:

h=2mx1,05x1073* = 6,62 x 1073*kgm?/s = 6,62 x 10~%"erg seg
Calculado para o raio minimo da 6rbita eletrénica.
O valor de L do elétron no dtomo de hidrogénio é chamado de % (aga cortado)"”

. h
L=nh=n_ (3)

LIS)

19

planeta varre dreas iguais em tempos iguais.

Recordar nas equagdes 0a e Ob da “Teoria atdmica de Bohr,” seccad A6.3. Quando falamos de quantidade de movimento

angular L = nh/Z‘r[’ relacionado com a constante de Planck; # com n=1, é o menor valor possivel de energia, chamado

“estado fundamental”.
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Area AA
rig

r raio médio
* do setor AA.

r é o raio da menor 6rbita possivel para o Hidrogénio.

h=2mh constante de Planck

da_ 1240 1.2,
dt ~ 2 dt 2

dA _ L ,
o = 7m Momento angular é conservado

2% Lei de Kepler é equivalente a lei da conservacio do momento angular.

) de _ L L
Momento angular é constante: r? T = ou r2de = —dt

A9.5 DEDUGAO ALGEBRICA DA 32 LEI DE KEPLER

diretriz

.. PF
Excentricidade: € = 7

PF = r, raio vetor, distancia ao foco F
FD = d, distancia do foco F a diretriz

PQ = FD — FB, como FB = r cosf
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. Szr/(d—rcose) = ed—ercosd =r
srcose+r=sd=>%=1+ ecosO (1)

Quando 8 =90° ¢c0s90°=0 ~ ed=r=p =ed=p (2)

d d
Quando 8 =0°cos0°=1 = 1 = :—He quando O =m,cosmt=—-1 = r, = 18_—5
1 ed ed
= —a=-= - = g=—
ry+r, =2a a=; (ry +13) Toa A= (3)
_ _ &d ed _ ed(1-1+g) _£d . . o
C=a-N =T me T e ST e introduzindo 3: c=¢a (3a)

A Energia conservada, isto é, é constante, e igual a energia cinética mais energia potencial:
15 . o -

E=-mv’+ E, (r) , a energia potencial é funcao der.

A velocidade se compoe de uma componente radial e outra, tangencial, a tangencial é:

vg = wr, onde w, velocidade angular

e . dr\? d0?
« utilizando o teorema de Pitagoras: v = vZ + v3 = (E) +1? (E)

A quantidade de movimento angular € constante:

de) L2
dt (mr)?

L—erde/d =cte =r ( (4)

= (@) = im(E) RO =0 =im(E) o

LV = 2mr?
o _ L dr\ (de\]? _ m?r* 2
Como: e e Ol velocidade angular = [(dt) (de)] =0 {[E E,(r) — Zmrz]}
C(dr\? _ m?rt (2[E-Ep(0)] 12
v (E) T { m mzrz} )
Derivando 1 em 6: —S—S% = —esend = (:3) = S:n -0 , substituindo em 5:

22 — 2
sen’@ = dL—T{M —L—} (6) Da equacao 1: cosf = d/r— 1/e

m m?r2
2 2 d  1\2 a2 2d 1 -
~sen’d =1-cos’0=1— (— - —) =1-—+=—-, substituindo em 6, resulta:
r € r £r €
d?2 2d 1 _ 2d?mE _ 2d’mE,(n) d2 .
-G+ 2="YfF —F7 = Ellmmando , igualando os termos constantes e os que

dependem de r, E é conservado, nao depende de r, mas Ep(r) varia, depende de r. Separando os termos
constantes dos variaveis, se obtém:

1--=E

2d’mE _ 1 _ L2 (1 1
2 €2 T 2d?m
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2d?mEy(r) _ 2d 12
—_— —p = —_— = -
L2 er = Ep(r) medr (7)
~ . . L - mm’ L L2
Da secgdo 4.7, Energia Potencial Gravitacional, equagio 2: E, = — Y= substituindo em 7: — =

r
y% = 12 = ym%m’ed, introduzindo a equagio 3: ed = a(1 — €2), obtemos:

12 = ym?m’a(1 —¢?)  (7a). Retomando a equagdo 4: r?de = %dt. Da equacdo 1b do Momento
angular seccio A9.4, verificamos que: %rzde ¢ a drea elementar do Setor da elipse, ver figura, integrando

entre 0 e 2T, encontramos a drea da elipse:

= 1" 249t (Pqr=LP é i
§=3Jf, r’de=_-[ldt=_"— (8), P é o periodo.

Observando a figura acima, da elipse, vemos como resolu¢do de um tridngulo retangulo:

a? =b? + c2 = b? = a® — ¢, introduzindo a equacio 3a:

b? = a? —a%e? = b? = a%(1 — £2) = Recorde-se: bz/a = p, equagdo 1 da sec¢io A9.4, Momento
angular.

Sabemos da Geometria que a Area da elipse é: S = mab » (8a)
&S =ma?V1 —¢€? 9)

Igualando 8 com 9: m?a*(1 — £?) = L2P2/4mz, introduzindo 7a: m?a® = %ym’Pz

2
. p2 _ AT 3
- P =

maior. Essa formula concorda com a da érbita circular, deduzida na sec¢io 4.6, equagao 1.

(10), 3* Lei de Kepler: O quadrado do Periodo é proporcional ao cubo do eixo

* Também em Clculo integral: x = a cos¢ , y = b send , dx = —a send d¢.
Quandox =0, ¢ = 1/2T[€ x=ad=03rea/, =

= f: ydx = —ab f,?/z sen? ¢ do, [ sen?dpdd = 1/2 (o- 1/2 sen2¢) + C
= _[1/2 (b — send cosd))]?[/ ab = E;] ab = ? = Area = mab
2

Ref.:Tabs Spiegel e Granville
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<l

ml
T F u
0 < r g A r

Os quadrados dos periodos de revolu¢io sdo proporcionais aos cubos das distancias médias do Sol
aos planetas: P? = kr3 .4 onde k é uma constante de proporcionalidade.

Ref.: Alonso - Finn

Ha uma maneira mais facil de deduzir a formula:

Da 2° Lei e Gravitagdo Universal seccio A9.3, no célculo da massa do Sol, equagio 1, temos: w? =
M

r3

Em nosso caso w = velocidade angular: w = %n, equacdo 3c da seccdo 2.1.3, MHS.

o ; 2
G é v, constante gravitacional: G = 6,67 x 10~8 dina.cm /g2

M é m’: massa do Sol

r, raio médio proporcional a “a”.

- 2m)? M 4m? N .
Substituindo: % =G5 =P’ = %ri semelhante a férmula acima.”
Como vimos na eq.2, Seccdao.4.6, Newton testou a validez da lei da gravidade aplicando-a na Lua
orbitando a Terra.

. 4m? 4 . . . . 4 . . 4m*
* A férmula P2 = maS ¢é mais geral, pois foi deduzida levando em conta a drea da elipse. A férmula P2 = mlj se adapta

melhor quando a 6rbita for praticamente circular como, por exemplo, a da Terra e a da Lua.
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Complementando as caracteristicas da Elipse: a tangente € a bissetriz das duas semirretas MF e MF’
~ 0s 4 angulos 0 sdo iguais.
A tangente é uma bissetriz, isto é, divide o dngulo em 2 partes iguais.

Ref.: Larousse e FIC

Em consequéncia, um raio de luz partindo do foco F, refletindo-se na tangente, atingira o foco F' e
K
k

“Na Casa Branca, existe o famoso saldo oval, que tem a forma de uma elipse. Em saldes assim, se
vocé coloca uma pessoa num dos focos da elipse e outra no outro foco, as duas se ouvem mesmo que
falem em voz baixa. Isso se deve a uma propriedade das elipses”. Essa propriedade funciona assim: caso
se trace uma linha reta de um dos focos da elipse até um dos pontos na curva da elipse, mega o angulo
entre essa linha e a reta tangente, a linha refletida passard pelo outro foco, como mostra a figura. “A
catedral metropolitana de Brasilia também é assim”. Para quem nido sabe matemdtica, a ampliagio da
voz talvez parega sobrenatural. Para quem sabe, 0 mecanismo se revela visivel — as ondas sonoras emitidas
num dos focos viajam em todas as direcdes, mas batem nas paredes e vao para o outro foco.

vice versa.

Também, como consequéncia, sabendo que a paribola, sendo um caso particular de elipse na qual
um dos focos vai para o infinito, nesse caso, para que o raio de luz atinja o outro foco, ele se torna paralelo
a0 eixo da pardbola. Essa propriedade é utilizada, por exemplo, nos far6is de automoével para refletir os
raios de luz da lampada colocada no foco, dirigindo a luz paralelamente ao eixo do refletor parabdlico.

Ref.: FIC e Sist Consulta Interativa
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Recorde-se a defini¢ao de 2 retas paralelas: Sao aquelas que nao tém ponto em comum (Euclides).
Modernamente diriamos que sdo aquelas que se encontram no infinito (Gauss e Riemann).

A esse proposito devemos dizer que a ideia de infinito se deve a0 matemético hindu Bhaskara (nascido
em 1114) que descobriu considerando uma laranja, dividindo-a ao meio, temos 2 pedacos, depois em 3 e
etc... Dividindo-a indefinidamente, obtemos infinitos pedagos. Portanto, qualquer niumero dividido por 0

. 0 L. .
da, oo, exceto o A que € indeterminado.
Alids, a ideia do zero, isto €, vazio, estd vinculada a teologia hindu que a venera.

Os hindus foram os primeiros a simbolizar o vazio, adicionando aos nimeros chamados hindus -
ardbicos. Nem gregos, egipcios ou mesopotidmicos tinham um simbolo para o vazio. Quanto menor o
pedaco de laranja mais se aproxima de nenhuma laranja. Bhaskara descobriu a resolu¢io da equagio de
2° grau.

A9.6 UMA PEQUENA ETIMOLOGIA E FILOLOGIA DAS CONICAS

Antes um breve histérico. O primeiro a tratar da questio foi Menecmo (meados do séc. 4° a. C.).
Considerou as curvas que se obtém cortando um cone circular reto com um plano perpendicular a geratriz.
Conforme a abertura do cone se obtém trés tipos de curvas: se o dngulo no vértice do cone for reto, a
sec¢do sera uma “pardbola”, cujo significado em grego é superposi¢io, ou seja, igual ao plano paralelo a
geratriz; se o angulo for agudo, se obtém uma “elipse”, que significa plano “aquém de”; e se o dngulo
for obtuso, serda uma “hipérbole”, significando que o plano situa-se “além de”, isto é, com relagio ao
plano perpendicular & geratriz.

No inicio do séc. 3° a. C., Aristeu e Euclides sistematizaram as conicas, embora a hipérbole de 2
ramos ainda ndo tivesse sido reconhecida.

A seguir Arquimedes (287 a 212 a. C.), ap6s Euclides é uma referéncia importante, antes de Apolonio
de Perga (262 a 190 a. C.).

Circunferéncia

Elipse Parabola

Hipérbole
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Apoldnio escreveu oito livros intitulados “Cénicas”, dos quais os 4 primeiros se tornariam referéncia.
As inovagdes de Apolonio condenaram ao esquecimento os escritos anteriores.

Apolonio fez importantes alteragdes. Em lugar de variar a abertura do dngulo do cone, determinou
como fazemos hoje em dia, as curvas que se obtém modificando o angulo do plano secante a um cone
reto. Quando o plano for perpendicular ao eixo do cone, obtemos um circulo. Quando for paralelo a
geratriz, pardbola. Se o plano for entre o da circunferéncia e o da pardbola, se obtém elipse; e se for entre
o da geratriz e o eixo do cone, hipérbole. Ver fig. Anexa. No caso da hipérbole, o plano corta as 2 folhas
do cone. Ou melhor: L ao eixo, circunferéncia; inclinado, mas entre o eixo e a geratriz, aquém da geratriz,
Elipse; // a geratriz, Parabola e além da geratriz, Hipérbole.”

Ref.: Scientific American, Sist de consulta interativa, FIC.

R9.7 GENESE DA FORCA

Partindo do conceito de energia

A energia de um sistema pode ser representada como a soma de 2 parcelas: energia cinética, que
depende da velocidade e energia potencial®, que depende das coordenadas, ou seja, da posigio.

E=Ec+E, Ec=;mv? E,=f(xy,7)=mo
Ref.: Landau em Mecanica
d¢

Expressando a gravitagio™ g como: § = —grade = — - &, (1), onde ¢ é o potencial gravitacional,
13

que € a energia potencial E,, por unidade de massa. (ver Observacdo na pagina seguinte)
Verificamos semelhancas formais com o Campo eletromagnético:

. o = P = ,
Tomando-se p como densidade de carga elétrica e E, campo elétrico: E = —grade, onde ¢ é o

. L. L. . _ pav s L s A .
potencial elétrico escalar. No campo eletromagnético se obtém: ¢ = fT onde 7 é a distincia do

elemento de volume dVao ponto de observagao do Campo.

. av
Por semelhanga teremos no Campo gravitacional: ¢ =y [ pT

Ou para massa m: ¢ = y% (ver se¢do 5.15, Ex. ilustrativo, Sec¢io 4a: u = k%, potencial)
Como g = —gradg, teremos: F = m/' Z—f, pela 2% lei de Newton: F = ma, desde que g =aem’ é a

massa onde a gravitagdo estd agindo.

/
Daqui obtemos: F = —y mr—T, que € a lei da gravitagdo de Newton.

M

Isto é, funcdo da posi¢do em relacio a geratriz e ao eixo do cone.

? Ver sec¢io 4.7, equagio 2a, seccio 4.8, eq. 1 e anexo 3, eq.1
2

Aceleragdo gravitacional
Q.
4me,

* Ver secgdo 5.17.1, eq. 1 onde o potencial é V = % e E = —gradV sec¢io 5.17.1, eq. 1a dQ = pdV carga elementar, 4me, é

a constante de proporcionalidade utilizada no sistema MKS.
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Para mais informagdes, ver sec¢io 4.6, eq.0.

Ref.: Landau em Teoria do Campo, Jun’ ichi, Max Born, Rainich

Para simplificar, notamos da seccio 4.8, eq. 0 que se: F= —grad E, = —% U,

Entao se tomarmos: E,, =

Outras semelhancas que podemos verificar:

A lei de Coulomb: F = 130 29’ ¢ também uma lei do inverso do quadrado de r e em lugar da massa

m, temos a carga elétrica Q.

'
Acima esta no Sistema MKS, no Sistema cgs seria: F = Qr—g

1 Q F
== compare com: g =—
Ame, T Qr

O Campo elétrico: E =

O Potencial: V =

2% compare com: @ = 2
dme, T 7 p =Y r

Equagio de Poisson: Ap = —4mp, compare com: Ap = 4myp, onde: Ap é o laplaciano de ¢ : Ap =

%o  3%¢p | %@
dx2  dy? = 09z2

A9.7.1 Observacgao

Tomando o potencial: ¢ = }/m e derivando, obtemos: g = —y% = % pois F =—y ":T’
~g=-gradeg = —a—“’ i,

O potencial gravitacional: ¢ = —" é energia potencial por unidade de massa.

Do anexo A 3, eq. 1a podemos tirar:

Tomando a equacdo diferencial: dE = Fdx

Daqui concluimos: F = Z—i que é o gradiente da Energia E, na dire¢io x.

Tomando-se: mgh, — mgh; = —AE,,conforme anexo 3, eq.1, variacdo da energia potencial E,
mgh, dividindo por m, obtemos o potencial: ¢ = —% = —gh e dividindo por h, obtemos: g = ——, pois

grad ¢ = _a_<p éy

De fato: AE, = —A(mgh) = —2 = —A(gh) = Ap = —A(gh)”’

m

2

Ver seccao 5.17a, eq. 1

" Note bem: Como AE, = —A(mgh) = — 99

=1, logo: _E__l ngx1=-22

A(gh) oh
AE
="/

A
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Ap  10¢

“ A, A(gh) ~  goh
pois g é constante, pontualmente falando, isto é, para uma determinada altura h (g depende de h).

Logo:

S do= 0p - fi d di inicial . h=
g=—graa ¢ = — a—uh, confirmando o que dissemos iniclalmente, pois nesse caso, n = x.

Observe que: m, massa, F = mg, conforme 2% lei de Newton e W = —mgh, trabalho para produzir a

energia potencial E,, = —W. (ver anexo 3).

A9.8 CIRCULACAO, TRABALHO, ENERGIA POTENCIAL, GRADIENTE DE Ep, FUNGAO PRIMITIVA
DEF

ol

Seja um processo realizado por um ciclo fechado, que volta ao estado inicial. O trabalho W, realizado

durante o ciclo serd expresso como (ver anexo A4, indica¢do 2a, em “Energia Interna”):
W= fﬁ ~dif =0
Esse trabalho esta relacionado com a energia potencial:
F-di = —dE,
A integral é denominada Circulagdo e denotada: T =W = § F - d7 = 0

Nesse caso como vimos no anexo A4, eq.2b:

W= [ F-di=~ ["dE, =—(Epb—Epa) = Epa—Epp
1 >
Como
2
a
w=fff d?:+fﬁ-d?=o fF df:—fF dr
1 2 1 2
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Entdo o trabalho entre “a” e “b” ndo depende do caminho percorrido. A diferencial dE, é
denominada “diferencial exata”.

Também, da integral acima, obtemos:

F= _a_;qéi = —gradE,, pois dE, = —F-ar

Matematicamente podemos dizer da integral:
b= . . . . =
Epa — Epp = [, F - dF, Ej, serd denominada fungdo primitiva de F.**

Ref.: Alonso - Finn, Shames, Courant.

Também temos: [ pdx =S + C, logo a agio S é uma fungdo primitiva da quantidade de movimento
p, ver anexo A 3.

Mas: dp = mdv = Fdt, ver anexo 3, integrando: p = [ mdv + C; = [ Fdt + C, , logo a quantidade de
movimento p é uma fungdo primitiva, seja da massa m, como também da forca F. Sabemos da Relatividade
que a massa m pode ser determinada em fungio da velocidade v como: m =ym;, onde my =
massa de repouso ,isto é, quandov = 0ey = ﬁ sendo B =Y/ e c = velocidade da luz, ver par 7.4.

dp

Por outro lado, derivando a expressdo acima em t, obtemos: F = ) concordando com a 2° Lei de

Newton, ver par. 4.3.

Exemplos de Ciclos fechados: 6rbitas planetérias, orbitas de cometas, Ciclos de vapor, Otto e Diesel.
Somente ressalvamos que esses ciclos ndo sendo reversiveis nao obedecem exatamente o que vimos acima.
Os ciclos astrondmicos nio sio idealmente fechados de vez que o periélio avanca, como veremos no livro
2 e os ciclos termodinidmicos tém perdas que devem ser consideradas como vimos nas equagdes 1 e 2 do
anexo 5, seccao AS.1.6.

Além disso, o Sol ndo estd parado, mas em translagio pela Galdxia da Via Léctea, fazendo que as
orbitas dos planetas e cometas ndo sejam fechadas, mas sim helicoidais. Também os ciclos
termodinamicos tém perdas e para torna-las fechadas é necessario reposicao de energia das perdas fazendo
que a entropia desses sistemas cres¢a sempre (ver equagdes 1 e 2 do anexo 5). (Desigualdade de Clausius),
sec¢ao AS.1.6

A9.8.1 Exemplo de aplicacao da formula

p2 = (%) a3, 3" lei de Kepler.

O cometa de Halley tem um periodo P de 76 anos e em 1986 teve uma distincia de maxima
proximidade ao Sol, chamada “periélio R,” de 8,9 x 10'%m. Esta distancia estd entre as orbitas de

Mercirio e Vénus.
a) Qual é o valor de R, maior distincia do cometa ao Sol, chamada “afélio”?

G = 6,67x10""'m3 /kgs?

* Ou melhor, levando em conta a integral indefinida: fﬁ-dF=Ep+C, cuja derivada em relagio a T é

d/d; (B, +0) = F(®) , sendo C uma constante.
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1 1
= (GMPZ) /3 _ (6,67><10’11><1,99x103°><2,42x1018) /3
“\anm? - 4x3,14162

Solugio: semieixo maior da orbita
Massa do Sol: 1,99 x 103%kg, periodo: 76 anos = 2,4 x 10%s
Se deduz: a = 2,69 x 102 m
Como:e=§,R,, =a—ae,R, =a+ae
Somando, obtemos:

Ry =2a—R, = (2)(2,69 x 10'2m) —8,9 x 101 m = 5,3 x 1012 m
E ligeiramente menos que o semieixo maior da 6rbita de Plutio.

b) Qual a excentricidade e da 6rbita?

Solugao: Subtraindo R, € R,

e = Rg—Rp _ 53x10'2m-1,9x10"m

o D@m= 0,976, o Periélio fica préximo do Sol e o Afélio muito afastado.

Excentricidade préxima da unidade. E uma elipse bastante alongada.

Referéncia: Halliday, Resnick e Walker, v.2

A9.8.2 Outro exemplo

Observando-se a luz de uma estrela houve indicios de se tratar de um sistema binario (de 2 estrelas).A
estrela visivel tem uma velocidade orbital de v = 270 km/s’ periodo orbital P = 1,7 dias e massa m; =
6Mg” onde Mg ¢ a massa do Sol: 1,99 x 103%kg. Supondo que a estrela visivel e sua companheira, que é
escura, estejam em Orbitas circulares, determine a massa aproximada m, da estrela escura.

(3)

my

* A massa pode ser calculada pelo efeito Doppler de sua radiacio. Vide Landau, A w = w(@; — @,)/c?,

w = frequéncia angular = 2n/P ¢ = Wy (1 - (P/Cz), v = grad @, ¢ = poténcial gravitacional, ¢ = —km/l_ . Onde
3 _ P

k=G=6,67.10"8cm /(gsz) , constante gravitacional. Ver seccio 2.1, MHS, eq. 3¢~ @ = 213 N = frequéncia

@1 € @, sdo os potenciais gravitacionais respectivamente no ponto de emissdo e no ponto de observagio do espectro. E o

fendmeno denominado “Desvio para o Vermelho” (“Red Shift”).
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Solugdo: O centro de massa das 2 estrelas estd na linha que conecta os seus centros (ver figura 3).
Sendo r = r; + 1y, a separagdo maxima entre as estrelas.

. . . . s Gmim
Forca gravitacional ocasionada pela companheira escura sobre a estrela visivel: F = %

Pela 2° lei de Newton: F = ma, se obtém % =mya = (m;)(w?r;) (3a), sendo w a velocidade

angular da estrela visivel e w?7y, sua aceleragdo centripeta na direcio de 0. Ver equagio 3al, segio2.1.

Obtemos outra equagio para calcular a posi¢do do centro de massa 0, ver equacio 3al Seccdo 2.1.
myr

. ~ . . . mq+m.
= *, vide em: par. 4.7, Observagdes sobre massa reduzida, o que implica em: r = r; %
1 2 2

Introduzindo r na equagio (3a) e o valor de w = ZH/P’ ficamos com:
3 2

m, 4m* 3
—2 _—=—r 3b

(m;+my)2 ~ Gp2 1 (3b)

Sobram 2 incognitas, m, e r;. Tomando-se o periodo orbital P e relacionando com o movimento

H . . 27y
orbital da estrela visivel: P = T‘

Pv
Ty = —
YT on
substituindo m; = 6Mg em (3b), resulta:
m,3 pvd  (27x10° l'“/5)3(1,7 dias)(86400 s/dia)

_mer BV =6,9 x103%g ou
(6Mg+m;)2  2mG (211)(6,67X10_11N'm2/kg2) J

3
my _ ~ o
rgtmp? = 3,47 Mg (3c), podemos resolver a equagio de 3° grau em m,, mas como estamos

trabalhando com massas aproximadas, podemos substituir por multiplos inteiros de Mg para m,,
encontrando: m, = 9Ms.

Para maior exatiddo, procedemos como a seguir:

Tomando a equagdo 3¢, organizamos a tabela abaixo:

my = nM; m; 347 q
= 4 Erro %
n M+ mp? ~ MM a
9,00 3,24M; 1,07 7
10,00 3,91Ms Vi3 -13
9,30 3,44M; 1,01 1
9,40 3,50Ms Yio -1
935 347M 1,00 0

Logo, um valor mais preciso, seria: m, = 9,35Mg

Aplica-se a formula: X = myrm, » que € uma média ponderada de x;e x,, onde os pesos sdo representados pelas massas.

Fazendo, a origem do sistema de coordenadas, passar por my, teremos: x; = 0, X, =r; + 1, =re X =r;, obtemos: r; =
my(0)+my(r) _  m,r

m;+m;, my+m,°
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Pergunta-se: como se obteve a velocidade orbital v e o periodo P?

Como explicado pelo efeito Doppler que foi dado no rodapé da pagina inicial desse exemplo, quando
se suspeita que a estrela tem uma companheira, observa-se que a estrela tem uma variacdo ciclica (que se
repete em tempos iguais) no seu espectro caracteristico, significando que determinada frequéncia se repete
ciclicamente. Isto significa que a estrela esti orbitando em torno de um centro comum de uma
companheira com um periodo P. Conhecendo P e a massa m da estrela, determina-se o semieixo a da

A . .. . . . 412 .
orbita eliptica ou raio r, se for circular, com a 3* Lei de Kepler: P? = (G—M) a3, a seguir calculamos a

velocidade tangencial ¥ da 6rbita da estrela. Se a velocidade for constante em toda a trajetdria: temos
uma Orbita circular, se houver dois trechos mais rdapidos entremeados com dois trechos mais lentos,
conclui-se que a orbita é eliptica. Para calcular a velocidade ¥ , empregamos a 2* Lei de Kepler:

<l

O Astro descreve Areas iguais em tempos iguais.

da L . .
= = cte, isto é,a velocidade de area

7_1/ 2y dr 31
H=1/,7xd7/ dt
H=1/,7#x%=1/rvsend, onde § =angulo entre 7 ¢ .

2 2 g
= 2 ct L
H é cte = ﬁ, para orbita circular:

v = 2mr /P'
Veja Tyson e Goldsmith em Origens, livro editado recentemente.

Equagio polar da elipse: r = al=e?) __» , e = = excentricidade
1—e cosx 1—e cosx a
Os dados se referem ao Sistema LMCX — 3 da Grande Nuvem de Magalhdes. Com outros dados,
sabemos que a estrela escura é muito compacta. Pode ser uma estrela que colapsou por sua propria atragao
gravitacional, tornando-se uma estrela de néutrons ou um buraco negro. Como uma estrela de néutrons
ndo pode ter massa maior do que cerca de 2Ms, o resultado m, = 9Ms sugere que o objeto escuro deve
ser um buraco negro.

3 dA/dt =|H| = “ab/p = cte, A = mab, Area da elipse e P =periodo.
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A9.9 LEIDETITIUS - BODE

Relac¢do empirica que fornece aproximadamente as distancias médias dos principais planetas ao Sol.
Descoberta em 1741 pelo astronomo alemio Wolf, retomada por D. Titius e publicada por Bode em
1772. Tomando como unidade a distincia da Terra ao Sol, as outras distincias sio obtidas com a série
geométrica: 0,3,6,12,24,48,96 ... (razdo q = 2), soma-se 4 a cada termo e se divide por 10: 0 +4; 3 +
4; 64+ 4; 12 +4; 24+ 4; 48+ 4; 96 +4; 192 + 4 .. ”. Havia uma lacuna em 24 + 4, entre Marte e
Jupiter e Bode previu a existéncia de planeta nessa regiao, quando se descobriu o planetoide Ceres, para
satisfacdo de Johann Elert Bode (1747-1826 foi diretor do Observatorio de Berlim, autor de um catalogo
de Estrelas em 1801).

De acordo com Fritz Kahn, temos diante de nds um “modelo atdmico” com uma escala de Balmer,
faltando um Bohr para decifrd-la e demonstrar que o Sistema solar é um dtomo cosmico. Os planetas
devem estar nos pontos, segundo a lei dos “quanta”, sendo nodos em que as massas vibrantes se
condensam em planetas e luas, conforme a “lei estabelecida”.

Referéncia: Larousse, R. Thiel, F. Kahn.

* Compare-se com: 3,9/7,2 / 10,0/15,2 / 26,5/52,0 / 95,4/192,0 / 307,0; respectivamente: Merctirio, Vénus, Terra, Planetoides,
Jupiter, Saturno, Urano, Netuno.





