OX3aNV

A6 PRINCIPIO DA INCERTEZA DE HEISENBERG A LUZ DO PRINCIPIO DA ACAO MINIMA

A6.1 Introducao

Note-se que os elétrons

nio desviados tém p na

mesma dire¢do que Py,

entdo podemos afirmar:
Ap _d

~— L — tand = £ =

A B p L

Seja um feixe incidente de luz que encontra um anteparo, A com fenda de comprimento: Ay.

A maior parte dos f6tons incide no centro do anteparo B, conforme o gréfico de distribui¢io normal
ou de Gauss, mas uma quantidade minima incide no 1° minimo, distante d do centro.

Observacio: A distdncia L é muito maior que a fenda, portanto o angulo 8 é no maximo da ordem
de 5° a 6°. Ver a seguir a ordem de grandeza das aproximagdes:
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graus rad senB erro % tang6 erro % erro %
N 0,0873 0,08716 0,16 0,08749 0,22 0,38
6 0,1038 0,10453 0,70 0,150510 1,25 0,55
3,1416 rad ——> 180° X:w=0,0872md
N 0 63,1416
y «— 6 y=%:0,1038md

Entao teremos:

A . = . . .
senf = o A comprimento de onda P quantidade de movimento, é conservada e

desviada de um angulo, 6.

Se 0 for pequeno, podemos substituir sen® por 0 e escrever: 6 = I .

Y

A S . .
E como tan 8§ = ?p = 0, em rad, temos que 0 cresce mais rapido que sen6, cujo max é 1, enquanto
@ cresce até % quando sen 6 = 1, e também tan 6 cresce até o quando 6 = T/, ' Sendo Ap componente
da quantidade de movimento p na direcio perpendicular ao feixe.
Recorde-se que além do 1° minimo, temos outros, intervalados por feixes de luz.
. A % . ,
Sotan@ =P » 2> senf = ™ quantidade de movimento p = mv
34

Serd igual quando for pequeno. Para valores maiores, a desigualdade torna-se valida. Quanto > 6,

mais minimos teremos.

2 E
Dos exemplos ilustrativos das Equaces 2a e 2b, Secdo 7.9.1: f= "¢ ¢ p= —;}
J1-5° ¢
E h h . -
Comov = ¢, nocaso da luz: p=—=— = R (a) pois c =23 (observar Equagio 3
c c

Se¢do. 7.9.1, ao pé da pag.) E = h 3 (0) hipdtese de Planck, energia da radiacdo térmica, h =

constante de Planck, para explicar a energia média:

=t

. N . .
Yy hy quantum de energia, isto ¢, a menor parcela de energia possivel.

E= onde g =

Isto é, Ap/p = =tand > )\/Ay = senb, estamos supondo P na sua direcio nio desviada, isto é, na direcdo de Py. Portanto,

quando Ay diminui, 6 aumenta, intuindo a existéncia de um fator constante limitando como minimo, que serd visto a seguir.
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Foi o inicio da Mecanica quantica. (0a)
Introduzindo na desigualdade:

A, ke

= Ay-Ap2h, poisk= h/p, equacio (a) h Constante de Planck (1)
p Py

Essa relagdo é qualitativa; mais adiante, serd apresentada a relacio quantitativa, isto é, rigorosa (ver
Determinacao do principio da incerteza de Heisenberg, Sec¢io A6. 6.1.1 Equacio 3 e “Em outras
palavras”, Equagdo 4 Sec¢ao A6.4.1 e Equacio final (1) em Uma prova simples do principio da incerteza
de Heisenberg) Sec¢do A6.9.

Trata-se do principio da incerteza de Werner Heisenberg (1901-1976), enunciado em 1927.

Significado de /: se o produto Ay-Ap fosse zero, as nogdes classicas sobre particulas e 6rbitas
estariam corretas. Seria possivel medir com precisdo a posi¢do e a quantidade de movimento. A constante
h significa que as ideias cldssicas ndo sdo totalmente corretas. O valor de h informa em que circunstancias
os conceitos classicos devem ser substituidos pelos quanticos.

Exemplo: um elétron tem velocidade de 300m/s medida com precisdo de 0,01%. Qual ¢ a precisio

mdxima para determinar sua posi¢ao?
p=mv=(91x10""kg) (300m/s) = 2,710 kgm/s
=(0.0001) (2,7x107 kgm/s)=2,7x107* kgm/s
& 8

6,6x107** joule - :
Incerteza minima na posi¢ao: Ax = i = w =2,4cm
Ap  2,7x107% kgm/s

Nio ha a menor possibilidade de se conhecer a posi¢io melhor com exatiddo, ou seja, de cerca de
1pol.
Exemplo: um projétil tem velocidade de 300’% com precisdo de 0,01% . Qual € a precisio maxima

para determinar sua posi¢io se a massa da particula é 50g = 0,05kg?
p =mv=(0,05kg) (300m/s)=15kgm/s
Ap = (0,0001) (15kgm/s) =1,5x10" kgm/s

_ 6,6x107* joule- s = 4.4%10"" m
1,5x107° kgm/s
Estd longe de poder ser medido. Um nticleo tem didmetro da ordem de 107"°m . Pode-se afirmar que,
para objetos pesados, como um projétil, o principio da incerteza nio impde qualquer limitagio no
processo de medida. O principio da correspondéncia indica como a Fisica quantica se reduz a Fisica
cldssica em circunstancias adequadas.

A seguir, mais exemplos elucidativos da natureza dualistica dos objetos da natureza e que a Mecanica
quantica ajudou a esclarecer.
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Conforme Louis de Broglie:
A= h/p = h/mv(la)

Para se ter ideia das ordens de grandeza, consideremos, por exemplo, uma bola de ténis de 100g com
velocidade de 50 km/h , a onda associada tem um comprimento A = 4,8 X 10_24Aem que 1A é da ordem
do raio de um dtomo, sendo portanto desprezivel para nossas percepgdes. Se tomarmos um elétron com
a mesma velocidade, o comprimento de onda serd A = 5,2 X 10%A, muito maior que o da bola de ténis.
Por esse motivo, nosso corpo nao sofre difracdo ao atravessar uma porta, mas um elétron ou um féton
sofre difracio se atravessar uma fenda ou uma estrutura cristalina, como verificado por Davisson e
Germer, em 1927, e Thomson, um ano mais tarde (ver experiéncia de feixes de elétrons difratados sobre
cristal de Ni ou feixe monoenergético de raios X, ou elétrons sobre pelicula metédlica de microcristais
orientados ao acaso).

Referéncia: Ferreira, L.A. em Fisica

Quantica: o estranho comportamento do mundo microscépico, do Universo sem Mistério, e Halliday
— Resnick — Walker em Otica e Fisica Moderna.

Vimos que a natureza da luz é dualistica, comportando-se sob certas circunstincias como onda, e

sob outras, como particula ou féton. Da equagdo do efeito fotoelétrico de Einstein, obtemos, apds alguns
. h, E - e P .

ajustes: Vo = -f — ?" ,uma relacio linear entre V, e f. A inclinacdo da reta /g é obtida experimentalmente.

Sendo f a frequéncia.

Potencial de Corte Vy em V
3
2 + a
1 c b
fo
0 I

4 6 8 10 12
Freq. fx 10 Hz

h_ab _ (22-065V _ _15
e  bc  (10-6)101%Hz 39Xx1077V.s

Multiplicando pela carga do elétron: h = (3,9 x 107*5V)(1,6 x 107%°C) = 6,2 x 10734].s
Com analise mais cuidadosa e uso de superficies de Li, Millikan chegou a:

h = 6,57 x 1073%].s com precisio de 0,5%.
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Em 19035, Einstein introduziu o conceito de foton e realizou uma explicagdo quantitativa do efeito
fotoelétrico.

Em 1924, Louis de Broglie, na Franga, raciocinou da seguinte forma: como a luz tem uma natureza
dualistica de onda e corptisculo, talvez a matéria também a tenha. Como a matéria fora considerada
composta de particulas, de Broglie sugeria que se procurasse um comportamento ondulatério para a
matéria.’

De Broglie prognosticou que o comprimento de onda das ondas da matéria seria a mesma valida
paraaluz: A = h/p (1b). A natureza dualistica da luz estd clara nessa equagio e também na equagio: E =
hf. Cada expressio contém um conceito ondulatério (fe A) e um conceito de particula (Ee p), em que
p seria a quantidade de movimento da particula da matéria, e f a frequéncia.

Davisson e Germer, em 1927, demonstraram experimentalmente, por meio da medi¢io dos
comprimentos de onda de elétrons lentos, nos Estados Unidos.

Observagao importante: A matéria, como a luz também tem comportamento dual, isto é, como uma
moeda, tem duas faces. Sempre mostra uma lnica face e nunca as duas, ao mesmo tempo. Convém

ressaltar ainda que se usdssemos na experiéncia da pagina inicial, feixe de elétrons em vez de luz, ao
deduzirmos a férmula: Ay-Ap=>h,devemos empregar: p=h /A, pois o feixe de elétrons estd se

comportando como onda e ndo materialmente como vemos pela experiéncia a seguir:

- F

Filamento

vV Elétrons emitidos por F sdo acelerados
% por uma diferenga de potencial V,
refletidos pelo cristal C e registrados pelo
detector D, que pode assumir varias

D posi¢des angulares ¢.
Detector

C
Cristal

Para elétrons lentos, podemos desprezar correcoes relativisticas A = 1/, mv- A velocidade dos elétrons
é determinada pelo potencial V aplicado ao tubo de raios catédicos: 1/2 mv?=eV.

Se a luz tem um carater duplo, enquanto a matéria parecia ser exclusivamente corpuscular, essa diferenca ndo combinava ao
fato da luz e a matéria serem formas de uma entidade que se transformam entre si, De Broglie pensou que a matéria, como

por exemplo os elétrons, poderiam ter propriedade ondulatorias.
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Portanto, A = h/m. Substituindo por:

e = 4,8 x 107'%u e s, unidade eletrostatica statcoulomb (Ference e Lemon, Kaplan)

m=9,1x1072%g, h = 6,62 x 10~?"erg. s, obtemos
1 [
7\:(«/ 5%) A
Para Vemvolt. A um potencial acelerador de 10.000V, temos A=0,122 A&aproximadamente na

regido de raios X penetrantes.

Referéncia: Ference Jr, Halliday-Resnick, Max Born

A6.2 COMPORTAMENTO ESTRANHO DO MUNDO MICROSCOPICO

Expressando o Principio de Heisenberg: I'x Al'v > h/m, onde T'x, posi¢do,T'v, incertezas na
velocidade e m, massa do corpo, h cte de Planck.

Observe que o produto das incertezas é inversamente proporcional a3 massa. Como A é muito
pequeno, as incertezas sao relevantes para corpos microscopios, como dtomos ou moléculas e respectivas

o
particulas. Assim, para uma caneta de 10g, a precisao chegaa 107°m=1A, cerca do tamanho do dtomo.
Mas a incerteza na velocidade sera =~ 10722 M/¢_ o que significa a caneta demorar 100.000 anos para
percorrer a distancia de um atomo.

Mas no caso do elétron, cuja massa é 9,1 x 10~3'kg, se medirmos com boa precisio sua posigio com

o
1A =107"m, teremos uma incerteza de velocidade de 107 /g, velocidade suficiente para o mesmo ir da
Terra a Lua em alguns segundos.

Conclui-se entdo que a massa do corpo € o divisor entre fendmenos descritos pela Fisica cldssica e os
descritos pela Fisica quantica. O que determina o que é grande e o que é pequeno é, como vimos, a
constante de Planck.

Relacdes relativisticas uteis:

. . 1
Quantidade de movimento: p = @n,v, onde ¢= ==
B= E m, = massa de repouso, massa relativistica: m = @n,
Energia cinética: K = m,c?(¢— 1)
Energia total: E = gqmyc? = myc? + K

A , . 1 2
Na Mecanica cldssica, temos: p? = 2Km ¢ K = - %

Relativisticamente: (pc)? = K2 + 2Km,c? 0 resulta: E? = (pc)? + (m,c?)?

Mnemonicamente temos a formula Pitagorica: onde senf = #ipe e sent = 1/(p
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m,c?

Daqui obtemos para um féton: E = hf,f = frequénciaem, =0, o fotéon propagando com
velocidade da luz, tem massa nula.

Logo: hf = pc como ¢ =of 0 resultap = % A= comprimento de onda

E um comportamento ondulatério.

A6.3 TEORIA ATOMICA DE BOHR

Publicada em 1913, baseada na descoberta de Rutherford de que os dtomos tém ntcleos macigos,
positivamente carregados, com enxames de elétrons girando ao redor como um diminuto sistema
planetdrio.

Estudando o dtomo de hidrogénio, o mais simples que existe, tendo somente um elétron ao redor do
nucleo, propds o seu modelo atémico.

A primeira dificuldade encontrada é de os dtomos nao poderem existir, pela Fisica classica, mais de
uma fracdo desprezivel de segundo. O elétron deslocando-se em sua 6rbita é equivalente a uma oscilacio
elétrica, tendendo a emitir oscilacdes eletromagnéticas, perdendo rapidamente energia. Mover-se-iam em
trajetérias espiraladas e cairiam no nicleo em centésimos de milésimos de segundo. Mas, com certeza,
isso ndo ocorre, pois 0s dtomos sdo configuragdes muito estaveis. A situagio era paradoxal.

Raciocionou, se a energia radiante s6 pode existir em certas quantidades minimas ou seus multiplos,
conforme Planck descobriu em 1990, porque nio fazer a mesma suposi¢io com energia dos elétrons
girando em torno do nicleo?

Entdo, o movimento dos elétrons no estado normal do atomo, corresponderia a quantidades minimas
de energia, enquanto os estados excitados corresponderiam a variagdes desses “quanta” de energia.

Sob certos aspectos, se comportaria como uma caixa de mudangas de um carro. Engrenamos
primeira, segunda e terceira, mas nunca velocidades intermedidrias. Estando o movimento de elétrons e a
luz emitida, quantificados, a transicio do elétron de um nivel superior para outro inferior resultaria na
emissdo de “quantum” de luz com hf igual a diferenca de energia entre os dois niveis.

Inversamente, se a luz incidente com um “quantum” hf for igual a diferenca de energia entre os
estados estaveis e excitado do dtomo, o “quantum” de luz sera absorvido e o elétron se movera do nivel
mais baixo para o mais alto. Expressamos isso como: hf = Ej, — Ej (1a).

Onde hf ¢é o “quantum” de energia do féton durante a transicdo e E;j e Ej, os niveis de energia do

atomo nos seus estados estaciondrios antes e depois da transi¢do.

Referéncia: Gamow e Halliday-Resnick
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As condicdes quanticas de Bohr’ também resultam da natureza ondulatéria da matéria. Como
exemplo simples, consideremos um elétron no dtomo de H como uma onda permanente (estavel)
estendendo-se em um circulo em torno do nticleo. Para que a onda do elétron possa preencher a
circunferéncia do circulo, ela deve conter um nimero inteiro de comprimentos de onda: 2mr = nA*, em
que r é o raio do circulo e n é um nimero inteiro.

Considerando a velocidade V do elétron, temos dois componentes: a tangencial V, e a normal v,.
A quantidade de movimento: mv, sera a efetiva.

A quantidade de movimento angular mvr, que chamaremos de L. A velocidade angular serd w.

A velocidade angular

w=2xv emqueV éa frequéncia.

Niels Bohr (1885-1962), fisico dinamarqués.

De fato, tomando-se a equagio f = nh% = Lw , em que L é quantidade de movimento angular L = pre

h h
p= ; (ver Equacio a em Introdugio) ~nh A = ;rm e E=nhy= Ewr = 121[ 3r A = comprimento de onda

= 21V, logo 2mr = n}, isto ¢, uma volta compreende n ondas.
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Entdo, temos: Lw Energia. Se igualarmos essa energia no postulado de Planck’ sobre a quantizagiao

da energia:

E = nhy

h
Lo=nhY = LQ2zv)=nhy . L=n—
2

Essa € a quantizagdo da quantidade de movimento angular, estabelecida por Bohr em 1913.

Outra forma é chamar: ﬁ:%ﬂ (0a)*

Teremos L=n # (0b) encontrada em muitos autores (por exemplo, LANDAU, em Mécanique
Quantique).

Recordemos o postulado de Bohr: para haver emissio ou absor¢do de energia pelo dtomo, é
necessaria uma transigao entre dois estados estaciondrios:

W=E-E, (1)
Temos entdo que a agao: S=AyXxAp >h (ver Anexo 3), pois como vimos: dS = pdx. Ver
Anexo 3, Equagdo 2b Seccao A3.1.1 (1)

Recordemos o principio da a¢io minima ou de Hamilton: em todo sistema mecanico existe uma
func¢do a¢do S com um minimo para o movimento efetivo, cuja varia¢io 8S é consequentemente nula.

Xo Xo
85=8fpdx=f8pdx=0
X1 X1

Max Planck (1858-1947), fisico alemdo, estabeleceu o postulado em 1900.
Vamos verificar na Equagdo 2 do momento angular (Anexo sec¢do A9.6), que h € justamente 0 momento angular do elétron
no atomo de hidrogénio, em que n = 1, pois é o menor valor possivel de energia, chamado de “estado fundamental”.
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E
Da Segdo 7.4, Equagio la, e Secao 7.9.1, Equagio 2b, temos: p = — e ct=y
c
AE
L Ap=— e Ay = cAt
c

.'.S:cAt~¥:At-AE2h
¢

Ja vimos, no Anexo 3, Equagio 2b, que:

dS = Ldt, em que L € energia.
88 =8 Ldt = [ 8Ldt = 0, ver fig.

h é o minimo da fungdo S = AE- At = Ap - Ax (2), satisfazendo a condi¢io do principio da acdo
minima. Logo, o principio da incerteza satisfaz o principio da agio minima, em que 8S = 0 (ver Anexo 3,

Equacao 3).
De fato, h = S.;, = 6,55 x 107?7erg. seg, valor em que 8S — 0.

Observemos que h tem um valor extremamente pequeno, por isso permaneceu desconhecido, até que

Planck o tivesse descoberto e Heisenberg o tivesse utilizado.

Ref.: Landau em Teoria do Campo, Yavorski.

A6.4 EQUAGCAO DA ONDA DE SCHRODINGER?

Conforme Alonso e Finn (1972), a descricao matemadtica da propagag¢io &(x, t) é uma func¢io senoidal
ou harménica: §(x,t) = &, sen k(x — vt), ver Secao 5.23, Equacio a e a Figura correspondente.

Significado de k: substituindo x por x + Zn/k , obtemos 0 mesmo valor para §(x, t).
g(x+ 21r/k —vt) = §senk (x + 21T/k —vt) = §gsen [k(x — vO) + 27 =
=§(x—vt)

L A= 21'[/k , (a) comprimento de onda, periodo espacial.

A curva se repete a cada comprimento de onda A.

~ k= 2“/)\ representa o numero de comprimentos de onda na distancia angular 2m.

7 Erwin Schrodinger (1887-1961), fisico austriaco, estabeleceu a equacio em 1926, e recebeu o Prémio Nobel de Fisica em

1933.
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Também pode ser escrita:

3
&(x,t) = & sen (kx — wt)
| A N| w=kv= 2% (al), namero de ciclos ou frequéncia
/\ f\ angular da onda, velocidade angular, seccio 2.1.3
/ A w=2ntY =N =w/2rt (b
0 X 3 frequéncia, pois A N=v
A

Andlise de Fourier do movimento ondulatério:
Onda harmoénica
& = f(x —vt) = ag + a;cosk (x — vt) + aycos2k (x — vt) + -+ +
+b;senk (x — vt) + bysen2k (x —vt)+... ¢

Isto é, qualquer movimento periddico pode ser expresso como superposi¢io de movimentos

harmoénicos simples de frequéncias angulares w, 2w, ... ... ... ....nw ou periodos P, P/Z R o/
¢ se repete em tempos P, 2P, ... ... ......nP, sendo
=2m/ = 1/

Ou seja: & = f(x — vt) = f[x — v(t £ P)] = f(x — vt ¥ vP)
Equagdo diferencial do Movimento Ondulatério:

28 _ 22% golucio eral: E(x,t) = f; (x — vt) + f, (x + vt)
eV e Gao g : y U =1 2

Para onda senoidal: £ = &, senk (x — vt)
. ..o 2% 2
Derivadas parciais: i kg, cosk (x — vt) , ==k &, senk (x — vt)

X _ —kEyv cosk (x — vt) 25 _ —k?v?g, senk (x — vt)
ot 0 Yotz 0

0% 5 0% -
Loz =vi2 (0), comparando as duas equagdes.

Frente de onda: £ = f(i- T — vt)

E=¢; senk (U T —vt)
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Para onda harmonica ou senoidal.

Y,

—

u
~~~ Vetor unitario

Definindo o vetor-propagagio.

k=ku, comprimento (médulo):

k =21/ =@/ (1)

~ w=kv

£E=%, sen@-?—mt) =& = E; sen (kyx + kyy + k,z — wt)

ky Ky, kz componentes de k: k- = (kyl + kyJ + kZK)(xY+ v+ ZK)
Satisfazendo: k, > + ky2 +k,2=k%= ‘”Z/Vz (Teorema de Pitagoras)

Propagagio no espaco tridimensional, equagio do feixe de particulas derivada por Schrédinger:

ax2 ' dy? ' 8z v? ot?

92 a2 a2 1 92
L R - AW Y%y, 2

Referéncia: Max Born: Movimento de uma particula livre

P =el (kx—wt) — o(2mi/h)(px—Et) (2) Ver resolugio da equagdo da onda Secgdo A6.8 equacdo 11

Onde: A = % (ver Equagdo a na Introducio se¢io A6.1) h = constante E = h § de Planck
Referéncia: Piskounov: z = r(cos ¢ + i sen¢) Equacao de Euler
cos@ + isenp =el® . z=re?

Deduzindo por Mecinica quantica: pq — qp = h/Zni (Lei da comutac¢do de Born-Jordan)
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2 2
(—i;?:—qz +V(q) + %%) = 0° Equacio da onda de Schrédinger, ver Equagio 3, “Em outras

palavras”, Seccao A6.4.1
Exemplo: equacdes da onda eletromagnética, Se¢ao 5.23, Equagoes 7 e 8.

2B 1 0°B 92E 1 0%E

2 e o © 9 gopg 0x2
Campo elétrico: E = E(x — ct)
Campo magnético: B = B(x — ct)
E = Egsenk(x — ct) = Egsen(kx — wt)

B = Bysenk(x — ct) = Bysen(kx — wt)

Recordemos: Z—i = KE, cosk(x — ct) e 06_1: = —kcB, cosk(x — ct)
. OE aB

Pela lei de Faraday-Henry temos: il logo: Ey = ¢By

~ E=cB c= \/ﬁ velocidade da luz

A6.4.1 Em outras palavras

Sendo k o vetor propagac¢io da luz, que fornece a dire¢io de propaga¢io da onda k= kxl7 + k},jﬁ' +

k.k
O médulo de k é ‘l;‘ = 277/1 , Acomprimento de onda

Velocidade da luz ¢
Velocidade angular ou frequéncia angular: =27V Vv = frequéncia -~ w = 2T[/T , pois

T= 1/ Sendo T o periodo.

Na propagacio da luz temos: ¢’k = @* = k-c=w. Ver equagdo al na Seccio A6.4 equacdo
Schradinger (0), k = 2T/

2 ne=Ay
4 andlise dimensional: [L/T] = [L]/[T]

E, energia; V, energia potencial e q coordenada generalizada.
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1
Substituindo k por =V e @ por i— (1), e operando sobre a fungio de onda {s, obtemos:’
i

o

2 2
cz(l_V) V= [1%) v, ver equagao la na Seccao A6.4.

1

Recordemos: V é o operador gradiente V=| —+_—+4+_— |, ou seja:
ax By az
2 9’ 9’ 0’ 19
2 107 =0 Explicitamente: 1/2/ + ‘/2/ + ‘/2/ == z/ (2)
c’or ox*  dy dz° ¢’ ot
* é chamado Laplaciano.
A equacio das ondas pode ser expressa com o operador:
1 9° ) .
O =A—-—— emque A=V’ Laplaciano (2a)
¢ ot
O é chamado operador de d’Alembert, em que icdt=dté a 4" varidvel. Podemos escrever,
a2
abreviadamente: []=—
A equacio das ondas se torna: Ow=o0

Tomando-se a equacdo da conservagdo de energia relacionada com a quantidade de movimento:

E=P 4 V(r) em que 2 é energia cinética, e V € energia potencial.
2m 2m

Como E=hv :>E:i2ﬂ'\) DE=— h=—
2

’ Nota-se que k é desenvolvimento angular na unidade de comprimento A, e w é desenvolvimento angular na unidade de tempo

T. Temos: k = 2% ew= 2"/-1-, pois N = 1/T‘ Por outro lado, temos uma variagao espacial: V=—+—+— cuma

variagdo temporal: a/at , que estdo correlacionados com k e w. T é periodo em seg. Observe que o foton liberado pelo elétron

em sua suposta orbita circular visto anteriormente terd a mesma frequéncia e comprimento de onda do elétron. Por isso, n

deve ser inteiro. Ou seja, assim como kA e oT tém 21 como constante de proporcionalidade, d/dx e d/cdt também terdo. Pois:
2

w? _ .2 (Zﬂ/T)2 =2 ) (i a/at) =c2
/kz ’ /(21'[/)\)2 Logo: /(1/ia/axi)2

d?y/dt?

Tome-se: y =y, senk (x — ct) = ( dzy/dxz) = ¢?, confirmando, derivando y em x e em t e relacionando, ver

equagdo 0 na Sec. A6.4. Alids é 6bvio que acontecesse, pois: dx = cdt.
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E 2
pois  @=271 . =L v h 2wy

c ¢ 2z ¢

“ P=%k  desde pois que k=ac

Substituindo como fizemos em (2), obteremos:

ho__ma o _hyg
2r ot 2mor P=om

Substituindo na equacio da conservacao de energia:

21,2
hw = + V(r)
2m
2
e fazendo a substitui¢io como em (2): % aa—'// = —Zl—vzl//+ Vy
t m

Daqui, obtemos a equagio de Schrodinger:

n’ h 9o
- V+V+——lw=0,(03
[ 87°m 2721'8t:|y/ ©)

(Nio deve ser tomada como uma multiplicacdo simples, na verdade é um operador.)

(2mi/h)( px-Ee)

Equacio diferencial de 2* ordem cuja solucio é: y=e no caso unidimensional.

No caso tridimensional, em vez de px, teremos: pyx + pyy + P,z = piX;, levando em conta a

convengio de Einstein. Logo, y se torna: 1 = e@m/M(Pixi~EY (3a)
. - - . h oy
Derivando em relagio a X, no caso unidimensional, temos: ——-——= pW¥ e, no caso
27 ox
L . h
tridimensional: p = —V .
. . h oy . .
Derivando em relagdo a ¢, obtemos: — A or = E'y, como obtido anteriormente.
7 dt

2
Calculando p?y, temos: p’y = —4h—2V2 e dividindo por 2m, obtemos o 1° termo da equagdo de
T

Schrédinger, o 3° termo: — Ey também se obtém.

Assim verificamos que a expressdo de | apresentada anteriormente satisfaz essa equagio.

Podemos também expressar a equagio de Schrodinger como faz Landau em Mécanique Quantique,
lembrando que: v= e(i/h)(ﬁ-F—E[)
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F=xi+y+zk h:%ﬂ .

Recordemos o comprimento de onda de Broglie: 4= % , ligando A, comprimento de onda e h,

constante de Planck e p quantidade de movimento, ambos ligados a nogdo de particula, pois de Broglie,
em 1924, levantou a hipitese de a matéria também ser ondulatéria. (Hipotese comprovada
experimentalmente por Davisson e Germer, em 1927, com a difracio dos elétrons pelos cristais.)

Calculemos: px —xp, em mecanica cldssica seria comutativo: px —xp = 0, porém, em mecanica
qudntica nao. Verifiquemos:

B h o h . R <
Entdo temos: px —xp = ———Xx — X———, e aplicando a fun¢do de onda y:
27 Ox 27t Ox
h [oxy) Oy|_ h o
—| ———Xx——|=——¥ " Torna ¥, uma fungio periédica dependente de "h" (4)
27| ox ox 271

A6.4.1.1 Comutagdo no produto matricial

Seja o arranjo de elementos escalares aj;

A1q @12 e eee e e Ayp
A1 A9y eereee e dop

e DG mente: A = {ay) )
Am1 Amz e een e amn mxn

Podemos atribuir a operagio de produto de matrizes a:

n
{ai} . {bij}nxp = {Cu}mxp = Gj= Z ajeby;
a=1
Em geral, o produto matricial ndo é comutativo, isto é: AB # BA

O espaco pode ser definido pela matriz: {X;};x3, € a quantidade de movimento, por: {p;}3x1 "

Entdo o produto matricial xp ndo é comutativo, isto é, Xp # px.

10 il 0y 0l = (B — DY) e Y
Explicitando: 7= [ax - Bx] v= (axll’ X ax)’ Cox

2mi
1 Resulta em: {Xj}1x3 * {Pitsx1 = XiPilix1, cOmo um produto interno ou contraido e, nesse caso em particular, um produto

escalar.
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Recordemos, como exemplo, o célculo do produto externo:

N Bl (AlBl) (Ale) (A1B3)
AB = {A1A;A3}{B2 = { (AzBy) (A;B;)  (AzBs)
B3 (A3By) (A3B,) (A3B3)

O produto interno seria:

By
A-B= {A1A2A3}[BZ] ={A1B; + A;B; + A3B3} = A;B; (1)
B;

Isto é, corresponde ao traco da matriz acima de nove elementos, ou seja, soma dos elementos da
diagonal principal, se obtém do produto externo, igualando os dois indices i = j: AjB; = A;B;, chamado

de contragio.

Ref.: Sielawa, Putnoki

Entdo, px — xp age como um operador que se pode aplicar a uma fungdo. E a chamada Lei da
Comutagio de Born e Jordan de 1925."

Para avaliar o grau de desvio das grandezas medidas x e p com relagio a seus valores médios, valemo-
nos dos “desvios quadraticos médios” da teoria das medicoes, denominadas Ax? e Ap?. Os tracos sobre
os elementos significam valores médios, e A, os desvios. Recordemos, chamando: x; = X" — X; desvio entre

valor mais provavel e medi¢io X;, sendo o valor mais provavel: X' = %:X“ = %, também chamado
de valor médio.
= f(x
AY [€9)
a 2,2
A\
y Jr
dA
X
—mi 0 +m desvio da média
X .
X-m X X+m medida

Definindo o “desvio quadratico médio” como a média da soma dos quadrados dos desvios: m? =
Xq 24X 2 40Xy ?

. A . . , . n n
— , (1b) considerando uma frequéncia de n; desvios quadraticos xZ, temos: m? = ;le + fx% +

) 2
..A(E)x? = Z"T‘X', em que n = Y n; (Ic)

n/")

100
010
001

" Podemos expressar matricialmente a Lei da Comutagdo: px — xp = Ih/2mi, onde I é a matriz unitaria: | = . Ou seja:

P X =pix;, vereq 1, isto & pyx; # X;p; = piX; — X;p; = —ih = Ap - Ax = h/2, vereqs. 3 e 4.

Ref.: Crease
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Na Figura anterior, temos a curva de Gauss com equagdo:

y = f(x) = —=e s

Vi

Integrando entre —oo e 400, teremos a area A sob a curva que, segundo Gauss, representa 100% de
probabilidade de cometer um erro (desvio), ou seja, A =1

ff;%e_azxzdx =1, mas sabemos que fow e % dx = Z—f Ver deducao da Equagio 1, em Teoria dos

erros de Gauss.

. . L P , . dA _ n;
Como a integral € o limite da somatéria 3, quando o nimero de termos n for muito grande, —= =,

pois A =Y, dA, A = 1, logo:

X2 o
m2=Z"T‘X‘= ) ‘2; x2e=a**dx | pois dA = ydx

13

1
E obtemos: m? = 770U m= em que m € inversamente proporcional ao “indice de precisio”

\/— b
a (ou achatamento).

. 2a 242
Derivando y = f(x), duas vezes, teremos: y' = —Exe axT e
7 2a3 242 —a?x? 2 2 —_—
=—=(2a*x*—1)e™@X ndo x* = m* =
y = (2a )e , quando 77

"= TC:Z 1) e"1/2 = 0, logo, para x = + m, teremos dois pontos de inflexdo afastados m da

origem O no eixo das abcissas x. Dai se conclui que quanto maior 72, menor o indice de precisio a, isto é,
mais achatada é a curva de Gauss, e menor a precisdo.

Para levar em conta a simetria da curva de Gauss, usamos o produto do complexo A + iBA por seu
conjugado A — iBA, fazendo A = X’ e m = iBA. B é a outra varidvel independente que, multiplicada por iA,
se transforma em m. Assim, uma equagdo leva em conta as duas varidveis independentes A e B, pois a
curva de Gauss é vélida qualquer que seja a varidvel independente.

Além do mencionado, a expressdo ¢ apropriada pelos seguintes motivos:
1- O produto A X B, que sera px, visto na Introdu¢io, Equacio 1 e Anexo 3, Equacio 2, tem a
dimensdo da “Ac¢do” S.
2- Como vimos, tem um minimo, que é justamente h, ver Equacio 2 da seccao A6.3.
3- Por ter um minimo, sua concavidade serd voltada para cima.

4- A fun¢io mais simples possivel deve ser uma pardbola par de 2° grau.

3 Da tabela de integrais definidas, por Halliday, Resnick e Walker (1996):
fomxzne“’xzdx L(Z"D\f comn=1: —fm 2ematigy =2 T 1

Jn+igen r 1a®  2a?
Ver tabelas matematicas em Spiegel (1969): fo xMe=a%% dy = T(m+1/5) onde F(m + 1/2) =

S2 ﬁ\/— fungio Gama
PRCTA
F(m + 1/2).

om
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5- O minimo ¢ h. (") Os outros valores da fungdo Ap - Ax devem ser positivos, como visto na
Introducdo e no Anexo 3, e maiores do que h.

Entdo, temos:  x; =X'+m e —x; =X"—m.
Portanto: (x;) (—x;) = X' + m)(X' —m) = (X)? — (X'm — mX') — m?
Como: X'm — mX' = h/21T {» por ndo ser comutativo, ndo se anula (ver anterior).
Substituindo, obtemos:
(A +iBA)(A —iBA) = A2 — i(AB — BA)A + B?A\% =
=a2+ (W, m+B2A220 ¢
Referéncia: Sears, v.4; Laboratério de Fisica do ITA; Yavorski.
Verificagao da homogeneidade do bindmio complexo: (A + iB)) Se A for L.
iBA = i=+—1 cte B serd p quantidade de movimento p = mv = MLT™!
N = RS

iBA=iB[L(5- ‘;—)] =-2(A-A) -~ também A

Denotamos com asterisco para levar em conta o Principio da ndo comutagdo. A expressdo de A serd
deduzida a seguir.

b
Dado o trindmio: y = ax? + bx + ¢, o minimo do trinémio serd quando: X = —— para a > 0, isto é,
> q 2a p

concavidade para cima. O minimo deve estar na parte mais baixa da curva, a parabola par mais simples
possivel, simétrica com relagdo ao eixo vertical, passando por x = _b/Za’ além disso, a inequacdo

apresentada é de 2° grau em A.

Derivando y e igualando a zero:

d b
—(ax*+bx+c)=2ax+b=0=x=——
dx 2a

Quando a > 0, temos um minimo, a concavidade é para cima (ver Figura).
Quando a < 0, temos um maximo, a concavidade é para baixo.

Para ser minimo, a derivada 1* é crescente (ver Figura) se a > 0 e a 2%, positiva.

Referéncia: Bezerra, Putnoki

4 £ a constante de Planck, que a descobriu enquanto investigava o fendmeno da “Radiacdo térmica”, que a energia é constituida
de quantidades elementares, denominadas quanta, plural de quantum. Por isso, se diz “quantizagio” da energia. Cada
quantum é: E = h Q sendo q a frequéncia da radiacio.

> Como veremos posteriormente, A > 0.
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Resolvendo a equagio, pela expressdo do seu minimo anteriormente expresso:

_,AB-BA

A
2B

> 0, fazendo A = p e B = x, teremos AB — BA = h/Z‘r[i: (3)

Note que AB é diferente de BA, e ndo s3o comutativos nesse caso (ver anterior).

Substituindo na desigualdade anterior:

A2 B2E BB pp ppy (BB 5
2 2 2
" _(AB—)?A) . (AB—J?A) s (AB—;?A) >0
4B 2B 4B

1
- A’B* > _Z(AB - BA)2 Fazendo A = Ap e B = Ax, aplicando (3) anteriormente, obtemos:

h 1
>l e 1 W2 .'.Ap-AXZE=EfL (4)

(Ap) (axy

T44r 1670
Lembrando que A =1/, o

E a lei da incerteza de Heisenberg na forma matemitica.

Essa relagio nio é qualitativa como a da Equacdo 1 da Introdugio, mas sim quantitativa, isto é,
rigorosa.
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A6.5 TEORIA DOS ERROS DE GAUSS

A6.5.1 Distribuicao gaussiana

y
o
y=€
—V  Valor da medida
300 325 360
Valor +
_ médio . ‘4
——X  Desvio da média (erro)
0 x=v-325

y é a frequéncia de medidas (n° de medidas iguais).

(Pode-se fazer um histograma com medidas semelhantes as frequéncias iguais ou separar em faixas de medidas.) Ver “Estatistica”,
em Alonso e Finn (1972).

A frequéncia y decresce exponencialmente com o quadrado do desvio x. A integragao fornece a area sobacurvay = e,
oo —x2
[ e dx=+n
—00
Referéncia: Alonso-Finn vol. 1

Como exemplo, a medida do periodo de um péndulo.
Tomando como referéncia Courant: fe"‘zdx Seja I, a integral de e b 0?) 2 g

No circulo de raio p, temos: 0 < p < a

e (e

Pois:

Em coordenadas polares:
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YV a
rd@
AN
2 AdA
r
2\ dr
4 0
0 > X
dA = rd6dr fazendo:
u=p? = du = 2pdp
u
~dl—|=
(2] pdp
e _[e”‘du =e"
I, :ﬂ'(l—e'” )
a0 N\
24

O quadrado formado por: =@ < p<a, —a<y<a contém o circulo: 0 < p < a, sendo contido

no circulo 0 < p < 2a. O integrando e~(*+¥*) ¢ sempre positivo.
Logo:
m(1—e ) =1, < [° (e dy)dx < I, = n(1 — e™4%)
J2,(2, e dy)dx = [2 e (2 e dy)dx = ([5, e dx)”
cn(l—e?) < (f e""zdx)2 < (1 —e*%)

Quando a — oo, temos: J eV dx=+r
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Repetimos a operagio para: Jm e’yzdy =
Logo:
J: '[ e 7 dxdy = _[ efr('[ e dy de =T Por outro lado, se tivermos: x> = a¢?, obteremos como

0o 2 V4
for facil de ver: J e dt =~
» P

. (1) ver tabela matemadtica Spigel e Born Fisica atomica

T

ab

Ver interpretagdo espacial da integral Figura anterior.

Logo: J: J:e‘fmszyzdxdy =

Referéncia Piskounov

Tomando-se as a¢Ges espacial: §, = px e temporal: S,

=—FEt S=S.+S (2) ver Equagao 2
da “Equacido da onda de Schrodinger”, Sec¢io A6.5.

A equagdo de onda se torna: ¥ = e@m/MSe+S0)

Mecanica Quantica:

uma forma semelhante a adotada por Landau em

(i/#)S

v =ae
A6.6 DETERMINAQﬁO DO PRINCIPIO DA INCERTEZA DE HEISENBERG

R6.6.1 Integral e transformadas de Fourier
Pela identidade de Euler: e* = cosx + i senx
Desenvolvendo em série: e*, senx e cosx, obtemos:

eix_*,e—ix eix_e—ix
COSX =——¢ senx = "
2 2i

(Wilfred Kaplan, v. 2)
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A série de Fourier:
o
Qg
3 + ) (ajcosnx+ b,sennx)
n=1

Ver Equagio ¢ da “Equagido da Onda de Schrodinger”, isto é, qualquer movimento harménico pode
ser expresso como superposi¢io de movimentos harmonicos de simples frequéncia w,2w,3w ... nw,
entregando a série original de Fourier

0
ay km km
-+ ay €os—x + by sen—x
~ . 2 £ £
A expressdo pode ser escrita: f(x) = k=1

Em que: a = %f_ﬂ, f(t)coskTT[tdt e by = %f_ee f(t)senkTT[dt

. s 2m km s
Introduzindo: oy = 70 == e Aoy =5

2 had £
flx) = Zl_ff_ef(t)dt +711_ kZl [f_lf(t)cosak(t — x)dt|Aay

levando £ — o e observando que:
£ £ =)
|f_{,f(t)dt| < [ fd] < 7 |f®)lde=Q — 0
Obtemos: f(x) = ifom [f_m;0 f(t)cosa(t — x) dt]d(x, denominado “Integral de Fourier™.

Como: cosa(t — x) = cosat cosax + sena t sena X, teremos:

1 oo (oo} 1 (oo} (o<}
f(x) = Ef U’ f(t)cosatdt] cosa xda + Ef [f f(t)sen(xtdt] senox do
0 —o0 0 —

Forma complexa: f(x) = ﬁfjom[fjom f(t)cosat(t — x)dt|da, da integral de Fourier

f(x) = ifjow[f_mw f(t)cosa(t — x) + isena(t — X)dt]da

21
Em que: f(x) = — [ [[*_ f(©)el*t9dt]d 0
que: f(x) = o[ [J7, f(De tlda  (0)
f(x) = LJ“” [LJ“” f(t)eiatdt] e—iaXqq
Voo [Vam -0

Portanto: F*(a) = f(t)el*tdt , Transformada de Fourier

1 o
=
e: f(x) = ‘/%_n ffooo F*(a)e™'*da, Transformada inversa de Fourier

Ref: Piskounov, v. 2.
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A6.6.1.1 Determinagdo

Tomando-se a fung¢io de erro de Gauss: f(x) = Ae~¥*/a? (1)

Utilizando a média quadratica, obtemos a semi-largura do feixe de ondas:

Ax = J(T_Z) - \/[f x2f2(x)dx ffZ(x)dx] = ia (2) ver equacdo lae 1b da sec¢io A.6.4.1.1,
equacdo 1 da secgao A6.5 e Born
Usando a integral de Fourier, na forma:
f(x) = [ (k) e™k*dk, onde: p(k) = [ f(x) e 2™kxdx
Introduzindo: p = k/21, temos:
() = [7f(x) e 2™¥kdx, f(x) = [*_ (k) e?™k*dk, em que:
@(k) = Vmg(2mk) N
Ref.: Courant, v. 2.

@(k) é a amplitude de uma onda harmonica parcial com o niimero de ondas k.
Substituindo f(x) de 1 em @(k):

ok =A f_""oo e~ (x¥*/a*+2mikx) 4y = pe—(mka)® f_"’m e~ (/a+mika)® 4
Fazendo: x/a + mika = y, dx = ady transformamos em uma integral de Gauss:

a f_Z e ¥’ dy = ay, portanto: @(k) = Aay e~ (? = Aqy/ e K*/b?

Em que: b = 1/ma, distribuicio que constitui feixe de ondas f(x) é ainda fun¢io de Gauss com
semilargura Ak = %b

Portanto: Ax - Ak = 2ab = =
4 41

E=hy

Sabemos que sob o ponto de vista da relatividade, a energia e quantidade de movimento sdo entidades
da mesma espécie. A quantidade de movimento ¢é a parte espacial de um quadrivetor cuja componente
temporal € a energia, e é obvia a sugestdo de expressar por coeréncia: p = hk. Se y representa o ntimero
de vibra¢des por unidade de tempo, k sera o namero de ondas por unidade de comprimento, portanto,
p = hk.

% Lembrar que: g(k) = ‘/%f_z f(x) e7kdx ¢ f(x) = %f_o:o g(k) e™*dx transformadas de Fourier: substitui-se  por 2ma e leva-

se em conta que:d(2ma) = 2mda, na Equacio 0.
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Haviamos deduzido que p = fik, mas como h = h/Z‘r[" ap0s 21 rad, como o movimento é periédico,

as oscilagdes retornam a mesma posi¢do, portanto, espacialmente idéntico. Multiplicando entdo por h,
obtemos:

Ax-dp==Tf (3)

am

Que é o principio de Heisenberg, ja obtido, desta vez como igualdade, sendo a desigualdade ja
comprovada como o minimo da funcio S.

Ver Equacio 4, no final de “Em outras palavras”, Sec¢ao A6.4.1.
Essa relagio é quantitativa, isto é, rigorosa.'”
Ref.: Max Born

Em termos da teoria dos erros de Gauss, confirmamos o apresentado anteriormente: a curva obtida
na difracdo é de probabilidade, distribui¢do gaussiana, em que o maximo ocorre no centro e, nas
extremidades, tende assintoticamente a zero.

A condigdo de minimo, como visto no Anexo 3, Equacdo 3, ¢ que dS = 0 ou s¢ja: 4s = dsS, +dS, =0
~d(px)=d(Et) e como: % =cCe % = ¢, obtemos uma identidade: ¢ = c. Isso significa que a

energia E que se desloca com a velocidade da luz, se transmite e se comunica com a velocidade da luz (isto
¢, se transfere).

p=fx)

7 Observagio importante: AS = Ax - Ap > h/z = h/4_1_[.

0
Ver Equacdo 2 da Teoria Atomica de Bohr, Secgao A6.3.
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A6.7 ONDAS TRANSVERSAIS EM UM FIO

Mg\

v
>

;o ,
Ty = T sena
Ty = —Tsena

& é o deslocamento do fio da posi¢do de equilibrio
Forga vertical sobre seccio AB do fio:

Fy =Ty — T, = T (sena’ — sena)

Se a curvatura ndo for muito grande, os dngulos « e o’ serdo pequenos e podem ser substituidos por
sua tan:

[}
Fy =T (tana’ — tana) = Td (tana) = Ta(tana)dx
Estamos considerando, por exemplo, uma corda vibrante.

Porém, tana depende tanto da posi¢ao x quanto do tempo t. Contudo, tana = 6£/6x

o om0 (0F _ 0%
. Fy—Ta(a)dX_ T—dx

ox?
2
Forca igual & massa da seccdo AB vezes aceleragio para cima Z—é
. . . kg
Sendo m a densidade linear do fio expressa em “8/p,
30 AB: mdx: %8 _ 2% 0% _T0%
Massa da sec¢ao AB: mdx: (mdx) Sz =T-2dx = 5 =—-2

Anilise dimensional: T = [F], m = [%] ~F=[M] [L/Tz]

" TV o

T M][L/T?
.-.B:%ﬂwm:vzzv: i 0% _ 0%
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Referéncia: Alonso- Finn, v 2

Assim, chegamos a equagio da onda tipica®, diferencial de 2* ordem ja obtida na Segdo 5.23, como
preambulo das equacdes dos campos E e B que definem a onda eletromagnética.”

A questdo é como resolvé-la partindo da equacio diferencial. Entdo, veremos a seguir que ao utilizar
o método da separacdo de varidveis, chegamos a solucdo das expressdes na forma trigonométrica ou
exponencial, evidenciando que a reciproca é verdadeira, no caso em questdo, ao partir da equacio
diferencial para se chegar as amplitudes.

Quando a amplitude for grande, em relagdo ao tamanho da onda, a equagio para ondas transversais

% _ T o? 3(d
se torna: —o=12801 —(—E
x

2
ot mox? 2 ) ], €quagao que nao e linear e se reduz a equagao anterior quando

(0%/0x)? for desprezivel. Note-se que: sena = tana Nl tano — %tanza + -, desenvolvendo em
anZa

série. Essa ¢ a ressalva.
A6.8 RESOLUGAO DA EQUAGAO DA ONDA
—,29%

B L . 0%
A nda unidimensional: = =
equagdo da onda unidimensional: 7 e

pode ser resolvida pelo método da separagio de varidveis ou de Fourier.

(1), equagdo diferencial parcial de 2* ordem,

Temos: § = &(x, t), fazemos: § = X(x) - T(t)

% aT i3 X i3 22T 0% 2%X .
== st == = = — = — e —2= - .
o X(x) % € o T(t) P e X(x) o7 € T(t) oz substituimos em (1)
o X o
oz 0x2
L 9PT/OY _ 0PX/0x2 . . .
Separando as varidveis: grjer _ SX/ox —k?, namero de comprimentos de onda que é uma

v2T X
constante de separagio. (2)

@
dt?
“Equacdo da onda de Schrodinger”.

Tomando: + w?T = 0, onde: w = vk(3), ver equagio de Schrodinger, equagdo 1, Sec¢do A6.4,

2
Seja a equagdo diferencial de 2* ordem: % + p% + qy = 0, p e q constantes

Tomando uma solu¢io particular: y = e™, derivando:

d a? . L
d—z = re™, d—xf = r2e'™, substituindo e dividindo por e™: e™(r? + pr+q) = 0

r? + pr + q = 0, chamada equagio auxiliar da equagio diferencial.

A equagio auxiliar tem duas raizes distintas r; e ry, entdo: y = e'1¥ ey = e"2 % logo, a solucdo geral
sera: y = C;e"1* + Cye2 ¥,

18 Utilizada em diversos fenomenos fisicos como: ondas eldsticas em bastio s6lido, ondas de pressio em coluna de gds, ondas
superficiais em um liquido etc.

19) Partindo das amplitudes de E e B para chegar a equacio diferencial.
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Tem duas constantes arbitrarias e a equacao diferencial é satisfeita pela solucio geral.

d?T ~ Qe 2 .
Portanto, — + w?T = 0, a equagdo auxiliar é: 1> + w2 =0 ~r=twV-1= twi

Logo, as raizes sdo imaginarias: r; = +wi e r, = —wi

erit — gtoit e el2t= gm0t .y = (el®t 4 C el (5)

Usando a férmula de Euler: et = coswt +isenwt e e™i®' = cos wt — i sen wt (5a)
Fazendo A = Cy + C, e B = (C; — C,)i obtemos:

y = A coswt + Bsen wt (6)

Retomando as equagdes (2) e (3):

% (:T;r = —v2k? = —w?, pois = vk & = e uma solucdo particular

% ;l%( = —k? ~ & = " uma solugio particular

Logo: £= &, - § = el - g1t = gilkx-0t) (4)

=k e hfp=2

2‘]‘[p/h =k, ver equacio a da Sec¢io Introdugio, A6.1,“Equacio da onda de Schrédinger” (7)

Se a onda for tridimensional:

50078 % 0% 0% 2 _ 0% _ .
A equagdo o= + oy tor e = 0= V- 555 =0 (7a), em que:
2_ 02 L 0 0% P
~ 9x? ay? 972 (8) Aqlnz v=¢c
2
Usando a notagdo de D’Alembert: (] = V2 — CZaW

62
OF =V~ o

dimensao é ct, ¢ = velocidade da luz e t, tempo.

na verdade, é uma equacdo quadridimensional, § = &(x,y,z,ct), em que a 4°

Entdo, a solugio se torna: § = ei(ﬁ"?_‘*’t), Equagio (4), equacio 3a da Sec¢io A6.4.1, “Em outras

palavras”.

Para exemplificar, citamos:

o

~ ~ . .d%e _ g
Equagdo do péndulo simples: wZ="10 ou

+% 6 = 0 ver MHS, (9) Secdo 2.1.4, Equagio 6.

20 , . .
Fazendo w? = g/L == +w?0 =0, w é constante  g= aceleragdo da gravidade,

L = comprimento do péndulo W= de/dt arcos=L0 0= Aangulo descrito pelo

péndulo.
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d%e
rt de _ 2
e Freialy

rt

. do
Facamos 0 = e, derivando duas vezes: T =re e

Teremos, substituindo na equagio: r?e™ + w?e™ =0 = e™(? + w?) =0
Equagio auxiliar: 1> + w? = 0 = r = + wi, em que i = V-1

Raizes da equagio: r; = wi e r, = —wi p=0 e q=w
Equagio auxiliar: r, + pr+q =0

Solugio geral: 8 = C;e®t + C,e~@i ver Equagio (5)

Em forma trigonométrica: 8 = A cos wt + B sen wt (ver equagio 5a, aplicando a férmula de Euler:
ekt = coskt +isen kt
e Kt = coskt — i sen kt

Ver Equacao (6)

C=VATTB?
C
B
Y A
OC—é OC—E
cos _C € sen —C

~ 0= C(%cosmt+ g senu)t)
0 = C(cosacoskt + sen a senkt)
0 = Ccos(kt — a) = Ccos(a — kt), (10)*
cosa = cos(—a), pois:

cos(wt — kx) = coskx cos wt + sen kx sen wt, e assim retomamos a equagio do MHS, vista na Secao
2.1.3, pela reciproca, isto é, partindo da equacio diferencial conseguimos a amplitude. Verifica-se também
que ao tomar a equacio diferencial parcial, resolvendo por separa¢io de varidveis, cada uma das equagoes
separadas é semelhante a equag¢ao do MHS.

20 Veja-se MHS, Se¢do 2.1.3, Equagdo 4b2.
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‘.dl ’
lz_

F+ ®?0 =0 = 0 = C;e®lt + Ce~@lt
ver Equacdo (5)

Referéncia Maurer

A=t e 2k 2 2TPL 2= o hy=E 2rEh=w

Ver Equagio a na Introducio, Equacdo 1 em Equacio da Onda de Schrodinger, e Equagio 0 a, “Em
outras palavras”.

2mi _ 2mi _(2m
g = e( m/h) (px—EU) _ e( m/h)px e ( l/h)Et =Yl (11), como vimos na Equacido 2, é a solucao
da equacio da onda de Schrodinger, na seccio de mesmo nome.

Ve = e(Zni/h)px

(ZmX)/( /A)IX como ZTI/}L -k e h/p = A= g, = ek

Yy = e_(zm/h)Et, como E=hv e (2mvh/h)it=2mivt
w=2my =, =t7ot
Referéncia: Sielawa
Se o espaco for tridimensional:
Onda plana: & = f(i -t —vt) = £ = §ysen k(U ¥ —vt) (8a) U = vetor unitario
Vetor propagacao k=ki = comprimento k = 2“/}\ = W/, na diregdo da propagagio.

§ = §ysen @ r— mt) = §psen (kxx +kyy +k,z — u)t), como visto na equagdio da onda de
Schrédinger.
K-t = (ki + Ky 8 + k@) - (%18 + X8 + x18) (4)
ki +k3+kZ=k?= “)z/vz , médulo do vetor K (por Pitagoras).
2 2 2 2
Z-é: 2 (%+Z—y§ ZZE) =25 v2V2g ver equagdo 7a (equagdo da onda em coordenadas

cartesianas)
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Fazendo: § = X(¥) - T(t) por separagdo de varidveis (método de Fourier)
Como visto no inicio da Resolu¢do da equacdo da onda.
eT v

I 2y — L d'T X l
Substituindo T - V*X = X = < ST

quue:m:vk:kzg
Referéncia: Alonso- Finn e Sielawa
Outra resolugio interessante ¢ a devida a Landau- Lifchitz.

Para ondas denominadas planas (ver Equacdo 0 em “Equacdo da onda de Schrodinger”), as equacoes
. % 5 9% , - o
do campo tém a forma: E oz =0,emquefé qualquer componente dos vetores E ou H.

f) 0\ (d f)
Para resolver, colocamos na forma: ( —) (— + —) f=0
ot “oax) \at

Introduzindo as novas varidveis®,

Isto é igveis ind d _ X _ X 2t=%¢+n
sto é, variaveis independentes: § =t — - e n=t+o 2)_C< —m—t
Ou seja, & = avanca no tempo e 1 recua.

De maneira que: t = %(n +¥) e X = %(T] -9

De fato, retomando a Se¢do 5.23, Equacdo a: f= f(t - —) chamando € = x — ct*, teremos:

B _1,8- —c etc. obtemos: of_ o
ox ot oz ox?
1/0 f) a 1[0 f)
Logo: =3 (5-¢5) ¢ mm=3(m+ez)
E forma: -2t
m rm =
a equagao assume a 1o a: 62 an =0

Integrando em relacdo a &: g—; = F(n), fun¢do arbitraria.
Integrando outra vez: f = f;(§) + f,(n), f; e f,, fungdes arbitrarias.
Portanto: f = f; (t - )—C() +f, (t + E), solucdo geral, e os termos contendo f; e f,, solucdes particulares.

Do Alonso-Finn.

1 Isto é, a fungdo f que era: f = f(x,t), se torna f = f(§ 1), portanto:

0 2\ (2 _ (00 20 0\._ _
(6[ Con ) (a ) f(x,t) = (6[ Praak Dx)f (6§ 0n) (€ ) = 0, ver Observacio indicada em $, mais adiante.
2
2 Da mesma forma, com 1) = X + ct, teremos a_ =1,2 = 4, etc. Obtemos também E =c? %

Nesse caso, & seria avango espacial e 1, recuo.
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fi fa A
X
—plry|
i T S S |
T = periodo

Assim f; (t——) (12), representa uma onda plana propagando-se no sentido positivo do eixo t e

f, (t + E)’ onda plana se propagando no sentido negativo.

Essa resolu¢do é muito satisfatoria, simples e compacta.

Como se depreende, f é uma fungio periddica. Se for harmonica, serd do tipo MHS, como visto nas
paginas anteriores, e serd expressa:

f = fysenk (x — vt) (8b), fun¢do senoidal, podendo também ser expressa, como ja visto, por uma
fun¢do exponencial: f = e/ =Y por intermédio da férmula de Euler: e* ¢ = coskt + i sen kt

Observacao: (5)

9 N (i_ L) _ (6(Bx/c —6t)) —_ (6[6(t—x/c)]) _ _( 2(0%) ) invertendo

B ot ox/c ot 9x/c at ox/c at ox/c
_otax/c 5
2(0%)
=1/ @n+a9ed®/c=1/y(n-0p)  ~otd¥c=1/,(0"-0%) =
=f(n,%
. at a(x/c) . at dx/c dt ax/c\ _ 9?2 92
Idem para: =550 - ( 339 ) ( a@m ) = (a(az)) (a(an)) fn.®

Integrando em n e depois em § obtemos = e, como ja vimos anteriormente, integrando novamente

aza
em & e 1, se obtém: f = f; (§) + f, (M), f; e f,, funcdes arbitrarias.

(aaz) ( )f justificando (OE) (i) e%

Da relacdo de de Broglie: E = hw e p=hk h= %
Substituindo por: k = %V e w= i% ver equagdo 1 da seccgiao A6.4.1

2 Codx 1
Pois: g, = dy/d
x
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AE=his =p=hi T =

i 0xj
dS; = —Edt = —? dSe = pjdx; (ver equagdo 2, Teoria dos erros de Gauss, Sec¢ao A6.5)
Integrando: =~ S¢=—Et ~ Se = PiXi
=y Iny = x Ex: 102 = 100 log1, 100 =2

e(i/h)sE =¥, =>hY, = (i/h) Se

InW¥, = (i/h) S¢ (ver equagdo 2, Equacio da
Onda de Schrodinger, Seccao A6.4)

In¥, = (i/h) PiXi In¥, = _(i/h) Et* (ver equagdo 11, Resolucio da equagio da
onda, Seccao A6.8)

Somando: InW, + In¥, =In(¥Y, - ¥p) = (i/h) (pix; — Et)

wwow, -y, = (V) Pi-ED

Ou melhor:E=—%%=—Et=? S, = —Et
_ (/p)pixi-ED . Y
W= e( ) derivando em t: T (/h) EY
—_ ho¥ —_ha - _ i
OuE¥=- 5 =E=—f5 =% =—F (/h)
= B e

A6.9 UMA PROVA SIMPLES DO PRINCIPIO DA INCERTEZA DE HEISENBERG
Seja um oscilador harmonico linear, por exemplo, o do Capitulo 2, sobre 0 MHS.

. ~ P . 1p? |1 P ~
Partindo da expressdo cldssica da energia: E = EPH + Ekxz,k Constante eldstica, ver equacao 3¢ da
Seccio 2.1.3,k = mw3
Introduzindo a condi¢dao quantica da lei da comutagio:

—xp =t
p P=72571

1
E=-1(p? + m2ew2x?
2m ®*+ 0x%)
Conforme a mecanica ondulatoria:

d? | 8m’m

=t T(E - %kxz)] Y = 0, ver equagio 3 da Seccao A.6.4.1.

24 Justificando o sinal negativo em Et. Além do mais, pode-se verificar na equagdo 12 que:

f=f (t - %), a onda se propaga no sentido positivo de t e para f = f; (t + %), a onda se propaga no sentido negativo de t, isto

¢, a onda retrocede.
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2mmw, 4m?m),
A:B";;“E «=— 2 == (1) wp = 2m»=Vk/m
a? 2 1 14m?m . x?
[m-‘-}t_azxz]q"zo a_E E(XX2=E% XZ =21'[2m% F
4T[21'I_'R°

Recordemos: s, = em/Mpx ,1/2 ax? = (1/2) x2 = 2m2me Xz/h

h

Y= 30971/2 ax? aoe—ZT[Zonxz/h
Wy = 2m%

Bp= ol = 1p3
T 8mwm 2

Em mecanica cldssica o estado minimo de energia de um oscilador € zero na posi¢ao de repouso ou
equilibrio. Porém, em mecanica ondulatéria, o estado fundamental tem energia finita Ej = Ehﬁo
e a fungio propria é a funcio de erro de Gauss

4m2m~,

1 JOTP .
Yo = ae™ /29" em que: a = h e Yo frequéncia propria do oscilador.

Pelo desvio quadratico médio da coordenada (visto X = 0):

4o ]
X2 =x2 = f_oo x“Podx _ i _ h (), de 1: o= zt-n'rhm%0
P pedx 20 8ZmY-
Recorde-se: - on u = B4/
dx u 5 L
lp 2,2
Equacio da energia E= om + Em(z'lﬂo) X

Desvio quadratico médio da quantidade de movimento:

_ — 1
op2 = m?(2m 3. )%6x2 = Eh Jom mwyx = m(2m Qc)x =mv = dp = mdv

dvy = wedx , wy = cte™

R — 2 JEE— _
2 8x2 Bpr=ol=1h?  com: (AX)? = Bx? (Ap)? = 8p?

AxAp = b1y (1) forma exata do principio da incerteza de Heisenberg
a2

- [Py = [T dedd e a1 [T _2_2_12_1/4‘/”/’13(1/2)1(1/_2)_L :
1=2a,1y= [, e dx—z\/;,lz—dldx—fo xre M dx =< /13(/2) T VA, S Ly =5, Ref.: Max

Born, Anais ESA Luiz de Queiroz.
%6 Recorde-se que v = Rw, ver Equagio 3b do MHS no Capitulo 2.
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Ref.: Max Born

Agora, se torna 6bvio o motivo de Ax-Ap > h/Z , isto é, no minimo a metade de #, pois como
visto na primeira demonstracido, deveria ser menor que h, pois h estd relacionado com a menor porc¢ao de
energia possivel: £y = b 3

Em seguida, demonstramos quantitativamente que deveria ser no minimo h/z = h/4n, porque h se

refere & onda elementar de energia. Se tomarmos um eixo de coordenadas como origem, metade fica do
i Vo isto & .1/ (h

lado positivo e a outra metade no lado negativo, isto é, resulta em: /2 ( /2,‘_[) de cada lado, uma vez que

a onda, como sabemos, tem 21 radianos.

Nota-se que h é exatamente (ou justamente) a quantidade de movimento angular minima do elétron
em torno do nucleo, ver equac¢do 3 da sec¢ao A9.4, movimento angular.

Sendo L esse momento angular, 2L = 2wh = h, constante de Planck, quantidade minima de energia
na natureza, é o “Quantum” de Planck.

Também se torna claro o porqué da estabilidade do dtomo, que ndo funciona exatamente como
um sistema planetdrio, pois embora haja uma atragio entre o ntcleo e os elétrons, os quais tém cargas
opostas, a velocidade e, consequentemente, a energia dos elétrons (recorde-se que: Ap = mv), é tio
grande que o nicleo nio consegue reter o elétron, provocando um efeito repulsivo contrabalangando a
atracao eletrostdtica, isto €, o efeito dindmico do elétron torna o dtomo estavel. Retorne-se a hipotese de
De Broglie, confirmada por Davisson Germer nas paginas iniciais deste Anexo, para uma melhor
compreensdo desse efeito quantico (ver as Equacdes la e 1b), isto é, de a matéria também ter um
comportamento ondulatério.

Para responder como Planck chegou ao “Quantum” h, anexamos a Sec¢ao A6.11.

A6.11. COMO MAX PLANCK DESCOBRIU A FORMULA DA IRRADIACAO DO CORPO NEGRO, QUE
DEU INICIO A FISICA QUANTICA.

Em 1896, Wien afirmou que o espectro da radiacio do corpo negro correspondia a um equilibrio
térmico, que seria completamente determinado pelo Principio da maxima entropia, mas nio o fez. Em vez
disso, adotando um modelo de radia¢do em analogia com a distribui¢do de velocidade de Maxwell, obteve
a formula:

u(o,T) = f1(0) exp[- f2(0)/T]
Onde f,(0) = ¢;/0% cye a ctes.

f2(0) a determinar
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A fim de satisfazer a Lei de Stefan-Boltzmann W = ¢T*, da densidade de energia (*’), é necessario

que @ =5 e f»(0)/T seja fungdo de o, dando uma expressio a Lei de deslocamento de Wien: f5(0)/T =
¢,/ 0T onde ¢, cte. (**)

Resulta: u(0,T) = ¢;0°° exp[— ¢,/ 0T], conhecida como formula de Wien.  (4)
Daqui resulta comprimento de onda maximo op,: 0, T = ¢, /5

Estava em concordancia com observac¢des de Paschen de 1896: ¢, = 50, T = 14.445/uK ou 0,,T =
2,891 x 10°mK (K temperatura absoluta em graus Kelvin).

Desde 1897, Planck decidiu realizar o intento de Wien e em1899, atraido pelas medicdes de Lummer
e Pringsheim de que a distribui¢do espectral nio dependia da constituicio dos corpos e sim unicamente
da temperatura.

Inicialmente, pelo principio das Ondas estaciondrias em Cavidades ressonantes, ver Al. Finn v2 p.
2

8m — . 1 . N al
455, obteve: u(4,T) = C—{E, onde € energia média de um oscilador a temperatura T, f, frequéncia.

Seguindo sugestao de Wien, decidiu relacionar € com a entropia e nio com a temperatura, pelo
e . 8 -
seu faro em Termodinimica, pois, temos que: dS =?Q, e pelas relacoes de Maxwell, temos: 1°

Principio da Termodinamica: TdS = dU + pdV, sendo U energia interna, obtemos: (Z_ls]) =T, isto é,
v

a volume V cte.

Alids, a esse propésito, convém salientar que T é um fator integrante, que transforma a diferencial
ndo exata de calor §Q em uma diferencial exata de entropia dS, isto é, uma diferencial que nio depende
do caminho percorrido. O simbolo § define uma diferencial ndo exata. A diferencial exata s6 depende
dos estados inicial e final.

[F8Q = [1TdS = @,

Vemos que o valor de Q depende do processo desenvolvido, mas S, — S; nio depende. Ou seja, o
processo com a linha inteira d4 um determinado valor para Q;, que é diferente do processo com a linha
tracejada, (ver figura).

Energia por unidade de érea.

Wi _Wo_ Wi T WiTy (T Wu TP

w,
W, _ T WD Wi a . - N .
— = = = = : =cte, por consideragdes termodinamicas, Wien
T Ty W, T CWoAT, T W T 45

T _ 0 w . . o . .
comprovou: - = - 0 of = cte, recorde-se W, = - fluxo de energia por comprimento de onda unitario. Lummer e Pringshein
o

o comprovaram experimentalmente. Wien tratou a irradia¢io como uma madaquina termodindmica. Considerou que a

irradiagdo exerce pressdo nas paredes do recinto. O que aconteceria se uma expansio adiabdtica ocorresse. Encontrou que a

2

relacdo entre A e T, antes e depois, seria: T/To = 7"0 ol = cte.
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e L T TN,

gl
3

As dreas desenvolvidas pelos 2 processos sdo diferentes.
Voltando a relacao de Maxwell:

au 1
(55), =7

Tomando a Lei de Wien (eq. 4) e renomeando as constantes, obtemos; explicitando
U:U = bfe T u; = Uf
f

n (1) =-Y comofd—x—{’nx >Znx=1 (operagdo inversa)
bf) T’ x dx T x perag

Logo: fn(%) = —a?fz»a—lft’n(%) = _%

o om (%)1/@) -1

Insertando a relagio de Maxwell:

s 1 U __ 3’ _ 9 (oS 1 bf b1
af U al

30~ “ar b " au? au\au) " =

o Loodis 1. P . 12t
u seja: ——= o —, isto &, proporcional a ..
Mas esta relagdo surpreendentemente simples se revelou insustentavel com as medi¢des, revelando

ser inadequada como forma geral.

Se chamarmos: R = (925/0U?)7%, confrontando com as medi¢des realizadas por H. Rubens e F.
Kurlbaum, revelaram que a radiagdo infravermelha emergente de cristais de fluorita e salgema para
energia e comprimento de onda longo, revelaram que o R era proporcional a

dzs

. 1 . I .
energia ao quadrado: PRI valida para frequéncias baixas.

Entdo, para tomar a férmula geral, sendo vélida para ondas longas e curtas, Planck modificou para:

da’s _ 1 d (dS) _ 1 (ds) _ du
auz ~  U(U+b) av\du/) = u(u+b) av) ~  U(U+b)
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ds _ 1, U+b
Integrando: — = —fn—
tegrando w3

dx 1 ax+b
—_= gn _

x(ax+b) = b +C

Das tabs de integrais: [

Com a defini¢do da temperatura:

1

1, U+b
T_bfn

X

_b
eb/T—1

(*), explicitando U: U =
Voltando a equagio de Planck:

u(f,1) =2 ()

C3
Esta formula foi revelada na Sociedade Fisica de Berlim em 19 de outubro de 1900.
Expliquemos o raciocinio de Planck:

Como inicialmente, tinhamos:

1

a . A .
=wsar = "5Ys depois das experiéncias de Rubens e Kurlbaum, se obteve:

1
=—— _=_[?2
d2s/du?

Combinando com os dois e fazendo: ¢ = a/b, obtemos:

dzs 1 1 ~ . ~
— =———=——— ("), na equagido acima chamamos ¢ de b, sio constantes.
au? cU+U? U(c+U)
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Medigdes posteriores feitas por Rubens, confirmaram a validade da férmula para ondas longas e
curtas.

Na ocasido, Planck ndo soube explicar pela Fisica classica, a razao de ser da féormula. Resolveu fazer
um estudo probabilistico da entropia total do Sistema S,, com n osciladores com energia média U e
frequéncia f, energia total U,, = nU, assumindo um ndmero inteiro P de elementos de energia €: U, = Pe.

Pelo 2° Principio da termodinidmica: S,, = k#n(), dependendo do niimero Q de formas possiveis de
distribuicao dos P elementos de energia ¢ entre os n osciladores:

_ (n+pP-1)!
I

Q n+P—1)

obedecendo a formula combinatoria: ( n—1

Obedecendo ideias de Boltzmann.

Obtém-se: % = gfn (1 + 5) = % = (1 + 5)

_ £
= e/

U

Esta equagio deve ser compativel com a 1* Lei de Wien, isto é, & deve ser proporcional a f:& = hf.

29

30

T/b T/b
=ttt on (1) (5 et
Ue/T=U+b=U(e""-1)=b=U=—p—

Jas_ 1
Tavz T u(etn)

Ri=—cU,Ry,=U?=R=—clU-U?=—U(c+U)
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Em lugar de fazer a demonstragio probabilistica conforme Boltzmann, faremos como Maxwell,
postulando como Planck que em lugar de a energia ter valores continuos de 0 a «, teria valores de niumeros
inteiros: 0, &, 2&g, 3€, ... n&y, onde &y, ¢ uma quantidade finita chamada “quantum”. O valor médio € sera

dado por:
Z nege ~hne -
= d d 1

A ol R —Bneo — _ ___pp— —

£= = dﬁfnZe 0 dﬁgnl—e‘ﬁfo
Z E—ano n=0
n=0

goe~Pe0 £
=1_e—_350=m,sendoﬂ = 1/(kT)
Recorde-se que: S,, = aflq = 1_2;_550 para q¢ < 1 da soma de uma série geométrica, quando n — o

Sendo ay, 1° elemento da série e q, razdo da série.

. _ 8nf? £o . _ 31
Resulta: uf = T3 e /KD fazemos: & = h.f ("
Isto é, energia “quantizada”, esse foi o inicio da Fisica qudntica, embora Planck ndo tivesse
consciéncia disso. Somente em 1905, quando Einstein demonstrou o efeito fotoelétrico, considerando a
energia composta de particulas, depois denominadas “fétons”, ficou estabelecido, pois Planck ainda
acreditava que a irradiagdo fosse fendmeno ondulatério e que a demonstracio acima fosse um artificio.

Em dezembro de 1900, Planck deduziu por probabilidade a formula acima.

W peen 2 . e, . . B
Esse é um trecho de nosso artigo “Irradiagdo térmica” a ser publicado. Apenas colocamos aqui uma explicagdo da constante

de Planck h.





