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A7.1 RESILIENCIA

AZ]:'__ ;

F

A7.1.1 Elasticidade

Tensdo € a relagio entre forca F' e a seccio A onde a forga é aplicada. Pode ser de tracio ou
compressao.

x|

Deformagao é a relacio entre a variagio no comprimento e o comprimento inicial quando o corpo é
sujeito a uma forca F .

Al
e=—
‘,

Moddulo de elasticidade é a relacdo entre a tensdo e a deformagio.

o F/4

e A,
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A7.1.2 Explicitando F

in—AAE s F =kx (1)
"0

Essa é a Lei de Hooke em que k € a constante elastica, ver Capitulo 3, Equacio 1.

Isto é, a forca aplicada F ¢é proporcional a deformagdo ocasionada A¢ ou x.

A7.2 ENERGIA DE DEFORMA(;EO

i do

<52,

0
_ b 551515,_:@51'
R 02

W=J Fdo, mas F, =%5,(1a) W

O, éa posicio genérica F, é o esforco genérico (conforme Figura e Equagdo 2)

Quando F; atinge a carga total F', se obtém:

F=ts
[o

w F—

e
A0 _po
0,2 2

Também se obtém graficamente, ver Figura, pois a energia total W é igual a drea do triAngulo OA4B .
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Fp

Limite de
proporcionalidade

o
v

A7.2.1 Resiliéncia

E a capacidade de um corpo armazenar energia sem deformacdo permanente, ou seja, dentro da Lei
de Hooke.'

Além desse ponto, quando a carga é retirada, o corpo ndo volta a situacio inicial (a deformagao é
permanente, conforme Figura e texto 1b).

Também a natureza tem resiliéncia. Isto é, pode-se voltar a situacgio inicial até certo limite (limite de
proporcionalidade). Até esse limite a natureza se regenera, além dele, ndo havera regeneracdo, e sim,
degeneracao. Por exemplo: o homem ultrapassou os limites de proporcionalidade em: polui¢do dos rios,
como Tieté e Pinheiros da cidade de Sao Paulo; extingdo de varias espécies animais: passaro gigante Moa,
da Nova Zelandia; quase extingio do bifalo americano, que atualmente sé existe na reserva de
Yellowstone, e do Peixe-Boi; aquecimento global, ocasionando modificagdes climaticas desastrosas como
derretimento das geleiras, chuvas excessivas, furacdes inesperados, entre outros, principalmente por
intermédio do efeito El Nisio (aquecimento dos oceanos), causando efeitos como furacdo no Estado de
Santa Catarina, nunca ocorrido até entio; possivel extingio do mamute, pelo homem primitivo ajudado
pelo homem de Neanderthal, espécie paralela de hominideo que conviveu com o Homo sapiens; extingio
ou assimilagdo (ainda se discute) do homem de Neanderthal pelo Homo sapiens.”

Isto €, se ndo tomarmos cuidado desde ja, ndo serd o planeta que estard ameacado, mas sim, nds os
seres humanos.

Referéncia: S. Timoshenko, v. 1, Strength of Materials
Evaristo Valladares Costa, v. 2, Curso de Resisténcia dos Materiais
Fritz Kahn, O Livro da Natureza

t Conceito mais fisiolégico (biolégico) do que fisico: é a capacidade de suportar estresse (“stress”).

Diversas contaminag¢des ambientais causadas pelo homem em rios e mares: vazamentos de barragens de rejeitos de minérios,
contaminagao por merctrio de garimpos, vazamentos de oleodutos, lancamentos de esgoto, lancamento de produtos plasticos.
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Fazemos o esforco ir de 0 até A, o limite de proporcionalidade. Ultrapassamos esse limite até B, e
em seguida aliviamos o esfor¢o até atingir F = 0e chegar ao ponto C. Temos, entdo, uma deformagio
permanente J,, que ndo é o estado inicial, portanto, ndo houve regeneragio, e sim degeneragio do corpo

sujeito a deformagio.(1b)
A7.3 ADENDO MATEMATICO
A7.3.1 Observacao: integragao

Recordemos o “Teorema fundamental do calculo integral”, ver Anexo 2, isto é, Integracio como um
Processo de soma.

y
= /()
Yi[=="""777° ‘L/ﬁ
-
Ax,

‘SRR

afFeceeeeaa—C
[

=

[ r()ds =tim Y 1(x) ax

porém, y = f(x), entio y, = f(xi)
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ijdx = limi VA,
n~>oo1=1

Em nosso caso: y=F y,=F, a=0 b=0 ver figura e nomenclatura na Sec¢io A7.2

5
Entdo, a energia de deformagdo é& W = _L Fdo,

£4 8 (2)  (ver Equacdo la) e F, = f(6))

Como: F, =—9,
f()
EA (4 R 452 EA(8 EA .5 & Pois:
W===16d5,=——1limY A5 =|——| =—|—-0|=—"=6—-=F— EA
to A by 2], fo\2 Ly 2 2 F=75(Ver
“0

Elasticidade, Capitulo 3, Equagio 0; ver também Equagiola)

b
Verifiquemos: '[ xdx

E a 4rea do trapézio assinalado na Figura.’

Ci
Y, _x
a v
bf~-=——=—=—==---- 5 “7-AFE
D
abk-=-=—==—--
b
a /
45° 4 /F
0 a b X

o] Lo s
J;xdx=5(b—a)(b+a)=§(b —-a )

b—a

‘Usando o processo limite da integral como soma, fazendo: 4 =
n

Calculemos a drea A4, :

Traca-se uma reta AC passando pelo ponto médio B do trapézio. Os angulos opostos em B sdo iguais. Os dngulos agudos em
A e C sdo iguais (originados por reta cortando 2 paralelas). Os lados BD e BE sio iguais (metade DE). Os triangulos ABD e

BCE serdo, portanto, iguais. Logo: area do trapézio: A = (b - a) (a + b)/2 (Area do tridngulo ACF).
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Da mesma forma, A4, :

AA, =h(a+h+%h)
Idem para Ad;: AA, = h(a+2h+%h)

AA, :h[a +(n—1)h+1h]
Para 2

Area total:

i=1

~ P n 4
Como a soma de uma progressdo aritmética é: S = E(al +a,)

E a,=0,a,=n-1

Teremos:1+2+...n_1:g(0+n_1):@ o
Endo: 3/ A4, :nh[a+ ,{ L 1+z+n—1ﬂ:
i=l n

4 Ha uma demonstragio interessante, devida a Gauss, no fim deste Anexo.

> X

3 A4, :h[na+gh+h(l+2+---n—l):|
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fefi o5

1 1
Teremos: (b — a)[a + E(b — a):| = E(bz _ az)

Logo: ijdx = %(bz - az)

c.q.d. (como queriamos demonstrar).
Observacao
2

b x

Vimos que | xdx = V(b* —a® ,ouseja: | xdx =—+cte (1) Integral indefinida
que [[xdx = J(b* ~a”), ou scja: [xdv == g
Podemos generalizar a férmula. De fato, se fizermos em y =x" =x, em que n =1
B b .

Se n=0, teremos x" =1 e j dx=b—a ou seja: de:x+cte

Graficamente: r ydx = dex =1(b—a)

N S— A/}—lb’
| 7

Isto é, a integral serd a darea ABCD da Figura.

2
Por outro lado, se n =2, teremos y =x".

b
Calculemos a integral JO x2dx

s . N b
Dividindo o intervalo 56—0 em n partes iguais: h = —
n
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A 4rea sera dada por:
hR> 4220 +32 1% 4B )= (12 422 437 4
v
4

ya 7

3

A soma dos termos sera:

12422 +3 +--n? =%n(n+1)(2"+1)

(ver Equacao 2)

Substituindo e reescrevendo a férmula:

b (n+1\(2n+1) b 1 1
—n| —— =—1+— | 2+—
6n n n 6 n n

- 1 P2 3 2 _x7
Quando n — ,;—>0 logo.J.dex—Ab ouJ.xdx— 5 tcte

n+l

Entdo, genericamente, teremos: J'x"dx = —1 +cte, como Integral indefinida.
n+

Vilida para nameros inteiros, exceto n = —1, pois nesse caso teriamos:
dx  x°
— ="—+cte
X 0

Prova-se nesse caso:

J'dx
— =/nx+cte
X
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. d . - .
Pois: d(¥nx) = 7x ,integrando, obtemos a equagdo anterior.’

Também podemos estender para n racional e irracional (COURANT,1951).

. < TSP 1 .
Vimos na Equagdo 0 que a soma dos n primeiros inteiros é: S, =1+2+3+---n= En(n +1), é uma

fungdo de 1. Da mesma forma, a soma dos n primeiros quadrados: S, =1> +2> +3% +---n* é também

uma funcdo do inteiro 7. Observe que temos n + 1 termos, sendo o primeiro: a; = 0, e o ltimo: a, 4, =

n.
Partindo da férmula: (V+13=93+3)2+39+1
A0H1) =93 =302 43941
Para Vv =0: / = 1
Para ) =1 Ay = ek
Para Vo=2: /—;/ = 3x27+3x2+1
Para Vo =3 43—}}/ - 3x3* +3x3+1
Etc. até
Para Vo=n: (n+1y —}f/ = 3n* +3n+1
Somando todas essas expressdes: (n+1) =3S, +3S, +n+1 e substituindo
S1 :%n(n+ 1)
d Ay 1 A
° yzt’nx:—y: lim—y:—lim {’n(1+—x) =—+4ne
dx Ax>0Ax X pxso x X

Ay = #n(x + Ax) — nx = ¥n (%)
n
Quando Ax - 0,»n = Ai -0 & |lim (1 + l) =e, fne=1,abasedefné’e", e = e
x n—oo n
s~dy =d(fnx) = %" recorde — se ¥n = log,, o indice e indicaa base.
2
Desenvolvendo pelo binémio de Newton: (1 + l)" = 17 4 111 4 ROD g0 (l) b=
n. n 1.2 n.

1 1 1 1 2

=1+1 +Z(1_;) +§(1 —;)(1 —;) + -+, fazendo n - o temos: (1a)

1+24+214 % .. =2,718281 ... = e, assim denominado em homenagem a Leonard Euler (1707-1783).
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38, =(n+l)[(n+l)2 —1—%n]=(n+1)(n2 +%n)=

=@+ -Inm+1)-(n+1) =
=(n+1)[(n+1)2—§n_1]=
=m+D(n?+2n+1-3n-1)=
=(m+1)(n?+3n) =
“ @t () -
“r ()
w8, = %n(n+1)(2n+l) (2)

c.q.d.

A histéria conta que Carl Friedrich Gauss®, conhecido como o Principe da Matematica, defrontou-
se com o seguinte problema: quando o professor de Matemadtica perguntou a classe, “quanto é a soma
dos cem primeiros niimeros naturais diferentes de zero?” Gauss, quase imediatamente, respondeu, 5.050.
Como ele chegou a esse resultado?

Veja a Figura a seguir:

Temos uma progressio aritmética em que o 1° termo é a; = 1, e arazdor = 1.

A soma dos elementos equidistantes é constante.

6 Ele tinha 10 anos na época.
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Somando os pares, 50 + 51 = 101 e multiplicando pelo nimero total dos pares, 50, concluimos que
a soma ¢ 5050.

Observe:

ay a as ay an

S=a;+(a; +r)+(a;+2r)+(a; +31) e vos e v [y + (n— D)7]

S=ap+(ap,—71)+(ap—2r)+(ap —37) v v e [ay, — (n = D1 ()

Somando, obtemos:
2S=(ay +ay)+(a;+ay) +(a;+ay) + oo (ay + ap)

22S=(qy+a,)n==S =%n

Veja que r desaparece, - a férmula vale para qualquer que seja 7.

Graficamente, por exemplo, paran = 3:

a1

a, a

as

a

o=y
<
Q
[e— w—

<« a, +as

A drea do retdngulo maior é o dobro da soma S:
25 = (a +a5)3 =5 =223

O que confirma a férmula anterior.

Ref.: Sistema de Consulta Interativa
Definicao de resiliéncia: mais fisiologica do que fisica, é a capacidade de resistir ao stress.

Se n for impar, por exemplo, 99, multiplicamos (1 + 99) por 49 pares e meio: (1 + 99) 49,5 = 4950








