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A3.1 PRINCIPIO DA ACAO MINIMA OU DE HAMILTON
F .
m

Pela 2 lei de Newton, um corpo de massa m , sujeito a uma for¢ca F, sofrerd uma aceleragio a,
conforme a equagdo: F =ma.

< L . . dv
Sabemos que a acelerac¢do é a variagdo da velocidade com o tempo, expressa pela formula: a = —.
. . . dv
Substituindo na férmula anterior, temos: F = m? .
t

Por outro lado, considerando a massa m , sujeita a forca F, provocando uma variagio da velocidade
de v, para v,, no intervalo de tempo ¢, a t,:

F 1
m
777 ;;;;;;;477777'

1] "t . , . . ~ . -, . ~ .
J mdv = Jz Fdt, deduzida da férmula anterior, por integragdo, isto é, a variagdo da quantidade de
Vi gl

movimento mdv é igual 2 impulsio da forca exercida sobre o corpo Fdt .
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A3.1.1Trabalho e energia

Seja o corpo de massa m , sujeito a for¢a F, com velocidade variando de v, a v,, elevando-se da

altura A, até h,.Podemos escrever, fazendo um balango de trabalho e energia:

1 1
(3t =gt i —mah)= s, —x)
(1)

Em palavras: a variacio da energia cinética (1° parénteses) mais a variagdo da energia potencial (2°
parénteses) é igual ao trabalho realizado sobre o corpo.

Isso comprova uma equivaléncia entre trabalho e energia.

— dx |«
-

Definindo entdo um trabalho elementar dW = Fdx , equivalente a uma variagio de energia elementar
dE : dW = Fdx = dE (1a), que pode ser genericamente a varia¢do de energia cinética e/ou potencial.

Fazendo: J‘:z J.vvz mdvdx = J;Xz J:IZ Fdtdx = J: pdx = J:l: Ldt=S (2)

Chamamos a quantidade de movimento elementar: dp = mdv e a quantidade de impulsdo elementar:

dl = Fdt . Se definirmos a energia L, podemos denominar uma grandeza que chamaremos ac¢io
elementar: dS = pdx que também pode ser definida como: dS = Ldt, pois Fdx =dE . Temos entio:
pdx = Ldt, portanto: L= pv, e daqui deduzimos uma energia elementar: dL = pdv e a importante

féormula: p = dar (2a)
dv
dS = pdx =Ldt (2b) .. p, = 95 —ds* =dx,dx, —c*dt’ ' . p, =—a—S:—i—, pois
ox, cot ¢

(unidimensional)

(tridimensional) ds

L=E=—

dt

' Ver Férmula (1) na Segio 7.2: dx;, componente espacial e cdt, componente temporal.
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Também temos, em consequéncia, o quadrivetor energia-quantidade de movimento, utilizado em
Mecanica relativistica.

Energia

LJ\

tempo

. S oS .08 ,
omponentes espaciais: . =—— € componente temporal: = - =—l— em que € a
Componentes esp Pi= ponente temporal: p, que ¢

; cot ot
velocidade da luz 7 =ict ou ~ dw=icdt p,=—i— em que p, é a quantidade de movimento e p, é
c

quantidade de movimento em fung¢io da energia.

Como a agio elementar é: dS = Ldt .

Integrando: S = J.’Z Ldt
L

Condi¢io para um minimo: tane= _lim LI =0

S0 S

Ver Figura a seguir.

Aglio

o variade @ <0 para @ =0 e torna-se & >0

Condig¢do para um minimo:

5S= 51’2 Ldr=| " oL dt=0 (3) & aqui é variacio.
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— Lix s syl

Como L =L(x,x,t) 6L—ax5x+a),(6x(4)
_oL _aL

E:F= ax p‘ﬁ_av (4a)

Entio: 85 = [{*(F6x + pév)dt = 0
pdx = Ldt = dS '

Na condicio de mnimo #, = £, e como x = x(r)

Quando & — 0 , devemos ter: &x(t,) = &(z,) =0

I — 0 també "
ambem Logo:F&czOedS’=J.t povdt =0

Observe que 85 ¢ infinitésimo de

ordem maior que A e O, pois do Sendo que: OV = 5— d

dt dt

contrdrio, ndo poderiamos ter a

. tod
Portanto: & = J'Zpi Scdt
hdt

derivada % =0. Se fossem da

1y
mesma ordem de grandeza, Integrando J.,I PV por partes

terfamos uma indeterminag¢io do
55 0 J.udv=uv—J‘vdu
tipo: —— = — .Isto é: OS tende

s T o

ao 0 mais rapido que Ox edt.

t 1y
. —J; vdp como t, > t,

v, =V, no limite.

pv‘tz =0 .. &= ;2 Féxdt — J‘rz vdpdt =0

i 1

1
&= 28—L&d - éda—Ld ! a—L—ia—L. Sedt =0
& ox ox dt ox

q.e.d.
ox dt 8x

Outra forma das Equagoes 3 e 4, derivando em o:

EN J‘ L dx 0L 0x )4 _ ox _ ox _dn
da E aa o da o da  dt
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5 _[* (2L 2L dn),
Jda Jy | ox n ox dt 77(t1 ) = n(tz)
Integrando o 2° termo por partes:

ffzdnaL . 7’aL‘ 2 ffz doL . _ (oL, oL
TR =05 | ngazdt=| Szdn=no-
¢, dtox ax 4 n dt 0x ¢ 0% 0x

1

123 ftz d oL
— nd —
4 Jt ax

pois Comon(t,) =n(ty)edL/0x = dL/dv =p = mv

Judv =uv— Jvdu

v; = v, no limite «» m(n,v, —nyv1) = 0, 0 1° termo se anula.

t t
0oL d oL _ oL |2 axar | a |2
————|ndt=0 , pois: n— =—— =—0Jt| =0
h \ox dt ok 0% lg Oadx |y da g
e dt—-0
Também:

5}
Multiplicando por der, usando néa = 6x¢ j (a—L—ia—L)Jx dt = a‘[g—s] =05
t (21 a=0

) ox dt ox

Quando «= 0, a derivada 65/6 « =0 =85 =0, ver Figura ao lado da Equagao 3.

0
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Ver: Arfken-Weber e Landau (Mecanica)

Em consequéncia: F :dip = di(mv), pois aL/ax = p, ver Equacoes 4a e 2a:
t t

Que é a 2° lei de Newton.

Também: Fdt=d(mv)

No intervalo de tempo df , temos dm elementar, e m pode ser considerado constante no intervalo

elementar dt .. Fdt = mdv. Obtemos: mdv = Fdt .

Retomando a férmula da impulsio e quantidade de movimento: a variagio da quantidade de

movimento mdv é igual a impulsdo da forca exercida sobre o corpo.
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Integrando: 'r‘z mdv =" Fdt
v 1

Também podemos considerar m constante no intervalo de tempo df correspondente ao intervalo
de velocidade dv.

Em mecanica relativistica, m = f(v), a massa é funcdo da velocidade. Quando integramos, devemos

levar em conta essa variacio, pois At #0, enquanto, df =0 (isto é, 1, =1, ).

Em baixas velocidades m pode ser considerada constante. Em altas velocidades a massa varia com
a velocidade, cujo limite é a velocidade da luz.

No Capitulo 7, Se¢do 7.5, Equacdo 2, sobre relatividade da massa: m =y m, em que m;massa de

y € o fator de Lorentz (ver equagdo 0 da Seccdo 7.2). Assim, temos:

repouso e y=ﬁ, ,B=4

50

40 [

30
25 /
20

0 01 025 04 05 06 0707508 g9 10 /¢

Quando% -1 % — oo
0

O limite é assintotico.

v/c m/mo
0,1 1,005
05 1,15
0,75 1,50
0.87 2,00
0,95 3,20

Referéncia: Alonso-Finn 1° vol.

Para saber se o ponto critico é um minimo, devemos examinar como a derivada varia ligeiramente
antes e depois do extremo. Se a derivada antes for negativa e depois do extremo for positiva, teremos um
minimo. Toda funcdo S = f(t) passa por um “minimo” (relativo) em um ponto t,, quando se pode

determinar uma vizinhan¢a de 7, tal que, para todo ¢ diferente de 7, dessa vizinhanga, temos:

f(#)> £(t,), essa condicio define o “Principio da acdo minima”. (5) Ver figura adiante.
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-S: )

1)

b -
-~

O contrario determina um maximo.

Os pontos maximo e minimo de uma func¢io recebem o nome genérico de extremos.

Referéncia: Maurer, v.1

O filésofo e matemitico inglés Bertrand Russel (1872-1970) cita o astronomo e fisico inglés Arthur
S. Eddington (1882-1944), um dos primeiros a compreender e explicar a teoria da relatividade em seu
livro The mathematical theory of relativity.

Em 1919, participou da expedicdo para observar e fotografar o eclipse solar na Ilha do Principe,
proxima da costa da Guiné espanhola. Com uma expediciao em Sobral, no Ceard, confirmou-se a previsao
de Einstein quanto a deflexdo da luz das estrelas ao passarem préximas do Sol.

Voltando ao assunto inicial: depois da massa e da energia, hd uma quantidade fisica com papel muito
importante na Fisica moderna, especialmente na teoria da relatividade: a “A¢io”. Nio se deve confundir
com a “a¢do e reacio” de Newton. Se quisermos falar sobre a matéria presente em qualquer ponto do
espago-tempo em um dado instante, devemos usar o termo densidade. A densidade multiplicada pelo
volume nos dd a massa ou seu equivalente, a energia. Do ponto de vista espago-tempo, é muito mais
importante o que se obtém multiplicando a densidade ndo pelo volume espacial, porém, por um volume
tetradimensional de espago-tempo: obtemos, assim, a “A¢do”, que é a massa ou energia multiplicada pelo
tempo, mais importante que 0Os anteriores.

Eis aqui a primeira conexdo entre a relatividade e a teoria dos gquanta: em ambas, a “A¢dao” tem a
maior importancia.

De fato, pela Equacio 1 da Segdo 7.8: dE = c?dm = c?pdV
Da Equagio 2 do Anexo 3: Edt = dS, teremos: c?pdVdt = dS, e como: dVdt = dQ,

c?pdQ = ds

Em que V, volume, m, massa, €, espaco tetradimensional, p, densidade e S, Acdo.
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A3.2 RELATIVIDADE DO TEMPO

A3.2.1 Reldgio de luz

Dois espelhos paralelos com um f6ton oscilando entre ambos. O relégio faz “tique-taque” toda vez

que o féton completa uma viagem de ida e volta.
Ofdton

Os espelhos estio a 15 cm de distdncia. O foton leva um bilionésimo de segundo para fazer um
percurso de ida e volta, um bilhdo de “tique-taques™ perfaz um segundo.

O que foi apresentado vale para um sistema estaciondrio.

u u 6gio qu veloci . i u
Suponhamos outro reldgio que passa com velocidade constante. O tempo registrado pelo segundo
rel6gio, com relagdo ao primeiro, serd o mesmo?

_— s @ —>

/ Jf*’_/-“'h“‘»{.., ;/(
[T [ ]

Velocidade do féton:

_ percurso | tempo = percurso

tempo velocidade

Como a velocidade do féton é constante (igual a da luz), e o percurso aumentando, provocard um

tempo maior.

Logo, o relégio movel pulsard mais lentamente, pois o tempo de pulsagio aumenta.

Ref.: Brian Greene — O Universo elegante: supercordas, dimensdes ocultas e a busca da
teoria definitiva (The elegant universe: superstrings, hidden dimensions and the quest for
the ultimate theory).
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A3.2.2 Demonstracao matematica

d

e =vt,
t,= tempo movel
. . 2h t . h
Tempo estaciondrio: tpg = — h = c=£ pois: ¢ = 2—
c 2 test
h=15cm

test = 1 bilionésimo de s

1 bilhio de tique-taques = 1s

d= J(l/z vtm)z + h? :\/(1/2 vtm)z + (1/2 ctest)z = ctT"' (conforme Pitdgoras)

d? ==

2 2,1 2, 2_1 2, 2 20,2 2y — 242
=V " S C et = L D by (c® —v?) = c*tis

2
_|cttes Lest v

tm = > t, = ——— = -
m c2-v? m 1_1,2/C2 B c

Parametro de velocidade.

y = %Fator de Lorentz, ver Se¢do 7.2, Equagdo 0.

V1-p?

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 L0

/e
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2
Quanto > v2, > t, (%), pois Z_Z aumenta:
, 2 S . - . .
a [1=Y /cz diminui - t,, aumenta, pela equa¢io la da secgio 7.2, o intervalo d't — 0, o tempo
proprio torna-se lento até parar.
No limite parav =c¢,y -

Isto €, o tempo pararia; € o que ocorre em um buraco negro (por efeito gravitacional que aumenta a
velocidade até v — ¢).

Quanto maior v?, maior tp,.





