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A2.1 COMO GALILEU DESCOBRIU A ACELERACAODA GRAVIDADE

Coloque uma bola rolando sobre um plano horizontal com velocidade constante, por exemplo, v =
7 m/s, durante 4 s.

Graficamente:
ST
j////A//
yaava
// / //// t
0 ‘I‘ seg

Adrea A= 7% x 4 seg = 28m representa a distancia percorrida.

Galileu observou uma bola ganhar velocidade enquanto descia por um plano ligeiramente inclinado.
Na tibua sulcada, ele foi marcando as sucessivas posicoes que a bola atingia enquanto cantarolava em
ritmo regular. Quando julgou obter precisio, mediu as distincias da bola em cada intervalo. Usando a
primeira distancia como unidade, constatou que as distancias percorridas em tempos iguais seguiam a
sequéncia: 1,3,5,7,9, 11, 13, 15.

A seguir, percebeu que as somas cumulativas: (0+ 1), (14 3), (1+ 3+ 5),... constituiam em
1,4,9,16,25,36,49 e 64, os quadrados dos n°° 1 a 8, isto é, as distancias sdo proporcionais aos quadrados
dos tempos decorridos.
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Para aumentar a exatiddo dos intervalos de tempo, Galileu conseguiu iniciar e deter um fluxo ténue
de dgua, coletando e pesando a quantidade de dgua, medindo em graos no sistema #roy, utilizado pelos
joalheiros, em que 1 grio = 0,0648g. A unidade de tempo é aproximadamente 1/100 s e a unidade de
comprimento é bem préoximo de 1 mm.

Galileu cronometrou péndulos, observando que o de 0,818 m de comprimento tinha um periodo de
ida e volta de 0,45 s e outro, de 1,636 m, 0,64 s, sendo que ambos sempre conservavam o mesmo periodo.
Ele foi o primeiro a observar isso.

Inclinando o plano e medindo tempos e distancias, usou o primeiro intervalo de tempo como unidade
de tempo e o primeiro intervalo de distdncia como unidade de distincia. Usou primeiro para medir o
tempo um relégio de dgua e, depois, um péndulo. Em resumo, Galileu inventou um rel6gio de dgua cujos
erros eram menores do que 1/100 s.

Apbs tomar os valores médios de vdrias medicoes, obteve a Tabela a seguir, arredondando os

valores:
Distancias
em Distancia Velocidade
Tempo X o o
unidades de | desdeoinicio | Distancia/Tempo
tempo
0 0 0 0
1 " 1 1
2 3 4 2
3 5 9 3
A 7 16 4
5 9 25 etc
6 11 36
7 13 49
8 15 64

Fazendo a relagao:
v
Velocidade/Tempo: — =k (1)?
t

Observamos que k é constante.

' Toma-se como unidade de distancia aquela percorrida na primeira unidade de tempo de 0 a 1. O valor da constante de

proporcionalidade k depende das unidades escolhidas para distincia e tempo, como também da inclinagio da rampa de

rolamento. Assim, para unidades métricas e queda vertical, teremos 9,8 m/s?, e o mesmo para as unidades inglesas,
t

32,174f /2

Nesse caso, o valor de k é 1, mas, em geral, k ndo tem esse valor (ver exemplos na Equacdo 1, Se¢io 1.2.1 e a Equagdo 4; ver

Equacao 1a a seguir).
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Da tabela, se obtém:
1=0+1

L=1+3=4=2?2
9=1+3+5=9=3?
16=1+3+5+7=16=4?
25=1+3+5+7+9=25=5?

36 = i = 36 = 62
L9 = i, = 49 = 72
Bh = i =64 =82

Conclusdes: a velocidade é diretamente proporcional ao tempo, conforme (1), e as distancias
percorridas sdo proporcionais aos quadrados do tempo.

Entao, temos: v = kt .

Para a distancia, fazendo um grafico: vV contra f, raciocinando do mesmo jeito de quando a
velocidade era constante, concluimos que a drea do tridngulo A representa a distancia percorrida.

Portanto:

; /7|

/|
T2 :4///5
A A

-
N
w
SN

1
Distancia e = Evt 2)

1 1
Substituindo com (1), obtemos: e = EktXt = Ek}f2 (3) o qual® concorda com a conclusio anterior,

isto é, que a distancia é proporcional ao quadrado do tempo.

* Recorde-se que a drea do tridngulo é : 1/2 X altura x base do triangulo.

* A constante k é denominada “aceleragio”.
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Exemplo: se a velocidade variasse, com uma relagio constante k,de 0 a7 m /s, de 0 a 4 s, podemos
obter (ver Figura):

\
m/s

7 femmmmm e ;

/|

7

VIS N
0 4
seg
Como vimos anteriormente, a drea A (Equagdo 2) é: 4 =Tm/sx4s X% =14m Joe=14m

Comparando com o caso em que v era constante, representa a distincia percorrida.

v _ Tmls 7

Por (1): k = = —m/s’ (1a)
t 4s 4

1
Aplicando: e= Ek r= mls'x 4 s* =14m

L7
24

«+ e=14m, o mesmo resultado obtido anteriormente.

Agora, considerando o angulo « entre a superficie rolante e o plano horizontal, aumentando a, a
> . . = - . ~ .
aceleracao k também aumenta até atingir 90°, quando k se torna g, denominada aceleracio da gravidade
(ver Figura acima).

Galileu realizou medi¢des experimentais com objetos caindo verticalmente, em queda livre, ou seja,
quando a = 90°, obtendo um valor equivalente, no sistema métrico, préximo de 10 m / s? (na época de
Galileu, o sistema métrico ainda ndo existia). Modernamente o valor obtido para o g é 9,8 m / s? (4) ao
nivel do mar e a 40° de latitude N.
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Na época, Galileu mostrou seus resultados em uma forma de razdes matemadticas, ndo em forma
algébrica.

Conhecendo ke a, é possivel calcular g por trigonometria. Por célculo vetorial, decompomos: g =
1+ k. A componente T, vertical a superficie, ndao promove movimento no objeto, mas a componente
b . . .

k produz um movimento no plano inclinado.

. . k
Portanto, por trigonometria teremos: sen & = —.
g

- kK < .
Entdo: g=_——¢a aceleracao da gravidade.

Modernamente, ap6s obter v = k ¢ (ver Equagdo 1), usariamos o célculo integral para obter a
distancia e.

V, T sdo as grandezas velocidade e tempo.
V, t sdo os valores das grandezas.
A distancia sera dada pela drea sob a curva.

v = kt (em nosso caso, uma linha reta):

VA

/1
4
T _’L%?Hé “
|
I

s /1

7 / A

)
0 t/) tl T

V=— de = vdt , integrando:

e Vv
e= J.o de = J:) vdt , pelo “Teorema do valor médio do calculo integral”:

A=A, =vy (%) A=v,At=A—-A; +A,, em que: vy, = %v, valor médio de v, At =

v
t—0=t, J.O vdt = V., At (ver Figura)
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Entio: €= EW , 0 mesmo resultado que a Equagio (2)
B . . de . <
Também por célculo integral: v = 7 = kt, portanto: de = ktdt, como visto na Equacao 1.
t

1
Assim, diretamente se obtém: € = Iktdt = k.[fdf e €= Ektz ’, obtida na Equacio (3)

(GALILEU, 1634; MACLACHLAN, 2008)

Ref.: “Discorsi e dimostrazioni matematiche intorno a due nuove scienze” (Teorias e provas matematicas
sobre duas novas ciéncias), Galileu Galilei, 1634

Galileu Galilei: O primeiro Fisico, MacLachlan, James; Cia das Letras, 2008

A2.2 TEOREMA DO VALOR MEDIO DO CALCULO INTEGRAL

V 4
y=f(x)

Y

_><_dx

0 le Ax

2

JEERES! S

v

A dreasobacurva Yy = f(x) ¢ obtida pela integral:

A= J:ydx e A=A, + A, (ver Figura)

As dreas: Ay = A,
Subtraindo A, de A

Obtemos: Az =A—A, ~A=A,+A;

* Ver demonstragio no Anexo 7, secgio A 7.2, adendo matemitico, Equagdo 1.
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Porém, A, = A,,assim, A=A, + 4,

Da Figura, vemos que:

A +4,=y,Ax
P A= ydx=y,Ax, també L lor médi
ortanto: 4 = J:) ydx =y, Ax, também: y,k = e valor médio.
] zylei
Tomando-se  Ax = Ax, + AX, +.covennrnne Ax, = ZAx[ Obtemos: , —jjm=l °
i=1 n—yoo

zAx,
i=l
q.e.d. (que era para ser demonstrado).

Ref: Elementos de Calc Dif e Integr, Smith, Longley, Granville
(GRANVILLE, SMITH, LONGLEY, 1956)

Recordemos a média aritmética ponderada esclarecendo, como exemplo, calcular a média das notas
citadas a seguir.

5
Total: Z)’AX =40Xx2+50Xx3+60x3+70x1+80x1=2560
B

i=1 (Soma das dreas elementares = A)

notas

frequéncia

Recordemos o teorema fundamental do célculo integral , isto é, a “Integracio como processo de soma”, em que:

[l ke = tim 3 7, porems = (x) encon v, = £(x). >

b n
Consequentemente: J. ydx =lim E yiAxi
a n—oo
i=l

Em nosso caso, como ¢ = (), entdo:

X n
J. ydx = hmz y[Ax,. como visto anteriormente (ROTH).
0 n—yoo
i=1
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Soma dass frequéncias:
ZAX" =2+3+3+1+1=10
=1
Largura total das areas A; na dimensao x.

Média aritmética ponderada:

5 5
560
AX; Ax; =290
ZYL xl xl 10
i=1 i=1

“ Ym = 56 (comprimento da drea na dimensdo y que, multiplicado por ¥, Ax;, fornece a drea total A)

A diferenca entre essa média e o valor médio do calculo integral é que a segunda é determinada

fazendo a quantidade de termos n crescer indefinidamente, n — oo, transformando as somatdrias em
. - . L { Ax; . L.
integrais, isto é, a média ponderada, de y,, = ZYidx 3 Ax (de i =1 atéi=n) se torna:

i

b
Jo ydx
f: dx

Ym = lim ¥ yili /30 Axi =
Area A=y, fab dx = fab ydx, ver a Figura da pigina anterior, em teorma do valor médio do calculo

integral.

Dessa forma, o valor médio do calculo integral seria uma forma particular de média ponderada, em
que os intervalos Ax; tendem a zero: Ax; — 0, isto é, as frequéncias se tornam infinitesimais.

Se em vez de chamarmos de frequéncia, chamarmos de peso ou, ainda, de porcentagem, o conceito
fica mais compreensivel.

Suponhamos que o rei Hierdo, em Siracusa, procurasse saber a porcentagem de prata na coroa,
supostamente de ouro.” Determinarfamos, primeiramente as densidades do ouro puro e da prata pura, e
em seguida a amostra da coroa.

Por exemplo: densidade do ouro da, = 19,28g/cm?, da prata: dag = 10,47 g/cm?, da amostra da
coroa: degroa = 17,52 g/cm?

deoroa = Axdyy + Aydag = 17,52 g/cm?
Ax + Ay = 100%
Resolvendo o sistema de equagdes, encontrariamos: Ax = 80% e Ay = 20%.

A coroa seria constituida de 80% de ouro e 20% de prata.

’ Hierdo havia pedido para Arquimedes solucionar a questio. Este, ao tomar banho de banheira, observou a agua
transbordando para fora. A dgua derramada era equivalente ao volume de seu corpo. Diz a lenda que ele saiu correndo pelas

ruas, gritando: “Eureka! Eureka!” [Achei! Achei!].



Introdugdo ao Estudo da Teoria da Relatividade | 203

E assim para ligas metdlicas mais complexas, com mais elementos.

A2.3 COMO CALCULAR A DENSIDADE DE UM SOLIDO?

Por exemplo, deseja-se descobrir a densidade de um objeto. Depois de achar a massa m em gramas
33

g, determinamos seu volume Vem cm?.
Coloca-se determinado volume de 4gua em uma proveta, ou vasilha transparente, graduada em cm?3.
Mergulha-se o objeto na proveta ou vasilha, a fim de que esteja totalmente submerso.

Determina-se a variagao do volume, que serd o volume do objeto AV.

Calcula-se a densidade: d = %

Por exemplo: se m = 39,5g, € AV = 5cm?

Obtemos: d = 31;—’5 = 7,9g/cm? que é a densidade do ferro a 20°C.

Ha uma forma de obter essa densidade com maior precisio por meio do principio de Pascal: a pressio
aplicada a um fluido é transmitida a todos os pontos do fluido e as paredes que o contém. Entao, o volume
de fluido deslocado que chamaremos de V, que além de exercer pressdo sobre o objeto submerso, exercerd
pressio no fundo do recipiente, ocasionando um acréscimo no peso do recipiente, proporcional a2 massa
do liquido deslocado: m;, = Vd;, sendo d;, a densidade do liquido.

Denotando a densidade do objeto por d, = TC , com m, massa do objeto.

Logo: V= %, substituindo na equagdo anterior: d. = %dL.
L L

Também com essa equacio, podemos encontrar a densidade do liquido, conhecendo a densidade do

m
corpo submerso: d;, = m_LdC'
C

O procedimento é: primeiro se pesa o recipiente sem a amostra e, depois, pesa-se com a amostra
submersa’, tomando-se o cuidado de ndo deixar o objeto encostar nas paredes ou no fundo. A diferenga

¥ Aplicariamos o principio descoberto por Arquimedes: todo corpo imerso em um fluido (liquido ou gasoso), recebe um impulso

de baixo para cima, igual ao peso do fluido deslocado (estendido também para gases).
Naturalmente, apos encontrar o peso m, da amostra, fora do recipiente.



204 Antonio Giuseppe Roth

de pesos, conforme o principio de Arquimedes, fornecerd o empuxo devido ao peso do fluido deslocado:
E = myg, sendo g a aceleragdo da gravidade.

Nesse segundo caso, utilizamos somente as massas e, por meio da balanga analitica, podemos
melhorar a precisdo.

E se o corpo flutuar no liquido, como determinar sua densidade?

Por exemplo, um bloco de madeira flutuando na d4gua com 2/3 de seu volume submerso. Nesse caso,

. L e v
como o peso do bloco iguala o empuxo, pois estao em equilibrio: d,, = 7o da
m

Tomando a densidade da dgua: d, = 1 g/cm3

Teremos: d, = gda =0,666g/cm.





