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INTERACAO ELETRICA E MAGNETICA

5.1 LEI DE COULOMB

Em 1785, Coulomb (1736-1806) mediu o valor das forgas elétricas de atracio e repulsdo, obtendo a
lei que as descreve. Usou uma balanca de tor¢ao parecida com a de Cavendish, posteriormente utilizada
na medida da atragio gravitacional.

KA

Contra
F\B peso
o~ F
~ € Indica o

0. angulo de
torcdo
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Em seguida, obteve uma equacio semelhante & de Newton para a intera¢io gravitacional:

Fos 1 00

Tdmg, 1
_ 2 1
€, =8,85418x10™" CA,mZ
C = Coulomb, unidade de carga elétrica

9 e 0, cargas elétricas

A forga entre duas cargas O, e O, é diretamente proporcional as cargas elétricas e inversamente
proporcional ao quadrado da distincia 7 entre as duas. Quando O, e 0, tém mesmo sinal, haverd

repulsdo; quando tém sinais contrarios, atra¢do.

Calibra-se o aparelho com uma forca conhecida (p. ex., um peso) que causard uma deflexio 6. As
outras forcas ocasionario deflexdes proporcionais. Variando-se as cargas e a distancia entre elas, obtemos
forgas diferentes. Adiante, veremos um exemplo de como avaliar a viabilidade.

Dessa forma:

Distancias, angulo de torcao 36° 18° 9°

Forcas, angulo de torgdo 36° 144° = 36" x4 576" =36° %16

Quando a distancia se torna duas, depois quatro vezes menor, a forga se torna quatro e, em seguida,
16 vezes maior, o que verifica a lei, pois as forcas sio inversamente proporcionais aos quadrados dos
angulos de torcdo e, portanto, aos quadrados das distancias.’

Sendo @ o angulo, CO o momento proporcional ao angulo de tor¢io &, CE o par de torgio, C
constante de tor¢io que depende do comprimento £, didmetro d e da natureza do fio.
d4

Coulomb estabeleceu a lei da torcio:  C =k—

L

Constante dielétrica ou de permissividade, ver Segio 5.10. Fazendo: F' = K"’QIQZ/2 . Atribuindo a Kg um valor
r
conveniente: KE = 1077 C2 =8,9874X]09, C= velocidade da luz no vacuo. .. Ke = 9)(109‘ Logo
2
K =1 _ -2C N v o
¢ 471'80 eresulta & 8,85418x10 N2 Definicao de Coulomb: € a carga que, quando colocada no

vdcuo, a um metro de uma carga igual, repele-a com uma forca de 8,9874)( 1 09 N . A conveniéncia desse valor é que

2
¢ = % 1y sendo [l a constante de permeabilidade, como serd visto nas Segdes 5.16, 5.23 e 5.24.
oty

O angulo 6 é proporcional ao arco 8p, onde p = raio (distancia ao centro de rotacdo), logo 8p é uma distancia (ver figura da

Secdo 5.1, pagina inicial).
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k é o coeficiente que depende da natureza do fio (ver Capitulo 3, “Elasticidade”; ALONSO, FINN,
LEMOINE, GUYOT).

Leis como a da interagao gravitacional e a de Coulomb, que variam com o inverso do quadrado da
distancia, sao denominadas de leis do inverso do quadrado (RAINICH).

mimz _ K QUQ (1)
e

Se igualarmos as forgas gravitacionais e elétricas: G—5 >
T T

E multiplicarmos essas forgas por r, obtemos o trabalho W = F - r, que é uma forma de energia.

Usando unidades gaussianas cgs, sabemos que K, = 10~7c? (ver Segdo 5.1).’

Valor de K, = 1d. sz/ [ver observagio na subsecio 5.1.2 Equagio (1)]

statc?

Valor de G = 6,67 x 1011 N- mz/kgz , em unidades cgs:

Referéncia: LANDAU

G=667x1078 d sz/gz

Ha, portanto, uma semelhanca formal entre as duas formas de energia. Isso nio € fortuito, pois como
veremos na Secio 7.7, Equacdo (1), existe uma relagdo entre massa e energia, como deduzido na famosa
férmula de Einstein: Ey = c2Am , em que a velocidade da luz no vacuo, ¢, tem um importante significado.

Isso explica porque o deficit de massa® resultante das reagdes atdmicas se converte em energia, que é
aproveitada nos reatores nucleares e nas bombas atomicas. Também explica de onde as estrelas obtém
energia, convertendo H em He, e, como explicado pelo ciclo de Bethe, as estrelas geram os elementos leves:
C,Ne 0 (GAMOW).

De modo semelhante, as estrelas geram os elementos até o Fe. E os mais pesados que o Fe sio gerados
quando as estrelas morrem nas explosdes estelares denominadas novas e supernovas, tao espetaculares
que sua luminosidade supera a de uma galaxia inteira. Concluimos entdo, que “somos formados do p6
das estrelas extintas”.

Observando-se a Equagio (1), deduzimos haver uma relacdo entre carga e massa Q/m. De fato, é
possivel verificar pelas experiéncias realizadas por J. J. Thomson, em 1897, no Exemplo ilustrativo da
Se¢do 7.4, sobre a descoberta do elétron, em que ele mediu a relacdo entre a carga do elétron e e sua
massa m: ¢/p,. Podemos afirmar que a carga do elétron é realmente o guantum das cargas elétricas, isto
¢, a menor carga elétrica possivel, e toda carga elétrica é um mdltiplo dessa carga.

Ke = 1077¢? = 8,9874 X 10°, em unidades MKS,em unidades cgs, o valor dado a seguir: K, = 1 d'cmz/statc‘

Isto é, o que falta no resultado final com relagao as massas iniciais. Observe que Am é a variagio da massa, ou seja, a massa
faltante. Podemos, entdo, pensar que a massa seria uma forma de energia condensada e, consequentemente, a massa faltante

Am seria liberada como energia cinética Ey durante a reagio nuclear.
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Thomson mediu: €/ = 1,7 x 1011 C/kg’ em excelente concordincia com o valor atual:
1,75890 x 10t C/kg’ ou, no sistema cgs, Thomson teria encontrado: €/, = 5,1 X 107 statC/g, pois 1C =
2,99592 x 107statc = 3 x 107statc.

A experiéncia de ].J. Thomson foi realizada com tubo de raios catddicos, conforme apresentado na
Se¢do 7.4, Exemplo ilustrativo, sobre a descoberta do elétron.

O valor obtido é cerca de 1.800 vezes maior que o valor conseguido com fons de H na eletrélise (com
maior exatidio 1836,15; HALLIDAY, RESNICK, WALKER). Ver final da Se¢io 7.5, sobre as
experiéncias levadas a efeito por Faraday em 1833:

€/my = 95721 C/atg = 2,8716 x 10™* statc/g (deve-se levar em conta que latg H = 1,008g).*

Como o valor encontrado por Thomson era independente do material usado no catodo e do gas
usado no tubo de raios catédicos,” ele assumiu que as particulas dos raios catédicos teriam massa cerca
de 1.800 vezes menor que a do fon H, entdo supds que a massa da particula seria cerca de 1/1800 a do

ion H. Considerou que as particulas fossem uma nova espécie de “corptisculo negativo”, o qual, por
sugestdo de Stoney em 1874 (ver Anexo 11, “Da importancia de alguém que andou meio esquecido”),
chamamos hoje de elétron. Stoney previra sua existéncia como a “unidade natural de eletricidade”, ou
seja, a quantidade de eletricidade que deve passar através da solugdo a fim de liberar, em um dos eletrodos,
um atomo de H ou um datomo de qualquer substancia univalente.

Em 1873, Maxwell, investigando a determina¢io da velocidade da luz no vicuo, em fun¢io da
L. C A 1 ~ ~ . c A .
constante eletrostatica e eletrodindmica: ¢ = —=[Se¢do 5.23, Equacio (5)], previu a existéncia das ondas

+ €oMo
eletromagnéticas com as equagoes: ¥e_ 1 0% e r¥e_ 1 0%
& qUACOEs: Fo = o ax2 © e

= [Secao 5.23, Equacdes (4) e (6)], a partir

goho 0x?

1 X . .
da qual se deduz que v=c= Tory confirmando a equacdo apresentada, por sua vez, deduzida por
oMo

Kohlrausch e Weber em 1832.

Hertz, em 1888, verificou a existéncia das ondas eletromagnéticas com seu oscilador.

. . 107 -12 C?
tgg = = X
O valor de g foi estabelecido como: g, 70z = 8,854 x 10 /(N. m?)
e L. 1 QQr I .
Podemos verificar que a forca elétrica se torna F = e substituindo pelo valor acima, temos:
0

1 4mc? QQ/
=— —-, como: F=K
4m 107 r2° e

inicialmente, portanto, em fun¢io da velocidade da luz no vacuo c.

Q

r2’

2 . .
obtemos: K, = 1077¢2N.m /CZ em unidades MKS, como visto

Posteriormente, Bucherer, em 1909, testou a relatividade da massa medindo €/;, em fungio de v,
conforme relatado no inicio da Se¢ao 7.5.

Levando em consideragido que v = E/B ,* obteve:

° Materiais usados no citodo: Al Fe e Pt. Gases usados: Ar, H, e CO,.

Em que v € a velocidade dos elétrons no feixe eletronico da experiéncia de Thomson no tubo de raios catodicos.
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1
e_el_v2 /2 1~Q/ .
- =) verarelagdo </, a seguir.

Da relatividade, sabemos que a massa de repouso my, a carga e e a velocidade ¢ sdo constantes, logo,

a relagio €/, e, portanto Q/m, pois Q é maltiplo de e, é fungdo da velocidade da luz no vacuo c,
justificando a utilizacio de K, = 1077 c?, como visto no inicio (KAPLAN, SEARS, HALLIDAY,

RESNICK).

Para generalizar, aplica-se a férmula da forca eletromagnética de Lorentz: F = Q(E +V x §), como

1 d _ 1 _Vv
[a(YV)], em un-Y—WCB -c

visto no final da Secao 7.4, obtendo: Q-1
mq E+VxB

Mais uma vez, observamos que ¢ desempenha seu papel.

A seguir, sera relatado como as ideias evoluiram.

Expressando a lei de Coulomb como F = 4:5 Qing no sistema de unidades MKSC (Segdo 5.1), em
0

que 41 aparece considerando a carga Q; no centro de um espaco em que sua influéncia é exercida sobre
a carga Q,,situada a uma distancia r sobre uma superficie esférica com angulo sélido total de 4m
esferorradianos [Se¢dao 5.10, Equacio (1)], o indice 0 da constante dielétrica &, indica seu valor no vicuo

(Segao S.1).
Até entdo, trabalhamos somente com cargas em repouso, ao que damos o nome de Eletrostatica.

Ao pesquisar a corrente em condutores, denominada Eletrodindmica, verificou-se que ela causa um
campo magnético em torno do condutor. Esse campo foi definido experimentalmente como: B = %i.

Veremos na Se¢io 5.16, Equacio (1), que a circulagio magnética resulta em:

rzfﬁ-dizpoi
C

Chamada de lei de Ampére, originando a constante de permeabilidade p (ver inicio da Se¢do 5.16 ¢

final da Sec¢ao 5.23, sobre a velocidade da luz no vacuo).

Por outro lado, Faraday, em 1831, chegou a lei da inducao: giﬁ di = %, ou seja, um campo

magnético varidvel, com o tempo, produz um campo elétrico (i.e., uma corrente) em um condutor (final
da Secao 5.14).

Em 1832, Kohlrausch e Weber determinaram a relagio da constante eletrostatica e eletrodinamica,

1 1 . . )
encontrando: ¢ = = =3 x 108 M/, isto é, a velocidade da luz no vacuo.
Jeoxto  /(amx1077)(8,9x10-12)

Medida pela primeira vez em 1785 por Coulomb. Mostrou que seguia uma lei da forma: F ociz , em que & significa
I

proporcional. Na época, ndo havia um conceito preciso sobre carga. Trabalhos posteriores indicaram a influéncia das cargas:
QuQ

2

e, finalmente, chegou-se a equagio mencionada.
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Maxwell, tomando conhecimento dessa rela¢io, investigou teoricamente, resultando em seu Tratado
de Eletricidade e Magnetismo, publicado em 1873.

Considerando que a luz se propagando no vacuo, isto €, sem cargas livres nem corrente, ele deduziu
as equagoes:

Lei de Faraday-Henry % = —% (2)

0E

. N aB
e a lei de Ampeére-Maxwell — o5 = Eobog; (3)

Ver Se¢ao 5.23, Equagoes (1) e (3).

Derivando (2) em rela¢io a x e (3) em relagio a t, obtemos: PE_ _0°B e _oB € 7B
¢ . : s g C oo axor & " orox  coMoge:

. 0%E 1 0%E . - .
Combinando as duas, teremos: 3% = sun axz Precisamente a equagio diferencial de segunda ordem de
oHo
2%g 2 9%

uma onda: == = v? —.
a2 ox2

[Secao 5.23, Equagdo (2); ver também Anexo 6, Equagdes (0) e (1), Resolu¢do da Equagio da Onda
de Schrodinger, e em outras palavras].

Por onde se deduz que a velocidade: v = — =, confirmando a equacao obtida por Kohlrausch
e Weber, como ja mencionado.

De modo semelhante também se obtém: 2t = — 28

a2 gog OX2

Maxwell concluiu que a luz sdo ondas elétricas e magnéticas se propagando no vacuo na velocidade
da luz c. Previu, entdo, a existéncia das ondas eletromagnéticas [Se¢io 5.23, Equacdes (4), (5), (6) e (7)],
cuja existéncia seria confirmada por Hertz em 1888, com seu oscilador. Por isso, essas ondas ficaram
conhecidas como ondas hertzianas. A partir de entdo, a Otica se tornou parte do estudo do
eletromagnetismo. Posteriormente, descobriram-se novos campos para essas ondas, com frequéncias
diferentes da luz: infravermelho, ultravioleta, raios X, ondas de radio etc. O raio X comprovou ser
eficiente no diagnéstico médico, e as ondas de rddio, na telecomunicacio telegrafica, radiocomunicacio,
TV etc. Vale mencionar a descoberta posterior da radiacdo vy, resultante da desintegragdo atdémica
(ALONSO, FINN).*

O problema da radiagio térmica foi resolvido por Planck em 1901, com uma hipétese revolucionaria.
Ele postulou que a energia da radiacdo, em vez de utilizar valores de zero ao infinito, tomam valores de
0 a ngy, sendo n valores inteiros e € o denominado quantum, e no plural, quanta, dai o conceito de
“quantizagio da energia”.” Porém, ainda se considerava, conforme Maxwell, a radiagdo térmica, parte
das oscilagdes eletromagnéticas, como um fenomeno ondulatério.

¥ Também vale ressaltar o surgimento de um campo novo: a Radioastronomia.

Trata-se do inicio da Mecanica Quantica, embora Planck nio tivesse consciéncia disso.
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Somente em 1905, Einstein, ao publicar trés artigos,' um deles sobre o efeito fotoelétrico, aplicou o
conceito de Planck para explicar como a radiagdo ultravioleta, ao incidir sobre uma placa metalica, libera
elétrons que podem ser detectados na forma de corrente elétrica. Ele explicou que a radiagio é formada
de particulas, os quanta da energia, denominando-as de “fétons”.

Isso seria confirmado por Compton, em sua experiéncia denominada efeito Compton, de 1928, na
qual demonstrou que os fétons de raios X incidem sobre elétrons livres e, assim como bolas de bilhar,
provocam a transferéncia da quantidade de movimento, deslocando os elétrons e sendo desviados por
eles, como particulas.

Einstein chegou a conclusio que a radiacdo eletromagnética tem natureza dualistica, comportando-
se como onda sob certas circunstincias, e como particulas ou fétons sob outras.

Todavia, em 19035, a existéncia do dtomo ainda era posta em divida (MACH). Em 1916, Einstein
publica artigo sobre a Relatividade geral e, em 1921, recebe o Prémio Nobel pela explicagio do efeito
fotoelétrico. Contudo, as ideias sobre Relatividade demorariam a ser aceitas e somente o foram gragas
aos esfor¢os de Sir Arthur Eddington, Schwarschild (curvatura da luz sob efeito gravitacional e buracos
negros), Otto Hahn e Lise Meitner (em 1938, fissio do Uranio), Oppenheimer e muitos outros.

5.1.1 Exemplo ilustrativo

Para avaliar melhor a viabilidade da utilizacdo da balanca de tor¢do, vejamos um exemplo:

Sejam duas cargas: O, = —1,0x10°C e O, = —3,0X 107°C , distantes entre side 7 = 15¢m .
Qual é a forga que atua nas cargas O, e Q,?

Como as cargas tém sinal igual, as foras F| e F, serdo de repulsio:

[s9874x10 Nm*/ ) (Lox10C) (.0x10C)

g 1 00 _
' P 4ne, r? v
(15107 m)

LI98N

9,81%gf

=1198N = =0,122kgf =122gf

Resolvendo no sistema gaussiano:

" Os outros dois eram: “Movimento browniano”, em que se comprovava a existéncia do dtomo, e “Teoria da relatividade
especial ou restrita”, nos Annalen der Physick.



64 Antonio Giuseppe Roth

0, =-1,0x10°C = -1,0x10°x2,99592x10° statcoulomb =—2,99592x10" statc
0, =-3,0x10°Cx2,99592 = —8 98776statc

(2.99592x10° state) (8.98776x10° statc) \ 4
F=-F,= =11,96738x10* = 119673 8dinas =
(1L,5x10cm)

_119673,8

=122
981 g

E possivel trabalhar com cargas da ordem de statc, ou unidades eletrostaticas, ues , distAncias em cm,
e forgas da ordem de centenas de gf . As cargas em Coulomb C seriam grandes demais.

5.1.2 Observacao

Pode-se observar que ao usar o sistema gaussiano, na formula da lei de Coulomb:

FZKL, Q]2Q2 Kezld'sz (1)
r

statc?

o . . . P
OH =h COSE , momento em relacdo ao eixo de rota¢do de forca elétrica F:

FXxOH = Fh cosg , equacdo de equilibrio:

co
icosg =Co . F= — g por exemplo:

hcos—
2

. . - - . a* . .
" Ver Capitulo 3, “Elasticidade”, sobre 0 momento de tor¢io ou conjugada, C = k>, k nas mesmas unidades que o modulo de

rigidez G, kgf/cmz.
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Suponha @ = lrad e h=15,64cm
co0s0,5rad = 0,87758 , comprimento do fio de tor¢io ¢ = 50cm , diametro do fio
d=217mm = 2,17 x 10" tcm .
4
Entio: F =k—

7 . Para fio de prata, tem-se em unidades gaussianas & = 2,7x10', kgf/cm?,
" hcos—
2

OH = hcos 9/2 = 11,395 x 0,87758 = 10cm

2,17x107™ 1
—X

L F=27x10"x — =119.674dinas AB = 2hsen% =15cm
50 10

6/ _
sen A =0,47943

5.2 FLUXO DE UM LIQUIDO

A nogio de fluxo deriva do escoamento de um liquido pela seccao de um tubo ou canal.

Supondo a velocidade V' constante na seccao S, a vazdo, ou fluxo, do liquido sera:

3
¢:VSC’%><cm2:>C’"K.

Na pritica, todo liquido é viscoso, o que provoca atrito interno no escoamento. As particulas que
fluem por S ndo tém a mesma velocidade, sendo nulas nas margens e aumentando até atingir um maximo
no eixo da tubulagio.

Camada
limite

Como V varia na sec¢do, teremos um fluxo elementar: d o= vdS , em um elemento de drea dS

da 4rea total S.
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Integrando por toda sec¢do: o= _”VdS
N

Referéncia: Maurer, J. M. Azevedo Netto

5.3 GRANDEZAS ESCALARES, VETORIAIS E TENSORIAIS: CAMPOS

Grandezas escalares sio as que necessitam somente da especificacio da magnitude e do sinal, e podem
ser positivas, negativas ou nulas. Exemplos: temperatura, volume, massa, carga elétrica etc. Além da
magnitude, as grandezas vetoriais necessitam da especificagio direcional, por exemplo, velocidade,
momento, forca etc.

O tensor é uma generalizagio dos conceitos de escalar e vetor. Dessa forma, eles so casos especiais.
O escalar é um tensor de ordem zero, e o vetor, de primeira ordem. O tensor é uma entidade que, com a
mudanca do sistema de coordenadas (por translagio e/ou rotacio), sofre mudanca de suas componentes,
porém, a grandeza em si € invariante.

Um tensor de segunda ordem também é chamado de diddica. Exemplos de tensor de segunda ordem
530 a tensdo e a deformacao. Um tensor de terceira ordem é chamado de triddica. Se for de ordem 7,
serd uma poliddica. As leis fisicas, para serem validas, devem ser independentes do sistema de coordenadas
para exprimi-las matematicamente.

Conforme a grandeza considerada, podemos express-la em um espaco tridimensional (x, y, z),
tetradimensional (x, y, z, t) ou, generalizando, m dimensional.

Um “campo” é uma distribui¢ao continua de quantidades escalares, vetoriais ou tensoriais, descritas
por fungdes continuas de coordenadas espaciais e do tempo. Por exemplo, a temperatura em todos os
pontos de um corpo, em qualquer instante, pode ser descrita pelo campo escalar 7' (x, y, z, t).

Um campo vetorial, como o da velocidade, pode ser designado por v (x, vy, z, t). Isso significa que
V= f(x,y,Z,t), é uma funcio das varidveis x, y, z, t. Na verdade cada uma de suas componentes sio
fungdes de cada uma das coordenadas, respectivamente, x, v, z e t. Uma diddica tridimensional tem 32 =

e . . 2 _
9 componentes, e uma diddica tetradimensional, 4~ =16 componentes.

Observagao

Embora o quociente entre dois vetores ndo possa ser definido satisfatoriamente, os tensores surgem
fisicamente em circunstincias que os fazem parecer com uma divisdo. Por exemplo, tensdo é forca por
unidade de 4rea. Considerando o vetor A de grandeza igual a drea, e na direcio normal a 4rea, podemos
afirmar:

- -
F=AT = A& Ty € = 8;jAiTjex = A;iTi€x = Ficéy, em que T ¢ a tensdo.
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Flo R .
= Tix =7, vemos que obedece a regra do quociente."
i

No segundo volume, quando tratarmos da Relatividade Geral, veremos que o tensor curvatura, de
quarta ordem, também satisfaz essas circunstancias, obedecendo a regra do quociente. Também é
importante salientar que um tensor de segunda ordem est4 associado com duas dire¢des, e nio uma, como
o vetor, ou nenhuma, como o escalar. Assim, quando dois indices forem iguais, a tensdo serd compressio
e quando forem diferentes, cisalhamento, tratando-se da diddica de tensdes (ARIS, ARFKEN, WEBER).

5.4 FLUXO DE UM VETOR

Generalizamos o conceito de fluxo de um liquido para o fluxo de um vetor considerando uma
grandeza vetorial v passando por uma sec¢do S e calculando seu fluxo.

Fluxo elementar d@ em dS : sendo V,, componente de ¥ na direcio do vetor unitirio 7, normal

a secgdo dS , teremos: dd = v,dS = v cos6dS.
d¢ =v-ndS
1l é o vetor unitdrio normal a superficie dS

Integrando em toda sec¢do S':

o=|[v-iids

5.5 CAMPO GRAVITACIONAL E CAMPO ELETRICO

 Em uma equagio tensorial, os indices do lado esquerdo devem aparecer no lado direito, exceto quando repetidos, quando
desaparecem, indicando formacdo de escalar e também quando existir produto escalar, em que hd contracio de indices.
Estamos nos referindo aos indices das componentes e ndo dos vetores unitarios.
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Seja um corpo de massa M (como a Terra) que suporemos concentrada em seu centro. A uma
distancia 7 colocamos varias massas: m,m,,m,,m,... Essas massas ficardo sujeitas, respectivamente, as

forgas P,B,P,P,... que chamaremos de peso. As relagdes entre peso e massa sdo constantes e iguais a g

P ~ = .
=—1= =g ~P=mg. 5.51.

SET
3 ‘.:Ux
w§ "’m

, isto é, A aceleracdo da gravidade:
m
|

=g

o)

Comparemos com a segunda lei de Newton: F= ma , nesse caso: I’ =Pe
. . mm , 0,0

Pela lei da gravitagio: F = G—5= e pela lei de Coulomb: F= iﬁ 12 : , vemos semelhancas

r yze

ancia 7, se colocarmos

entre elas. S3o leis do inverso do quadrado da distancia.
Logo, dada uma carga 0, ela produzird um campo elétrico tal, que a uma dist
F,F,

)

As relacdes entre forca e carga sio constantes e iguais a FE, “vetor campo elétrico”:

=—=—=—=FEem N/ -~ F=qE (1)
4 4 4 /C

< |

5.6 LINHAS DE FORCA
Uma linha de forca é aquela em que cada ponto é tangente ao vetor campo nesse ponto.
E, E,

B
C i

Portanto, indica a dire¢do da for¢a que surge em cada ponto quando se coloca uma massa ou uma
carga nesse ponto (para campo gravitacional ou campo elétrico). Michael Faraday (1791-1867) iniciou

sua utilizagio.
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Podemos obter a visualizagio das linhas de forca se colocarmos um cartao sobre uma barra
imantada e, por cima do cartio, espalharmos limalha de ferro. eremos o que se chama de “espectro

tada e, d tao, lh, limalha de f Obt: h de « t
magnético”.

As particulas de limalha se transformam em pequenos imas, os quais se orientam conforme as linhas
de forca do campo magnético. As linhas de forca nunca se cruzam.

5.7 \IARIA(;EO DO FLUXO DO VETOR: DIVERGENCIA

v+ Ay,

Ay

Seja um paralelepipedo elementar de lados AX,Ay,Az. Na face Ay,Az entra um fluxo @ com

velocidade V|, e na face oposta, sai: ¢ +Ag com velocidade v, +Av,.

Varia¢io do fluxo na dire¢do x:
Av, Av,
A = AvAYAzZ A = SV AxAyAz = S Ay
& Y 4 Ax \V: Ax
AV Volume elementar = Ax Ay Az
Variacio de fluxo total A@ nas trés direcdes X, V.2

Ap = Ag +Ag, +Ag, =[AV‘+AV2+AV3 v

Ar Ay Az
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Variagio do fluxo por unidade de volume:

AP _Av  Av, Ay,

 Ap= ff 5 -7ids
AV Ax Ay Como: )

(ver Secao 5.4).

Levando ao limite:

ffv-sds Av, Av, A o v ov. do
po % (A Av, Av) 9w 9w, v, dg
a0 AV wed Ax Ay Az | ox 9y 0z dV

Chamamos essa tltima expressao de divergéncia de v :

divv=—+—+— Em que: ¥ =vi +v,j +v,k ou

13
divv=V.v = if+i]+il€ -(vlf+v2]+v3l€):%+%+%—ﬂ
oz ox

ox dy dy oz dV
_ 953,05, 0%
Em que: V= ped +6y] + sz

5.8 TEOREMA DE GAUSS-OSTROGRADSKY

Transforma integral tripla em um volume ¥ em uma integral dupla da superficie S que encerra V.

3
Recorde o produto escalar: 4+B = Z AB; i], sei=j,1+] = cos ;= 1,pois 0 dngulo «;jentre Te T é nulo; se T#J,1-7= 0,
=1
pois ;= 90°,
Logo: A-B= AB; + A;B; + A3B3, pois A= AT+ A+ A3E eB= B+ By + B3E como os termos da soma sdo escalares, o
resultado da soma serd um escalar.

3
ZAiBji-j

ij=1
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ham i o

O volume V é dividido em uma grande quantidade de paralelepipedos diferenciais. O fluxo em cada
paralelepipedo sera:

V-HdS =V-vav
6 superficies

Assim como visto na sec¢do anterior, pois d¢ = Vv dV é a variacdo elementar do fluxo.

O fluxo interno é compensado pelas faces contiguas dos paralelepipedos. Os termos V- 7idS se
cancelam aos pares. Contudo, o fluxo externo nio é compensado.'

Logo, o fluxo total serd composto pelas faces externas que nao sio compensadas por ndo serem
contiguas a outros paralelepipedos.

2 V-ndS = zv-ﬁdV Quando 77 —> o= ou dS e dV — 0, teremos:

sup erf externa volupes
l I , o circulo significa superficie fechada,
N conforme Carl Friedrich Gauss (1777-1855).
#5-@5: ﬂfv-ﬁdv
S

Do pardgrafo anterior: % =V:V = d¢ = V- vdV, integrando:

Supondo ndo haver fontes nem sumidouros. Sdo consideradas singularidades. Nesse caso, teremos acréscimos ou decréscimos
de fluxo interno que deverdo ser considerados. No segundo volume, esclareceremos o significado de singularidade (ver
curvatura do espaco segundo Einstein em Sagan e singularidade, conforme Hawking em Uma breve bistoria do tempo). Para
melhor compreensio das singularidades, ver a Se¢ao 5.25, sobre a “distribuicio da matéria™.
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oL = concordando com a dedu¢do mencionada anteriormente. Ou
Ap={pv-ndS= j# v-vdy, seja, o fluxo A¢ da funcio vetorial ¥, através da superficie de
\4 controle SC, resulta na divergéncia dessa fun¢io no volume de

controle VC, encerrado pela superficie de controle SC.

Observacao
Ha uma demonstracgdo tensorial no assunto quando falarmos sobre o vetor de Poynting na Secio

5.26, Equagdo (5.10).

5.9 EQUA(;I\O DA CONTINUIDADE

Seja o volume de controle VC, envolvido pela superficie de controle SC. A varia¢do em relagdo ao

h d _dm dq
tempo da massa ou carga noVC sera dada por: gj.JJ.pdV ,emque p = g ou g (0)

Ou seja, massa ou carga por unidade de volume.

A variacio é devida aos fluxos de entrada e saida da massa ou carga através da superficie de controle
SC, que sera calculada por: ﬁpﬁ -ndS ¢
s

° Anilise dimensional de fluxo: verifique Segio 5.4,V 1i dS = ([L]/[T]) [12] = [LS]/[T]--, que € vazao, isto é, volume na unidade
de tempo. pV -1 dS = ([M]/[L3]) ([L3]/[T]) = [M]/[T] , massa na unidade de tempo ou: ([Q]/[Lg]) ([L3]/[T]) = [Q]/[T] carga

na unidade de tempo e a/at (pdV) = pdV = dm ou dq -~ massa ou carga na unidade de tempo, ou seja, corrente i, como serd

visto na Se¢do 5.16.
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O circulo significa que é calculado na superficie fechada.

Nota-se que o fluxo de saida é positivo, pois 8 <90° e cos@ > 0. O fluxo de entrada é negativo,
pois 6 >90° e cos® < 0. Recorde-se que V- T = cosf.

Entao teremos: %J‘J.J.pdV = _ﬁp‘j -ndS (1)
v s

O sinal negativo indica que, quando o fluxo entra e, portanto, é negativo, a quantidade de carga
ou massa aumenta e, logo, o acréscimo é positivo. Quando o fluxo sai, teremos o oposto, isto é, o fluxo
é positivo, mas haverd um decréscimo na massa ou carga. Trata-se de um balang¢o material ou de cargas
no VC.

Essa é a equagdo integral da continuidade.

Levando em conta o teorema de Gauss-Ostrogradsky, ou seja:

ﬁﬂﬁds:jﬂ?ﬁdr/

N

Teremos, substituindo v por OV, nessa equagio.

ijV(pa) dV:_%JJJPdV,pois: #p\_/’-ﬁ’ds = MV’- (p¥)dV
s v

5.9.1 Demonstracao da equivaléncia

JpV-HdS = j pv,dS
g S vy, =1, velocidade perpendicular a dS, aplicando Gauss-
Ostrogradski:
S 9] 0x; d 0X;
Vids = | V- (pWdv = (_*.). kY :f (_> (25 gy =
f P f (°¥) f ax; i (p at9) V=) elay) Bl 5 )Y
S \% v \%

[ -3 [
- vp ax/\ac )¢ Tac) P

\Y%

oo 0
..fpv-ndS—afpdV
S )
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A menos do sinal que j4 demonstramos no 2° membro, ser negativo.

d
a3 fpde—fpV-ﬁdS
\Y S

Em um VC fechado, quando hd aumento do fluxo (positivo) no VC, a massa ou carga na SC diminui
(negativo) e o oposto quando houver diminuicio do fluxo (ver a figura da Se¢io 5.9).

A foérmula é valida independentemente do volume de integracdo. Logo, tendo em mente que a
derivagdo é a operacdo inversa da integragio: '

Foon=_® .9 dev), dpv)
P a T o dy oz

ver observacdo ao pé da pagina na Secao 5.7)

o,
ot
E a equacio da continuidade em forma diferencial.

5.10 LEI DE GAUSS PARA ELETRICIDADE

O fluxo vetorial nio é necessariamente material.
9= [[v-iids
s

No caso de fluxo elétrico teremos:

' Pois: a drea A sob a curva y = f(x), no intervalo a = x = b, ¢ dada pela integral A = fab ydx, derivando:

d b d dA . .. s .
Efa ydx = A= significa, a > b (“a” tende a “b”) e a integral se torna dA = ydx, obtemos:

b b
dfuydx:“mAfuydx:&:y
dx n-o Ax dx

A é variagdo. No lim, o que era uma variagao A, se torna um infinitésimo d. Observe que a opera¢ao diferencial d anula a
operagio integral [ .

Tomando-se a drea elementar dA, obtida multiplicando a ordenada y pelo elemento da abcissa dx, ou seja, dA = ydx, e
integrando entre os limites a = x = b, recuperamos a drea inicial.

y
- y=f
b b . =
. dx = lim A i P
A:f ydx =A lll)'no ZyiAx,- Sendo x A}(I—I»}) * i r ~ Area
“ * x=a Yi Areq 2% elem. dA
i1 A iy
\VA 1 - ~
! >
a b

Simplificando: seja a drea A, calculada pela integral A = fab ydx. Achar a fun¢do y = f(x). Para isso, calculamos a derivada da
integral:

y= 5l A =160 2)
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9, = |[B-iids = [[[V -Eav

s 14 (1a)
d¢e
das”
for¢a”, pode-se afirmar que a quantidade de linhas de forca é deduzida pela relacao do fluxo ¢, em N/C
pela superficie S em m?, no sistema MKS. Ver também Se¢do 5.17a, potencial elétrico.

A partir disso, obtemos: E = em que E, campo elétrico, da Se¢do 5.6, conceito de “Linhas de

Utilizamos anteriormente o teorema de Gauss-Ostrogradsky (ver final da Secio 5.8), porém,

e_F 9 . o P . -

E=—= 2 TU, g,- carga de prova sujeita a forga [ a uma distancia » de ¢, U,- vetor
90 TLEN

unitario.

Cada linha de forga se origina em uma carga positiva e termina em uma carga negativa de mesmo
valor absoluto.

—»dS

dScos®

Carga ¢ no interior de uma superficie fechada S.

dQ : angulo s6lido em esferorradianos.

Contudo, dS Cose/rz é o angulo solido dQ.

"7 Ver Lei de Coulomb, Segdo 5.1: F = L4

4mey 12 *
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Pois o angulo sélido total ¢ 47 . Considerando que a superficie da esfera ¢ 4m r?, logo:
2
a=4mr/ L r

A férmula é véilida também para n cargas.

Entio teremos: @, = va -EdV = é‘i (0) Lei de Gauss f E-fidS= si e equagao la
v 0 0
S

por Gauss- Ostrogradsky.

<

em forma diferencial, explicitando:

Se fizermos 4 = Jﬂp dV , teremos:
v

O0E, OE, OE, p
t—*+t——= ; Também chamada de 1° lei de Maxwell (ALONSO, FINN, SALMERON).
0

ox dy Oz

O fluxo elétrico ¢, através de uma superficie fechada é proporcional a soma das cargas elétricas no

interior dessa superficie. Se nio houver carga: V- E =( (2). Indica que as fontes do fluxo elétrico sio as
cargas elétricas (YAVORSKI).

" Definimos o radiano em um angulo plano como a relagio entre o arco € e o raio R (ver Figura a seguir). Um “4ngulo sélido”
¢ 0 espaco compreendido no interior de uma superficie conica ou piramidal. Em analogia ao dngulo em radianos, definimos
o esferorradiano, sr, como a relagdo entre a superficie S interseccao do angulo s6lido da esfera com o centro no vértice da
superficie e seu raio R ( ver Figura anterior). Como a esfera tem uma superficie de 4mR?, essa relacdo se torna: Q = S/Rz =
41t = angulo sélido da esfera. Se o angulo sélido for pequeno, ou seja, elementar d(, pode-se substituir a calota esférica S por
uma superficie plana elementar dS: dQ = dS/Rz.
Se dS ndo for perpendicular ao eixo do angulo s6lido, projetamos essa superficie sobre uma superficie perpendicular ao eixo,
dS’ = dS cos® (ver Figura anterior), obtendo-se: dQ = (dS cos8)/R?, como visto anteriormente (ALONSO, FINN). Sobre a
superficie da esfera, ver Anexo 10.

/
R 1 Assim como o angulo em radianos ¢é definido como: 6 =—, definimos o angulo sélido como:
‘ R

comprim
/ comprim € £

0

B superf/

N
Q=—, ambos sio adimensionais, pois 0 é superf*

R
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5.11 INDUCAO MAGNETICA

Se uma carga ¢ com velocidade V passar por um campo magnético de vetor de indugio B, ficara

sujeita a uma forca perpendiculara V e a B, obedecendo a equacio vetorial:

P — g B
F=qgvxB (1) p

. . B =
Logo, a indu¢ao magnética sera: qv sen@

Se a carga estiver sujeita a0 campo magnético e ao campo elétrico, entdo ficara sujeita a forga total
(soma das forgas elétrica e magnética), ou seja,

F=qgE+qvxB 2)

Denominada Forga de Lorentz.

5.12 LEI DE GAUSS PARA O MAGNETISMO

O fluxo magnético sera definido como:

@y = '”.E-ﬁdS = ”B cos @

Para uma superficie fechada, isto é, V'C com SC fechada: Oy = ﬁB ndS =0
s

E impossivel obter um tnico polo magnético, pois eles sempre trabalham aos pares.



78 Antonio Giuseppe Roth
Forma diferencial:
fjB-iias = [[[V-Bav =0
s 14
Por Gauss-Ostrogradsky, ver Se¢ao 5.8.

Logo: V-B=0 ou %_{_8&_{_8&:0’ a 2° lei de Maxwell.
ox dy oz

As linhas de for¢a do campo magnético emergem externamente do polo norte do imi e penetram no
polo sul do ima. Internamente, as linhas de forcas se dirigem do polo sul ao polo norte, tornando a linha
de forca magnética fechada. Por esse motivo, o divergente da indu¢io magnética B é nulo: V-B = 0.

Comparando com a lei de Gauss para eletricidade (Secio 5.10): &,V -E = q, verificamos que carga
magnética nao existe.

Tomando-se o fluxo magnético:

Vemos que o fluxo para fora é positivo e o fluxo para dentro tem o mesmo valor, porém negativo,
sendo a soma dos dois, nula."” Essa a verificagdo é experimental (HALLIDAY, RESNICK).

5.13 DIFERENCA DE POTENCIAL

A energia potencial entre dois pontos a e b sera:
b b
Ep = J. Fcosadl = f q(E + Bv) cosadl
a a

(Se Be v forem perpendiculares)

a dat

" Indica que na natureza nio ha cargas magnéticas e que as linhas de indugio do campo magnético sio fechadas. O que temos

sdo dipolos magnéticos, como por exemplo, no campo magnético produzido pelo spin dos elétrons, que funcionam como imas
elementares (YAVORSKI). Como veremos adiante na subsecio 5.14.1 equagio 1.
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Pois, pela for¢a de Lorentz: F_ E + By [ver Secdo 5.11, Equagao (2)].
q

Chamamos diferenca de potencial a: —== AV,
b -
AV, :J (E+ BV) cosar Al (para Be ¥ perpendiculares)

5.14 LEI DE FARADAY-HENRY

Foi deduzida por Michael Faraday em 1831.

Inducio magnética L ao plano: B,
apontando para para fora na direcio do leitor.

O movimento do circuito fechado com velocidade v induz uma corrente ino circuito. Na Secdo
5.11, o sistema de referéncia estava em B. Agora, o sistema de referéncia estd na carga g, movendo-se no
circuito. Logo, é B que se move em relagio a q.

O potencial serd: AWV = f(E +Bv) cosa df (0) (ver Se¢do 5.13).
c

Como o circuito é fechado, o potencial elétrico ser nulo, pois @ = b e AV,, =0 (potencial elétrico).

Em nosso caso, F, =—F] e se cancelam.
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F'l serd fungdo de & = 90°, logo, senf@ =1 e AV =B

0 é o Angulo entre B e V.

d d d
Como @ = Blx .- % = —E(fo) = —Béd—j = —Blv

(B x superficie)

. __ 4

wav=-=2(1)

(Lei de Faraday-Henry)

Sendo ¢g, fluxo magnético.

A uma variagdo positiva de dt (variacio elementar de tempo) corresponde uma variacao negativa da
area ¥x, entdo, deve-se usar o sinal negativo.

5.14.1 Interpretacao do sinal negativo na lei de Faraday-Henry

y

Sistema dextrogiro

F

0 F] = —tu ver Equacdo (1), Se¢do 5.11: F; = —quBsen 8.~ —E = —; =uB E+uB=0,u =% Jélav= %‘
3
o poted®”
T 0 0
_ (md‘nc@
B
Pela regra da mio esquerda: F | a Beaw i=-w
w(médio)

. dl ;
*' Devido a corrente circulante 7, surge forga no condutor mével. Fi = Bli pois: F} =quB = dF; = dq;B =iBdl e
t

Fl = JdFI = JBidf = Bli; distancia  dx = vdt trabalho  realizado: dW = Fidx = B/vidt 5 ld[ = dq
sdW = Bdeq potencial AV = d%q =By (1a).
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Z

e
0

y

Sistema dextrogiro X
[o
B
gy
- -
- - -
Produto vetorial A
C=AxE=AB( sene)ﬁ, K = vetor unitario
A rotacao A, B, C é dextrogira (COURANT).
g

D

Pela regra da mio direita, polegar para cima; outros dedos: direcdo contrarreldgio, isto €, sistema

Se AXB =S-, L contorno da drea

dextrogiro (Alonso Finn).
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i B
8
espira
AV
Com relagio ao fluxo:
AV tem direcdo contrdria a rotacdo dextrogira, entao sera negativo: ¢pg = f§ “dA = d;itﬁ =—AV (1)

A dire¢io de AV foi determinada experimentalmente por Faraday, Henry e Lenz, de modo
independente (HALLIDAY, RESNICK, WALKER).*

Indugdo magnética B

. . . . . =1 . ~
Seja uma carga q percorrendo o circuito com um campo induzido E provocado por uma indugdo
>
magnética varidvel B. Entdo o trabalho em cada rotacio é:

gAV  av = Ep/q , ver Se¢do 5.13.

Também deve ser igual a (CJE)( 27 1), pois F = qE.

* Considerando a carga de q positiva. Quando cresce, 498/ & positivo e AV, negativo. Quando decresce, teremos a
ga de g p B L 4B/ ép , neg 8 3

varia¢do do potencial AV positiva.
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Energia potencial Ej, = trabalho: F x distdncia (nesse caso, circunferéncia)

Logo: AV =E2n r
No caso geral, devemos ter: AV = §;E -di (1b)

Entdo a lei da inducdo de Faraday, ver em (1), se torna:

§E-d?=—%
2)

A 3% lei de Maxwell

O campo magnético varidvel com o tempo produz um campo elétrico, fendmeno chamado de
“inducdo”. Ele é utilizado, por exemplo, em um gerador elétrico, ou um dinamo, em que a varia¢io do
campo magnético é produzida por movimenta¢ao do magneto.

Retornando & questdo do sinal, podemos resolvé-lo matematicamente:

Tomando-se a primeira equacio (0): AV = 3§(E + Bv)cosad?, como a=0° e o ciclo
fechado, temos:

AV:f(E+Bv)de:o:>§£E-d?=—vade
C

A 1% parcela chamariamos de AVg, potencial elétrico, e a 2, AVy;, de potencial magnético.

“AVg = $E-de

AVy = $Bvd? , como vimos ao pé da pagina na Secdo 5.14, Equacio (1a), integrando AV = Bév.
Logo: AVg = —AVy, justificando o sinal negativo.

Nada mais é do que obedecer ao principio da “Conservagio da energia” (HALLIDAY, RESNICK,

WALKER).

5.15 TEOREMA DE STOKES

Transforma uma integral de linha de caminho fechado em uma integral da superficie circunscrita por
essa linha.

Circulagio:
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dl,

<l

E uma integral de linha em um caminho fechado da componente tangencial ao longo da trajetéria.

r=§v.d2

Célculo da circulagio em um elemento de drea dxdy :

v+ v, &
y &
Vy
va
o || v T=dx
YT ox
dx
VX
X
0

Circulagio nos lados da area:

1°lado: v, d,

v,
2°lado: | v, + —dx dy
b
3 lado: —[ v, + Py

T

4°lado: —v dy
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— Bv oy
Somando os resultados parciais, teremos: §V rdl=| ———| dxdy .
v ox dy
¥y
P v o
|
LS
N /
= /€
==
0 x
LI N R
- L2 v, v
é V), = V) =|ox oay|=—2L—-=—=
Porém, (rotv), (VXV)Z Vi VZ - (1)

Componente na direcio z do rotacional de v no plano xy
Logo: dr=§¥-di = (7019). @S gy que ds = dxdy
c
E uma circulagio elementar.
Considerando uma area S, dividida em dreas elementares.

As circulagdes internas se cancelam mutuamente, restando a circulagdo no contorno ¢ da area S'.

O raciocinio é semelhante ao utilizado para o teorema Gauss-Ostrogradsky da Secio 5.8.

Q@
®

Trata-se do teorema bidimensional de Stokes, também chamado de Green.

Logo: I'= §\7 dl = H (rotv),dS
c s

Consideremos o caso tridimensional. Seja uma superficie S, limitada por uma curva nio coplanar .

A superficie é subdividida em elementos infinitesimais de area d ..
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Para cada elemento de 4rea, teremos:
dT = (rotV) dS = rotv -ii dS

Em que a componente do rotacional é normal ao elemento de area.

Da mesma forma como na divergéncia, as circulagdes internas se cancelam em S, restando as externas
em c. Na divergéncia, os fluxos se cancelavam aos pares, agora, as circulagdes se cancelam (ver Secao
5.8 teorema de Gauss-Ostrogradsky).

Logo, teremos: §\7 dil = H(? X \7)- nds (1a)
s

Projetando nos planos Xy, ¥Yze zx:
v, v av, ov av, v
d d dz = —2——L xdy+| —— =% Wydz +| —L—— [xd.
§V' ARRC R ,”.[Bx By]d 7 (By Jz e dz Ox -
S
c
Em que d = dx7' + dy] + dzk 23
Aplicando na lei de Faraday (Secdo 5.14) e utilizando o fluxo magnético (Secao 5.12), teremos:
- d ([« o z_ dB
v LRdS = — — T Logo: VX E=—— 2)*
ﬂ(VxE) RdsS = dtffB nds g 7 (2)
S S

235

- dl = v;dx + v,dy + v3dz, produto escalar, ver nota ao pé da pagina da Secdo 5.7.
* Trata-se de um vetor. Recordando o produto vetorial: se i = j, X = sen o;j=sen 0° =0, se i # j,

Tx7 = (sen o)k = (sen 90°)k =k, logo A x B
3
Z AiBjTxj =
=1
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Pois:

y Projecdo no
plano x0y

¥ -dl = vdl cosB = (vq1 + Vo] + v3K) - (dxi + dyj + dzk)

jﬁﬁ-d?=ﬂ(ﬁxﬁ)-ﬁds, fﬁ-d?:—%% e ¢B=ﬂ§.ﬁds
S c

C

Terceira lei de Maxwell ou Faraday-Henry.

5.15.1 Exemplo ilustrativo

Calcular o trabalho da for¢a de atracio newtoniana de uma massa imével M agindo sobre uma
massa unitaria se deslocando entre dois pontos (PISKOUNOV).

m =1
© Massa
unitdria

.= femm” ., kem
Forga na massa unitdria: F = ———7, =-—-/,
r r
P e P ,
Logo, F é o campo gravitacional: g = — o =1

Componentes:

= (A,B, — A;BK + (A,Bs — A3B,)T + (A3B; — AB,)], é um vetor perpendicular ao plano onde se
oL S - |t Tk
situam os vetores A € B. Isto ¢, umamatrizzAX B = |A; A, A,
By B; Bs
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X=dm ey = gm i 7= dmZ
r-r rr rr (3)

A A
r r r cossenos diretores

Trabalho para deslocar de 7 ap,:

Py P, P,

xdx + ydy + zdz 2rdr 2

A:—ka. — =—k = =)m dl
R r R ROr

Pois trabalho elementar dW ¢é a forca F agindo por um deslocamento dx, integrando:

W = [ Fdx, ver 1° pagina do Anexo 3.

=X+ )t 4zt rdr = xdx + ydy + zdz ,” pois derivando r2, temos: Zr% = ZX% e etc.
2 ) -
2 a_; = é ar/ay =Y e 6r/az =%/ (4) derivadas parciais
xdx + ydy + zdz

Por célculo diferencial: dr = 2 dx + & dy + Xdz=2dx+2 dy + Zdz = , assim,
ox ay 0z r r r

r
temos a equagdo anterior.

11
Logo: A=km (—)
oA

A ¢é a diferenca de potencial (trabalho por unidade de massa), ver Secdo 4.7, Equagao (1):

)
u=|m
" (4a)

é o potencial, entdo, derivando em relacdo as coordenadas:

ou Jdu
_oau y=_9%
ox dy

7= —Z—M , compare com as Equagdes (3) e (4).*
4

Este € o potencial gravitacional, assim denominado para distinguir-se do potencial eletromagnético,
apresentado na Se¢do 5.13.

Além disso, pelo calculo vetorial: dA = (—kr";r

x d x+ydy+zdz
3

25 rdr _

FD) s (drty) = — kr—T (7 + y7 + 7K) - (dxi + dyj + + dzK) = —km — = —km

), confirmando o resultado anterior,

* Conclui-se que o gradiente do potencial fornece o campo gravitacional com sinal trocado, g = —Vu.
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oA =u(P)—u(P) A diferenga de potencial gravitacional se manifesta como trabalho para
deslocar a massa unitdria m’ entre os pontos 7 e p,. Independe do caminho percorrido, e s6 depende das

coordenadas dos pontos.

5.15.2 Velocidade angular em torno de O

v, +aidy
=
3
dy
dx Velocidade angular:
%0
Vx ) 0 . Av, v,
oV @=—(im —Y___Y
° IV +—2dy Ax —0 Ax ox
6, 7 ox
Vy

[ +—avyd :|

V, X |—V,

0 P ) 4

0= __L° o> 1 7 i(QJielzay/ax,éngulo

1 ax dx T ox\or

Velocidade angular ¢ 4ngulo na unidade de tempo.?’
v,
v, [V* +aTdy}_V* 3 (ax

0
ez=+a—y=+d7y=a—y(§):>ez=ax/ay

Velocidade angular média em torno do eixo z: w, = %(91 + 92)

1(dv, v,
W =— _—r
o2y ox 2

Ver Se¢do 5.15, sobre o teorema de Stokes, Equagdo (1), em que deduzimos o (rotV), através da

circulagdo:
r= fv -dé

) " . v ov. dar
isto é,  (rotV), = a_xy - a—; =% B

A figura ao lado da Equacdo (1) é uma representacio grafica do rotacional no plano bidimensional
xy. Para uma interpretacio grafica do rotacional no espago tridimensional, ver figura ao lado da Equacgio

¥ Ver Segdo 2.1.2, Péndulo simples, equagio 1.
** Apresentamos aqui a obtengio do rotacional bidimensional para um campo de velocidades. Contudo, essa forma é valida para

qualquer variavel, como poderd ser visto a seguir. O conceito de campo foi introduzido na Se¢do 5.3.
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(3) na Secdo 5.16, em que a variagdo da relagio entre a circulagio I' representada pelo contorno do orificio
L e a superficie S da bexiga estdo indicadas. A definicio matemdtica do rotacional tridimensional
encontra-se na Equag¢io (5a) da Secao 5.16.

O rotacional significa que, além da componente axial, existe uma componente tangencial
provocando circulagdo no plano perpendicular ao eixo considerado, isto é, provocando turbilhdo no fluxo
vetorial, ou seja, uma rotacio.

Escrevendo a lei de Faraday na forma diferencial:

%_% L+ %_% |+ %_% 2:_%514_%52.}.%53 :rotE
ox  dy Jdy 0z dz  Ox t ot ot

0Ej  OE;\ » 0B; - 2\ - ] 0z
ou: (a_x:_a_yj)ek=_Wei=(mtE)iei’e"'VXE:_aB
ijk=123
Como visto na Equacao (2) da Se¢io 5.15.
5.16 LEI DE AMPERE-MAXWELL
3 1i

Com a corrente 7 surge um campo de indugdo magnética B em volta do condutor, de valor:
N i L . o .
B = Z#—Oug, ii, vetor unitdrio. B é diretamente proporcional a 7 e inversamente proporcional a 7.

mTr

Calculemos a circulagdo magnética:
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lo = constante de permeabilidade, ver Secdes 5.23 e 5.24.
Trata-se da lei de Ampeére (1755-1836).

James Clerk Maxwell (1831-1879) percebeu que Faraday foi o primeiro a compreender corretamente
os fendmenos elétricos e magnéticos. O trabalho de Faraday fora experimental, e Maxwell se propos a
expor matematicamente os conhecimentos de eletricidade e magnetismo da época, reunindo suas
conclusées no Tratado de Eletricidade e Magnetismo, publicado em 1873. (0)

Seja o fluxo de corrente através de uma superficie de controle SC (ver Se¢io 5.9).

= , . d
A corrente jserd: i = §pv -ndS » i= _a%
s

Nesse caso, a superficie é fechada.
i é o fluxo da carga por unidade de tempo.

O fluxo g ¢, saindo da superficie € positivo, pois v - 7i = vcos @, @ = angulo entre v € 7, < 90°,
logo, cos@ > 0. Porém, o fluxo da corrente saindo da superficie fechada significa diminui¢do da carga no

yC . Entao, d%[ <0, pois dg <0 € dr > 0. (ver figura da Se¢io 5.9).

o dg ¢ o . dge
Logo, teremos: — o7 ipv -ndS = —go — (1a)

ver Se¢ao 5.10, Equacido (0).

Porém,

— dq if (pela lei de Gauss para
9= 80§E - HdS , portanto: dt | 2) eletricidade, Secio 5.10,

S e teorema de Gauss-
Ostrogradsky)
q =fpdV=£0fl7'EdV=sofE-ﬁdS=eo¢e
14 v s
o Lo drz -
Substituindo em 1a: §/7V -ndS +¢, E§E~nds =0 (2a)
N N

E o principio da conservagdo da carga em uma SC.

» ¢ pv-ndS

Ver Secdo 5.9, Equacio (1

m*—e—.
l
|
—
RS
S
<
|
|
|
= —
12
<
Il
|
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Se os campos forem estaticos, a integral §E -7 dS nao depende do tempo, e sua derivada em relagao
s

ao tempo € nula. Portanto: § PV -1 dS =0 para campos estaticos, a carga q é constante no tempo através
N

da superficie de controle SC. Como o fluxo elétrico é: ¢pe = q/¢, ver Se¢do 5.10, o fluxo elétrico ¢, na
SC é constante.

Maxwell sugeriu uma modificacio da lei de Ampere, que foi deduzida em condicdes estéticas.

E aplicada a uma superficie S limitada pela linha c.
f B.df = Jrotﬁ. Uy dS (3) pelo teorema de Stokes.

Pode ser expressa comos:

:fédz :ﬂojpﬁ~ﬁd5 = Wi [ver Equagio (1)].
c s

U, = vetor unitirio L adS

Se a linha se contrai a um ponto, a superficie se torna fechada e, nesse caso, §p\7 -1ndS =0," que

S
concorda com o principio de conservagdo da carga como vimos. Contudo, isso é para campo estatico,
nio sendo védlida quando dependente do tempo. A modificagio sugerida se torna:

fﬁdz=,u(,£p\7-ﬁdS+go,u0%£E-ﬁdS ou

5o d iz -
§B dl= Mol + &Ly E_[E -ndS ; conforme equagdo 2a, nesse caso, ndo sera nulo
c S

E a lei de Ampere-Maxwell ou 4* Equacio de Maxwell.

Ela se reduz a lei de Ampére para campos estaticos, pois o tltimo termo € nulo, quando a linha se
reduz a um ponto e a superficie S se torna fechada. A modificacio de Maxwell foi mais pela necessidade

* Pois dl fica nulo.
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de consisténcia matemdtica do que por experiéncias. As experiéncias que comprovaram sua modificacio
apareceram alguns anos mais tarde.

O termo correspondente a “corrente elétrica”, que seria “corrente magnética”, nao aparece, pois nao
existem polos magnéticos livres na natureza, isto é, nio ha cargas magnéticas. Estamos nos referindo a lei

a¢,
dt ’

31

de Faraday-Henry: §E dl =—

ver final da Secao 5.14.1, Equacio (2).

Aplicando o teorema de Stokes na lei de Ampere-Maxwell: transforma integral de linha em integral
de superficie, ver no final da Se¢do 5.15, Equagio (1a):*

Sﬁé-d?:jmté-ﬁds=ﬂ0£pc~ﬁds+goﬂ0%£iﬁds=f

¢ s (4)

Tendo em vista que:

$v.di
o Ar I -
n-rotv= lim —= lim <— (5a) = ¢Vv-df = | rotv-ndS
ASS0 AS  AS—0 AS
C S
§v-sids
e levando ao limite da mesma forma que: div v = lim ST (Ver Secdo 5.7)
AV =0

Obtemos: rotB = 1yp¥ + souO% ()

Forma diferencial da lei de Ampere- Maxwell e 4* lei de Maxwell.

Obtida da Equag¢do (4), por diferenciacdo, isto é, chamando (4) de f, achamos a quantidade
elementar df da fungio f, ou melhor, derivamos em rela¢o a TS, procedemos a operagio inversa da

integracdo, como visto na Se¢ao 5.9, Equagio (2).

5.16.1 Exemplo ilustrativo

Seja um campo elétrico uniforme E em uma regido cilindrica do espaco. Por exemplo, um
condensador com armaduras circulares planas e paralelas, de raio R, sendo carregado como na Figura a
seguir. Deduzir o campo magnético B em pontos internos do capacitor: r = R. Nao existe corrente entre
as placas, entio i = 0 e pyi = 0.

, Bodi=ui aé; - . .
~ Compare com: : =M/t + Eoldy (ver inicio da Se¢do 5.10). O termo K, é o da corrente elétrica.

dt

*# Recorde-se que: V x B = rot B.
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Condensador

A intensidade do campo elétrico £ aumenta uniformemente: dE/d , constante e positivamente. A

carga das armaduras também aumenta uniformemente. Uma corrente flui para a armadura positiva, e
outra igual sai da armadura negativa.

O campo elétrico varidvel cria um campo magnético induzido, isto é, a indu¢io magnética B.

Isso pode ser expresso como:

D/ d¢e =
§B'd€ =M€y ?, combinando as Equagdes (1), (2) e (3),” @, :_[E~71dS , ver Equagdo (1a)
c N
da Secao 5.10.

Compare com a dltima figura da Se¢io 5.14, é a contrapartida da lei da inducdo de Faraday. Repare
que B esta em sentido contrdrio a £, por isso a troca de sinais.

Circulagdo de B = ¢, (variagdao temporal do fluxo elétrico ¢e) =
dE = - . .
= (B)(2mr) = pygomr? ¢ » E -1 constante na superficie S em determinado instante t.

- d
Explicitando B: B = %uosord—f ,parar=R.

. R dg — d [
33 fﬂ' di:ynnz—pna pu‘r‘la:—d—q:snm‘/m .'.jﬁE-d-f:;&DEDEfE-ﬂdS
£ o T
. dq
Recorde-se que: i = % © be = q/¢.
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5.17 ENERGIA POTENCIAL

Referindo-se a Se¢ao 5.15, exemplo ilustrativo, se substituirmos as massas m e m’ pelas cargas Qe ¢,

= 1 Qg

a forca sera: F'=——="1, *
¢ drg, 1’

¥y vetor unitdrio supondo cargas de sinais contrarios.

Campo elétrico: E=

< |

Forca para carga unitdria: ¢ = 1

Componentes:

cossenos diretores,

Trabalho para deslocar de p a p: W =E, = :12? -dr

B xdx + ydy + zdz @) ) rdr Qg =
g . ydy+zdz _ Qg rdr _ d

P 3 3
4re, Jp r dre, Jp T 4rne,

"
22, 2, 2 Jor_x I Y0735 gorivad -
rr=x"+y +z rdr = xdx + ydy + zdz Xt oy rSa-r+ erivadas parciais

L E. =9 (L _ i) : T
~Ep = e\ ) Energia potencial elétrica.

Sobre o trabalho, ver exemplo ilustrativo da Se¢ao 5.15.1

* Nesse caso, nos restringimos a forca entre cargas elétricas.

Ver detalhes no exemplo ilustrativo da Se¢ao 5.15.1, Equagio 4 Zrar/aX =2x "X/ax.

35
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5.17.1 Potencial elétrico

Ainda se restringindo a forga entre cargas elétricas, se tomarmos E, ¢ dividirmos por g teremos a

diferenga de potencial:*

E, 1 1
AV =—L= 7Q —_——
q Arg,\nr, 1 (0)7
. 01
Chamando V' de potencial: =<~ (1)
4re, r
Entio: X = —a—V Y = v zZ = —a—V , compare com as grandezas mencionadas na se¢ao 5.17,
ox ay oz

Q 10redr_x etc. Ver Secio 5.17, Equagdo (1), X, Y e Z s3o as componentes de E.

ols — = —
p ox amegr?dx  9x T

AV =V (P)-V(R)

A diferenga de potencial se manifesta como trabalho para deslocar a carga unitaria q entre os pontos

P e P,. Independe do caminho percorrido, e depende somente das coordenadas dos pontos (x, y, z).

Pelo visto anteriormente, deduzimos que:

E =—-gradV (1a)

ou E=-VV (ver Se¢do anterior, idem ao ja mencionado; X,Y,Z componentes de E).

E= F/q = —cte r% to, porém, V = cte Q/r, logo: VV = —constante r% t, = E, ver Equacio (1a).

O campo elétrico £ ¢ igual ao gradiente do potencial ¥ com sinal trocado, ou seja, o vetor campo
elétrico é perpendicular as superficies equipotenciais e, como ele é negativo, aponta no sentido dos

potenciais decrescentes.

* A parcela devida a energia magnética serd tratada na Secio 5.21.
7 Recordemos a integral definida: f: f(x) dx = F(b) — F(a) = A (ver equagdo de Ep na Secdo 5.17).
Em que: [ f(x) dx = F(x) + cte ¢ A = Area sob a curva y = f(x), entre: a = x = b.

/'/r- y =f(x)
I

1A,
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; il é St vol% newtoy
A unidade usada para o potencial é o volt (V) e, para o campo elétrico, 0 OU Coulomb

. Lembremos que: E= % e

Sejam duas superficies planas e paralelas com potenciais /| e V. Essas superficies sdo equipotenciais,

isto é, seus pontos estdo a um mesmo potencial, respectivamente Vl e V7

" "

I lm

e
—>
—>

f——d—
V,-V, V.-V,
E=— 2d L_ 1d2 (1b)
AV =V,-V, (2)
Diferenga de potencial = E = —%

5.18 CAPACIDADE ELETRICA, CAPACITORES

O potencial elétrico na superficie esférica equipotencial de raio 7, tendo uma carga Q concentrada em seu centro, é, como visto

o

na Se¢do 5.17.1, Equacdo (1): V' =
4re, r

, isto é, em modulo.

Se a carga estiver envolta por um dielétrico, um material isolante, substituiremos &, por €:

= 4&7 , em que € é a permissividade do isolante, e gy, permissividade no vacuo.
TE 1"
A relacido QV para a esfera é constante e igual a 4mer, e é denominada “Capacidade”:
C= Q =4rer,
V

YO volté joul%oulomb , pois potencial é energia/carga_ Recordar Secdo 5.6, “Linhas de forca”. Como E = F/q ,dE, = F -

= . . - o (E L B
d%; , dV = dE,/q, E = —VV = —aV/axi & = _a_xi( P/q)ei = F/q.
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A capacidade é expressa em farad, homenagem a Michael Faraday.

O farad é definido como a capacidade de um condutor que, recebendo uma carga de 1 Coulomb,
fica com um potencial de 1 Volt.

O conceito de capacidade elétrica pode ser estendido para um sistema de condutores. Sejam os dois
condutores na Figura com cargas, respectivamente, + Q e¢ —Q, a capacidade de um sistema ¢ definida

Q9 _9Q
ViV, AV

como: C = Vl - V2 =Ed , ver equacdo 1b na seccdo 5.17.1

Esse arranjo é chamado de capacitor.

Os capacitores ou condensadores servem para armazenar energia elétrica na forma de energia
potencial, e acumulam carga. Exemplos de aplicacdo, dos condensadores temos: desfibrilador ventricular,
flash de maquina fotografica, circuitos de sintoniza¢do de transmissores e receptores de rddio e televisio,
bancos de meméria de computadores, entre outros.

—~

QEE

Nl

W
IR

Elementos bésicos: dois condutores isolados de formato arbitririo. Os condutores sdo as “placas”.
O mais convencional é o de placas paralelas jd visto na Figura da Se¢do 5.17.1, mas também podem ser
cilindricos. Quando carregados, suas placas adquirem cargas iguais, mas de sinais opostos. Para carrega-
lo, colocamos seus terminais em contato com uma bateria.

C (condensador)
11

11
Terminal \ S (chave)
p Terminal
|
I

B (bateria)

A garrafa de Leyden é o condensador mais antigo. Seu nome vem da cidade onde foi inventada.” Foi
inventada em 1746. A experiéncia de Franklin foi posterior. Benjamin Franklin (1706-1790) demonstrou

¥ Cidade na Holanda, sede de uma Universidade importante.
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que quando um condensador é carregado, ndo s6 as armaduras ficam eletrizadas, mas também o dielétrico
(isolante).

Conforme a Figura a seguir, na garrafa de Leyden, o dielétrico é um vaso conico de vidro A, a
armadura externa é um vaso metalico B que se adapta externamente a A; a armadura interna é um tronco
de cone macico C que se adapta internamente a A e com uma haste H através da qual é eletrizado. Em D
indica-se o condensador montado, o qual é carregado. Ao desmontar as armaduras, o contato com as
maos as descarregam. Montando-se novamente, as armaduras ficam outra vez carregadas, indicando que
o dielétrico A estava eletrizado, carregando as armaduras depois da 2* montagem.

Pode-se fazer analogia entre um capacitor carregado com uma carga q e um recipiente de paredes
rigidas de volume V, contendo massa m de gés perfeito. A pressdao p do gis (para uma temperatura dada)
L . . . v .

é diretamente proporcional a m, de acordo com as leis dos gases perfeitos: m = (ﬁ) p. Para o capacitor

teremos: q = (C)V. Comparando, vemos que a capacitancia C é o andlogo do volume V do recipiente
(supondo T constante) e a carga q corresponde a massa m.

Observe que referimo-nos a carga de um capacitor como sendo g, o valor absoluto da carga de uma
das armaduras. No entanto, sua carga liquida é nula.

Considera-se que o condensador acumula energia elétrica na forma de energia potencial no campo
elétrico existente entre as placas do capacitor. Sao capazes de confinar os campos elétricos em volumes
pequenos, sendo dispositivos acumuladores de energia. Nos sincrotons (ciclotron acelerador de elétrons),
a energia acumulada em capacitores durante um longo tempo é liberada de modo intermitente para
aceleracao dos elétrons, por meio da descarga dos capacitores, em um tempo muito mais curto.

Na fisica dos plasmas também se faz uso dos capacitores.
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5.19 ENERGIA DO CAMPO ELETRICO

Tendo em vista o pardgrafo anterior, ao carregar um condutor ou capacitor, gastamos energia ao
trazer mais carga, e realizamos trabalho para superar a repulsio da carga existente, se houver.

Seja um condutor ou capacitor de capacidade € com carga ¢. Seu potencial é V' = q f .* Adicionando

dq , trazendo do infinito, o trabalho efetuado é dW =Vdq, igual ao acréscimo dEﬁ, na energia do

condutor.

Entao:

0 9dcﬁ Q -

dE, = % Integrando de O (zero) até a carga total Q.

1 (Q 1Q?
Fe=g ), ata=5
0

(1)

Q
E. = f Vdg , nota-se que: E, =%VfQ
0
V=E, i i
Recorde que: /Q' ver Secao 5.17.1, Equacao (0).

E a 4rea de um tridngulo, ver figura, Vi seria a ddp final entre os terminais do condensador, quando
sua carga for a carga total Q e a ddp inicial fosse nula.

* No caso de um capacitor, V sera a diferenca de potencial, ddp, entre as placas.
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5.20 AUTOINDUCAO

\\
5

S
B

Seja um circuito percorrido pela corrente i. Conforme a lei de Ampere, Se¢do 5.16, Equacio (1), a

corrente produz um campo magnético que, em cada ponto, é proporcional a i. Esse fluxo @, é, portanto,

proporcional a corrente i: ¢ = Li."

L depende da forma geométrica do condutor e é chamada “autoindutancia” do circuito.

E expresso em uma unidade denominada henry, em homenagem a Joseph Henry (1797-1878),
contemporaneo de Faraday.

Se houver variacio da corrente i com o tempo, o fluxo magnético ¢, também varia e, conforme a Lei

de Faraday-Henry [ver Se¢do 5.14, Equagio (1)], uma forca eletromotriz fem, isto é, uma diferenca de

_dg, _ Ldl

dt dt

potencial AVL , é induzida no circuito. E chamada de “autoinducio”: AV, =

O sinal negativo indica que AVL se opde a variagdo da corrente, isto €, para dt positivo, di serd

negativo.

A equacio é vélida para o circuito rigido e, portanto, para L constante. Se o circuito for varidvel, L
ndo serd constante e:

“'" A relagio entre L e a indugio B e o fluxo magnético ¢ serd apresentada na Segio 5.26, ao tratarmos do vetor de Poynting,

no caso de um solenoide.
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5.21 ENERGIA DO CAMPO MAGNETICO

a1 4]s]

R
Resisténcia

Seja o circuito em que é aplicada uma fem AV, * com o circuito inicialmente desligado. Ao se ligar

o circuito, devido a indutancia L, que atua se opondo & corrente, como se fosse para vencer uma inércia,

a corrente nio atinge o valor instantaneamente, mas, aos poucos, o valor % A resisténcia R¥

representa as perdas de energia do circuito que se transformam em energia térmica, ou seja, calor, pelo
efeito Joule.

Claro que, pela lei da conservacdo da energia, a diferenga de potencial em um no sera:
di .
AV, —LI-Ri=0 (1)

Ri € a queda de tensio devido as perdas de energia. Daqui se deduz a lei de Ohm, valida para metais
condutores. Essa queda de tensdo é uma funcio linear com a corrente i, sendo R uma constante que
depende do condutor, e sua geometria, ¢ medida em ohms.

di ;
Ri = AV@ —L*l Logo: AV,i = Ri* + Ll'ﬂ (2)
dt dt

O 1° termo representa AV, dq I > que ¢ a taxa da energia por unidade de tempo da fem fornecida
ao circuito (ver Se¢do 5.13), diferenca de potencial multiplicado pela corrente.

O 2° termo representa a taxa de produgio de calor no circuito. Para uma explicagio fisica desse
termo, ver Se¢do 5.26, Equagio (5.8a 2).

O 3° termo representa a energia por unidade de tempo para formar a corrente ou estabelecer seu
campo magnético associado.

* Um dispositivo capaz de manter uma diferenga de potencial AV, [ver Se¢io 5.17.1, Equagio (2)] entre seus terminais, é
denominado fonte de forca eletromotriz fem, por exemplo: bateria, pilha ou gerador.

* Em 1827, Georg Ohm estabeleceu uma analogia entre um circuito hidraulico e um circuito elétrico: a vazao corresponderia a
corrente, ao desnivel, a diferenca de potencial e a oposi¢do ao fluxo a resisténcia R. Em 1828, chegou experimentalmente a lei
que hoje leva seu nome (Lei de Ohm): queda de tensdo no circuito AV = Ri. Um condutor com R = 1ohm (Q), quando existe
um AV = 1V, estabelece uma corrente i = 1A.
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Ey

. L. . . di - .
A taxa de aumento da energia magnética sera: = Lz; , ver equacdo (2) anterior.
t

A energia magnética necessiria para aumentar a corrente de zero até o valor i sera:
E i 1 . . < ~
E, = JO ! dE, = J;Lidi = ELi2 , Equacdo (3), que serd mais bem esclarecida na Se¢io 5.22, Equacao (1a),

é deduzido de maneira semelhante ao que foi deduzida a energia do campo elétrico Eg, ver Secio 5.19,
Equagio (1). Também se pode verificar a analogia com MHS.

5.22 OSCILACOES DO CIRCUITO INDUTANCIA-CAPACITANCIA LC

Recordemos o Movimento Harménico Simples (MHS) no exemplo do sistema massa-mola da Seciao
2.1.3. Vimos que a forga restauradora que faz a massa retornar quando estendida ou comprimida provem
da lei de Hooke, F = —kx . O sinal negativo significa que a forca tem dire¢do contraria ao sentido crescente,
em modulo, do deslocamento da massa. Lembremos que a origem esta na massa em posicao de equilibrio,
havendo uma direcdo positiva e outra negativa.

A seguir, algumas consideragoes energéticas do MHS.
Conforme a 2% lei de Newton:

dv _ dvdx _ _dv dx

dv
=—kx= =mv— comvdv=—kxdx,a=—=——=v—, v=—
F kx = ma = mv ,a= ==V o, V=

dx
Integrando entre a posi¢do de equilibrio, em que x = O e a velocidade é V; e uma posi¢do genérica

'V X
x quando a velocidade genérica é v, teremos: j mvdy = __[) kxdx
Vo

lmvz—lmvo2 =—lkx2 .'.7mvz+l/cx2 =lmv§
2 2 2 2 2 2

Conclui-se que, sendo %mv% a energia cinética inicial, em que a energia potencial é nula, pois a mola
ainda nao foi acionada, esta representa a energia total do sistema, que é conservada. Essa energia serd
igual, em uma posi¢dao genérica, a soma da energia cinética da massa mais a energia potencial elastica da
mola distendida ou contraida [ver figura da Equacao (3a) na Se¢ao 2.1.3].

2
dx ko
dt m

A equagao que rege o MHS é:

Cuja solugdo é: x = Rcoswt , em que R é a amplitude maxima (valor maximo em médulo de + x ) e

o periodo (tempo de um ciclo) é:
T = 27z\/% (ver em MHS, Secao 2.1.3, Equacdes 4 ¢ 5). (0)

Vamos verificar que existe uma analogia entre esse MHS e as oscilagdes LC.
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Energia
|

» !
T
. . 1
Sendo U = Energia potencial do MHS = Ekx2
L 1
K = Energia cinética do MHS = Emv2
R = Amplitude mdxima
E =K+U
— — _1 kRZ =E, = 1 2
K+U_Kmax_Umax_E - t__zmvo
U = Upaxcos?wt *
K = Kpaxsen®wt
K =U, -1 kR> = FE
© max max o~ - 13
N -~ ——— =
o
= K = L mvz: 1
= L} 1
L] 1
L} 1
L} 1
] g [
o=t/ \
L}
¢ 2 :
L} 1
L]
X
—R [e) + R
Energia de um oscilador MHS massa-mola.
" x = Reoswt, ver secgio 2.1.3, MHS equagio 4b 2, ~ U= % kR?cos?wt = Upaecos?ot,
* Da mesma forma: v = % =—wRsenwt -~ K= %m w?R%senwt = % kR%sen?wt = Kpaysen?ot, mw? =k, Equagio (4a) do

MHS.
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Utilizando o principio da conservacio da energia para oscilagdes , - (ver Se¢des 5.19 e 5.21):

2
E; =E¢+Eg = %Li2 + %% = constante (1a)

Derivando:
dE, d{1 1q° di  qd
L N TR e My Ay P B
dt  dt\ 2 2C dt C dt
(1b)
. dq di dq
Porém, I = —— e ==
dt dt dt
d’q 1
Substituindo: L—+—¢ =0 (2
ubstitu i C‘I (2)
Equacio diferencial de 2* ordem.
2
Matematicamente idéntica a m? +kx =0 da massa-mola.
Solucdo: x = Rcoswt
Portanto, para as oscilagdes L ¢ q = qpaxCOSwt
% =i= —0qmaxsenwt % = —w?qmaxCOSwt

. 1
Substituindo: —Lw?qmaxcoswt + ZAmaxcoswt = 0

)

Energia

» !

=== = - -

1
Simplificando: @ = ;|— 1
implificando IC (1c)



106 Antonio Giuseppe Roth
2 ~ p
Como: @ = - ver Equacao (3c), Capitulo 2, MHS.

Temos: T =271 LC (periodo)

2
— 9 max _

EB + Ee = EBmaszemax ="c Et

—
=) Capacitor
=
Indutor =1
=]
—
— 2
Ee = Eg,,, cOs“wt

Eg = Eg, sen‘wt

O indutor armazena energia magnética, e o capacitor armazena energia elétrica. A partir disso, temos

a seguinte analogia com as formulas de energia:

Eletromagnéticas

Mecanicas
Mola 1 Capacitor 2
U =—lx’ E = 1q
2 2C
Massa Indutor 1
1 E, =—Li
2 2

Grandezas eletromagnéticas que correspondem a grandezas mecinicas:

dx _dq

V=—
dt dt

q corresponde a x
icorresponde a v

C corresponde a %

1 corresponde a m
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Naturalmente, o que acabamos de apresentar sdo casos ideais, nos quais nio existe dissipagao de
energia por atrito ou resisténcia elétrica. No caso geral, devemos admitir que elas existam.

Seja o circuito L CZ em que R simboliza as perdas pela resisténcia elétrica transformadas em
energia térmica.

CELL
L

o

WV

R

Entdo teremos, em lugar do que existe na Equacao (1b), o seguinte:

df’ = —i’R [ver Se¢do 5.21, Equagio (2)] (1d)
t
E
dEc _ O,
dt  now At

O sinal negativo significa que £, decresce com o tempo, e a perda ¢ transformada em energia térmica

por efeito Joule.*

2
A equagio diferencial se torna: LM.;. Rdl+ lq =( pois: B _ ;i +3j=_Ri2 (1d1)
dr? C dt dt

dt ¢
As oscilagdes tornam-se amortecidas, tendendo a se anular.

Para evitar isso, a energia dissipada deve ser reposta, intercalando no circuito uma fem AV, que

varia senoidalmente. Nesse caso, teremos oscilacoes forcadas.

Pela lei de Ohm:

—Ri=AV, +AV. AV, = AV, + AV, + Ri = AV

e

* Enquanto At cresce, AE; decresce, logo, como: dt e dE;, tém sinais contrérios -+ o sinal negativo.
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AV, =AV, seno,t ,,

wy € a velocidade angular da fem AV,, oscilante.

11
[<1: [:]] 11
L C
AV, A
|y i
e
AV,

A poténcia média serd maxima quando @, = @ onde w frequéncia caracteristica do circuito LC e

dizemos que o circuito estd em “ressonincia”. (le)
@ = diferenca de fase entre corrente i e AV,, que € a diferenca de potencial, fem aplicada.
i = iax sen(ost — ¢)

Reatancia do circuito: X =X, — X, (1f), em que X; = wyL, é reatincia indutiva e X, = 1/u>fC S

reatancia capacitiva.

Impedancia: Z = VR? + X2.

Graficamente:

7wy frequéncia do gerador de fem, ou seja, gerador de corrente alternada (alternador).
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Em que:

¢ =arc tang (3)

r = resisténcia

AV,

max

L J

AV,

Rmax = lR max

R
Em fase ¢ =0 senwst

C = capacidade

i(» avancado 9 0° sobre AVC

X = reatancia capacitiva

6=-90°

sen (wst +90°)

1 .
Xe = wfC AVCmax - lcmaxXC
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A
AVt imax
A
L
; o
’ “
I{ b
S ¢ AVR 1 ox
’
ot — ¢
AVLmax - AVCmaX

L=indutincia  igatrasado 90° sobre AVL

XL = reatancia indutiva
9 =+90°

sen (wst — 90°)

X, =0l
AVLmax = Lm:\x L
AVZ = BVE o+ (Wi, = AVe,,,)’

Z = impedancia

Z =4R*+(X, — X_), ver equagdo 1f, X = X, — X, reatdncia.

. AV, AV, — AV, X, -X AV, - AV,
lmax = ‘ tan¢ — L max cmax L c tan¢ — L c
Z AVI(’ max AVR
A Poténcia média (também chamada Poténcia eficaz) é:
P, =LrR = 2R P =AV i cosg
med 2 ﬁ med rms”rms

imax 48

vz

Sendo: ipms

AV
AVips = Rmax/\/'z AVe

cos ¢ = fator de poténcia

AVg
cos¢p = — &

; , ver Equagao (3)

48 . - L. . . . . - e e . iz Ly
indo varia linearmente de 0 a iyay , mas de 0 a i%,,y, por isso a utilizagio da média quadrdtica: ipeq = w, Ver média

quadratica em Estatistica.
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rms = root mean square = valor médio quadratico

I — N o el

P = i’R =2, Rsen*(wst — §)

. 2
1 1,
Pred = ( max/\/z) R= ElrznaxR

O valor médio em um ciclo ¢ nulo.

(sen@)”
+11

Valor médio em um ciclo: %

Na ressonancia: X, — X, = wL — wa =0, poisi = % e também Z =R . Recordar que na

ressonancia wg = w.

1 1 . -
Logo: —=awl - w= 0 mesmo valor achado para o circuito LC, ver Equagio (1c).
oC NLC

Para simplificar, denotamos a poténcia média Py, com P € ipps € AVips com Ie V. A poténcia média

imax AVR
se torna: P =P, = wcosq).

~ P =VIcosd .
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Para medir o fator de poténcia cos¢, utilizamos simultaneamente um voltimetro, um amperimetro e

um wattimetro.

ORHNC

5.22.1 Exemplos ilustrativos

Nas redes domésticas e industriais, temos exemplos do que foi apresentado. A rede em si, considerando
as fiacOes, € resistiva, assim como ldmpadas e chuveiros, fornos e aquecedores elétricos; os motores a
indu¢io usados em refrigeradores, liquidificadores, ar-condicionado, maquina de lavar roupa, pratos, tém
carga indutiva. A entrada da rede doméstica é com diferenca de potencial, geralmente chamada de tensio
elétrica, de 110V para iluminagao e 220V para forca. A fem aplicada que vem da rua através de

transformadores abaixadores de tensio,” distribui a energia elétrica que costuma vir das hidrelétricas.

Nas redes elétricas industriais, utilizam-se tensoes geralmente de 220V, 380V e até 3.800V,
conforme seu porte. Além disso, as redes industriais normalmente sdo trifdsicas.

Essas redes sdo de corrente alternada, como, alids, foi sugerido no desenvolvimento tedrico. Em todo

circuito oscilante, a corrente elétrica que o percorre é alternada. Os circuitos normalmente nio sio

ressonantes.

Por outro lado, o circuito oscilante é amplamente utilizado em telecomunicacdes e, normalmente, em
ressonancia, conforme visto no texto indicado com (1e), entre aspas.”

+HT

r__

29909998

Como exemplo, temos um
oscilador em telecomunicacoes
usando valvula triodo.

Terra

Inclusive linhas de transmissdo, incluindo as linhas de alta tensio. Em todos esses, naturalmente, ocorrem perdas.

A ressonancia é encontrada sempre em um sistema, por exemplo, quando sintonizamos o radio em uma estagao transmissora.
As emissoras transmitem com oscilagdes forgadas, porém, cada ajuste do sintonizador corresponde uma frequéncia natural do
receptor. Quando essa frequéncia coincide com a da estagdo transmissora, a energia absorvida é maxima e essa é a Unica

estacao que ouvimos.
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Esquematicamente:

v, + fiv

v,

-

Ha uma “realimentagio positiva”. Uma fracio ﬁVO do sinal de saida (8 <1) € selecionada pelo
circuito de realimentacio (em £ ). Esse sinal retorna para a entrada, onde é misturado (em M) com o
sinal original de entrada (em M ) para refor¢a-lo, compensando as perdas resistivas.

Yo

Ganho do amplificador é: g =———
? £ v, + By,

Ha ganho de voltagem e amperagem, pois a impedancia do circuito é constante.

, Vv
Ganho efetivo: g'=-2=£ (v, +Bvy) =g (1 + BE) =g(1+Bg)
vi Vi Vi

Combinando os dois: g’ =g +Pgg’ = g'(1—-Bg) =g

’ g

g=—"
1-fg

—r iy

p— e —

A vélvula triodo é amplificadora. Atualmente, usamos um transistor de efeito de campo
semicondutor metal-6xido (MOSFET) como amplificador.

Apresentamos as propriedades piezelétricas e a manuten¢do de uma frequéncia constante do quartzo,
na Se¢do 2.1.6, “Quartzo”.
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L i,

Oscilador de emissora

A placa de quartzo O, cortada normalmente ao eixo principal do cristal, é colocada entre as placas

de um condensador. A limina de quartzo tem uma frequéncia de oscilacio propria, que é funcio da
espessura § do cristal. O comprimento de onda é 1 =103,66 (Aem 5, € § em ,m ). A capacidade do
condensador oscilard com o mesmo ritmo, sintonizando-se o circuito anédico com a frequéncia. As
oscilacoes do quartzo se sustentam devido ao retroacoplamento da capacidade grade-anodo (placa);
HUTTE.

5.23 OSCILACOES ELETROMAGNETICAS

Uma carga elétrica © produz ao seu redor um campo elétrico £ . Se a carga elétrica estiver em

movimento, ocorrerd uma corrente elétrica.

Como a corrente elétrica produz ao seu redor um campo magnético H , concluimos que uma carga
elétrica em movimento produz ao seu redor dois campos: o elétrico, que existe sempre, e 0 magnético,
produzido por estar em movimento.

Segundo a teoria qudntica, a corrente elétrica, que em um condutor é formada essencialmente de
elétrons livres em movimento, faz elétrons livres colidirem com os elétrons que orbitam nos atomos. Com
o choque, o elétron da 6rbita escapa e a 6rbita fica vaga de um elétron. O elétron de uma 6rbita mais
afastada salta para a 6rbita vaga. Ao fazé-lo, perde energia, que escapa do dtomo na forma de um
quantum de energia, que Einstein chamou de féton na sua teoria do efeito fotoelétrico, confirmando o
que Planck afirmara a respeito de a energia ser composta de “pacotes de energia” denominados quanta
(plural de quantum em latim). O quantum é uma quantidade de energia indivisivel, isto é, a menor parcela
possivel de energia. Os fétons oscilam transversalmente a propaga¢io das ondas que sio formadas. A
velocidade de propagacao é a da luz, cerca de 300.000]"% no vécuo. Seu valor mais aceito é de
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299.792,458]"% . Mais detalhes da teoria dos quanta serdo apresentados oportunamente (ver Anexo 6,

equagao 0 e paginas seguintes).

Conclui-se, entdo, que existe uma relacio entre a corrente alternada e a frequéncia das ondas
eletromagnéticas resultantes, entre outras caracteristicas.

Em 1832, Kohlrausch e Weber determinaram a relacao das unidades eletrostéticas e eletromagnéticas
chegando a um valor proximo da velocidade da luz. Levando em consideragio essas experiéncias,
Maxwell em sua obra Tratado de Eletricidade e Magnetismo, de 1873 [no final desta Se¢io 5.23,
Equagio (3)], deduziu essa relagio de forma matemdtica, mostrando como ela surgia, ver também na
Sec¢io 5.23.1, Velocidade das ondas eletromagnéticas no vécuo.

Nas palavras de Maxwell, a velocidade da ondulacio transversal em nosso meio hipotético, calculada
das experiéncias eletromagnéticas de Kohlrausch e Weber, concorda tio exatamente com a velocidade da
luz das experiéncias 6ticas de M. Fizeau, que mal podemos evitar a conclusio de que a “luz consiste em
ondulacdes transversais do mesmo meio, que é a fonte dos fendmenos elétricos e magnéticos”. Essas
palavras refletem o raciocinio e o vocabuldrio daquela época.

Considerando um ponto P, bastante afastado da fonte emissora, de modo que as frentes de onda
passando sejam essencialmente planas. Os campos elétrico e magnético sio perpendiculares entre si e
ambos perpendiculares a direcio de propagacao. Fagamos o eixo X, dire¢do da propagagioe V e Z
paralelos aos campos £ ¢ B .(a)

Esses campos se desenvolvem da seguinte forma: quando £ é maximo, B é nulo e vice-versa. Isso
estd de acordo com a distribui¢do das energias em um circuito LC (ver Secdo 5.22), pois as intensidades
dos campos elétrico e magnético sdo proporcionais as respectivas energias.”

Portanto: E. =0 E,=E EZ =0

X

Suponhamos os campos no vdcuo. Logo, ndo ha cargas livres nem correntes: p=0 ¢ pv =0, pois

] ., =da i—_dq 5 ; iando:
pv=di s levando em conta que: p = /dV ei= /dt (ver Secdes 5.9 e 5.16) e diferenciando:

di

dfpv.ndSzdl ﬂdszpv.n
S

1 vetor unitdrio normal a superficie dS (ver Se¢io 5.4).

"' Mencionada na Segdo 5.16, na pagina inicial da Secgio 5.16.

* Quando a energia elétrica estd preenchida, a energia magnética esta vazia e vice-versa. Ha troca de energia entre campo elétrico
e campo magnético. A energia total é conservada. Veremos na Secio 5.26, Equagdes 5.7 e 5.8 que as energias eletromagnéticas
sdo proporcionais, respectivamente, aos quadrados de F e B.
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5.23.1 Lei de Gauss para o campo elétrico

E. OE, 0E. P . .
oF, v 4 9E =—=0 . 87E=0,ver final da Sec¢do 5.10 e anterior.

=2+ = -
ox dy dz %o Iy

5.23.2 Lei de Gauss para o campo magnético

0B, 0B, 0B
42 =0 9B =0, ver final da Sec¢do 5.12 e anterior.
ox dy oz 0z
5.23.3 Leide Faraday-Henry
OE, OJE_ __ 9B, -0 9F =0, ver final da Secdo 5.15.2 e anterior
Jz ox ot Jz
JE, OE 0B
———r =1 9E = _9B , ver final da Secdo 5.15.2 e anterior (0)
ox  dy ot ox )
5.23.4 Lei de Ampére-Maxwell
0B,
9B, -—L=gu, % =0 9B _ 0, ver final da Se¢do 5.16 e anterior
dy oz ot dy
oB oB JE, oB oE . - .
o5, 9b; _ 9Ty L ——— = —, ver final da Secdo 5.16 e anterior (1
Jz ox Eotho ot ox ofo ot ¢ )

E e B nio dependem de ) ou z, pois variam com X e t, sendo constantes com y € z.

As intensidades dos campos £ e B dependem de X e't.

£ 4

>

Tém o mesmo valor em todos os pontos pertencentes a planos perpendiculares ao eixo .
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Seja a fungao senoidal: &= §(X, t) = 50 sek (x—vt)
Vamos mostrar que satisfaz a equagio diferencial:

e o
ot’ ox’

Em que: V = velocidade de propagacio.

Temos novamente uma equagio diferencial de 2* ordem como visto para o circuito L C e o MHS
[ver Segdo 5.22, Equacdes (1b) e (2)].

?;:&(XJ) ¢ uma funcio periddica, como ja visto no MHS [Se¢do 2.1.3, Equacio (4b1)], isto é, o

valor de ‘f se repete ap6s um intervalo de tempo T, chamado periodo.

Sendo 52 f(x—Vt). Chamando 4 =X—=Vt  (a)

§
E=1f(x), t=0
I
r —& X
0 ]
f(x): E=f(x—vty), t=1t;
I
: 1
0 ¢ — # X
: vty E=f(x—vty), t=t;
I
I
! |
0¢ ‘I‘ 9 X
X e— vt, -3
! 1
Teremos:a—uzl a—u:—v
ox ot
9 _dgou _d¢g

ox  duox du

Pela regra de cadeia:

06 _déou__ e
T dudt  du

R

2 dul dx Jox  du?
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. 9% OF
Pois: Pl

ﬁ_i(ﬁ]al_ E )t

a[z _du at at - duz dll2 (1)
Pois: %:_vﬁ
ot du
L L 2 0% 9% _ %% (2)
080: 5z =V 5@ 1A AU 5T o
L% _ 0%
toxZz T ou?

Voltando as equacdes anteriores de £ ¢ B :

’E _ 9B . _oB__ O E
| awar axor s
. 9E__0B 9B O
Pois ==, € Ty ot 3)
2 2
Logo: 2= L O F (4)
o g, l, 0x

~ . . 1
Comparando com a Equacio (2) senoidal apresentada acima: ¢ = N (5)

Em que ¢, como serd visto, é a velocidade da luz no vacuo.

Portanto: E = E(X - Ct)

2 2
Também teremos: G szLa ? (6) BZB(X—Ct)
ot Eoldy OX

. . I — .
Consideraremos ondas harmonicas com frequéncia: 3= / 2w e comprimento de onda

A= 277 , onde k é o n° de comprimentos de onda em 2w rad [ver anexo A.6, paginas iniciais Equacdo da

onda de Schrodinger, Equagoes (a) e (b)].
Obtemos: ~ E=FEsen k(x - ct) =E,sen (kx — wt) (7)
Veremos no Anexo 6 em Resolu¢io da Equag¢io da Onda, como resolver, Equagdes (8a) e (8b).
B=Bsen k(x - ct) =Bysen (kx—wt) (8

Usamos @ = kc, ver Anexo 6.4.1 “Em outras palavras”, Equagdo (0):
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oE 0B
o — = kE,cosk(x—ct) ¢ — =—keB,cosk(x—ct)
ox ot
OE B ~ .
Como %= oo ver Equagio (0), lei de Faraday-Henry, teremos:

Eg=cBy~E=cB (9)

5.23.5 Velocidade das ondas eletromagnéticas no vacuo
=7
Sendo: K, =47 x10 Web%mp.m ¢ g =89x10mC/

(Ver Se¢io 5.1, desenvolvimento da férmula de Coulomb para €, e Secio 5.16 para p.)

Iweber = Tesla.m® = m*kg

(cs)

Tesl, unidade de B ir=ke (cs)

1

v EoHo

M,y = constante de permeabilidade no vacuo (ver Segio 5.24), como: ¢ =

Teremos: ¢ = ! =3X108"y, velocidade das ondas eletromagnéticas no
Jlarx107)8.9%107) s

vacuo. (7)

Concordando, assim, com as medicoes de M. Fizeau para velocidade da luz no vécuo.

e . m’ kg s [CZ ]_ 1
Analise dimensional: [ (C-S><C~m) X %sz =[po] X [go] = &=

= (e s) O = () Clhgem) = ey hemy”

* N é Newton, unidade de for¢a no sistema MKSC, ver Secio 4.4.



120  Antonio Giuseppe Roth

5.24 FORCAS ENTRE CORRENTES

— II'lOia
27
Pela lei de Ampére- Maxwell (ver Se¢ao 5.16).
—b = ib?XEa

Outra forma da lei da indu¢ao magnética, pois JF = dqﬂx B =idix B aplicando:
dt

F= qv X B, ver Secdo 5.11, sobre indu¢do magnética e integrando: F=ilxB
Entdo, em modulo: Fy, =i, B, = %ii‘;b, pois Tx B, = 1B,sen 90° e sen 90° = 1.

Logo, podemos definir o Ampére: corrente que, circulando em dois condutores paralelos separados
por uma distancia de um metro, produz uma forga,’* sobre cada condutor, de 2x10”7 N por metro de
comprimento de cada um deles:

o [azx10” weber/ ) 4y

_ m - -7 N,
= = =2x10
2nd 27(1m) 41

~ |

(mzkg-s/sz-s)(CZ/Sz)
m

Anilise dimensional: = ke m/szm = N/|,,, ver N no final da Secio 5.23.5.

M,y = constante de permeabilidade no vicuo com valor atribuido de: s, = 47107 WEbe% m P31

fornecer a forca % desejada (ver Secgdo 5.23.5).

Na pratica, utiliza-se uma balan¢a de corrente. Um dos pratos é conectado a duas bobinas que se
inter-relacionam, em vez de dois fios, por onde passa a mesma corrente. Surge entdo, uma forca que age

* Se as correntes tiverem o mesmo sentido, teremos em cada um, forga de atragio.
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no prato e que deve ser contrabalancada no outro prato com pesos. Estes fornecem a forca, que deve ser
calculada com outra férmula, por se tratar de espiras.

2 ] .
Se tomarmos a formula F = y, i /an e fizermos K, = &, obteremos: F = Km%f.

ar
Como vimos na Sec¢ao S5.1: g :% . recorde-se que Wy = 4m X 1077 weber/A.m (ver Secio
. e,
5.23.5, sobre a velocidade das ondas eletromagnéticas no vacuo).

1

Relacionando os dois: —% = —— = ¢’ como visto na Seccao 5.23.5.
K, &

Ke = Knc? = 1077¢2. Isso explica a escolha para K, na Seccdo 5.1.

Entdo, cé a velocidade da onda eletromagnética e igual a velocidade da luz. Para Maxwell, esse foi
o primeiro indicio de que a luz é uma onda eletromagnética. Heinrich Hertz provou que as ondas
eletromagnéticas tém a velocidade da luz. A experiéncia foi feita com oscilador por meio de transformador
com bobina de Ruhmkorff (SALMERON, ALONSO, FINN). A previsio de Maxwell conduziu ao
conceito de espectro eletromagnético e a descoberta das ondas de radio por Hertz em 1890. Os
experimentos tornaram possivel o estudo da dtica como ramo do eletromagnetismo, com as leis
fundamentais das equagdes de Maxwell.

5.24.1 Exemplo ilustrativo

Considere um eletrodinamoémetro Ampére-padrao.

cutelo

Balanga de
corrente de
Kelvin

E constituido de uma bobina fixa B; e uma bobina mével B, na outra extremidade do travessio. O
campo produzido pela corrente I no seu interior nio é uniforme, mas proporcional a i. O conjugado
ml que tira o travessdo da balanca da horizontal é proporcional a 77 .

Coloca-se um contrapeso M no prato da balanga para fazer o travessdo voltar a posi¢io horizontal.”

2
A equacio de equilibrio sera: ai” =mgl

* Para facilitar esse trabalho, usa-se um espelho sobre o travessio, na posicio sobre o cutelo. Um raio de luz incide no espelho

e seu reflexo indica a posi¢ao de equilibrio.
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. ! . .
Logo: i = ivm em que @ ¢ uma constante caracteristica do instrumento.
a
E determinado fazendo-se passar a mesma corrente no aparelho e em um eletrodinamémetro
absoluto.
Apés graduado, o aparelho permite medir I com uma precisio de %OOOO , e pode ser utilizado nos

laboratérios para a verificagdo de amperimetros.

O eletrodinamémetro absoluto tem a bobina B] longa e larga, e a menor, B, ¢ colocada no campo

aproximadamente uniforme, produzida pela maior B] .

Sendo 71 o ndmero de espiras por cm de B] , N ¢é o total de espiras da menor Bz . S éasuperficie

em cm” da menore @ ¢é o termo corretivo pelo comprimento finito de B] . Igualando os conjugados,
teremos: 4TNS(1 — a)i?1072 = mg?

Dagqui explicitamos i: como se despreza a influéncia do campo terrestre sobre B2 , pode-se eliminar

sua influéncia invertendo o sentido da corrente na bobina fixa, sem mudar na mével.

A massa necessaria para restabelecer o equilibrio sera 2m , pois a agio da Terra é a mesma em ambos
0s casos € a agdo da bobina fixa € trocar de sinal.

O eletrodinamémetro Ampére-padrdo tem a bobina Bl muito curta

(LAROUSSE, LEMOINE - GUYOT).

Definido o Ampére, podemos determinar o Coulomb como a quantidade de carga que flui através
de qualquer sec¢io transversal de um condutor em 1 segundo, quando a corrente é de 1 Ampeére.

5.25 TENSOR DO CAMPO ELETROMAGNETICO

5.25.1 Quadripotencial

Vimos na Se¢do 5.5 que F/q = E, campo elétrico, e na Se¢do 5.17.1, E= —gradV, sendo V o potencial
elétrico. Chamemos V de ¢, entio teremos: E= —gradp, em notacio tensorial: E;& =

9 N . . . N
- ( (p/ ax-) 6; . Nota-se que o gradiente sempre terd as suas componentes iguais a derivada em relacdo as
1
correspondentes coordenadas.
As propriedades do campo elétrico sio caracterizadas por um quadrivetor A; , chamado
1

quadripotencial, cujas componentes sio funcdes das coordenadas e do tempo. Expressamos sua “A¢io”

por meio do termo: S = %fabAidxi . (a)
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De acordo com a defini¢do da fun¢io “A¢do”, apresentada no Anexo 3, equagio 2: S = f;z fttlz F dtdx,
1
sabemos que F=qE e c= dT/dt ~dt=49Y/. | substituindo, obtemos: S = fxxlz f;quEidrdxi, E=
1

—grade, logo E; = — atp/axl = dog = —E;dx;
1
b q b 1y
c@=—[ Edx=S= _Efa frl E;dx;dt
Entdo: A; = — f:) E;dx; e assumindo T = Xy, no sistema de coordenadas quadridimensional.

b L . - . . . . L
S= %fa A;jdx;, isto é, A; tem dimensdes de um potencial, considerado um potencial mais genérico,

utilizado no sistema de coordenadas quadridimensional, por isso, é chamado de Quadripotencial.

As trés componentes espaciais do quadrivetor A; formam um vetor tridimensional A, chamado “vetor
potencial” do campo. A componente temporal do quadrivetor A; é imaginaria e descrita como A, = i@.

O real @ é chamado “potencial escalar” do campo:
A1,2,3 = Ax,y,z A4- = i(p

Como consequéncia, temos: S = f;) (%K dr — qq)dt) =[" (

t

9KV - qg)dt (b), df = Vdte dr = cdt

C

Entdo, a energia sera: L = %K *V—q, pois S = [ Ldt, ver Anexo 3, equagio 2.

Derivando em F: (;—I; =VL= %grad (A-V)—qgrade 7

Como: grad @+ b) = (Q-V)B+ (B-V))i+g>< rotd+ 3 x rotb
Deriva-se em relagdo a t, supondo V cte:

aL ooV, Ao =
E=9(V-V)A+ %vxrotA—qgrad(p

[

A “Ag¢do”, como visto no Anexo 3, é S = fttlz Ldt = f):z pdx (1)

Em um sistema de referéncias inercial relacionado a coordenadas cartesianas:
ds? = c?dt? — dx? — dy? — dz? = —ds? = dx® + dy? + dz? — c?dt?

Fazendo: dt = icdt, obtemos: —ds? = dx? + dy? + dz? + dt?, ou seja, —ds? é a resultante dos
quatro infinitésimos: dx,dy,dz e dtno sistema de coordenadas tetradimensional, de uma forma
semelhante ao obtido por meio do Teorema de Pitdgoras para espago tridimensional. Como ds tem

. . . P b
caracteristicas similares a dx,dy,dz e dt, é possivel expressar S como: S = —otfa ds, sendoa uma
. _ rbfay . 2 _rt2fax .= s _ =
constante a determinar. Recorde-se que: S = fa (EA -dr — qq)dt) = ftl (EA V- qcp) dt (b), dr =vdt e

dt = cdt ver equagao 1.

** Curiosamente, trata-se de um tensor misto de trés componentes de vetor e um componente de escalar.
7 E um vetor cujas componentes sio as derivadas de L em relagio as componentes do vetor F.
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Na Se¢do 7.2, equacao 2 determinamos que ds, serd: ds = cdt |1 — "2/C2 (1a), que fornece a relagio

entre ds e dt.”

Comparando com a Equagio (1), a lagrangeana L serd expressa como: L = —ac ,1 - VZ/CZ. No caso

mais simples, a lagrangeana serd formada com a energia cinética: L = 1/2 mov?  (2).

1
Desenvolvendo (1 — VZ/CZ) ? como uma série de Maclaurin: (1+x)¥ =14 kx + -, pelo Binémio

de Newton quando k for fracionario, isto é, ndo inteiro. |[x| < 1 (GRANVILLE). (3)

1 )
Obtemos: (1 —Vz/cz) a1 VZ/ZCZ &L~ —ac +%. Como S,L deve ser integrado, e o termo

constante ac desaparece na integragdo definida. Comparando com a Equacdo (2), a = myc, constantes

. - . . mv? .
que tem dimensio de quantidade de movimento. L = —myc? + TV , sendo myc? energia de repouso,
. b
para v = 0. Com isto, S = —myc [" ds (3)
. - N . . b
Adicionando-se a “A¢do”devida a particula material: S = —mc [, (ds + %Aidxi), fazendo: my = m,

ver também Equagdes (a) e (b).

Obtemos: L = —mc? ,1 - VZ/CZ + %K “V—qe (3al)

Derivando em V, temos a quantidade de movimento, conforme Anexo 3, equagdo 2a, p = aL/ 59

Na Fisica classica, seria mv, generalizada aqui como:

oL mv q7 _ = , 9% v - . L. ° .
—=———+-A=p+-A, quando v< ¢, MV =~ p da Fisica classica. O 1° termo ¢é
v J1-vZ/cZ ¢ prcasq ’ [1—v2/c? p

espacial e 0 2°, temporal.

doL_d oL aL

Como: 30 52 =5 Ja@w/an — o

d /- — oo o N N L
Teremos:a(p+%A):%(v-V)A+qvxrotA—qgradq):F (3a)

c £
. . dA 0K | o =y .
A derivada substancial: ="t (V . V) A, ver Shames e Borisenko.

A derivada total dA/ dt € composta da variacdo do vetor potencial em relagdo ao tempo: aA/ gt no
ponto dado do espago, mais a variagio quando se passa de um ponto do espago a outro, que se encontra

—

a distancia dF, cuja variagdo no tempo sera: [(df/ dt) -V] A.

Outra forma mais simples de resolver matematicamente por calculo vetorial e diferencial é com a
utilizacdo da regra de cadeia. Considerando que: A = A(x,y, 7 t), e também:

sds _ g [ _ dedyiraz

2 _ dx*+dy?+dz?
c c2dt? - t2

, COMo: v , obtemos a expressdo anterior.
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vy = flx(0), y(0), 2(0), t]
vy = g[x(0), y(0),z(0), t]

v, = h[x(0), y(0),z(0), t]

dA _ (9Aox | 9Ady | 0K 0z , 9A _ oA oA A\ | 0K _ [~ =\, OA .
at (ax ot Tayat T oz at) T (Vx =V 3y +vy az) 5= (V-V)A+ a0 > Ou tensorialmente:

-

-V X A+ Z—": sendo JC, produto diddico.

Entdo: F = % = —%Z—? —qgrade + %\7 X rot A, obtida substituindo dp/dt na Equacdo 3a e, em

~ . . . - o\ A
consequéncia, elimina-se o termo (v : V)A.

Temos aqui duas parcelas:

L. = 10A . . .
Vetor “Campo elétrico”: E = —Eg—gradcp, diferentemente do caso acima, que se referia a

= RN 3
E constante no tempo. Em consequéncia, A também.
A 2% parcela é o vetor “Campo magnético”: H = rotA, para i,j, k = 1,2,3.

Entao, temos:ﬁ=%= q§+%VX H= qE+qv x B, pois H=Bc (4)

Como sera visto na Se¢do 5.26, Equacio (5.9). Essa expressdo é a for¢a de Lorentz, como visto na
Secdo 5.11, Equacao (2).

Chamando X, Y e Z as componentes do campo elétrico E , e considerando o espaco vazio, isto é, sem
matéria, obtemos pela lei de Gauss para eletricidade ou 1* lei de Maxwell, ver Secao 5.10, Equagdo (2):

div E =0 Logo: % + 3—; + % =0, pois, se ndo houver material e auséncia de carga: p=0 eV -E =
L=o.
€0

Chamando L,M e N as componentes da indugio magnética B , obteremos, conforme o final da
Se¢do 5.15, Equacio (2), sobre a lei de Faraday-Henry ou 3° lei de Maxwell:

rotﬁz_aa?, ou seja: %—%=—%
oX d9Z _ M (5.1)
Jz  dx ot
ar_ax__av
dx dy ot

Conforme vimos na Secdo 5.12 sobre a lei de Gauss para o magnetismo, ou 2* lei de Maxwell,
Equacio (1), o div B =0 se anula e:
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dL oM oN
—t—t—=0
ox dy oz

Levando em conta o espago vazio, isto é, p =0

Sabemos que a velocidade da luz ¢é cerca de 300.000 k’% ; vamos atribuir o valor 1 para C . Como
e = % 0 no final da Secdo 5.23, consequentemente &, =1 e, do final da Secdo 5.16,” sobre a lei
0

de Ampeére-Maxwell, ou 4 lei de Maxwell, Equacao (5):

5o oE .
rot _E entao: N M B X

dy oz T
Pois =0 9L _oN _9dY (5.2)
dz ox ot
oL _az
oy o

Usando o indice conotando derivada em relagdo a correspondente varidvel independente, por

exemplo: N, = ——, podemos escrever:
Ny — M, — X; =0 Zy — Y, + Ly =0
L, = Ny — Yy =0 (5.3) X, = Zy + M= (5.4)
My = Ly =z =0 Y. - X+ Ny =0
X + Yy + Z,=0 Ly + My + N, =0

5.25.2 Distribuicao da matéria

Podemos considerar a matéria distribuida continuamente no espago ou a teoria discreta na qual a
matéria consiste em pontos materiais, cada um dos quais carrega uma massa finita. A teoria continua
considera a matéria distribuida continuamente através do espaco. Cada uma delas é o caso limite da outra.

Podemos iniciar com pontos materiais, depois aumentar sua quantidade e, a0 mesmo tempo,
diminuir a massa de cada um, assim, aproximar com algum grau de precisio de uma dada distribui¢io
continua; ou podemos iniciar com uma distribui¢io continua e depois fazer a densidade diminuir em toda

¥ Fazendo a relacio: velocidade/velocidade da luz f3 = 4 , quando afirmarmos que J = 0,01, significa que a velocidade ¢
1 centésimo ( %OO ) da velocidade da luz, isto €, a velocidade relativa em relagao a velocidade da luz, e veremos a importancia

de se tomar a velocidade da luz no vacuo como referéncia.
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parte, exceto nas vizinhangas constantemente decrescentes de um nimero discreto de pontos e, assim,
aproximar, com qualquer precisdo, uma certa distribui¢io discreta.

Na teoria discreta da matéria, as equacdes apresentadas anteriormente ainda valem em toda parte,
exceto nos pontos ocupados pela matéria, que aparece como singularidade do campo, e algumas
caracteristicas da matéria, como a carga elétrica, aparecem como residuos correspondentes a essas
singularidades. Estes ultimos sdao andlogos as singularidades e residuos da teoria das fun¢des analiticas de
uma variavel complexa.

Levando em conta a lei de Gauss para eletricidade e a lei de Ampére-Maxwell [Se¢do 5.10 e final da
Se¢do 5.16, Equacdes (2) e (5)], e colocando na forma gaussiana (sistema cgs, Secdo 2.3), na presenca de
carga elétrica:

divE = 4rp, ou seja: XX, OV 02 _ ) (5.5)
Jdx dy Oz
rotB = L% 4 L unpy (5.5b), isto é N, —M, —X, = 4mpu (5.5¢)
T2 T2 P D), : y z t P .
. -1
Sendo: &, = b L, —N, —Y; = 4mpv
(5.5a)
ﬂoz%f Mx—L, -7, = 4mpw

Sendo u,v,w componentes de Ve lembrando que ¢’ = 1.
No sistema cgs, no caso da inducio magnética B, o sistema de equacdes nio muda:
Zy- Y, + L =0
X: = Zx + Mc=0
Y- Xy + Ne=0
Le+ My+ N, =0

Temos quatro varidveis independentes x,y,z 1, e seis quantidades componentes dos vetores E e B:
X,Y,Z,L,M,N. Um vetor tem poucas componentes para solucionar a questao. Em vez de usar dois vetores,
Minkowski propos, em 1907, utilizar um tensor de ordem 2. Naturalmente, um tensor tem muitas
componentes, em nosso caso, 16: 4 na diagonal principal, 6 acima da diagonal e 6 abaixo.” Fazemos,
entdo os da diagonal principal nulos e os abaixo da diagonal principal com sinal oposto aos de cima.

Assim, fica-se com 6 componentes X,Y,Z, L, M, N. Essa restri¢ao é expressa por:

Fij + Fji =0 Fyj = —F; Tensor antissimétrico®'

“ Ver o conceito de tensor na Segio S.3.
o F, = 94, 94,
Toox, ox,
H = Bc = rot A, ver Quadripotencial segio 5.25.1, Equagio (4).

(1k=1234) Ai = potencial vetorial parai=123¢eA, = i@
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Fj; é chamado “tensor do campo eletromagnético”.
De fato,se i = j : F,+F,=0 ouseja: F; =0

F; sio os elementos da diagonal principal.

Teremos: X = F, Y=F, Z=Fy
L=F, M=F, N=F,
Para simplificar, usamos para a derivada a notacao de Cauchy: oy = v

Observando que F]4 ==X, podemos escrever (5.3) na seguinte forma:

d,F,+0,F,+0d,F,=0
d,F,,+0,F, +d,F,, =0
d,F, +9,F, +d,F,, =0
d,F, +9d,F,+d,F,, =0

Simbolicamente: d;Fj; = 0

O sinal negativo no 2° membro das Equagdes em (5.1) ocasiona dificuldades para formar um sistema
simétrico ao que vimos no sistema de Equagdes (5.2). Para supera-lo, usamos o indicado por Poincaré e
Marcolongo, e prenunciado por Hamilton desde 1845, ou seja, quantidades imagindrias ao lado de reais.
Se soubermos as regras formais de operacao, nao havera dificuldades, pois a nova notacio é de natureza
inteiramente formal. Teremos, entio:

X=X, y=x, =1, cti = X, (5.6b) lembremos ¢ = 1
iX=F, iY=F, iZ=F, R ED (5.6a)
L=F, M=F, N=F,

O sistema de Equacdes (5.3) se transforma no sistema (5.6) como antes, e o sistema (5.4) se
transforma em:

a2F43 +83Fz4 +a4F32 =0
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a1F34 +83F41 +84F13 =0
a1F4z +azF14 +a4F21 =0
ales +82F31 +83F12 =0

Simbolicamente: 0;Fjy + 9;Fy; + dyFj; = 0

Podemos arranjar os componentes do tensor em uma disposi¢cao quadrada:

F,, Fy, Fu Fp, 0 N -M -iX
Fp1 Fap  Fa3 Fos ou seja: -N 0 L —iy
Fiy Fay Faz  Fay M -L 0 -—iZ
Fyy Fi2  Fus Fyq iX iy iz 0
Como u, = a? u, =] pois X, =t [ver Equacio (5.6a)]

Considerando as equacdes de Maxwell com matéria (carga elétrica), (5.5) obtemos: 9;Fj; = 4mpu;

u; sdo componentes do vetor velocidade V.

5.26 VETOR DE POYNTING

Para entender o vetor de Poynting, devemos recapitular as energias do campo elétrico e magnético

2
nas Secdes 5.19 e 5.21, Equagdes (1) e (3), E =L€ e E,=Lir

cT2C 2

A energia de um condensador carregado estd associada ao campo elétrico do condensador e ndo as
cargas nas placas.

A distribui¢io de energia por unidade de volume é chamada de “densidade de energia” u.

Seja um condensador de placas paralelas. Aplicando a lei de Gauss [Se¢do 5.10, Equacoes (1a) e (0)],
no volume de controle tracejado:

j F.di=2 = Ecos@ai-% 6=0 cos@=1
£ €

 Compara-se com o sistema de Equagdes 5.3, da qual resultou o sistema 5.5.
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+
i)
|
[ie]

R,

+ 4+ 4+ H o+
\

b—d—l

Fazendo O cargas por unidade de area, temos:
Cargas no volume de controle: dQ = odA

1
Im@:EdA:laM e E=—0 (5.6b)
£ £

E. = %%z , Seccdo 5.19, equagdo 1 Como: AV = % , Se¢do 5.18.

e

1 ) 1
E,=—CAV) =—0AV
SC@ry =20

1
—0AV
Densidade de energia elétrica: u, = 2 i A =4area da placa, d = distincia entre as placas
0 . . i AV L
o= e ek campo elétrico [ver Se¢do 5.17.1, Equagdo (1b)]: E = - substituimos em u,.
Portanto: u, = %&‘E2 (5.7)

Foi deduzida para um campo uniforme, porém pode ser empregada para campo nio uniforme, desde
que se conheca £ no ponto considerado.

Fazendo uma analise dimensional: E = F/Q e F = K,Q;Q,/r?, Secdes 5.1 € 5.5, € e K, sdo constantes
de proporcionalidade.

_IFL el _IFLY
ol Jef

, energia por unidade de volume ou energia volumétrica.

e

LA

P = 5 Pela lei de Coulomb: — L 29>
(o lo-[] Arme, 1’
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—h —

1 1
db---«--4cC
I 1

[—» Corrente [,

Tomamos um capacitor de placas paralelas como um protétipo para produzir um campo elétrico em
certa regiao do espago. De maneira similar podemos tomar uma pequena regiio do centro de um solenoide
(bobina) longo como protétipo para produzir um campo magnético em certa regido. Ver Figura no
exemplo ilustrativo da Secdo 5.24.1, sobre o Eletrodinamémetro Ampére padrio.

Aplicando a lei de Ampeére, ver Se¢io 5.16, Equacio (1): J;B dl = ,ugi no circuito abcda,

b -
obtemos no trecho ab , como B -d¢ = Bcos@ dl e 8 =0, LB'df=Bh

Nos trechos bc e da ,como @ = 90°, as integrais sio nulas.

No trecho cd , a integral sera nula, pois o campo B é praticamente nulo, fora da bobina.
Em consequéncia: meB -dl=Bh= Mol

Em cada espira, a corrente é Z . Fazendo 7 n° de espiras por unidade de comprimento do solenoide,

em A teremos nh espiras. Logo: Bh = tlyignhe g = 2,

inn
Para simplificar, denotamos a corrente que passa em cada espira por I, escrevendo: B = g in -

Da Segio 5.12, o fluxo magnético pela superficie A delimitada pela parte interna de uma espira
serd: q)B:J.E-ﬁdS:J‘Bcose dS como 6=0, cos@=1 e &, = BA

Sendo 4 = JdS B uniforme na secgio A

A corrente em cada espira, sendo 7, induz um fluxo magnético ¢B. Havendo N espiras, haverd um

fluxo NV, . A indutincia L sera definida como: L = %. Lembre-se da defini¢ao de autoinducio na

i
Secao 5.20.

Logo, da expressdo B = pin, considerando € um comprimento préximo do centro do solenoide,

teremos:
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LN, _ (n0) (B4)  (nt) (yin) (4) Ry 7y
i i T
Ve
Densidade de energia magnética: u, = %M . Tem as mesmas unidades que Y, .

Sendo %Li2 a energia armazenada no volume A/, ver Segdo 5.21, Equagio (3).

.2
Entdo: 4, = L , substituindo pela expressio anterior para %:
A C

18
u, = %ﬂoyﬁiz Como B = g,in , teremos: Up = 5/7 (5.8)
0
2
Pode-se mostrar que u, = 15 _ 1 SE’ = lf,‘OEZ =u, (5.8a1)®
2y 2 2

Tomando a equacado da for¢a de Lorentz, Secao 5.11.

. dp d, P,
F=—=—mV)=q\E+VXB
a = a™) ol )
Em que p, quantidade de movimento m’, massa relativistica: m’ = m (5.8b)*
-5
,B:K C = velocidade da luz [Ver Se¢dao 5.25, sobre Quadripotencial, Equacio
c

Desenvolvendo pela série de Maclaurin, teremos:

m 1 . n(n-1
———=m+—mf3> +... pois: (1+x)"=l+nx+ (=Dya,
1- 47 2 1.2
Para baixas velocidades 72" = m (v << ¢) e podemos usar as formulas da mecanica cldssica.

. - R . . < o ,
Para velocidades proximas a da luz, é necessario fazer a corregdo relativistica usando m

(RAINICH, LANDAU, GRANVILLE).

® Pois B = E/ , ver Secdo 5.23, Equagio 9, ¢ = l , ver equagio S.
c N Eoky

* Ver Secdo 7.1, Equagio (0), e Segio 7.4, Equagio (1), em que serd deduzido o fator de Lorentz que relaciona a massa

1
relativistica 71 com a massa de repouso M : V= ﬁ , fator de Lorentz (5.8b).

1-5
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Retornando as densidades de energia, a densidade de energia total serd: u; = u, + ug.

Foram deduzidas considerando o espa¢o onde atua vazio, sem material, ou seja, sem cargas elétricas.
Se estas existirem, as cargas elétricas ficam sujeitas a forca de Lorentz [Secao 5.11, Equagio (2)].

Pode parecer contraditério somar u, + ug e manté-la constante, tendo em vista Equacio (1a) da
Sec¢do 5.22, mas devemos lembrar que, i e q nido sio constantes, pois variam de zero a um valor
MAXimO imay € qmax- Assim, quando I for zero, qserd maximo e igual a qmax € Vice-versa; quando q
for zero, I serd maximo e igual a iy, .Nos outros casos, terdo valores intermedidrios, mantendo
u; constante.

Da mesma forma para £ e B, que sio varidveis oscilando entre 0 e Epay € Bmax » conforme as
formulas (5.7) e (5.8), da Secdo 5.26.

Isso também vale, naturalmente, para manter E; constante, conforme Equacio (1a), Secio 5.22.
Como afirmado, vamos utilizar a equagio da for¢a de Lorentz, mas em lugar de q usaremos 0 , que

¢ p= Z—Z , isto &, carga por unidade de volume, obtendo em lugar de  , forca por unidade de volume f:

f = pE + p\_/'XB. , a forca volumétrica.

Se as cargas contidas no volume dV se deslocarem de uma distancia d7' no tempo dt, o trabalho

feito pelo campo eletromagnético serd: f-dr = f - %dt = f-vdt = [pE" + pv X B] -Vt

Esse trabalho provoca a variagdo da energia cinética dugj, das cargas contidas no elemento dV :

du, =f-dr

cin
O triplo produto escalar:
Vi V2 V3

vxB-v=|B; B, B3|=0 (58ala)
Vi V2 V3

A matriz € nula, pois tem duas linhas iguais.

Também podemos observar que o volume do paralelepipedo formado pelos trés vetores vV , B e
v, que representa o triplo produto escalar, é nulo, tem dois vetores iguais V. Assim, como verificamos

que PVXB € o vetor forca magnética por unidade de volume fy,, perpendicular a ¥, logo fy,-¥ =0
(5.8alb).

Pois fy, - vcosd = 0, jd que 6 = 90° e c0s90° = 0. Dessa forma, o vetor fc = pE serd denominado vetor

forga elétrica por unidade de volume, cujo produto escalar f, - Vdt, em geral, ndo se anula.

Em consequéncia: du,, = pv - Edt
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A . duy, s
Portanto, a poténcia cinética sera: f =pv-E
t

Chamando de P. a perda de poténcia no circuito indutancia, capacitancia, resisténcia, LCR, ver
equacao 1d1, seccao 5.22

Recordemos a poténcia P = df’ = —Ri? na Equagio (2), Se¢ao 5.21, e Equacao (1d), Se¢ao 5.22.
t
~4p —ov-F
Ry P.=pv-E

Sabemos, pela lei de Ohm que a diferenca de potencial: AV =Ri

R ¢ a resisténcia do circuito, onde passa uma corrente I [ver Secdo 5.21, Equagio (1)].”

AV = .[E -dl , ver lei de Faraday [Secao 5.14.1, Equacio (1b)].

Ro=[pv Eav= [[E-de]i=Ri> (5.8a2) PR.=AVi

E poténcia dissipada em forma de calor por efeito Joule [ver Se¢io 5.21, 2° termo da Equacio (2), e
Equagdo (1d) da Segao 5.22], pois:

. dg di - Sy
—ap. =pv-Eav =L 5" Eqy =(E . d7) i
e T av di (E-a7)
. dP, o= .
Assim: _dil} = pv - E , idem por unidade de volume. (5.8a3)

Por exemplo, em um resistor, os elétrons livres que formam a corrente elétrica colidem com a rede
cristalina. Essa transferéncia de energia acarreta um aumento de temperatura da rede. Em nosso caso, os
elétrons e/ou fons se movimentam em algum meio material, ocasionando colisdes em que h4 transferéncia
da energia cinética das cargas moveis para o meio material e consequente dissipacio na forma de energia
térmica, ou seja, calor, devido ao aumento da amplitude das vibragdes do meio.*

Note-se que considerar a diferenca de potencial AV como Ri?, na condigdo de energia perdida, ja foi

considerada quando estudamos a energia do campo magnético na Segdo 5.21, 22 termo da Equagdo (2).

A energia cinética deve ser acrescentada a energia total ug: uy + ugy = M u

65

Um trecho de um circuito com caracteristicas de resisténcia R provoca um A} = Ri quando passa uma corrente { pelo
mesmo.

Porém, de acordo com a Mecénica Quantica apos Niels Bohr (ver Anexo 6, Equagdo 1a), quando um elétron livre se choca e
retira um elétron de uma 6rbita periférica, outro elétron de uma 6rbita mais externa salta para ocupar seu lugar, gerando um
quantum de energia cuja frequéncia pode ser conforme o grau de intensidade na faixa do infravermelho, que € energia térmica,

frequéncia luminosa do vermelho ao azul, ou mesmo ultravioleta, que é ionizante.
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Agora, podemos fazer um balanco de energia no volume de controle considerado, levando em conta
as diversas formas de energia existentes no ¥C. Analisando a variagio no tempo, teremos, somando as

Equacgoes (5.7), (5.8) e (5.8a3):
2 .
a1 R

—| € B +—— |+
a2 2u, >

Se chamarmos H = ¢B de vetor campo magnético (LANDAU, BORISENKO): B = H (5.9)
c

Ver Quadripotencial, Se¢do 5.25, Equagado (4).

Joop? —iz e c= 1 Sl =L conforme Secio 5.23
s VEoky Eoly ' '
Equacao (5).
1 , 1H*1 1 _, 1H%eu, 1 , 1
ancia: —E E t———=—g B’ +——"0 = ¢ F*+—¢ H
Em consequéncia: 750 22 4 2 0 2 70 20

No sistema MKS, teremos: 33%8” (E2 +H? )+ pv-E
¢

Da Segdo 5.25.2, ap6s a Equagdo (5.5a), para se obter no sistema cgs, gaussiano: g, :4—, logo:
T

2 2
J0E"+ + pv - E € poténcia por unidade de volume ou poténcia volumétrica.

ot 8rx
E*+H? ' s - e -
é denominada “densidade de energia do campo eletromagnético”: energia

A parcela: 7 =
87

por unidade de volume do campo, ou seja, energia volumétrica do campo.
O balango de energia que consideramos se restringe a energia no interior do volume de controle. Isto

¢, a quantidade considerada se conserva.
Observemos que: diuff" = pv - E , conforme visto na Equagio (5.8a1b), apé6s a deducio de fvdt
t

- -

(como vimos, f, V=0 .f-V=f, V).

2 2
Entio: £ *H° L _ e (5.9al)
.
d(E*+H’
+u_. |=0

Em consequéncia: — | — o
q dt| 8z

Vilido para sistema isolado.
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No entanto, em geral, o sistema ndo é isolado e pode receber®” energia do lado externo ao VC. Essa
energia geralmente é por radiacdo, por intermédio de ondas eletromagnéticas. De acordo com o inicio da
Sec¢do 5.23, assinalado por (a), os vetores campo elétrico e magnético sao perpendiculares entre si, por
isso, seu produto vetorial: ExH ¢é perpendiculara £ e A , sendo H = ¢B, como visto na Equagio (5.9).
Esse vetor se propaga com a velocidade da luz C.

:%gOEZ Sou, =2, =g E (5.9

Da equagdo (5.8al): u, =u,
u; é energia por unidade de volume, sendo ¢ a velocidade da luz que é uma onda eletromagnética:
c:@ s de = cdt
dt

de é o espago percorrido pela onda no tempo dt .

de

=,

ExH

Sendo dA um elemento de drea da frente de onda, o volume desenvolvido pela onda no intervalo de
tempo dt serd: dA - de. A quantidade de energia no volume é: u.dA - cdt.

Se dividirmos por dA e dt, teremos: cu;, que é energia por unidade de drea e por unidade de tempo.
. . _ 2 _ 2
Como vimos na Equagio (5.9a), U, = £,E", logo cu, =c€,E" (5.9b)

Vimos na Equagio (5.9) que H =cB,entio Ex H = cExB

" Ou ceder para o exterior.
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Sabemos que da determinac¢do da velocidade da luz, na Secdo 5.23, Equagio (9):

E
Z=c
B

Entdo, cEX§=CE~£=E2, pois E e Bsio perpendiculares entre si, logo 8@ =90° e Sen
¢

90°=1, também ExH = E*

Retomando CEOEZda Equagio (5.9b), teremos: P = Ex H (5.9¢)

<
ar
Pois ¢, = % ver equagio 5.5a, seccdo 5.25. Nio confundir com P, poténcia dissipada na forma de
v
calor: P, = Ri%, ver Equagio (5.8a2).

O vetor P édenominado “vetor de Poynting”, em homenagem a John Henry Poynting (1852-1914),
o primeiro a discutir as suas propriedades. A formula mencionada anteriormente esta definida no sistema

U .
gaussiano. No sistema MKS, teremos: P = ,LTEXB em Wa%nz (5.9d)
0

Pois:

2 - £ — - 1 —
ExB=—-ExB,sendoc?=—,H
o €oMo €oHo

|n

=cBeyy = 4“/C2, g = 1/4_1_[, como ja vimos em:

IS

Equagio (5.9), Equagdo (5) da Secdo 5.23 e Equagio (5.5a) da Secao 5.25.
Da Se¢do 5.7, Equagio (1), recordemos o divergente de uma fungdo:

Sendo @e1y, o fluxo de energia eletromagnética:

P-iidS _
d(p""”:limﬁs JOBR OB L p
av. w0 AV ox dy oz

Em que }3=E;+PZ]+PJ€

Ao calcularmos o divergente de uma funcio P, transformamos a fungio P que é para drea
unitaria, em outra fungdo para volume unitdrio. Note que P era poténcia® por area (por exemplo,
dA = dxdy) se transformou em poténcia por drea (dxdy) e por uma 3" dimensdo, dz, ou seja: por

dxdycque é dV, volume elementar.

Calculando o div P, transformamos em uma funcdo compativel com a densidade de poténcia que é
para volume unitdrio, ver Equagdo (5.9al).

Podemos fazer um balango de energia para um sistema de controle:

* Ou seja, poténcia, que é energia por unidade de tempo.
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1)

2 2
Eﬂ“ﬁ.g = —divP
ot 8rx (5.9¢)

O sinal negativo significa que o vetor P “ penetra no sistema e forma um angulo com a normal a
superficie 72 , maior que 90° e, portanto, cos a é negativo.

Essa equacio é diferencial. Integrando-a, obtemos:

d = = 0 ) - . -
De fato, retornando a: % =V.P=—-=—P, em nota¢io tensorial, pela conven¢io de soma
X

ou de Einstein:

P=—R+—P+ By
ox, ox, ox, X,
aé,, = V. PdV , integrando: Pein™= .U V-pdv ddpem = (? de) - dx; - dxy
v Xi

Recordemos, da Secdo 5.9, Equacio (2) ao pé da pagina: aix-f Pdx; =P,

Logo, ao usar na integral tripla, obteremos:

 Que vem de fora do sistema de controle. A origem do sistema de coordenadas esta dentro do VC, por isso o vetor unitdrio 72

¢ dirigido para fora.
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beem = Jﬁ” V- Bav =Jﬂ z—)l:dxidxjdxk - ﬂ [ f g—zdxi] dxdx
s

oP;

s dx; = dP, fdP, =P se torna integral dupla.

* Pelm = ff P-dS, pois dS; = dxjdxx e Pdxjdxy = P-dSparai,j k=123

Pois i é perpendicular a jeak.

dV =dx; - dx; -dx; da Seio 5.4, ¢=fV'ﬁdS e dS=ids

SN S
ddpem =P -dS  integrando:

b= [0 fPas=[[[v-rar 50
sc vc
S

Obtemos o teorema de Gauss-Ostrogradski, como vimos no final da Se¢iao
5.8.7°

Usando esse teorema no balanco de energia, na forma integral, obtemos:

2 2 R -
im L dv+m pi-Eav =—ff B.iids
ot 8 SC

Vc Vc

Observemos que o fluxo de poténcia volta a sua forma original, isto é, como energia na unidade de
tempo e na unidade de area, ver Equacao (5.9d), P no sistema MKS é em watt/mz_

Qual é o significado dessa equagio?

Ela estabelece que a taxa de variagio da energia” do campo eletromagnético dentro do V'C, acrescida
da variacdo da energia cinética devido ao trabalho executado pelo campo elétrico ao mover as cargas no
VC, iguala o fluxo da energia eletromagnética que atravessa a SC, envolvendo o V'C na unidade de
tempo. Deve-se notar que nio ha cargas na superficie do V'C nem cargas atravessando a superficie de
controle SC. O vetor P representa a densidade do fluxo da energia no campo eletromagnético, atribuivel
ao fendmeno da radiagio.

™ A diferenca entre a demonstragio anterior e esta, é que a primeira foi feita para fluxo material e a segunda, para fluxo de
energia. Porém, a equacdo de Einstein: E = ¢?Am [ver Se¢io 7.8, Equagdo (1)] mostra a equivaléncia entre massa e energia.

"' De modo mais adequado, poténcia, que é energia por unidade de tempo.
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Essa equacdo pode ser deduzida de uma forma muito sucinta por intermédio do cdlculo vetorial, no
entanto, dessa forma perderiamos o entendimento mais profundo de cada termo da equagio.

Tomando a equacao diferencial, na Se¢ao 5.15, Equagdo (2):

rotE = _dB que é a lei de Faraday-Henry na forma diferencial, e lembrando que B = H obtemos:
c
87H =—C rotE
or

Multipliquemos escalarmente por H : H - 87 =—cH - rotE
t
A seguir, tomamos a lei de Ampére-Maxwell na forma diferencial, da Secio 5.16, Equagio (5):

rotB = 1, pv + .11, ddE , na forma gaussiana, conforme Se¢io 5.25, Equacdes (5.5a) e (5.5b): ly = 4%2
t
1

e B =H/c assim como da deducio da velocidade da luz €, Secio 5.23, Equacio (5), % =

H am 1 c? T 4m E H
rot=— = ——pv = — rot H — = c?pv obtemos: aﬁ:c rotH — 4mpv.
£ollo ¢ c? gl ¢ ¢ t

Multiplicando escalarmente por E : £ - 5 =cE -rotH —4rmpv - E

Adicionando os produtos escalares: E%—f+ Fl%—ft[ =CE -rotH —4mpv - E —cH - rotE =

=c(E-VxH—H-VxE)—4rpv
Levando-se em conta que: div(AxB) =V-(A.xB) +V-(AxB.)? (5.9f)
Como visto na Se¢io 5.26, Equacdo (5.8ala), o triplo produto escalar pode ser expresso por um

determinante:

—

E, da mesma forma, V. (ZXEL)

Esse produto é invariante nas permutacoes ciclicas dos vetores, isto é, quando as linhas do
determinante mudam de posicdo ciclicamente, mas mudam de sinal se a permutacdo nao for ciclica.

Em consequéncia: div(A x B) = —A - (Vx B) + B, - (V x &) = B - rotA — A - rotB

7V Age separadamente em cada fator, deixando o outro constante (dai o indice (), como uma derivada, alids é uma derivada

espacial.
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Comparando com a equagio 5.9f e aplicando a soma dos produtos escalares:

5.9 5 o v

E aplicando a soma dos produtos escalares:

10 E*+H’
20t 4rx

:—div[i(l?xl:[)]—p\?-E,pois I o5 % E*=FE-E
A ot ot

Em que: P= L(l::><1‘—1) ¢ o vetor de Poynting como ja visto na Equa¢io (5.9¢).

4r
2 2
Entao: O E +H + pv - E = —divP
ot 8r

E o balanco de energia em forma diferencial obtido na Equacio (5.9¢).

Como a primeira deducido do balango de energia ficou extensa, vamos resumi-la: consideremos um
VC vazio, isto é, sem cargas elétricas, onde transitam os campos elétrico e magnético associados. Em

consequéncia desses campos, teremos as energias volumétricas, ou seja, energias por unidade de volume.

1
Elétrica: u, = Eé‘uE2

1
U, =y :ESOE , ver Equagdo (5.8al).

4 15 1 1 .
Magnética: u, =——=—¢, 2=—g H? ver equacdo 5.8al, 5.9 e seguintes
Boopy 270 27

A soma serd: u, = € E". Vamos denomini-la “densidade de energia do campo eletromagnético”, ou

seja, energia volumétrica do campo, no sistema MKS: W = 580 (E2 + Hz) € no sistema cgs ou gaussiano:

E*+H? 1
w=2 "1 £ =—
87 4r
Se houver cargas elétricas e um meio material, essas cargas ficardo sujeitas, por unidade de volume,
a forga volumétrica de Lorentz: [ = pE+ pvXB. As cargas se deslocardo de uma distincia dF no tempo

dt , ganhando a energia cinética: ]? -dr = f -vdt .

Verifica-se entdo que, das duas parcelas de f, a elétrica pE e a magnética pyXB, a tnica que

contribuira para a variagio da energia cinética serd a elétrica, pois a magnética, sendo: pv X B-Vdt, com

dois vetores iguais, V , se anula [ver Equagio (5.8ala)].
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Em consequéncia, a variagdo volumétrica da energia cinética, sera: du,, = pv - Edt, e a variagdo na

. d e
unidade de tempo: Eum =pv-E.
Essa energia causa colisdes das cargas moveis com o meio material, com o consequente aumento da
amplitude de vibracio do meio, resultando na dissipagido da energia cinética na forma de energia térmica.
Esse efeito é denominado efeito Joule, tendo como expressio, conforme a lei de Ohm [ver Equacio

(5.8a2)]: P, = Ri?, poténcia dissipada. Na unidade de volume: % = pv -E, ver Equacio (5.8a3).

No interior do ¥C teremos uma variagio de energia volumétrica:

0 E>’+H*> _ -
——+pv-E
ot 8rm
. . N . ., E’+H? .
Se esse sistema fOI‘ conservativo, a expressao anterior se anulara e —+u = cte vahdo para
> 87[ cin >

sistema isolado.

Contudo, em geral, o sistema ndo é isolado e pode receber ou ceder energia para o exterior. Essa
energia é o que denominamos de vetor de Poynting, e se manifesta como radiagdo que atravessa a SC
A . L. s C o= = . - <
do VC, poténcia por unidade de superficie: P = 4—E><H no sistema cgs [ver Equagdo (5.9¢)]. Nao
T
confundir com P, = Ri?, poténcia dissipada na forma de calor.

O balango de energia sera:

o0 E*+H> . =
Fr— +pv - E =—divP | em forma integral:

o rrrEX+H? .= - =
= [[[Z="av +[[[ pv-Eav =-[[[V-Pav =-[[P-Tids
at vc 87 vc vc sc





