. CAPITULO 20

MODELAGENS DA MORTALIDADE,
FECUNDIDADE E MIGRACAO

20.1 INTRODUCAQ

Os métodos tradicionais usados na demografia ndo fazem supostos sobre o comportamento
das fungdes de mortalidade, fecundidade e migracdo subjacentes. Por exemplo, o calculo da espe-
ranga de vida de uma tdbua de vida faz alguns supostos sobre a regularidade local de £ _e p(x), mas
nao supde nada a priori sobre a forma mais global dessas fungdes, por exemplo alguma relagao
entre a mortalidade adulta e a mortalidade na infancia. Entretanto, essas relagdes existem. O fato
de que a mortalidade na infancia de um determinado pais € baixa geralmente da uma boa indicacao
de que a mortalidade adulta também deve ser baixa. Essas regularidades permitem a formulagao
de modelos, principalmente modelos que descrevem o perfil etario dos fendomenos demograficos.
O uso de modelos na demografia visa alguns objetivos diferentes que podem ser resumidos da
seguinte forma:

1. Graduagdo: O objetivo aqui € apresentar formulas matematicas tedricas representativas
para o comportamento das varidveis demograficas como a mortalidade ou a fecundidade
que possam ser comparadas com dados observados, para eliminar erros provaveis ou
oscilagdes aleatdrias nestes. Os parametros dessas formulas geralmente servem para oti-
mizar o ajuste da formula a uma variedade de padrdes empiricos observados no mundo
€ ndo necessariamente possuem uma interpretagao tedrica muito clara que permita a sua
projecao para o futuro.
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2.

Proje¢do: Os modelos usados para fins de projecdo geralmente sdo mais simples, com me-
nos parametros, do que os modelos usados para a graduagdo. O seu objetivo primordial
ndo ¢ obter o melhor ajuste possivel a dados empiricos existentes, mas captar as dimensdes
principais do fenomeno que permitam a sua interpretacao e projecdo para o futuro. Por
exemplo, como sera visto abaixo, no caso da fecundidade as dimensdes principais podem
ser concebidas como o niimero médio de filhos que uma mulher tera na sua vida, a idade
média na qual ela terd os filhos e 0 nimero médio de anos entre o nascimento do primeiro e
do ultimo filho. Existem outras maneiras para parametrizar a fecundidade, mas a vantagem
desta ¢ a simplicidade conceitual dos parametros que facilita a sua projecdo para o futuro.

Estimacao indireta dos fenomenos: O proximo capitulo trata dos métodos indiretos que
estimam a mortalidade, fecundidade ou migragdo a partir das suas consequéncias ou a
partir de perguntas resumidas que geralmente nao fornecem muito detalhe sobre padrdes
etarios e variagdes no tempo. Portanto, esses métodos precisam usar informagdo sobre
o comportamento esperado da mortalidade, fecundidade e migracdes por idade para
preencher as lacunas ou as deficiéncias nos dados observados. Da mesma forma como
acontece na estatistica, o conhecimento do comportamento das distribuicdes subjacentes
dos fendmenos permite uma maior eficiéncia na estimacdo dos parametros e possibilita
estimacoes de algumas quantidades que de outra forma seriam pouco factiveis.

Tratamentos mais detalhados sobre o papel de modelos formais na demografia podem ser

encontrados em Newell (1988), Coale e Trussell (1996) e em Burch (2018).

20.2 MODELOS DE MORTALIDADE

Os modelos de mortalidade por idade podem ser divididos em trés categorias:

A primeira categoria sdo os modelos puramente matematicos, baseados em curvas analiti-
cas que descrevem funcdes da tdbua de vida, pelo menos em alguma parte da escala etéria,
por exemplo na infancia ou na velhice.

A segunda categoria sao os modelos relacionais, que partem de uma tabua de vida empi-
rica, mas transformam uma das suas fungdes. O caso mais simples € o sistema de tdbuas
de vida obtidas ao multiplicar a funcao x(x) de uma tabua de vida existente por fatores de
intensidade .

Os modelos mais usados sdo os modelos sintéticos, baseados na juncao de grandes niime-
ros de tabuas de vida empiricas, para descrever a variedade das experiéncias em diferentes
niveis de mortalidade historicamente observados.

20.2.1 Modelos puramente matematicos

Esta ¢ a categoria mais antiga. Hoje em dia ela ¢ usada principalmente nos estudos atuariais

que tém a vantagem de lidar principalmente com a populagdo adulta, de modo que a parte mais
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complexa da curva, até os 20 ou 30 anos, ndo precisa ser modelada. A formula¢ao dos modelos ge-
ralmente parte da funcgao p(x), a forca da mortalidade. Aqui serdo discutidas algumas das férmulas
mais conhecidas; para informagao adicional sobre o tema, pode-se consultar Mina-Valdés (2001) e
Pitacco (2019), entre outros.

20.2.1.1 A Lei de Gompertz e suas extensoes

Segundo Gompertz (1825), o risco de morte aumenta exponencialmente com a idade a uma
taxa instantanea de mortalidade definida por:

p(x) = B exp(c x) (20.1)

onde B e ¢ sao parametros com sinais positivos e x ¢ a idade. Por sua vez, o nimero de sobreviven-
tes (£) nesta especificagdo decresce por:

£(x) = exp(g (1 — exp(cx))) (20.2)

Uma vez derivada a fungdo ¢(x) na relacdo (20.2), as outras fungdes da tdbua de vida podem
ser completadas usando as formulas usuais descritas no Capitulo 9.

Makeham (1860) introduziu na Lei de Gompertz um parametro 4 que busca incorporar a
mortalidade por causas externas:

p(x) = A + Bexp(c x) (20.3)
Ja a fungdo de sobreviventes neste caso tem a seguinte forma:
£(x) = exp(—Ax + § (1 — exp(cx))) (20.4)

Evidentemente, a curva descrita da forma (20.1) ou (20.3) ndo capta a mortalidade infantil e de
criancas. Ambas as formulas foram concebidas com o proposito de descrever a mortalidade além
dos 30 ou 40 anos de idade, para fins atuariais. A sua aplicacdo mais comum ¢ para “terminar”
uma tabua de vida além das idades para as quais se dispde de dados observados. Um exemplo
desse tipo de procedimento para terminar ou extrapolar uma tabua de vida foi descrito na sec¢ao
9.7 do Capitulo 9, mas nesse caso foi usada uma formula improvisada que garantisse a consisténcia
com uma esperanca de vida previamente estimada. Quando ndo existem limitagdes deste tipo, as
formulas (20.2) ou eventualmente (20.4) geralmente oferecem uma alternativa melhor.

A outra limitagdo das formulas (20.1) e (20.3) € que elas exageram o nivel de mortalidade
nas idades mais avangadas, além dos 85 anos. Segundo investigagdes empiricas que vém sendo
desenvolvidas desde os anos 80, o nivel de mortalidade ndo continua aumentando cada vez mais com
a idade, mas tem uma tendéncia ao nivelamento (Horiuchi ¢ Wilmoth, 1998). Consequentemente,
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foram propostas especificagcdes alternativas que supostamente expressam melhor qual ¢ o perfil
da mortalidade nessas idades. A mais conhecida ¢ a especificacao logistica de Kannisto (1996;
Thatcher, Kannisto e Vaupel, 1998), que modifica (2.4), acrescentando um termo no denominador:

p(x) =A + Bexp(cx)/ (1 + Bexp(cx)) (20.5)

Para valores elevados de x, (20.5) ndo cresce sem limites mas tende para 4+1.

Outra especificacao que evita o crescimento excessivo de [(x) nas idades avangadas € aquela
proposta por Coale e Kisker (1990) que ¢ igual a fungdo de Gompertz (20.1), com a diferenca de
que para idades superiores a 85 anos (20.1) se converte em

u(x) =Bexp(cx— Yos (x — 85)2) para x > 85 (20.6)

onde s ¢ um parametro positivo que reduz o aumento da mortalidade nas idades avangadas.

E preciso assinalar que a nogao de um limite no aumento do nivel de mortalidade nas idades
mais avangadas, embora maioritariamente aceita pela comunidade de estudiosos, nao ¢ totalmente
consensual. Alguns atudrios (Gavrilov et al., 2014) afirmam que a tendéncia aparente de nivela-
mento se deve a problemas com os dados sobre a mortalidade nas idades extremas e que a ver-
dadeira tendéncia se aproxima mais a (20.1) ou (20.3) do que a (20.5). Por exemplo, se existe uma
tendéncia sistematica ao exagero das idades mais elevadas, o resultado sera que a mortalidade em
cada idade observada parecerd mais baixa do que realmente €.

20.2.1.2 Férmulas que reproduzem a mortalidade em todas as idades

Como se notou acima, uma das limitagdes da curva de Gompertz e suas variantes ¢ que elas
ndo reproduzem adequadamente qual € o comportamento da mortalidade nas idades mais baixas,
até os 15 ou 30 anos. Existem algumas especificacdes alternativas que resolvem esse problema ao
somarem componentes distintos da mortalidade, onde cada uma representa a mortalidade num
determinado grupo etario. Uma dessas especificacdoes ¢ o modelo de Thiele (1874), que tem a
seguinte forma:

u(x) = B, exp(- ¢, x) + B, exp(- % c, (x-m)*)+ B, exp(c, x) (20.7)

Embora a férmula seja pouco usada hoje em dia, ela ilustra bem qual ¢ a ideia atras das espe-
cificagdes hibridas desse tipo. O ultimo termo ¢ uma fung¢ao convencional de Gompertz, que capta
a mortalidade nas idades mais avancadas. O primeiro termo descreve a mortalidade na infancia
com uma fung¢do parecida com a de Gompertz, mas usando um expoente negativo, para que seja
decrescente com a idade. O termo do meio, finalmente, que tem a forma de uma distribui¢ao
normal, descreve a elevacao da mortalidade, particularmente da mortalidade masculina, aproxi-
madamente entre as idades de 15 e 35, devido a acidentes e outras causas externas nesse grupo de
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idade. Nos paises onde a mortalidade materna ¢ elevada, o padrdo etario da mortalidade também
se caracteriza por um aumento nessa faixa. Finalmente, nos paises africanos de alta incidéncia de
AIDS (SIDA), esta também contribui a elevacdo da mortalidade nas mesmas idades.

Quando se substitui um constante no lugar do termo central de (20.7), o resultado ¢ uma
expressdo mais simples conhecida como o modelo de Siler (1979) que em anos recentes tem
atraido um certo interesse por parte dos especialistas em mortalidade (Cohen, Bohk e Rau, 2018;
Engelman, Caswell e Agree, 2014; Goldstein e Wachter, 2006). Gage e Mode (1993) argumentam
que, apesar da sua simplicidade, o modelo fornece um ajuste melhor a muitos padrdes empiricos
de mortalidade do que o modelo mais complexo de Heligman e Pollard, que serd apresentado
abaixo. A forma geral da curva proposta por Siler ¢ a seguinte:

p(x) = B, exp(- ¢, x) + B, + B, exp(c, x) (20.8)

Hoje em dia se usa mais a curva de Heligman e Pollard (1980), que ¢ muito parecida com
(20.7), mas com termos um pouco distintos:

Ax_ _ A(x+B)C+ D e~ % E (In()-In(F)? 4 cyx (20.9.9)
1—-qx .

ou alternativamente

G H*

— A(x+B)¢ —1% E (In(x)—In(F))?
q, = A + De t I onr

(20.9.b)

O terceiro termo dessa expressdo, que aqui foi escrito com os nomes dos parametros geral-
mente usados para descrever a curva de Heligman-Pollard, ¢ simplesmente uma fung¢ao de Gom-
pertz. Kostaki (1992) sugere acrescentar um parametro K, substituindo o x no terceiro termo por
Kx, o que transforma (20.9.a-b) num modelo de 9, em vez de 8, parametros. A curva especificada
em (20.9.a-b) se ajusta bem a uma variedade de tdbuas de vida empiricas, principalmente se for
aplicada com o parametro adicional. Isso a faz ideal para fins de graduacao.

Os problemas da curva (20.9.a-b) sdo, por um lado, que ¢ relativamente dificil ajustar uma
curva tao complexa aos dados, ndo s6 devido ao nimero de parametros mas também porque os
pardmetros sdo altamente correlacionados. Os programas MORTPAK (ver se¢do 17.2) e Mortali-
tyLaws (ver se¢do 17.1), da biblioteca de aplicativos em “R” mantida pelo CRAN, que além das
especificacdes de Heligman-Pollard, Thiele, Kannisto, Makeham e Gompertz permite ajustar uma
variedade de outros modelos de mortalidade, resolvem esse problema. Por outro lado, mesmo
que seja possivel estimar todos os parametros para a graduagdo de dados empiricos, ndo ha uma
interpretacdo intuitiva de todos eles que permita, por exemplo, fazer projecdes baseadas nessa
especificacdo. As especificacdes discutidas a seguir, mesmo que nao se ajustem tdo bem aos dados
quanto (20.8), tém a vantagem de uma estrutura mais simples que facilita a interpretacao dos seus
parametros e o seu uso em proje¢des da mortalidade.
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20.2.2 Modelos relacionais

20.2.2.1 Mortalidade proporcional

O modelo mais simples deste tipo ja foi introduzido em (17.48) do Capitulo 17. Trata-se do
chamado modelo proporcional. Suponha que o nivel de mortalidade em todas as idades seja multi-
plicado por um fator r, ou seja, u (x) =  p(x). Entdo a fungdo £ (x) correspondente a este novo nivel
de mortalidade seria

£,(x) = exp(— [; rpu(t) dt) = £7(x) (20.10)

ou seja, multiplicar toda a fun¢do por um fator » equivale a elevar a fungdo £(x) ao expoente r. As
outras fungdes da tdbua de vida podem ser derivadas facilmente de (20.10). Quando » > 1, a esperan-
c¢a de vida da tabua transformada serd menor do que na tabua original e vice-versa. Como se viu no
Capitulo 17, o tamanho da mudanca est4 associado ao conceito de entropia da tadbua de vida original.

O modelo proporcional ¢ relativamente pouco usado na demografia, mas tem uma aplica¢ao
importante na bioestatistica, nos chamados modelos de Cox (1972), que sao usados para determi-
nar como diferentes fatores contribuem ao nivel de mortalidade de diferentes individuos com um
padrao subjacente igual de mortalidade por idade. A discussao desse tipo de modelo de analise esta
além do escopo deste livro.

20.2.2.2 O modelo baseado em logitos

Brass (1974 a) estabeleceu a seguinte relagdo aproximada entre as fungdes £ de diferentes
tabuas de vida:

1 1
1/2ln<@—1>= A+Bl/21n<@—1> (20.11)

A fung¢do 'z In(1/x — 1) € conhecida como logifo(x). O fator /2 ndo € estritamente necessario, mas
¢ geralmente acrescentado, por razdes historicas. Portanto, (20.11) pode ser escrito também como

logito ({’,(Cl)) =A+B logito({’,(cz)) (20.12)

Em vez de estabelecer a relacao (20.12) para tdbuas de vida arbitrarias, € mais conveniente
sempre escolher a mesma tabua padrdo para o £_da direita, ou seja,

Y(x) = logito(¥,) =a+p logito({’f;) = a+pY,(x) (20.13)!

! E de notar que a principal utilidade de (20.13) ¢ a conveniéncia de representar a relagdo em termos lineares, o que
facilita o ajuste. Mas a fungdo £_também pode ser representada diretamente, sem recorrer a transformagao logito,
pela seguinte expressao: £_= (€7)P ((€?)P + e*(I- £ 7)F).
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A fungdo padréo Y (x) tem sido tabulada para um padrdo conhecido como o Padréo Geral de
Brass (“Brass General Standard”, em inglé€s), o que permite caracterizar uma funcao de sobrevi-
véncia {_— ¢ portanto uma tdbua de vida — inteira apenas em termos dos seus pardmetros o € f8
relativos a esse padrao. O parametro o € um indicador do nivel geral de mortalidade: quanto maior
for o, menor serd a esperanca de vida. A interpretagdo do parametro f ¢ menos 6bvia. Valores
de # acima de 1 aproximam £ a 1 para as idades x menores € aproximam ¢ _a 0 nas idades mais
avangadas. O resultado ¢ uma mortalidade menor na infancia e na velhice, enquanto aumenta a
mortalidade nas idades intermedidrias.

Os valores de Y (x) para x=/ até¢ 99 encontram-se no Apéndice 3. O padrao geral de Brass
nao ¢ o unico sendo usado como referéncia para construir familias de modelos. Na Africa, Brass
(1968) sugere que, em vez do Apéndice 3, ¢ melhor usar um padrdo que se adapta melhor as
condi¢des africanas de mortalidade. Esse chamado padrdo africano de mortalidade se carac-
teriza por uma mortalidade relativamente alta de criangas de 1-4 anos em comparag¢do com a
mortalidade infantil. As tnicas diferengas do padrao africano sdo os valores de Y, (), ..., Y, 9);
os demais valores sdo iguais.

Para ajustar 0 modelo de Brass a uma curva empirica £, podem ser usados diferentes méto-
dos. O primeiro passo do método tradicional € a conversdo da série de £, numa série de ¥(x), usando
a transformacao logito para linearizar a relagdo conforme (20.12) e (20.13). Para estimar o ¢ f, a
abordagem mais Obvia seria fazer uma regressao de Y(x) sobre Y (x), mas Brass nao recomenda esse
procedimento porque ele tende a dar um peso excessivo as observagdes extremas. Em vez disso,
propde agrupar as séries Y(x) e Y (x) em dois conjuntos com niimeros mais ou menos iguais de
observacdes: um com os valores menores de Y(x) e Y " () € outro com os valores maiores. Em cada
um destes grupos se calcula a média dos valores observados tanto de Y(x) como de Y (x) Assim se
geram quatro médias Y, Y, Yp e Y Agora a e f podem ser estimados da seguinte forma

7, - Y _ i}
p=—2—"L c a=Y - BYy (20.14)
Vo2 — Yp1

O mesmo procedimento também ¢ usado para o ajuste da fecundidade com a transformagao
de Gompertz (ver secdo 20.4.2). Zaba e Paes (1995) propuseram um procedimento alternativo que
opera diretamente sobre as TEMs e portanto pode ser aplicado também quando a mortalidade nos
primeiros anos de vida ¢ desconhecida. Mais em geral, tendo acesso aos recursos oferecidos por
EXCEL, como o Solver, hoje em dia existem maneiras mais ficeis e mais precisas para estimar os
parametros o e S do que (20.14). O método recomendado aqui comega com a passagem do conjunto
de valores Y, (x) do Apéndice 3 para uma planilha em EXCEL. Na mesma planilha se incluem valo-
res experimentais de a € f e uma tdbua de vida preliminar baseada nos valores padrao da Apéndice
3 e os valores experimentais de a e £. Depois se usa o recurso Solver de EXCEL para encontrar os
valores de a e £ que minimizem a diferenga entre os valores observados e ajustados de qualquer
funcao desejada da tabua de vida.

Embora esses procedimentos possam ser usados para graduar tdbuas de vida empiricas, na
pratica isso raramente ¢ feito. Em paises que dispdoem de dados suficientemente detalhados para
construir uma série empirica £, o modelo de Brass geralmente € considerado demasiado grosseiro
para fins de graduacgao e se usam outros modelos, como os discutidos nas se¢des anteriores. Onde
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o modelo de Brass mostra a sua verdadeira utilidade ¢ em lidar com situa¢des onde a informacao
sobre mortalidade se limita a apenas uma indica¢cdo da mortalidade infantojuvenil e da mortalida-
de além dos 5 anos. Neste caso, esses dois dados podem ser convertidos em estimativas de a e S e
depois, por meio da aplicagdo de (20.13), a uma tabua de vida estimada que reflete pelo menos as
caracteristicas principais do perfil etario da mortalidade no pais.

Como exemplo, os seguintes dois valores caracterizam a tabua de vida (homens e mulheres)
que foi derivada com base nos dados do Censo Demografico de Mogambique de 2007:

¢, =85.436
¢, =57.374 (20.15)

Tomando como referéncia o padrao geral de Brass descrito no Apéndice 3, isso significa que

_ logito(0,57374) — logito(0,85436)

= 1,2684 (20.16.a)
YP(SO) - Y,(5)

a = logito(0,85436) — B Y,(5) = —0,1217 (20.16.b)

A partir destes valores de a e 8 € possivel construir uma tabua de vida inteira. O procedimento
COMBIN de MORTPAK também combina a mortalidade adulta com a infantojuvenil, mas se
baseia nas tdbuas de vida modelo de Princeton ou das Nagdes Unidas que serdo discutidas na
proxima secao. Este ultimo procedimento foi usado para construir a tdbua de vida oficial de Mo-
cambique para o Censo de 2007.

Existem variagdes do modelo de Brass que tentam superar a sua rigidez, de modo que possam
ser usados de uma forma mais apropriada para graduar dados de mortalidade baseados numa
variedade mais ampla de padrdes etarios da mortalidade. Ja se mencionou a possibilidade de usar
padrdes distintos Y (x) para melhor cobrir certas variantes regionais especificas como a mortalida-
de africana. Houve tentativas para aumentar a flexibilidade do modelo, acrescentando parametros
adicionais. A primeira proposta nesse sentido foi formulada por Zaba (1979), que acrescentou dois
parametros. Mas o modelo resultante de quatro parametros € pouco usado na pratica. Outro modelo
de quatro parametros que foi proposto na €poca, mas que tampouco foi amplamente adotado, ¢ o
de Ewbank, Gomez de Ledn e Stoto (1983).

O modelo mais recente de Murray et al. (2003) também possui quatro parametros (embora
Moultrie et al., 2013 mostrem que efetivamente sdo apenas dois) e consiste em modificar o padrao
geral de Brass por meio de duas fungdes de ajuste, chamadas y_e 6, que quantificam o desvio da
mortalidade juvenil (até os 5 anos) e de adultos (sobrevivéncia até os 60 anos) em relagdo ao padrao
geral. Isso dispensa o uso de padrdes especificos como o padrao africano ja que o ajuste por meio
de y, cumpre o mesmo objetivo.

Y(5) Y(60)

Y(x) = logit(4,) = a+ B Y.(x) + y(x) (1 - @) + 6(x) (1 - YS(GO)) (20.17)
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Esse modelo ¢ usado atualmente pela Organizacdo Mundial da Satde (OMS) para graduar
o seu conjunto de estimativas de tdbuas de vida para todos os paises do mundo (www.who.int/
healthinfo/mortality data/en/). Os detalhes desse modelo vao além da escopo deste livro, mas o
Apéndice 4 reproduz os valores de y, 0_e {(x). Os leitores interessados sdo referidos ao artigo
original ¢ a Moultrie et al. (2013), que assinalam uma inversdo nos signos de y_¢ 6 _no artigo ori-
ginal, que ¢é corrigida no Apéndice 4. E de notar-se que Vs = Vs = 0,= 0, = 0. Isso significa que €
possivel usar o mesmo procedimento para a estimacao de o e £ que foi descrito em (20.14), desde
que as idades usadas para definir os dois pontos da curva sejam 5 e 60 anos. Os demais parametros
sdo usados para otimizar o ajuste do resto da curva. Alternativamente, se pode usar o Solver de
EXCEL ou outro tipo de otimizador para ajustar o modelo a qualquer fun¢ao da tabua de vida.
Outra possibilidade ¢ o algoritmo ModMatch da OMS, em Stata (versao 7.0 ou mais), que pode ser
descarregado da internet em http://www.who.int/entity/healthinfo/statistics/modmatch.zip.

20.2.3 Tabuas de vida modelo

A terceira abordagem para desenvolver modelos de mortalidade ¢ pela sintese de tdbuas
de vida empiricamente observadas. A primeira tentativa neste sentido foram as tdbuas de vida
modelo (as vezes chamadas “tdbuas-tipo”, por analogia ao francés, “tables-type”) publicadas
pelas Nacoes Unidas na década de 50 (United Nations, 1955). Estas simplesmente consistiam nas
médias das tabuas de vida observadas para um determinado nivel de mortalidade, desagregadas
por sexo. Portanto, estas tabuas de vida, que se baseavam predominantemente na experiéncia dos
paises mais desenvolvidos, s6 tinham um parametro, o nivel de mortalidade. Sabendo a esperanca
de vida ou a mortalidade infantil de uma populacdo se podia inferir toda a sua tabua de vida.
Entretanto, ndo demorou para que ficasse evidente que esta conceptualizagdo era demasiado sim-
plista e que populagdes com a mesma esperanca de vida podiam variar significativamente no seu
padrao de mortalidade por idade. Ledermann e Bréas (1959) fizeram uma analise de componentes
principais e identificaram pelo menos mais duas dimensdes de variagdo, além do nivel de morta-
lidade. Como se indicou na se¢do anterior, o mesmo problema de falta de flexibilidade surge no
caso do modelo relacional onde dois parametros podem nao ser suficientes. Entretanto, a solugao
adotada no caso das tdbuas de vida modelo ¢ diferente daquela adotada no caso do modelo rela-
cional. Em vez de introduzir parametros adicionais para caracterizar dimensdes especificas do
padrio etario como a mortalidade infantil ou de criangas, a estratégia ¢ identificar conglomerados
ou “familias” de tdbuas de vida que exibem comportamentos parecidos em varias dimensoes ao
mesmo tempo, de forma semelhante com a adog@o de padroes distintos (o geral, o africano etc.)
no caso do modelo relacional.

O primeiro conjunto de modelos publicado com este intuito foram os modelos regionais de
Princeton, que distinguem quatro familias: “Oeste”, “Norte”, “Leste” e “Sul”. O conjunto original
foi publicado nos anos 60 (Coale e Demeny, 1966) e houve uma atualizagdo nos anos 80 (Coale e
Demeny, 1983). As familias se baseiam em 326 duplas (masculina e feminina) de tdbuas de vida,
maioritariamente da Europa e outros paises desenvolvidos; ndo se usou nenhuma tébua africana.
Apesar disso, elas continuam sendo aplicadas para fins de estimativas da mortalidade nos paises
em desenvolvimento. As tabuas do modelo “Norte” refletem principalmente a experiéncia dos
paises escandinavos, os do modelo “Sul” se baseiam nos paises mediterraneos e “Leste”, os paises
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do Leste europeu. O modelo “Oeste” ¢ o mais geral e normalmente ¢ usado quando nio ha razdes
para supor que o padrao de mortalidade tenha as caracteristicas de um dos outros trés. O modelo
“Norte” se caracteriza por uma mortalidade infantil baixa e uma elevacdo da mortalidade nas
idades entre 3 e 45 anos. O modelo “Leste” tem uma mortalidade infantil relativamente elevada
que cai para niveis baixos nas idades subsequentes, de 1 a 6 anos. O modelo “Sul” tem a morta-
lidade infantil mais elevada de todos, mas os niveis de mortalidade mais baixos entre os 7 ¢ 70
anos. Depois dos 70 anos, o modelo “Norte” se caracteriza pela mortalidade mais baixa, enquanto
“Leste” tem a mortalidade mais alta. Por exemplo, para a mesma esperanca de vida ao nascer
feminina de 65 anos, a mortalidade infantil varia entre 48,9 por mil no modelo “Norte” e 77,0 por
mil no modelo “Sul”, enquanto a TEM aos 75 anos varia entre 58,8 por mil no modelo “Norte” e
72,0 no modelo “Leste”.

Tabela 20.1: Caracteristicas principais da mortalidade e nimero de tabuas de vida empiricas usadas na construgio
dos quatro padrdes regionais definidos por Coale e Demeny nas tabuas modelo de 1966

. Familia de Tabelas Modelo
Caracteristicas

Norte Sul Leste Oeste
Infancia Baixa Alta (menor de 5 anos) Alta *
Adultos Alta Baixa Média *
Idosos Baixa Alta (maior de 65 anos) Alta *
Tabuas de vida 9 23 31 130
Regido de onde seriam as Escandinavia Mediterraneo Europa Central Outros paises

tabelas originais desenvolvidos

Fonte: Paes (1996).

O desafio do uso dos modelos regionais ¢ determinar qual ¢ o modelo que melhor se adapta
ao contexto do pais sendo analisado. A aplica¢do mais frequente dos modelos de Princeton (e das
Nagoes Unidas, a seguir) € a construgdo de tdbuas de vida inteiras a partir do conhecimento da
mortalidade infantil e juvenil. Como os métodos indiretos mais tradicionais (ver Capitulo 23) para
a estimacdo da mortalidade se baseiam nas idades infantis e juvenis, muitas vezes a tabua de vida
inteira € extrapolada a partir dai. Mas os resultados podem variar consideravelmente dependendo
do modelo escolhido. Por exemplo, uma probabilidade de morte de 100 por mil entre o nascimento
e aidade de 5 anos corresponde a uma esperanca de vida masculina de 63,4 anos no modelo “Sul”,
mas a apenas 58,9 anos no modelo “Oeste”.

Além da sua reedigao em 1983, os modelos foram estendidos posteriormente. Coale ¢ Guo
(1989) estenderam as tabuas a niveis de mortalidade extremamente baixos, além da esperanca
de vida feminina de 77,5 anos que era o limite no sistema original. Por outro lado, a Divisao de
Populagao das Nacdes Unidas (https://population.un.org/wpp/Download/Other/MLT/) estendeu as
tabuas a idades mais avangadas do que as consideradas na formulagdo original. Existem varios
softwares que geram as tabuas de Princeton a partir da esperancga de vida aos 10 anos (e, ), entre os
quais o MORTPAK (ver secao 17.2) e demogR (ver se¢ao 17.1 do Capitulo 17).

O sistema de tabuas de vida que foi desenvolvido pelas Nagdes Unidas nos anos 80 (Naciones
Unidas, 1983) basicamente segue a mesma logica dos modelos de Princeton, com a diferenga de
que se baseia mais em tabuas de vida de paises em desenvolvimento. Em vez de quatro, ha cinco
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familias de tabuas de vida, que se chamam “América Latina”, “Chile”, “Sul da Asia”, “Extremo
Oriente” e “Geral”. A diferenciagcdo entre o modelo latino-americano e o chileno pode estranhar,
mas basicamente se trata de uma diferenca na mortalidade infantil e de criancas, sendo que o
modelo chileno tem uma mortalidade infantil mais alta e uma mortalidade mais baixa dai até os
40 anos. O modelo “Extremo Oriente” possui a mortalidade mais baixa até os 13 anos, mas o nivel
mais alto a partir dos 15 anos. O modelo “Geral” cumpre a mesma fung¢do, de modelo “residual”,
que o modelo “Oeste” tem no sistema de Princeton.

Tabela 20.2: A fung@o ¢, para as tabuas de vida modelo de Princeton e Nagdes Unidas com e, = 65

Hom.. Oeste Norte Leste Sul Am. Lat. Chile Sul Asia  Ext. Or. Geral
0 100,000 100,000 100,000 100,000 100,000 100,000 100,000 100,000 100,000
1 95,379 95,454 94,668 92,965 94,076 93,872 93,416 96,720 94,847
5 94,268 93,585 93,783 91,091 91,920 92,944 90,790 95,915 93,341
10 93,748 92,650 93,392 90,687 91,288 92,647 90,192 95,587 92,839
15 93,338 92,075 93,059 90,364 90,905 92,386 89,914 95,278 92,488
20 92,632 91,093 92,427 89,896 90,329 91,910 89,569 94,771 91,941
25 91,636 89,694 91,526 89,239 89,460 91,178 89,159 94,030 91,160
30 90,635 88,264 90,616 88,535 88,446 90,241 88,648 93,163 90,259
35 89,529 86,745 89,623 87,640 87,304 89,061 88,019 92,126 89,196
40 88,128 85,090 88,394 86,577 85,851 87,508 87,113 90,666 87,786
45 86,196 83,082 86,667 85,060 83,952 85,361 85,717 88,433 85,817
50 83,369 80,591 84,017 82,880 81,335 82,363 83,508 85,063 82,971
55 79,202 76,992 79,824 79,581 77,704 78,130 79,883 79,692 78,775
60 73,103 72,407 73,636 74,801 72,517 72,104 74,402 72,142 72,736
65 64,572 65,779 65,075 68,002 65,421 63,787 66,152 61,173 64,233
70 53,259 56,586 53,701 58,559 55,782 53,002 55,214 47,622 53,035
75 39,286 44,523 39,343 45288 43,743 40,241 41,847 32,985 39,670
80 24,208 30,106 23,752 28,587 30,295 26,909 27,961 19,569 25,785
85 11,170 15,921 10,439 12,807 17,177 14,888 15,808 9,327 13,651
90 3,319 5,693 2,830 3,292 7,194 6,203 6,870 3,231 5,284
95 550 1,182 407 402 1,934 1,709 2,029 722 1,312

100 46 126 28 21 289 271 356 93 184
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Mulh.  Oeste Norte Leste Sul Am. Lat. Chile Sul Asia  Ext. Or. Geral
0 100,000 100,000 100,000 100,000 100,000 100,000 100,000 100,000 100,000
1 94,942 95,106 93,562 92,304 93,832 92,327 92,678 95,435 94,294
5 93,108 92,507 91,891 89,502 90,748 90,751 89,487 94,062 92,006
10 92,472 91,399 91,345 88,981 89,971 90,366 88,835 93,655 91,352
15 91,970 90,706 90,965 88,626 89,564 90,058 88,552 93,336 90,956

20 91,201 89,827 90,378 88,111 89,031 89,561 88,168 92,708 90,374
25 90,175 88,716 89,569 87,411 88,287 88,851 87,709 91,833 89,585
30 88,998 87,430 88,655 86,599 87,352 87,960 87,178 90,702 88,621
35 87,642 86,013 87,579 85,682 86,197 86,848 86,512 89,348 87,442
40 86,038 84,406 86,269 84,614 84,720 85,423 85,645 87,597 85,968
45 84,067 82,396 84,642 83,258 82,897 83,557 84,436 85,290 84,083
50 81,499 80,067 82,461 81,547 80,547 81,059 82,687 82,080 81,560
55 77,981 76,913 79,379 79,092 77,441 77,698 79,867 77,582 78,036
60 73,162 72,845 74,935 75,684 73,042 72,922 75,392 71,350 73,032
65 66258 66929 68263 70,356 66,753 66,211 68,416 63,011 65,963
70 56,577 58325 58,281 62.102 57,707 56,586 58506 52297 56,177
75 43,552 46,446 44,299 49,382 45,938 44,629 45,485 39,628 43,620
80 28,278 31,956 27,710 32,497 32,589 31,282 30,683 26,363 29,507
85 13,882 17,228 12,422 15,242 18,896 18,294 16,883 14,033 16,056
90 4,597 6,548 3,480 4,325 8,318 8,255 6,876 5,572 6,431
95 898 1,538 524 621 2,511 2,619 1,864 1,501 1,703
100 93 199 39 41 469 531 304 250 269

Fonte: Nagdes Unidas https://population.un.org/wpp/Download/Other/MLT/.

O programa MORTPAK, da Divisao de Populagdo das Nag¢des Unidas, contém varios recursos
para facilitar o manejo das tabuas de vida modelo de Princeton e das Nagdes Unidas. A convenién-
cia principal ¢ a disponibilidade das tdbuas de vida modelo dentro do préprio software, evitando
assim a busca da informag¢ao em tabelas publicadas. O procedimento BESTFT, por exemplo, ajuda
o usudrio a encontrar a tdbua de vida modelo de Princeton ou das Nag¢des Unidas que melhor se
ajusta a uma determinada série de valores de m_ou g, enquanto CORMOR mostra os valores de
uma determinada funcdo da tdbua de vida para todas as tdbuas modelo que correspondem a um
determinado parametro (por exemplo £, ) especificado pelo usudrio.

Os sistemas de tabuas de vida modelo de Princeton e das Nagoes Unidas descritos acima sao
os mais consolidados e varios dos métodos indiretos que serdo descritos no Capitulo 23 foram
desenvolvidos de forma integrada com esses modelos. Entretanto, existem outros sistemas de
tabuas de vida como os da OCDE (Clairin et al., 1980) e o sistema que foi proposto por Frias e
Rodrigues (1981) para modelar os padrdes da mortalidade brasileira. Um modelo alternativo e mais
atualizado para captar as especificidades do padrao da mortalidade no Brasil foi desenvolvido por
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Campandario e Maia (2004). Paes (1993, 2014) desenvolveu um modelo para o Brasil, chamado
“Modelo Adaptativo Brasileiro” e um sistema modelo especifico para o Estado de Sao Paulo. Horta
(2005) também investigou a existéncia de uma “norma” para o padrdo da mortalidade brasileira e
os eventuais desvios sistematicos em relagdo a esta norma. Souza (2014) concluiu, a partir de um
estudo dos padrdes de mortalidade municipais no Brasil, que ndo existe um padrao tinico, mas em
realidade seis padrdes distintos para a mortalidade masculina e quatro para a feminina.

Mais recentemente foram desenvolvidos outros sistemas baseados em dados alternativos. O
modelo de Wilmoth et al. (2012) tem dois pardmetros (7 = g, € k) e se baseia nos dados da Human
Mortality Database (HMD). A especificacdo do modelo ¢ a seguinte:

Inm)=a_+b_In(q)+c In(q)+v k (20.18)

onde a, b, c_e v _sdo séries empiricas que derivadas dos dados da HMD. Elas sdo reproduzidas
no Apéndice 5, separadamente para homens e mulheres. O pardmetro / ou g, expressa o nivel de
mortalidade e k£ modifica o padrio etario.

Outro sistema que precisa ser mencionado aqui sao as tdbuas de vida modelo desenvolvidas
pela rede INDEPTH baseadas em informagio dos Sitios/Areas de Monitoramento Demografico
(ver Capitulo 5). Estas se destacam pelo fato de constituirem o tnico sistema de tabuas de vida
baseado predominantemente em dados africanos e de tomar em conta o efeito da AIDS (SIDA)
sobre os padroes de mortalidade por idade. Uma primeira versao do sistema foi publicado em 2004
(INDEPTH, 2004). Mais recentemente, o sistema foi revisado (Clark et al., 2012). O sistema de
INDEPTH distingue entre quatro padrdes. O Padrdo 1 caracteriza os paises africanos sem uma
incidéncia significativa de AIDS (SIDA). O Padrao 2) descreve os paises africanos onde a AIDS
(SIDA) contribui significativamente a mortalidade. O Padrao 3) se aplica aos paises asiaticos, com
a exce¢do de Bangladesh. O Padrdo 4) ¢ o mais apropriado para Bangladesh, Indonésia e Vietna.
A desvantagem principal do sistema INDEPTH ¢ que se baseia em relativamente poucas tabuas de
vida de contextos altamente selecionados que podem ndo ser representativos para as suas regides
Ou mesmo para 0s seus paises.

20. 3 MODELOS DE NUPCIALIDADE

Além do seu interesse intrinseco, as fungdes de nupcialidade servem como um dos elementos
que definem alguns dos esquemas de fecundidade que serdo introduzidos na proxima se¢do. O
esquema mais conhecido para descrever a idade do primeiro casamento foi proposto por Coale e
McNeil (1972), baseado na seguinte fungao padrao:

8.(x) = 0,1946 exp{-0,174 (x—6,06)—exp[—0,2881 (x—6,06)]} (20.19)

A funcao de Coale-McNeil agora consiste numa transformacao linear simples de (20.19):

_C o> 20.20
g(x)_FQS(T) (20.20)
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onde C ¢ a propor¢ao de pessoas que em algum momento se casam (ou seja, 1 menos o celibato
definitivo), x, € a idade inicial com que as pessoas comegam a se casar € k € a inversa da rapidez
com que o numero de pessoas casadas aumenta.

Uma versao ligeiramente modificada de (20.20) foi proposta por Rodriguez e Trussell (1980):

x—m
k

xX—m

g(x) = 1,2813 Zexp {~1,145 ( ;

+ 0,805) — exp (—1,896 (

+0,805))} (20.21)

onde C e k t€ém o mesmo significado que t€ém em (20.20) e m se refere a idade média ao casar.

Além do problema de que os padrdes de casamento estdo em profunda transformagdo, uma
critica que pode ser feita a (20.20) e (20.21) € que esses padroes foram derivados em grande medida
com base na experiéncia europeia e portanto ndo descrevem bem o comportamento das popula-
coes africanas ou latino-americanas. O terceiro modelo usado para descrever o padrao etdrio da
nupcialidade ¢ diferente na medida em que ¢ totalmente paramétrico e ndo se baseia no ajuste a
qualquer experiéncia empirica especifica. O modelo de Hernes (1972) foi esquecido durante muitos
anos mas ultimamente esta recebendo uma atengao renovada devido ao fato de que se ajusta a uma
variedade mais ampla de contextos. A forma mais transparente do modelo ¢ em termos da seguinte
equacdo diferencial:

Px

~=Ab* P, (1- P) (20.22)

onde o pardmetro 4 ¢ parecido com C em (20.22) e descreve a intensidade da nupcialidade na
populagdo, b descreve a diminuigao da propensao ao casamento com a idade e os dois fatores finais
estabelecem uma relagdo entre a incidéncia de novos casamentos e a proporgdo P_de pessoas que
jé estdo casadas na idade x.

20.4 MODELOS DE FECUNDIDADE

20.4.1 Modelos puramente matematicos

Um dos modelos mais simples que tém sido propostos para representar o perfil etario da
fecundidade ¢ o modelo de Brass, que possui apenas dois parametros: um (C) para o nivel e um (s)
para a localizacdo da fecundidade por idade:

flx)=C(x-5s)(s+33-xF (20.23)

onde se entende que f{x)=0 para x<s ou x>s+33. O pardmetro C indica o nivel de fecundidade;
mais especificamente C = 12 TFT / 33’. Brass usou uma fungao de fecundidade desta forma para
interpolar as razoes P/F do seu método de ajuste da fecundidade (ver Capitulo 23). O mérito prin-
cipal de (20.23) ¢ a sua extrema simplicidade, que facilita os calculos baseados nesta especificagao.
O ntimero 33 se refere a amplitude tipica do intervalo reprodutivo. Eventualmente, esse nimero
pode ser substituido por um parametro, o que converte (20.23) num modelo de trés, em vez de

748



Modelagens da mortalidade, fecundidade e migragio

dois parametros. Entretanto, mesmo com essa adaptac¢do, (20.23) ndo se ajusta bem a variedade de
padroes de fecundidade encontrados em situagdes reais.

Existem outros modelos de fecundidade baseados em expressdes polinomiais. Por exemplo,
Schmertmann (2003) usa splines quadraticos, dividindo as idades férteis em cinco intervalos:

1. Desde a idade inferior (o) até um ponto intermédio x, entre a € a cuspide P, dado por x, =
(1-min(0,75; 0,25+0,025(P-a))) o + min(0,75; 0,25+0,025 (P-a)) P;

2. Entre x, ¢ a caspide P;
3. De P até H, que ¢ onde a curva atinge a metade da sua altura maxima R;
4. De H até (H+p)/2, onde f ¢ a idade fértil maxima;

5. Entre (H+P)/2 e f. Geralmente se supde que =50, mas em algumas situacdes ¢ preciso
fazer pequenos ajustes. Supde-se uma derivada igual a 0 nesse ponto final S.

Em cada um dos intervalos, as curvas consistem de polindmios de segundo grau que se juntam
suavemente nos pontos de transi¢ao (nodos), com o mesmo valor e a mesma derivada. Assim, cada
intervalo tem dois parametros livres que sdo estimados por meio de minimos quadrados, a partir
de dados anuais ou quinquenais de fecundidade observada. O autor mostra alguns procedimentos
que facilitam esse calculo. No total, o modelo possui 13 parametros. Devido a esse numero rela-
tivamente grande de parametros, a sua utilidade principal € graduar taxas anuais ou desagregar
taxas quinquenais. O seu uso em modelos de estimacao da fecundidade do tipo P/F (ver Capitulo
23) é menos pratico.

Outra alternativa ¢ a interpolagdo com splines cubicos que se baseia nos nodos fixos de 20,
25, 30 anos etc., exceto no caso do primeiro (). Como a estrutura deste modelo ¢ mais simples,
com 7 em vez de 13 parametros, se presta mais a aplicagdes no contexto de métodos indiretos de
estimacao (ver Capitulo 23). Outra diferenga € que se trata de um modelo de interpolacao no sentido
estrito, que reproduz os dados quinquenais, € ndo os ajusta como o modelo anterior. Um exemplo
de como uma curva deste tipo pode ser estimada sera mostrada na se¢do 23.3.2.4 do Capitulo 23.

Outro modelo que pode ser usado para descrever o padrao etdrio da fecundidade ¢ a
distribuicdo Gama, que possui muitas outras aplicagdes na estatistica, e que ¢ definida pela
seguinte formula:

(x _ d)a—l e—(x—d)/ﬁ
B I'(a)

para x>d (20.24)

f(x) = TFT
onde /(o) ¢ a funcdo gama definida como

@)= ["x*1e™ dx (20.25)
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A média da distribuicdo Gama ¢é aff e a variancia af°. Tanto a fungdo /(o) (20.25) como a
propria distribuigdo (20.24), com d=0, fazem parte do acervo de fun¢des disponiveis em EXCEL
a partir da versdo de 2013.

Finalmente, o padrao etario da fecundidade pode ser descrito por uma curva de Hadwiger, que
tem a seguinte formula:

_CH S 3 H252+(x—d)2
fO) == C2exp (- (W

NG —2)) parax>d (20.26)

onde C se refere ao nivel da fecundidade. Em realidade C ¢ quase, embora ndo exatamente, igual
a TFT. O parametro d determina a localizagdo da curva e S a dispersao. O parametro H determina
a inclinag¢do da curva: para valores pequenos de H, a curva se inclina para a esquerda, enquanto
valores maiores de H correspondem a uma curva mais simétrica. Uma versao simplificada da
curva de Hadwiger usa apenas 3, em vez de 4 parametros, ao supor que d = 0.

O Gréfico 20.1 mostra os dados brutos da Tabela 10.2 e seu ajuste mediante as curvas Hadwiger
e Gama. Os valores dos parametros usados nos ajustes sdo os seguintes:

Hadwiger: C=1,8212 Gama: TFT = 1,8161
H=1272737 o =4,9696 ') =22,9296
S=12752 B=3,7830
d=0 d=8,7216
TFT = 1,8083

Estes valores foram determinados usando o critério de minimos quadrados, supondo que a
fecundidade de cada intervalo etario ¢ representado pelo valor no seu ponto médio. Essa forma de
graduagdo ndo ¢ a ideal porque o suposto nao ¢ totalmente correto, mas a diferenca ¢ pequena e o
procedimento de ajuste € bem mais facil desta forma. Com a exce¢do do intervalo de 10-14 anos,
as curvas sao quase idénticas. O Grafico 20.1 mostra uma das limitagdes principais de ambas as
curvas, que em realidade se aplica a todas as curvas puramente matematicas, ou seja que elas
sobre-estimam a fecundidade no inicio e no final do intervalo etario. Mas no intervalo entre 15 e
40 anos o ajuste ¢ bastante satisfatorio.
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Grafico 20.1: Taxas Especificas de Fecundidade por grupo etario do Brasil, 2012-2014,
brutas ¢ ajustadas pelos modelos Hadwiger ¢ Gama
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Fonte: Dados brutos da Tabela 10.2.

Finalmente cabe mencionar outro modelo puramente matematico para representar fungdes de
fecundidade, baseado na curva da distribuicdo normal. Na sua forma padrao, essa curva ¢ unimo-
dal (com um tnico pico) e simétrica. Evidentemente as curvas de fecundidade tipicamente ndo sdao
simétricas, mas sao unimodais. Ao representar o argumento da distribuicdo por um polinomio, ¢
possivel modificar a escala de idades, de tal forma que a curva resultante se ajuste ao padrao etario
da fecundidade, ou seja,

flx) = Cexp(-(A X"+ ....... +A x+A)) (20.27)

onde 4 x" + ... + A4, x + A,¢ um polindmio crescente de grau n. No caso mais comum, onde as
observacdes sdo dadas em intervalos de 5 anos, a escolha de n=5 geralmente permite fazer um
ajuste exato (ou quase exato) da curva, ou seja, uma interpolag¢do. Reduzindo o grau do polindmio
a um n mais baixo, obtém-se uma curva que nao representa os dados perfeitamente, ou seja, um
ajuste no sentido estrito.

20.4.2 Coale-Trussell, Gompertz e Gompertz Relacional

As curvas puramente matematicas introduzidas acima sao usadas principalmente para a gra-
duacdo de dados brutos de fecundidade. Embora algumas, como (20.23), tenham sido usadas para
fins de modelacao, as curvas mais frequentemente usadas em modelos de estimagdo do tipo que
serdo discutidos no Capitulo 23 se baseiam numa combinagao de relacdes matematicas com perfis
etarios que foram estabelecidos empiricamente.

Coale e Trussell (1974) formularam um modelo de fecundidade que decompde a fecundidade
em varias componentes: fecundidade natural, nupcialidade e controle da fecundidade marital.
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f(x) = CG(x) n(x) em?™® (20.28)

O nivel geral de fecundidade ¢ representado pelo parametro C (ou M, como muitos autores
preferem). A funcdo n(x) expressa os niveis observados da fecundidade natural encontrados por
Henry (1961) nos seus estudos de 13 populagdes (principalmente historicas) supostamente sujeitas
a um regime de fecundidade sem controles deliberados. As TEFs quinquenais® usadas no modelo
de Coale-Trussell sdo as seguintes:

15-19 anos: 0,411
20-24 anos: 0,460
25-29 anos: 0,431
30-34 anos: 0,395
35-39 anos: 0,322
40-44 anos: 0,167
45-49 anos: 0,024

A funcdo v(x) representa a modificagdo da fecundidade natural devido ao controle da fecun-
didade, dependendo da paridade. O tamanho desta modificagao ¢ modulado pelo parametro m. Os
valores quinquenais de v(x), baseados em estudos empiricos de 43 populagdes, sdo os seguintes:

15-19 anos: 0

20-24 anos: 0

25-29 anos: -0,279
30-34 anos: - 0,667
35-39 anos: - 1,042
40-44 anos: - 1,414
45-49 anos: - 1,671

Finalmente, G(x) ¢ a versao cumulativa de (20.20), ou seja, a propor¢ao de mulheres alguma
vez casadas ou unidas até€ a idade x. Essa propor¢do tambem depende dos pardmetros x, € k defi-
nidos na sec¢ao 20.3. Como a forma matematica de (20.20) ndo permite a sua integragdo analitica,
Coale e Trussell produziram tabelas para mostrar os resultados numéricos para diferentes valores
de x, x, e k. Essas tabelas ndo sdo reproduzidas aqui; o leitor € referido ao artigo original (Coale e
Trussell, 1974).

Ao longo do tempo foram formuladas varias criticas ao modelo de Coale e Trussell, particu-
larmente ao uso de m como indicador do inicio do declinio da fecundidade marital. Também ha
um certo consenso de que os padrdes etdrios de (20.28) ndo sdo muito adequados para modelar a

2 O artigo original de Coale e Trussell também apresenta as taxas por idade simples, tanto de n(x) como de v(x).
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fecundidade dos paises da Africa Subsaariana. Xie e Pimentel (1992) criticaram o padrio etario
da fecundidade marital e propuseram um padrao alternativo. Apesar dessas criticas, o modelo de
Coale e Trussell continua sendo usado como referéncia em muitas técnicas de estimagao indireta
(ver Capitulo 23).

Com o objetivo de reduzir o nimero de pardmetros necessarios para configurar a fecundidade
por idade dos 3 propostos por Coale e Trussell, Brass (1981) propos uma relacdao entre uma forma
padrdo de fecundidade e uma populagdo qualquer.

A relagdo de Gompertz supde que a propor¢do da fecundidade acumulada F(x) segue uma
distribuicdo com a seguinte forma:

F(x) = TFT exp (- A exp(- B x)) (20.29)

onde TFT ¢ a Taxa de Fecundidade Total e 4 ¢ B duas constantes. Diferenciando (20.29) obtém-se
um perfil de fecundidade especifica por idade do tipo mostrado no Grafico 20.2. Como se pode
apreciar no Grafico 20.2, o pardmetro 4 move a localizac¢do horizontal da curva: quanto maior 4,
mais a curva se move para a direita. O parametro B determina a dispersao: valores maiores de B
fazem a curva mais concentrada.

Grafico 20.2: Perfil etario da fecundidade da curva paramétrica de Gompertz para duas
combinagdes diferentes de parametros
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Fonte: Elaboragao propria.

A expressao (20.29) pode ser reduzida a uma forma linear a partir da seguinte transformagao:

-In(-In(F(x)/ TFT)) =-1In (A) + Bx (20.30)
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Supondo que a fungdo F (x) representa a fecundidade acumulada segundo um esquema de

fecundidade “padrao” e que Fp(x) também se conforma a férmula (20.30), tem-se que

-In(- ln(FP(x) / TFTP)) =-In (AP) + Bp x (20.31)
Combinando (20.29) com (20.31) isso implica, para escolhas apropriadas de a e f, que
-In(-In(F(x) / TFT)) = a + f3 (- In(- ln(Fp(x) / TFTP))) (20.32)
A expressao da esquerda geralmente se nota como Y(x) e a da direita como o + 8 Y (x), ou seja,
Yx)=a+ Yp(x) (20.33)
Para determinar a fungdo F(x) a partir de Y(x) se usa a transformagao inversa, ou seja
F(x) = TFT exp(- exp(- Y(x)) (20.34)

A vantagem de representar a curva de fecundidade no formato (20.32), em vez de (20.29)
ou (20.30), ¢ que (20.32) permite maior flexibilidade. Se Fp(x) segue o padrdao paramétrico de
Gompertz expressado por (20.31), entdao (20.32) equivale a (20.29). Mas (20.32) também permite
usar fungdes F (x) que ndo se conformam ao padrao (20.30). Isso d4 acesso a uma classe mais
ampla de padrdes etarios que podem ajustar-se melhor a fecundidade observada do que o padrao
paramétrico mais restritivo (20.29) ou (20.30). A formula (20.32) se chama a formula relacional
de Gompertz e ¢ bastante similar a formula de Brass (20.12) no caso da mortalidade, pois o
objetivo de ambas ¢ realizar uma transformacao linear de uma distribui¢do para que ela possa
ser comparada com uma distribuicdo padrao mediante o emprego de duas constantes a e f. De
forma anéloga ao logito no caso da férmula de Brass (20.12), a fun¢ao -/n(-In(x)) em (20.30) ¢
chamada de gompito.

Neste modelo, o ¢ um indicador da localiza¢do do padrao de fecundidade em relacdo a idade
enquanto que f € interpretado como o determinante da dispersdo ou do grau de concentragdo do
padrao de fecundidade. Em resumo pode-se dizer que, um valor negativo de a significa uma curva
mais inclinada para a direita enquanto que um valor positivo indica uma curva mais voltada para a
esquerda. Com relagdo a £, um valor maior que 1 ¢ representado por uma curva mais estreita e um
valor menor que 1, por uma curva mais larga.

Embora seja possivel usar diferentes fungdes para o padrao Yp (x), na pratica se recomenda o
uso da fun¢do originalmente proposta por Booth (1984) e modificada por Zaba (Moultrie, 2013),
a qual se reproduz no Apéndice 6. O padrao ¢ adequado para populacdes de alta e média fecundi-
dade, e com uma fecundidade acumulada normalizada (isto é, com TFT igual a um). Os valores
do padrao I; (x) sao adquiridos como gompitos da fun¢ao. O mesmo procedimento ¢ feito paras as
parturigcdes Y (x), que sdo associadas a uma fungao de fecundidade padrao.
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O Griafico 20.3 compara as TEFs ajustadas do Brasil 2012-2014 (dados brutos da Tabela 10.2)
usando o modelo de Gompertz relacional e paramétrico (20.26 e 20.29). O modelo relacional cla-
ramente fornece um ajuste mais proximo do que o paramétrico.

Grafico 20.3: Taxas Especificas de Fecundidade por grupo etario do Brasil, 2012-2014, brutas e ajustadas pelos
modelos Gompertz Relacional e Gompertz Paramétrico
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Fonte: Dados brutos da Tabela 10.2.

Da mesma forma como no caso do modelo de mortalidade de Brass, existem diferentes méto-
dos para ajustar uma curva empirica de fecundidade por idade ao modelo relacional de Gompertz.
Tradicionalmente usa-se um método aproximado em que a fecundidade dos intervalos de 15-19,
20-24, 25-29 anos etc. ¢ identificada com o ponto médio de cada intervalo. Um exemplo ¢ mos-
trado na Tabela 20.3. A coluna F(x) da mesma tabela multiplica as taxas da coluna anterior por
5 e acumula. O ultimo nimero da mesma coluna ¢ 2,504, o que corresponde a TFT. A proxima
coluna faz a transformagdo gompito para linearizar F(x). Depois se toma a média dos gompitos
correspondentes aos intervalos de 15-19, 20-24 e 25-29 anos (0,540) e a média dos intervalos de
30-34, 35-39 e 40-44 anos (3,538). Essas médias sdo comparadas com as médias correspondentes
da fun¢do de fecundidade padrao, na ultima coluna. Supondo que se usa o padrao do Apéndice 6
(dependendo da aplicag@o, podem ser usados outros padrdes também), a primeira média pode ser
obtida somando os valores de Y; (x) no Apéndice 6 para as idades de 15,5, 16,5, .... , 29,5 e dividindo
por 15 (-0,378); a segunda média sera para as idades de 30,5, 31,5, .... , 44,5 (1,657). Em seguida se
estimam os parametros a € £ que transformam os valores do padrao naqueles observados, de forma
analoga a (20.14), ou seja:

_3,538-0,540

2 223070040 - _ _ - (20.35)
B=Tesrroams = \A72 ¢ @= 05401472 (-0378) = 1,007
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Tabela 20.3: Método tradicional de ajuste de uma curva de Gompertz relacional a dados empiricos de fecundidade

X f(x) F(x) -In(-In(F(x)/TFT)) | Média de trés | ldem no Padréo

17,5 0,1094 0,547 0,419

22,5 0,1744 1,419 0,566 0,540 -0,378

27,5 0,1146 1,992 1,476

32,5 0,0574 2,279 2,363

37,5 0,0272 2,415 3,319 3,538 1,657

42,5 0,0142 2,486 4,931

47,5 0,0036 2,504

Encontrados os parametros o e £, se faz o caminho inverso, por meio de (20.33) e (20.34), para
converter os gompitos ajustados em taxas de fecundidade convencionais, sempre usando 2,504
como a TFT. Por exemplo, a fecundidade acumulada para as idades de 15 e 16 anos sera

F(15) = 2,504 exp(-exp(-(1,097 + 1,472 (-1,6225)))) = 0,066 (20.36.a)
F(16) = 2,504 exp(—exp(—(1,097 + 1,472 (-1,3717)))) = 0,203 (20.36.b)
etc.

As TEFs sao obtidas por diferenga entre a fecundidade acumulada de idades sucessivas; por
exemplo, a TEF da idade simples de 16 anos seria 0,203 — 0,066, ou seja, 0,137.

Como no caso do modelo de Brass para a mortalidade, também existe um método de estima-
¢do mais direta, usando o Solver do EXCEL. Basta criar uma planilha de calculo com os valores
de Y (x) do Apéndice 6 e definir trés valores iniciais mais ou menos arbitrarios (aqui escolhidos
como 0, 1 e 2,5) para a, f e TFT. Na coluna C da Tabela 20.4 calculam-se os valores tedricos de
F(x) decorrentes destes valores de a, f ¢ TFT, usando (20.33) e (20.34):

C2 =1J$3 * EXP(-EXP(-(J$1+J$2*B2))) e assim para baixo até a idade de 50 anos

Na coluna F, a fecundidade acumulada da coluna C ¢é convertida em TEFs para interva-
los quinquenais:

F2 =(C12-C2) /5
F3 = (C22-C12)/5 e assim para baixo até F8

Esses valores teoricos sao comparados com os observados em G2:G8 e em G10 se calcula o
desvio entre ambos:

G10 = (G2-F2)*2 + (G3-F3)"2 + (G4-F4)"2 + (G5-F5)"2 + (G6-F6)"2 + (G7-F7)"2 + (G8-F8)*2
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Agora se chama o Solver de EXCEL, pedindo para minimizar G10 pelo ajuste de J1:J3. O
resultado desta operagdo ¢ a = 0,564; f = 1,399 ¢ TFT = 2,463.

Tabela 20.4: Método de ajuste de uma curva de Gompertz relacional a dados empiricos
de fecundidade por meio do Solver de EXCEL

A B © D E F G H | J
1 Idade Yp(x) F(x) 5fx Observado Alfa= 0
2 15 -1,7521 0,007825 15-19 0,066353 0,1094 Beta = 1
3 15,5 -1,6225 0,015773 20-24 0,12073 0,1744 TFT = 2,5
4 16 -1,4929 0,029197 25-20 0,115655 0,1146
5 16,5 -1,3717 0,048521 30-34 0,093786 0,0574
6 17 -1,2506 0,076067 35-39 0,067006 0,0272
7 17,5 -1,1477 0,10703 40-44 0,030847 0,0142
8 18 -1,0448 0,145651 45-49 0,004058 0,0036
9 18,5 -0,9520 0,187384
10 19 -0,8593 0,235695 Desvio 0,00792
11 19,5 -0,7753 0,285089
12 20 -0,6913 0,339589
13 20,5 -0,6123 0,395194
14 21 -0,5333 0.454636
15 21,5 -0,4592 0,513494
16 22 -0,3852 0,574866
17 22,5 -0,3147 0,635364
18 etc.

Uma vez que o Solver tenha determinado os valores corretos dos parametros, as TEFs mostra-
das em F2:F8 ja sdo as taxas ajustadas conforme o modelo relacional de Gompertz. A Tabela 20.4
ndo mostra as taxas ajustadas por idade simples, mas seria muito facil incluir uma coluna adicional
para ja mostra-las automaticamente. Note-se que as estimativas dos pardmetros obtidas acima sao
um pouco diferentes daquelas derivadas anteriormente, com o método tradicional, inclusive o
parametro TFT. As estimativas obtidas com EXCEL devem ser consideradas mais precisas do que
as anteriores, inclusive o parametro TFT. Entretanto, em casos onde se prefere usar a estimativa
convencional de TFT, nada impede que se calcule J3 como 5 vezes a soma de G2:G8, aplicando o
Solver apenas as células J1 e J2.

Vale mencionar ainda a existéncia de dois programas em “R”, de autoria de Eddie Hunsinger,
que sao mantidos na pagina web do Departamento De Demografia da Universidade de Berkeley
(https://applieddemogtoolbox.github.io/Toolbox/), e que implementam o ajuste das curvas de mor-
talidade e fecundidade, usando o modelo logito e o modelo relacional de Gompertz.

757


https://applieddemogtoolbox.github.io/Toolbox/

Métodos demogrdficos: uma visdo desde os paises de lingua portuguesa

20.5 MODELOS DE MIGRACAQ

O grau de formalizag¢do de esquemas modelo da migragao ¢ menor do que no caso da mortali-
dade e fecundidade. Em parte isso acontece porque a variabilidade dos padrdes etarios de migracao
¢ maior do que no caso da mortalidade e fecundidade. O modelo mais comum foi formulado por
Rogers e Castro (1981) e consiste de quatro componentes que descrevem a migragdo por origem
e destino (nao a migragao liquida). A componente principal esta associada a migragao nas idades
economicamente ativas. A segunda componente descreve a migra¢do nas idades iniciais, antes
da entrada na forca de trabalho. Em alguns paises (mas nem sempre) € preciso incluir uma ter-
ceira componente, para descrever os movimentos associados a retirada da forga de trabalho, por
exemplo para as comunidade de aposentados no Sul dos EUA. Finalmente, o modelo inclui uma
componente constante que se mantém ao longo da vida. As quatro componentes sdo expressadas
pelas seguintes formulas:

Idades Economicamente Ativas: A, exp{(- a, (x-m,) - exp{- A, (x-m)]} (20.37.a)
Pré-entrada na Forca de Trabalho: A exp(- &, x) (20.37.b)
Retirada da Forca de Trabalho: A, exp{(- a, (x-m,) - exp{- A, (x-m )]} (20.37.c)
Constante: C (20.37.d)

Como se pode notar, a primeira e terceira componente tém a mesma forma funcional, mas se
localizam em pontos diferentes (m, € m,) do ciclo vital. O nimero total de pardmetros necessarios
para ajustar o modelo ¢ 4) para a primeira e terceira componente e 3) para as outras duas con-
juntamente, ou seja, um total de 11. Nem todos os paises possuem uma componente de migracao
associada a retirada da forga de trabalho, tal como existe nos EUA e até certo ponto na Europa.
Onde nao ha essa componente, o modelo pode ser simplificado, omitindo (20.37.c), o que reduz o
nimero de parametros de 11 a 7.

Muitos padrdes de fecundidade publicados foram graduados com o uso da fun¢do de Rogers
e Castro, ainda que isso ndo seja explicitado. E o caso do Grafico 11.1, como pode ser verificado
ajustando uma curva de Rogers e Castro ao padrao etario da migracdo interprovincial masculina
de 5 anos. Como se mostra abaixo no Grafico 20.4, os dados coincidem quase perfeitamente com
a curva ajustada.
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Grafico 20.4: Migragao interprovincial de homens, Mogambique 2002-2007, segundo os dados publicados e
graduados com a fungdo de Rogers e Castro
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Fonte: Grafico 11.1 e calculos proprios.

No Brasil, o modelo tem sido relativamente pouco usado. Beltrao e Henriques (1987) usaram
os esquemas de Rogers e Castro, que foram desenvolvidos para analisar a migragdo unidirecional,
em padrdes etdrios aplicaveis a migracao liquida. Jannuzzi (1998), com base na PNAD de 1993,
elaborou uma série de padroes de migragdo e taxas migratorias-modelo para Sao Paulo, que per-
mitiram aprofundar o estudo migratério no Estado. Machado (2005) estabeleceu curvas padrao
para o Brasil, aplicando trés métodos propostos por Rogers, Jordan e Raymer (2003). Santos (2019)
elaborou padrdes modelo por idade associando motivagdes migratorias e ciclos de vida.
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