Capitulo 5

O estudo de polinomios com
relatos de historia da matematica
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Dra. Barbara Costa da Silsz]

Resumo: Os polindmios sdo de suma relevincia para a matematica e, quando
associados a funcdes, modelam vdrios fendmenos do nosso dia a dia. Esse assunto
¢é abordado, pela primeira vez, no 8° ano do ensino fundamental, porém os alunos
chegam ao ensino médio e superior com vdrias dificuldades na aprendizagem
desse assunto, principalmente no que tange produtos notaveis. Essas dificuldades
ocorrem por inimeros motivos, sendo um dos principais a aversao que os alunos
tém pelas aulas de matemadtica. Por essa razdo, este capitulo tem como objetivo
tornar o contetdo atrativo devido ao design da abordagem utilizada na digitacio e
da sua juncdo com a histéria da matemadtica, tornando-a uma ferramenta de auxilio
do processo de ensino-aprendizagem, assim como revela uma matematica mais
dindmica ja que mostra o desenvolvimento dessa ci€ncia no decorrer do tempo.
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5.1 Origem da algebra

Era uma vez...

Vou contar-lhe uma pequena histdria. Voce esta preparado para ouvir?
Sente-se e vamos dar um passeio em um mundo cheio de aventuras e feitos.
Sabe que mundo é esse? Ndo? Pense bem. E o nosso. Entio comecemos.

Fonte: Imagem de OpenClipart-Vectors por Pixabay

A civilizacdo egipcia desenvolveu-se ao longo de uns quatro mil anos e
deixou-nos marcas maravilhosas. As mais conhecidas sdo, claro, as pirami-
des de Gisé e a Esfinge. Vamos abordar um pouco a heranca matemadtica
desses ilustres antepassados. A nossa fonte principal é um papiro contendo
problemas de matematica, escrito por volta de 1650 a.C. Esse documento
contém 85 enunciados copiados em escrita hierdtica (escrita hieroglifica
simplificada usada para escrever textos com um pincel em tiras de papiro),
cujo autor foi Ahmes. Ele ficou conhecido pelo nome do historiador escocés
que o comprou no século XIX, Alexander Henry Rhind.

O papiro de Rhind € uma fonte primdria rica sobre a matemética egipcia
antiga. Ele descreve os métodos de multiplicacdo e divisdo, o uso que se
fazia das fragdes unitarias, emprega a regra da falsa posicdo, apresenta uma
solucdo para o problema da determinacdo da drea de um circulo e muitas

outras aplicagdes da matemdtica a situacoes préticasﬂ

4Texto com base no livro: 10 livros, 10 regides, 10 jogos para aprender e divertir-se
(SANTOS et al, 2008).
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Vejamos um exemplo:

z

Problema 24: O valor de “aha” se “aha” e um sétimo de “aha” é 19.

Para solucionar o problema, os egipcios utilizavam uma técnica deno-
minada METODO FALSA POSICAO. Esse método consistia em escolher um
valor arbitrario para “aha” e, a partir desse valor, eles faziam os calculos
e comparavam com o resultado, mas provavelmente ndo era o resultado
esperado. Por isso, eles utilizavam um fator de correcdo para obter o valor
correto de “aha”, ou seja, o valor que satisfaz a expressdo. Seguindo o

método egipcio, vamos resolver o problema e encontrar o valor de “aha”.

Solugdo:
Seja “aha”= 7. Logo, um sétimo de “aha” € 1 e consequentemente “aha”
e um sétimo de “aha” é 741 =8 # 19.
Entao, o fator de corre¢do € um nimero que multiplicado por 8 € igual
a 19, ou seja, 3
) 133

Portanto, o valor de “aha” é 3 -7 = 3

Esse problema transcrito para a linguagem matematica moderna seria:

Problema 24: Determine o valor que somado a sua sétima parte € igual a
19.

Solugdo:
Seja x o valor procurado, ou seja, o “aha” citado anteriormente.
Escrevendo o enunciado na linguagem matematica atual, temos: x +
1
—x=19.
7
Logo,

1 1
x+§x:19 s - (x—k?x) =719 7x+1x (5.1)

=133 (5.2)

1
@8x:133@x:2
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Observemos que o problema se resume em encontrar a raiz de uma

equagdo algébrica x + 7x = 19, ou seja, o valor x para que o polindmio

P(x) =x+ l)c tenha como valor numérico 19 (P(x) = 19).

O papiro de Ahmes ou Rhind, como é mais conhecido, € o documento
que marca a origem da dlgebra, em especial o surgimento dos polindmios
na nossa histoéria, ja que os polindmios fazem parte da dlgebra.

Agora, que tal aprendermos um pouco mais de dlgebra, ou melhor, da
algebra dos polindmios? Mas o que é um polindmio? Essa resposta teremos

em breve.

5.2 O calculo algébrico

Mais uma histéria? Sim! Que 6timo. Continuemos.

Fonte: Imagem de Gerd Altmann por Pixabay

Simon Stevis (1548-1620) nasceu em Bruges, foi comerciante em An-

tuérpia, viajou pela Dinamarca e para fora da Europa, e, aos 35 anos,
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ingressou na Universidade de Leyden, onde estudou matemaética, grego e

engenharia.

Apesar de ter entrado com idade fora do padrdo (por motivos familiares),
continuou como professor durante alguns anos, tornando-se amigo de um
aluno aplicado, o principe Mauricio de Nassau. Mais tarde, este o tornou
diretor do departamento do exército holand€s, responsavel pela constru¢io
de armamentos e de navios. Stevis foi um engenheiro genial e, como tal,
supervisionou a construcdo de estradas, de vias navegaveis e de outras obras
publicas, além de realizar incursdes na optica, na qual deixou algumas obras,
e na hidrostética, com experiéncias que comprovaram que a pressao exercida
no fundo de um recipiente por um liquido, depende, principalmente, da sua
altura (ANDRADE, 2015).

Suas principais contribui¢cdes foram na estatica e na matematica. Na
matematica, Simon foi o primeiro a estudar, de forma metddica e minuciosa,
o sistema de fragdes decimais e suas aplicagdes, 0s nimeros inteiros e os
nimeros irracionais, estudo esse que facilitou 0 CALCULO ALGEBRICO,
cuja definicdo, de expressdo algébrica, segundo (SERRASQUEIRO, 1906)E]
é: areunido dos processos empregados para efetuar as operacdes algébricas,
ou seja, os processos usados para transformar uma expressao algébrica em
outra equivalente. Stevis fez um estudo unificado das equacdes quadraticas
e apresentou métodos para obtencao de solugdes aproximadas de equagdes
algébricas de qualquer grau, em outras palavras, ele estudou equacdes
polinomiais de grau n (ANDRADE, 2015). Agora, vamos estudar essas

expressoes algébricas? Otimo, eu sabia que vocé ia querer continuar.

5.2.1 Expressao algébrica

Defini¢ao: E toda expressao que tem apenas letras, ou apenas nimeros, ou

nameros € letras.

STratado de Algebra Elementar: Livro Primeiro, Capitulo I, Nog¢des preliminares §2°
Expressoes algébricas, 1906. pg 11
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Exemplos: (1) mn (2)3m+2n 3)

5.2.2 Classificacao das expressoes algébricas

As expressOes algébricas podem ser classificadas da seguinte
forma:irracional, racional, racional inteira e racional fracionaria.

Vejamos abaixo cada uma delas.
Expressdo Algébrica Irracional: E toda expressio algébrica que apresenta
letras no radicando.

Exemplos: (1) v/x+y (2) 2\/__2

Expressdo Algébrica Racional: E toda expressio algébrica que ndo apre-
senta letras no radicando.

2
Exemplos: (1) \/_Z a (2) 2% —5x+ 1
Expressdo Algébrica Racional Inteira: E toda expressio algébrica racional
que nao apresenta letras no denominador.

342
Exemplos: (1) % (2) 222 —5x+ 1

Expressao Algébrica Racional Fraciondria: E toda expressdo algébrica

racional que apresenta letras no denominador.

2 2
Exemplos: (1) Y~ ¢ er a (2) =
x—y

5.2.3 Valor numérico de uma expressao algébrica

Vamos entender o que significa o valor numérico de uma expressao

algébrica por intermédio de um exemplo.
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Exemplo: Em uma gréfica, cada xerox custa $ 0,20. Que expressio

algébrica relaciona o valor a ser pago e a quantidade de copias? Se Jodo

xerocar 30 paginas, quanto ele deve pagar?

Solugdo:

Cada copia custa $ 0,20 e o valor a ser pago depende da quantidade de

copias. Entdo, podemos pensar da seguinte forma:

Numero da linha | Quantidade de cépias | Valor a ser pago
(1% linha) 1 1-0,20=0,20
(2° linha) 2 2-0,20=0,40
(3* linha) 3 3.0,20=0,60
(4* linha) X x-0,20=0,20x

Observe que na 4* linha foi colocado a letra x para indicar a quantidade
de copias, pois essa quantidade é varidvel. Ou seja, a letra ocupa o lugar de
um nimero.

Sejam x a quantidade de cépias e V(x) o valor a ser pago, entdo a
expressdo algébrica procurada é V (x) = 0,20x.

Como Jodo vai xerocar 30 pédginas, entdo o valor a ser pago € 30 -
($ 0,20) = $ 6,00. Veja que, para determinar o valor a ser pago, é s6
substituirmos o x na expressdo V(x) = 0,20x por 30. Logo, 6 é o valor
numérico da expressao algébrica encontrada.

Em outras palavras, para encontrar o valor numérico de uma expressao

algébrica basta substituir as varidveis por nimeros.

Definicdo: Dado o nimero a e a expressdo P(x) = a, - X" +a,_1 - X" +
...4ay-x* +ay -x+ap, chamamos de valor numérico de P(x) em a o valor
obtido quando substituimos o x por a na expressdo P(x), ou seja, P(a).

(o ~ 3x? — 5x
Exemplo: Calcule o valor numérico da expressio Q(x) = ———

x=4.

Solucdo:
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3x*—5
Substituindo x pelo seu valor, que é 4, na expressdo Q(x) = %,
X
obtemos:
3.42-5.4 3.16—20 48—-20 28
443 7 7 7
|

5.3 Monomios

Vocé gostou das histérias anteriores? Eu sabia que vocé ia gostar. Entdo,

que tal mais uma? Formidavel, entdo vamos a historia.

Fonte: Imagem de Clker-Free-Vector-Images por Pixabay

Nicolo Fontana nasceu em 1501 na cidade italiana de Bréscia. Em
1512, a Bréscia foi invadida pelas tropas francesas e o jovem Nicolo foi
gravemente ferido por golpes de espadas de um soldado. Por esse motivo,
ficou com uma profunda cicatriz na boca, o que lhe ocasionou um defeito na
fala. Por isso recebeu o apelido de Tartaglia, que quer dizer gago. Segundo
a histdria, ele foi deixado para morrer, mas sua mae o encontrou e, por
ndo ter remédios para tratar seus ferimentos, ela procedeu da mesma forma
que gatos e cachorros fazem para cuidar dos seus filhotes. Porém, foi esse

cuidado que salvou a vida do seu filho.
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Tartaglia ndo frequentou a escola devido a suas posses serem escassas,
por isso estudou sozinho em casa, nos livros que conseguia encontrar.
Sem dinheiro para comprar papel, tinta e pena, escrevia com carvao sobre
paredes. Alguns historiadores dizem que as ldpides também serviam
como cadernos. Dono de uma memdria extraordindria, Nicolo aprendeu
a ler e escrever por conta propria e rapidamente obteve conhecimento
de latim, grego e matemadtica, tornando-se professor de matematica em
Veneza, Verona, Bréscia e Vicenza. Tartaglia publicou diversas obras,
sendo a mais conhecida um tratado sobre aritmética, no qual ele abordou
operacdes numéricas e regras comerciais. Foi o primeiro a realizar cdlculos

de artilharia e participou de vérios debates.

Porém, o que o colocou no anais da matematica foi sua rivalidade
com Girolamo Cardano (1501 - 1576) sobre o método de resolucao das

equagdes cubicas. Vamos entende melhor essa historia.

Antonio Maria Del Fiore, tendo obtido o método de resolver equacdes
cubicas algebricamente de Del Ferro, desafiou Tartaglia para ver se ele
era capaz de encontrar solugdes para as tais equagdes, mas ele nio sabia
que Tartaglia ja havia descoberto a solu¢do geral de equagdes do tipo
x> + px*> = ¢q. A disputa ocorreu em 1535 e cada participante deveria
apresentar 30 questOes para o outro resolver. Tartaglia apresentou varias
questdes distintas colocando Fiore em uma situagdo desconfortdvel, pois o
mesmo ndo tinha conhecimento do que se gabava. J4 era de se espera o
resultado, ou seja, Fiore mostrou-se incapaz de solucionar os problemas

propostos.

Esse episddio despertou a curiosidade de Cardano, o qual ndo sabia
solucionar as equagdes polinomiais de grau 3, entdo ele entrou em contato
com Tartaglia e solicitou o método de resolugdo para publicar no livro
que ele estava escrevendo. Tartaglia se recusou, pois ele mesmo queria
publicar, entdo Cardano prometeu manter o método em segredo e em

seguida quebrou a promessa: mesmo dando os créditos a seu inventor.
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Tartaglia ficou muito chateado e escreveu um livro publicando sua

descoberta e, de certo modo, insultando Cardano. E]

Definicdo: Mondmios sdo expressdoes algébricas racionais inteiras
representadas por um dnico produto.
Exemplo (1):

5x3 y2 ——— 5 (Coeficiente)

| |

x3y? (Parte literal) ——— mondmio

Exemplo (2):

2 2
_ 7Clb3m _— — 7 (CoeﬁCiente)

l |

ab’3m (Parte literal) ——— mondmio

Exemplo (3):

V2 x —— /2 (Coeficiente)

| |

x (Parte literal) ———— mondmio

Observagdo: Quando o expoente da parte literal for igual a zero

®Dica: visite a pagina https:/pt.wikipedia.org/wiki/Tartaglia e leia mais sobre essa
histéria.
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denominamos mondmio constante

5.3.1 Grau de um monomio

Defini¢do: O grau (gr) de um mondmio cujo coeficiente ndo € nulo é
indicado pela soma dos expoentes da parte literal.

Exemplos: (1) O grau do mondmio 4x2y? é 4 (2) O grau do

mondmio —7 €0

5.3.2 Monomios semelhantes

Definicao: Sao aqueles que possuem a mesma parte literal ou ndo possuem

parte literal.

Exemplos: (1) 4xe —7x 2)8e -3 3) 7z2y e
9%y

5.3.3 Operac¢oes com monomios

Adigio e Subtragido: E obtida somando-se algebricamente os coeficientes e

conservando-se a parte literal dos mondmios semelhantes.

Exemplos: (1) 24x* + 12x> = 36x? (2) —10x+ 6x =
—4x

Multiplicacdo: E obtida multiplicando os coeficientes e depois as partes

literais.

Exemplo: (5a%h).(—3a) = —15a°b

Divisio: E obtida dividindo os coeficientes e depois as partes literais.

Exemplo: (12a*b%) + (2ab?®) = 6a’b
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Nem sempre € possivel efetuar a divisdo. Vejamos o exemplo seguinte:
306 30
= — = —a
Ta 7
A parte literal é a~ ', mas o expoente da varidvel a é negativo.

3003

Exemplo: (30a?h?) + (7a°) b’

Logo, ndo € um mondémio.

Potenciacdo: E obtida elevando o coeficiente e a parte literal & poténcia

indicada.

Exemplo: (—5ab?)3 = (=5)3.(a)3.(b?) = —125a°b°

Radiciagdo: E obtida extraindo a raiz n-ésima do coeficiente e dividindo o

expoente de cada varidvel por n.

Exemplos: (1) 1/25y% = \/ﬁy% = 5y (2) 3/32x10y5 = /32
10

X5 y% = 2x2y

Observe o indice do radical e os expoentes da parte literal em cada
exemplo e veja que os expoentes sdo multiplos do indice, por isso € possivel

efetuar a radiciagdo. Mas nem sempre isso € possivel. Vejamos:

Exemplo:

(1) /3y = \/gy% = /3y!7, veja que 1,5 ¢ N e, por esse motivo,
3y3 ndio € um mondmio.

5.4 Polinomios

Definicdo: E toda expressio algébrica racional inteira.
Monomio: expressdes algébricas racionais inteiras representadas por um
unico produto (polindmio que possui um Unico termo);
Binomio: polindmio formado pela soma de dois mondmios, ou seja, que

possui dois termos;
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Trinémio: polindmio formado pela soma de trés mondmios, ou seja, que
possui trés termos;
Polinémio nulo: polindmio formado por monémios nulos.

Os polindmios com mais de trés termos ndo recebem denominagao
particular (BIANCHINI, 2006).

Exemplos:

(1) =5 (4) 2x* — 3x

() x (5) x*> — 2xy +y?

3)a’ -3 (6) 552 — 3x+ 243 — 4

5.4.1 Grau de um polinomio

Definicdo: E igual ao grau do mondmio ndo nulo de maior grau que compoe

o polindmio.

Observacdo: Nao se define grau para o polindmio nulo

Exemplos:
Polindmio Grau do Poliné6mio
(1) P(x,y) = 2x%y — 527y’ + 4xy gr(P(x,y)) =5
(2) Q(a,b) = 5a°b +2a*b> — 4a’b* —2ab> | gr(Q(a,b)) =7
B)R(x) =5 gr(R(x)) =0

5.4.2 Polinomio com uma variavel

Defini¢do: Um polindmio na varidvel real x € uma expressdo dada por:
P(x)=ay-x"+a,— K +...-|—a2-x2_|_a1 x+ag
em que:

* ap,a,_1,...,a2,a1,ap € R e sdo chamados de coeficientes do polind-

mio;
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* ag é coeficiente independente ou termo independente;
*nelN;
* o grau do polindmio é o nimero n, onde a, # 0.

Exemplos:

(1) P(x) = 5x> —4x+2 é um polindmio completo de grau 2.
(2) P(x) =x* —2x?>+x+1é um polindmio completo de grau 3.

(3) P(x) = x*> — 4 é um polindmio incompleto de grau 2.

Reescrevendo, temos P(x) = x> + 0x — 4, por esse motivo, dizemos

que € incompleto.

(4) P(x) = 2x* —3x% +2 é um polindmio incompleto de grau 4.

Reescrevendo, temos P(x) = 2x* + 0x> — 3x% + 0x + 2.

(5) P(x) = 2x+3x?44x~! ndo é um polindmio, pois o expoente de x é

negativo.

(6) P(x) = 3x*> —5,/x+2 ndo é um polindmio, pois o expoente de x &

fracionario.

5.5 Operacoes com polindOmios

Vamos entender como efetuar as operagdes com polindmios por meio

de exemplos.

5.5.1 Adicao e subtracao

Exemplos:
(1) (4x* —7x+2) + (3x*> +2x+3) = ?
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Solucao:

(4> —Tx+2) +(3x* +2x+3) = 4?+3x> —Tx+2x4+2+3
(443)x> + (=7+2)x+(2+3)
= Tx*—5x+5

(2) (43 —=Tx+2) — (3x* +2x+3) =2

Solucdo:

(43 —Tx+2) — (0 +3x2 +2x4+3) = 4 —Tx+2-0x> —3x> —2x—3
= 40 —0x° - 3% —Tx—2x+2-3
= (4-0)x° =3x 4+ (=7—-2)x+(2-3)

= 43 —3x*—9x—1

Com base nos exemplos acima, vemos que, para efetuarmos a soma ou
subtracdo de polindmios, devemos associd-los aos mondmios semelhantes.

Ou seja:

Defini¢do: Dados dois polindmios P(x) = a,x" + a,_ 12"~ + ...+ ayx* +
arx+ag e Q(x) = bpx +b,_1xX" 1 4 ... 4+ byx? + b1x + by, denominamos
soma e diferenga de P com Q os polindmios: P(x) + Q(x) = (an + by)x" +
(an_1 +bp )"V .. 4 (ay +by)x* + (ay +by)x+ (ag + by) e P(x) —
Q(x) = (an —bp)x" 4+ (an_1 — by )X" 1+ ...+ (a3 — by)x*> + (a; — by )x +
(agp — by), respectivamente (IEZZI, 2013b).

5.5.2 Multiplicacao e divisao

Exemplo:
Multiplicagdo de polindmio por polindmio:
) (76> =2x+1).(x—2)=?
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Solucado:

(7x* —2x+1).(x—2) =

Tx? x4 Tx% (=2) + (=2x) - x+ (=2x) - (=2)+1-x4+1-(=2) =
T —14x? — 26> +4x+x—2 =
7x> — 16x% 4 5x -2

Como vimos acima, para efetuar a multiplicagcdo de polindmios usamos
a propriedade distributiva, ou seja, basta multiplicar cada termo de um dos
polindmios por cada termo do outro polindmio.

Defini¢do: Dados dois polindmios P(x) = apx™ + ap_1x" ' +... +axx® +
arx+ag e Q(x) = byx" + b, _1xX" 1 4 ...+ box® + b1x + by, denominamos
produto de P- Q o polindmio P(x) - Q(x) = amb,xX™ " + ...+ (a2bo +a1by +
aobz)xz + (aob1 + albo)x +apby.

Divisao de polindmio por mondmio:
(3) (18x> — 12x% +3x) =+ (3x) = ?

Solugdo:

(18x% — 124 +3x) + (3x) =
18x3 — 12x% + 3x B

3x
18x*  12x* 3x
Bx  3x 3k
6x> —4x+ 1

Divisao de polindmio por polindmio:
Para efetuarmos a divisdo, podemos utilizar o algoritmo da divisdo

(algoritmo de Euclides ou método da chave) ou o método de Descartes,
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porém vamos focar somente no algoritmo da divisdo, ja que ele funciona
de forma mais geral. Existe também o dispositivo pratico de Briot-Ruffini,

mas ele sé deve ser utilizado para dividir polindmio por bindémio.

Para facilitar o entendimento do algoritmo, resolveremos o exemplo
abaixo detalhando cada passo da solugdo:

4) (—1+8x%) = (2x—1)=2?

Solugdo:

(1) O dividendo —1 + 8x> é um polindmio incompleto e estd na ordem
crescente de expoente. Logo, vamos colocd-lo na ordem decrescente

de expoentes e completd-lo com zeros, ou seja: 8x3 4+ 0x> 4 0x — 1.
(2) O divisor 2x — 1 j4 estd na ordem decrescente de expoentes.

(3) Agora, dividimos o termo de maior grau do dividendo pelo termo de

8 3
maior grau do divisor. Logo: Zi = 4x2.
X

(4) Em seguida, multiplicamos o resultado encontrado no item (3) pelo
divisor, ou seja: 4x? - (2x — 1) = 8x° —4x?.

(5) Agora facamos a diferenca entre o dividendo e o resultado obtido no
célculo anterior (item 4). A primeira diferenca é 8x3 +0x2+0x—1—
(8x% —4x?) = 4x +0x — 1.

(6) Assim, temos a nova divisio (4x? +0x — 1) = (2x — 1) e seguimos o
mesmo procedimento até que o grau da ultima diferenca seja menor
que o grau do divisor ou que a ultima diferenca seja igual a zero, e,

nesse caso, o dividendo € divisivel pelo divisor.

Vejamos o algoritmo a seguir:
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83 +0x2+0x—1

2x—1
—8x> 4+ 4x2 42 +2x+1
4x24+0x—1
—4x? 4 2x
2x—1
—2x+1
0

(5) (12x* =173 =3x> = 11x—3) + (3x> = 2x —3) = ?
Solugdo:

1206 =176 =3x* = 11x -3 |3x> —2x—3
—12x* 4 8x% + 1247 4x* —3x+1

93 +9x2 —11x—3
Ox3 — 6x% —9x

3x2 —20x—3
—3x2 4+ 2x+3
—18x

[ |
Definicdo: Dados dois polindmios P (dividendo) e D # 0 (divisor), dividir

P por D com resto é determinar dois outros polindmios Q (quociente) e R
(resto), de modo que se verifiquem as seguintes condi¢des:

1) P=Q-D+R

(1) gr(R) <gr(D)ouR=0

Observacdo: Se R = 0 dizemos que P € divisivel por D
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5.6 Produtos notaveis

O que significa produto notavel? Os calculos algébricos obedecem a al-
guns padrdes de resolucdo, dentro os quais podemos citar determinadas mul-
tiplicagdes. Para efetuar essas multiplicacdes, utilizamos constantemente
a propriedade distributiva, mas algumas dessas multiplicacdes aparecem

frequentemente e, por esse motivo, denominamos produtos notaveis.

5.6.1 Quadrado da soma de dois termos

Defini¢do: O quadrado da soma de dois termos € igual ao quadrado do
primeiro termo mais duas vezes o produto do primeiro termo pelo segundo

termo mais o quadrado do segundo termo.
Exemplo: (1) Desenvolva (x +3)2.
Solucao:

(x+3)*> = (x+3)-(x+3)
= x-x+x-3+3-x+3-3

= X2 43x4+3x+9
= xXX4+6x+9
(5.3)
(5.4)
[ |

Geometricamente, essa expressio representa a drea A (x) de um quadrado

de lado igual a x 4 3. Vejamos a figura abaixo:
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X
3 3x
3x | *
X X2
9 3
X 3

Ou seja, A(x) = (x+3)2 = x> +3x+3x+9 = x> +6x+9.

Generalizando, temos:

(a+b)?=d*>+2-a-b+b>

5.6.2 Quadrado da diferenca de dois termos

Definicao: O quadrado da diferenca de dois termos € igual ao quadrado
do primeiro termo menos duas vezes o produto do primeiro termo pelo

segundo termo mais o quadrado do segundo termo.

Exemplo:
(1) Desenvolva (x — 3).

Solucao:

(x—3)? = (x—3)-(x—3)
= x-x+x-(=3)+(=3)-x+(-3)-(-3)
= ¥ —3x—3x+9
= xXX—6x+49
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Geometricamente, essa expresso representa a drea B(x) de um quadrado

de lado igual a x — 3. Vejamos a figura abaixo:

x—3
3 3(x—3)
x—3
x—3 (x—3)?
9 3
x—3 3
X

Ou seja,
B(x)=(x—-3)2=x>-3(x-3)-3(x—-3)-9=x>—3x+9-3x+9—
9 =x%—6x+9.

Generalizando, temos:

(a—b)>=a*>—2-a-b+b?

5.6.3 Produto da soma pela diferenca de dois termos

Defini¢do: O produto da soma pela diferenca de dois termos € igual ao

quadrado do primeiro termo menos o quadrado do segundo termo.

Exemplos:
(D) (x+2).(x—2)="7?
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Solucado:

(x+2).(x—=2) = x-x+x-(-2)+2-x+2-(-2)
= X2 —2x+2x—22

= x*—4

Geometricamente, essa expressdo representa a area C(x) de um retan-
gulo de lados x+2 e x — 2. Vejamos a figura abaixo:

x+2 |

x—2 x—2 2

Logo, a drea desse retangulo é C(x) = (x+2) X(x —2) = x> — 4.
Generalizando, temos:
(a+b)-(a—b)=a>—b*
(2) (5m+2n).(5m —2n) = 25m*> — 4n>
Solugdo:

(5m+2n).(5m—2n) = (5m)*—(2n)*
— 25m* —4n®
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5.6.4 Cubo da soma e da diferenca de dois termos

Exemplos:
(1) Desenvolva (x4 5)3.

Solugdo:

(x+5)° = (x+5)* (x+5)
= (¥*4+10x+25)-(x+5)
= X x4+x>54+10x-x4+10x-5+25-x425-5
= x> 4532+ 10x* +50x + 25x 4 125

= X+ 15 +75x+ 125
|
Generalizando, temos:
(a+bP=d*+3-a*> b+3-a-b*+b>
(2) Desenvolva (x —y)3.
Solugdo:
(x=y) = 2438 (=) +3-x- (=) + ()’
— )C3 . 3x2y+3xy2 _y3
[ |

Até o momento, vimos como desenvolver expressdes com expoentes
2 e 3. Agora vamos nos apropriar de conhecimentos que facilitardo o

desenvolvimento de expressdes com expoente maior ou igual a 2.

5.6.5 Fatorial

Exemplo: Jodo estd organizando o armdrio e possui 4 livros de matema-

tica. De quantas maneiras distintas Jodo pode dispor esses livros?
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Solucado:

Jodo tem 4 livros, entdo vamos numeré-los com 1,2,3 e 4. Logo, temos

as seguintes sequéncias:

(1,2,3,4)
(2,1,3,4)
(3,1,2,4)
4,1,2,3)

(1,2,4,3)
(2,1,4,3)
(3,1,4,2)
4,1,3,2)

(1,3,2,4)
(2,3,1,4)
3,2,1,4)
4,2,1,3)

(1,3,4,2)
(2,3,4,1)
(3,2,4,1)
4,2,3,1)

(1,4,2,3)
(2,4,1,3)
(3,4,2,1)
4,3,1,2)

(1,4,3,2)
(2,4,3, 1)
3,4,1,2)
4,3,2,1)

Portanto, temos 24 sequéncias. Ou seja, 24 maneiras distintas para Jodao

dispor os livros.

Outro modo de solucionar a questdo € pensar dessa forma:

* Primeira posicao: ele pode escolher qualquer um dos 4 livros;

* Segunda posi¢do: ele s6 pode escolher qualquer um dos 3 livros

restantes;

* Terceira posi¢do: ele s6 pode escolher qualquer um dos 2 livros

restantes;

* Quarta posicao: ele sé tem 1 tnico livro.

Logo, a quantidade de maneiras distintas em que ele pode dispor os

livros € dada pelo produto 4-3-2-1 = 24.

Em problemas de contagem, aparecem frequentemente multiplicacdes

de ndmeros naturais na ordem decrescente e, por isso, 0s matematicos

criaram um simbolo para representé-las. Esse simbolo, !, recebe o nome de

fatorial. O simbolo de fatorial foi introduzido pela primeira vez em 1808

pelo professor universitario Christian Kramp, cujo objetivo era eliminar

as dificuldades encontradas na escrita. Em 1811, Legendre representou o
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fatorial usando a letra grega gama (I') e Gauss utilizou a letra grega pi (IT).
Atualmente usamos o simbolo de Kramp, entdo o célculo anterior seria

escrito como: 4-3-2-1=4!

Defini¢do: Seja n € N. Denominamos fatorial de n e indicamos por n! a

relacdo:
n'=n-(n—1)-(n—2)-...-3-2-1 paran > 2;
1'=1;
0l=1.
Exemplos:

(1)3!1=3.2.1=6

()41 =4.3.2.1=24
10! 10-9-8!

5.6.6 Combinacao

Definicao: Seja A um conjunto com n elementos. Chamamos de com-
binagdes (C) dos n elementos, tomados p a p, e denotamos por Cy ,, 0s

subconjuntos de A constituidos de p elementos.

Exemplo: Considere o conjunto E = {a,b,c,d}. Determine a quanti-

dade de subconjuntos do conjunto £ com dois elementos.

Solugdo: Para determinar a quantidade de subconjuntos de £ com dois
elementos, € preciso apenas fazer as combinac¢des dos 4 elementos de E,
tomados 2 a 2, e depois contar quantas combinacdes fizemos. Lembre-se
que {a,b} = {b,a}, entdo:
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/b /c c——d
a\—>\c b——d
d

Logo, os subconjuntos de E com dois elementos sdo:

{a,b};{a,c};{a,d};{b,c};{b,d};{c,d}

Portanto, temos 6 subconjuntos.

Observe que o conjunto E s possui 4 elementos, entdo € bastante sim-
ples exprimir os subconjuntos pedidos. Mas se o conjunto dado possuisse
10, 15 ou 1000 elementos, como exprimir os subconjuntos com dois elemen-
tos ou todos os subconjuntos? Seria muito trabalhoso e exaustivo. Entdo,
para otimizar o tempo e facilitar o cdlculo, usamos a férmula abaixo (IEZZI,
2013a):

Férmula para o célculo do nimero de combinacdes

n n!
Cpp= =———— neN>p
" (p) pl-(n—p)!

Exemplos:
3! 6
DCyg= =2 =
DG2=552172 3
51 5431 20
(2) Csp = = —==10

21.(5—-2)! 2131 2

5.6.7 Binomio de Newton

N3ao sei o que o mundo pode pensar de mim, mas eu mesmo

me considero tdo somente um menino que, brincando na areia
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da praia, se diverte ao encontrar um seixo arredondado ou
uma concha mais bonita que as comuns, enquanto o grande
oceano da verdade jaz indecifravel ante meus olhos. ISAAC
NEWTON) (PALARO, 2006)

Na epigrafe acima, Newton deixa claro que desconhece uma grande
quantidade de coisas, mas o pouco que ele afirma ter conhecimento foi
suficiente para descobrir e desenvolver estudos em matemadtica e fisica.
Creio que nesse momento vocé deve estar querendo saber um pouco mais

sobre Newton, é verdade? Eu sabia. Entdo, vamos a historia.

Fonte: Imagem de Prawny por Pixabay

Isaac Newton nasceu em 25 de dezembro de 1642, na aldeia de Wo-
olsthorpe. Newton se dedicava a projetar miniaturas mecanicas até que,
um dia, encontrou um livro de astrologia que mudou sua atencao para a
matemadtica. Esse novo interesse o levou a ler vérios livros, sendo o pri-

meiro deles os Elementos de Euclides e depois La géométrie de Descartes,
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a Clavis de Oughtred, a Arithmetica infinitorum de Wallis, entre outros
trabalhos.

Pouco depois, Newton descobriu o teorema do bindmio generalizado e
inventou o método do fluxdes, o qual hoje chamamos de célculo diferencial.
No periodo de marco a junho de 1666, a Universidade de Cambridge foi
fechada devido a uma epidemia de peste e Newton teve que retornar a sua
cidade natal. Esse periodo foi bem inspirador para Newton, pois, além
do célculo, ele se dedicou a vdrias partes da fisica, testou suas primeiras
experiéncias em 6ptica e também formulou os principios basicos da teoria
da gravitacdo. Alguns historiadores, porém, dizem que essas descobertas s
ocorreram apos o seu retorno a universidade.

Newton retornou a Cambridge em 1667, desenvolveu suas pesquisas
no campo da optica por dois anos, ocupou a catedra lucasiana em 1669 e
publicou um artigo com suas descobertas em 6ptica. Contudo, surgiram
vdrias criticas sobre seu trabalho, deixando-o muito chateado e, por esse
motivo, Newton demorou para publicar suas descobertas posteriores, fato
que o levou a uma disputa com Leibniz sobre a primazia da criagdo do
calculo.

Em 1675, comunicou a Royal Society sua teoria corpuscular, lecionou al-
gebra e teoria das equacdes de 1673 a 1683, publicou o tratado Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica (material compostos em trés livros) e, em
1692, Newton adoeceu e teve como consequéncia da doenga um disturbio
mental. Desse ano em diante, seus esfor¢os se voltaram para a quimica,
alquimia e teologia. No ano de 1696, foi indicado inspetor da Casa da
Moeda, sendo promovido a diretor em 1699. Em 1703, foi eleito presidente
da Royal Society, cargo que ocupou até a sua morte em 1727.

Newton € considerado um dos maiores génios de todos 0s tempos e suas
realizacdes foram expressas neste poema de Alexandre Pope: “A natureza e
as leis da natureza jaziam ocultas na noite; Deus disse: Faca-se Newton, e a
luz se fez”.

Todos nés temos habilidades que, as vezes, estdo escondidas e nao
deixamos que florescam. Ainda assim, acredito que cada um de nés € capaz

de gostar e de aprender os mistérios da matemadtica, mas isso s6 depende do
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nosso querer € do nosso esforco. Como diz o capitdo planeta: O poder é de

VOCESs.

[Teorema Binomial] O desenvolvimento de (x+a)" paran € Ne x,a €
R € dado porﬂ]

(X—i-a)”:(g)-x"—l—( Y)xnl_al_'_(Z)_an_az_’_“-_i_( Z)an

Exemplo: Desenvolva (x4 y)*.
Solugio:

At 1+4- 8y 462y F4xh 10y

Para determinar o valor de cada coeficiente binomial, podemos utilizar
a férmula para combinagdes vista anteriormente ou utilizar o tridngulo de

Pascal, o qual veremos adiante e facilitard bastante o cdlculo.

"Dica: visite ~a  pdgina  https://www.colegioweb.com.br/binomio-de-
newton/propriedades-do-triangulo-de-pascal.html para saber mais
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5.6.8 Triangulo aritmético

O triangulo aritmético, também chamado de tridngulo de Tartaglia-
Pascal, € uma tabela de formato triangular (ndo limitada) de nimeros
naturais, facil de construir e que permite obter, de modo imediato, os coefi-
cientes do desenvolvimento de (a+ b)". Esse tridngulo foi descoberto pelo
matematico chinés Yang Hui e suas propriedades aritméticas foram estuda-
das pelo matematico francés Blaise Pascal, razio pela qual o triangulo leva
o seu nome. Pascal e Fermat foram os criadores da Andlise Combinatdria e
da Teoria de Probabilidades (MORGADO, 2013).

Vocé ja conheceu um pouco da histéria de Tartaglia. Agora vamos
conhecer a histéria de Pascal? Sim? Otimo, eu sabia que vocé ia gostar.

Entdo, continuemos com nossa viajem ao passado.

Fonte: Imagem de James Sutherland por Pixabay

Blaise Pascal nasceu em 19 de julho de 1623, em Clermont-Ferrand, na
Franca. A mae de pascal, Antoniette Bejon, faleceu quando ele tinha apenas

3 anos de idade. Etienne Pascal, pai de Blaise, encarregou-se pessoalmente
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da educacado do garoto por meio de um método um pouco diferente dos
adotados na época, cujo objetivo era o estudo da razdo. Esse método consis-
tia na aplicacdo de exercicios diversos abordando as disciplinas geografia,
histdria e filosofia. Ja as aulas de matematica sé deveriam ser ministradas
quando o jovem Pascal estivesse com o intelecto preparado para aprender

essa ciéncia, ou seja, maduro, de acordo com seu pai.

O jovem Pascal ouvia conversas sobre matematica e sua curiosidade foi
se acentuando. Sem professor ou mesmo livros, ele comecou a desenvolver
seus estudos. Depois de autorizado a estudar matematica, juntou-se aos sa-
bios do circulo de Mersenne e, a partir dai, teve contato com conhecimentos
que proporcionaram o desenvolvimento dos seus trabalhos. Aos 17 anos,
descobriu e publicou vérios teoremas em geometria projetiva, essenciais
para o desenvolvimento tecnoldgico da aviacdo. Criou uma maquina de
calcular para ajudar seu pai e existe, hoje, uma linguagem de programacao
denominada pascal, em sua homenagem, pois ele achava que no futuro as

maquinas poderiam pensar.

Blaise dedicou-se ao estudo da aritmética e desenvolveu os cdlculos de
probabilidade, o tridngulo de pascal e o tratado sobre as poténcias numéricas,
além de contribuir com a fisica no campo da hidrostatica. Devido a seus
esforcos excessivos, ficou gravemente doente e, em 1648, se tornou adepto
do misticismo de Port-Royal. Pascal faleceu em Paris no dia 19 de junho de
1662. Sofreu bastante, mas suportou toda dor com grande resignag¢do. Suas

palavras finais foram: “Que Deus jamais me abandone” (RUIZ, 2010).

Definicdo: O triangulo de Pascal é uma tabela na qual podemos dispor

ordenadamente os coeficientes binomiais.

Vejamos abaixo:



162 Coletanea de estudos de egressos do ProfMat - UFRPE

Isto é:
A linha 1 contém o coeficiente do desenvolvimento de (x +a)°

A linha 2 contém os coeficientes do desenvolvimento de (x+a)!

A linha 3 contém os coeficientes do desenvolvimento de (x +a)?

Também podemos escrever o tridngulo de Pascal substituindo cada

coeficiente binomial pelo seu valor, isto é:

1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

Para construir o triangulo de Pascal nio € necessario calcular os coefici-

entes binomiais, basta usarmos algumas de suas propriedades. Vejamos:

(1) Em cada linha do tridngulo, o primeiro e o tltimo numero sdo iguais

al.
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(2) A partir da terceira linha, cada nimero (exceto o primeiro e o ultimo)

¢é a soma dos nimeros da linha anterior, imediatamente acima dele.

(3) Na mesma linha, dois nimeros equidistantes dos extremos sdo iguais.

Exemplo: Desenvolva (2a — b)°. Solugio:
Observando a forma como € desenvolvido o bindmio de Newton € a 62
linha do triangulo de Pascal, temos:

(2a—b)> = 32a° —80a*b + 80a’h?® — 404> + 10ab* — b

5.6.9 Fatoracao

Definicdo: Fatorar é o termo usado na dlgebra para designar a decomposi¢ado
que se faz de cada um dos elementos que integram um produto. O objetivo
da fatoragdo € a simplificacdo das férmulas matematicas em que ocorre a
multiplicacdo, especialmente das chamadas equacdes.

As fatorages mais conhecidas sdo:

1. Fator comum em evidéncia

Nessa forma de fatoracdo, determinamos o elemento comum aos
termos que formam o polindmio e escrevemos o polindmio como o
produto m - n, em que m € o elemento comum e n € o resultado da

divisdo dos termos do polindmio pelo elemento comum.

Exemplo: a® — 5a*> = a*(a—5)

2. Agrupamento
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Agrupamos os termos semelhantes de forma que seja possivel utilizar

a fatoracdo por evidéncia mais de uma vez.

Exemplo: Sx —xy+15—3y = (x+3).(5—y)

Solugio:
S5x—xy+15=3y=5x+15—xy—3y=5(x+3) —y(x+3) = (x+
3).5—-y)

. Diferencga entre dois quadrados

Extraimos a raiz quadrada dos elementos e os resultados obtidos
formardo um produto entre bindmios, na forma produto da soma e da

diferenca.

Exemplo: a* —9 = (a* —3) - (a*+3)
Solugdo:
Extraindo as raizes, temos: \/a_4 —ad’e/9=3

Logo, (a*>—3)-(a*>+3) =a*+3a*> - 3a> +9=a* -9

. Trindmio quadrado perfeito

Basta determinar o produto notdvel responsavel pela formacao do
trindmio.

Exemplo: x> +4x+4 = (x+2)?

Solucgao:

Extraindo as raizes, temos: \/)? —xevV4=2

Fazendo o produto 2-x-2 = 4x. Logo: (x+2)? = x> +4x+4
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Exemplo: Determine as raizes do polindmio P(x) = 4x* — 9x? + 16x> —
36x.

Solugdo:

Determinar as raizes de um polindmio € encontrar valores para x tais

que o valor numérico de P(x) é igual a 0, ou seja P(x) = 0. Logo:

4x* —9x* +-16x° —36x =0
Observe que ha um elemento comum em todos os termos desse polino-
mio, o x. Colocando x em evidéncia, temos:
4o —9x% + 16x° — 36x = 0 = x(4x® — 9x+ 16x* —36) =0
Usando a fatorac¢do por agrupamento, temos:
x(4x> —9x + 16x% —36) =
x(4x® 4+ 16x* —9x — 36) =
x [4x2(x+4) —9(x+4)] =0

x[(x+4)(4x* —9)] =
x(x+4) (4x2 -9)=0

Veja que 4x> — 9 = (2x — 3)(2x + 3), entdo:

x(x+4)(4x* —9) = x(x+4)(2x—3)(2x+3) =0

Logo:
3 3
x:0,x—|—4:O:>x:—4,2x—3:0:>x:§0u2x+3:0:>x:—§
3 3
Portanto, as raizes reais do polindmio P(x) sdo 0, —4, 2¢ 5
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