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Resumo: Os Cédigos Corretores de Erros sao um tema de bastante utilidade em
diversas aplicagOes tecnoldgicas nas engenharias, por exemplo, € em pesquisas
na drea da matematica aplicada. Embora o tema seja amplamente abordado em
pesquisas matematicas académicas, o mesmo ainda € pouco explorado em nivel
da Educacgdo Baésica, mais precisamente, no Ensino Médio. Por esse motivo, no
presente trabalho, nos propomos a contribuir com a insercdo desse importante
assunto na esfera do Ensino Basico. Dessa forma, realizamos uma apresentacao
do Cédigo de Hamming elementar e acessivel para professores do Ensino Médio,
partindo de sua formulacéo original, proposta pelo autor em 1950, e, em seguida,

apresentando esse cddigo do ponto de vista matricial, tendo em vista o seu ensino
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em nivel basico. Por fim, indicamos outra leitura sobre o tema, na qual apresen-
tamos uma sequéncia diddtica para o ensino dos Cédigos Corretores de Erros no
Ensino Médio.

Palavras-chave: Coédigos Corretores de Erros; Cédigo de Hamming; Ensino
Médio.

4.1 Introducao

A Teoria dos Cédigos Corretores de Erros €, grosso modo, o ramo
da matemadtica que estuda os problemas relacionados com o processo de
transmissao e recep¢do de informagdes digitais, bem como o papel do erro
nesse processo. De acordo com Hefez (2018), um Cdédigo Corretor de Erros
consiste em um procedimento para a transmissao de informagdes, no qual a
introdugdo sistemdtica de informacao redundante a uma informacao prévia
que se deseja transmitir € realizada, de forma que a informacdo redundante
seja utilizada posteriormente na detec¢do e correcao dos possiveis erros
ocorridos durante a transmissao.

Tais codigos sdo um dos grandes responsaveis pelo bom funcionamento
de tecnologias que fazem parte do nosso cotidiano como, por exemplo,
televisores, smartphones, computadores, musica digital, internet, dentre
outros. Mais ainda, suas aplicagdes podem ser vistas nas mais diversas dreas
da ciéncia, tais como Engenharia Elétrica (GUIMARAES, 2003); Biologia
(ROCHA, 2010; FARIA, 2011); Computacdo Quantica (AGUIAR, 2010)
e Criptografia (BOLLAUF, 2015). A importancia dos Cédigos Corretores
de Erros pode ser vista também através da atengdo que tem sido dada a sua
divulgacdo para um publico mais amplo do que a comunidade académica.
Consideremos, por exemplo, as obras de divulgacao matematica de Milies
(2008), Stewart (2013) e Ellenberg (2015, p. 301-325), que trazem o tema
de forma mais intuitiva e informal, ou Shine (2009), S4 e Rocha (2012)
e Rousseau e Aubin (2015), que apresentam abordagens um pouco mais
técnicas, porém elementares.

No que diz respeito as pesquisas académicas advindas do PROFMAT,
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o assunto ja foi abordado por: Miranda (2013), no qual se destaca o foco
dado ao problema do “empacotamento de esferas”; Carvalho (2014), como
campo da matemdtica no qual os conceitos de Matrizes, Determinantes
e Polindmios sdo aplicados; Alves (2015), como contexto para o estudo
de Aritmética e Matrizes no Ensino Médio; Nicoletti (2015), em que o
autor destaca a relagdo entre o assunto e a Algebra Linear, assim como a
importancia de se introduzir ideias basicas do mesmo no Ensino Médio;
Pinz (2013) e Machado (2016), nos quais o tema é abordado através do
conceito de digitos verificadores, utilizados em codigos de barra, no CPF,
em cartdes de crédito, dentre outros; Dias (2017), no qual o autor apresenta
uma aplicac@o dos Cddigos Corretores de Erros realizada pela NASA em
1971 na Missao Mariner; Rodrigues (2017), em que os diagramas de Venn
sdo inteligentemente utilizados para introduzir o assunto no Ensino Bdsico;
e, finalmente, Schroeder (2017), no qual truques de magica sao realizados
através da utilizac@o de alguns Codigos Corretores de Erros.

Isso nos sugere o surgimento de uma tendéncia de introducao e adap-
tacdo deste assunto para a sua futura abordagem no Ensino Médio, uma
vez que, 0 mesmo consiste em um rico tema para a contextualizacdo de
assuntos como Matrizes, Determinantes, Polindbmios, Aritmética Binaria,
dentre outros assuntos relevantes para este nivel de ensino. Decorre dai
que, entendemos ser relevante para os professores de matemética do Ensino
Basico, a devida compreensdo do que sao estes cddigos, para que em sua
atuacgdo nas salas de aula, os mesmos sejam capazes de abordéd-los de forma
clara e adequada para este nivel de ensino. Além disso, entendemos que
propostas como esta possuem potencial para serem geradoras de outras
propostas na mesma dire¢do, o que no futuro, pode consolidar os Cédigos
Corretores de Erros como um tema de ensino e estudo na Educacdo Basica,
o que dentre outras coisas, representaria uma renovagao e modernizacao nos
conteddos abordados nos curriculos de matematica da Educagao Bésica.

Tendo em vista que os estudos sobre os Cédigos Corretores de Erros tém
abordado o tema através de variados enfoques e de perspectivas diversas,
neste trabalho optamos por dar um enfoque ao assunto de forma que dele

possam advir contribuicdes relevantes para o ensino da matemética a nivel
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basico. Assim, nossa escolha recaiu sobre o Codigo de Hamming, desen-
volvido em 1950 pelo matematico e engenheiro americano Richard Wesley
Hamming (1915 - 1998). Um dos motivos para tal escolha deveu-se ao fato
desse codigo apresentar papel de destaque no desenvolvimento inicial dos
primeiros Codigos Corretores de Erros, conforme aponta Abrantes (2003),
bem como pelas possibilidades de abordagem do assunto, que acreditamos

possiveis de serem realizadas no Ensino Médio.

4.2 Teoria da informacao e codigos corretores

de erros

Os Cédigos Corretores de Erros estdo intimamente relacionados com a
chamada Teoria da Informacdo, a qual foi inicialmente desenvolvida pelo
matematico americano Claude Elwood Shannon (1916 - 2001), em seu
classico trabalho A Mathematical Theory of Communication (SHANNON,
1948). Nesse trabalho, Shannon estudou o problema fundamental da comu-
nicacao, que segundo ele “é o de reproduzir em um ponto exatamente ou
aproximadamente uma mensagem selecionada em outro ponto” (SHAN-
NON, 1948, p. 1, traduc@o nossa). Para isso, ele definiu inicialmente
uma unidade de medida de informacdo, que chamou de bit (abreviacdo de
binary digit) e um sistema de comunicagdo, o qual é formado basicamente
por cinco componentes, a saber: uma fonte de informagdo, que produz a
mensagem a ser transmitida; um transmissor, que atua sobre a mensagem
produzindo um sinal passivel de ser transmitido; um canal, que consiste
basicamente no meio utilizado para transmitir o sinal do transmissor até o
receptor; um receptor, que decodifica o sinal recebido na mensagem enviada
pelo transmissor; e um destino, que € a pessoa ou equipamento que recebe
a mensagem enviadeﬂ

Tais conceitos foram amplamente utilizados e aproveitados para o esta-

belecimento da Teoria dos Cddigos Corretores de Erros por dois motivos.

3Para maiores detalhes sobre os componentes de um sistema de informagio, ver
Shannon (1948, p. 2) e Gleick (2013, p. 231).
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Figura 4.1: Sistema de informagao

Fonte: Shannon (1948, p. 2).

O primeiro foi o fato de o bit ser adotado como a unidade de medida para a
informacao, possibilitando, assim, o tratamento cientifico da informacao,
0 que ja ocorria hé séculos com outras grandezas, como, por exemplo, as
fisicas. O segundo foi a sistematiza¢do do processo de comunicagdo, o que,
dentre outras coisas, possibilitou uma ampla compreensao de como o erro
interfere nesse processo, como também levou Shannon a mostrar que “existe
um limite fundamental de quanta informa¢do um canal de comunicagao
pode transportar” (STEWART, 2013, p. 327). A partir dessa constata¢do, os
cientistas da drea buscaram desenvolver métodos e codigos eficientes para a
transmissao de informacgdes em suas mais diversas formas, sem, contudo,
se preocuparem com a quantidade mdxima de informagdo que um canal
poderia transportar, visto que este problema ja estava resolvido.

Sobre o papel do erro no processo de comunicagdo, o diagrama da
Figura4.1{nos mostra que, entre a transmissao e a recep¢ao de uma dada
mensagem, pode ocorrer um ruido, ou seja, uma interferéncia que eventu-
almente modifica o sentido da mensagem original, causando, assim, um
erro de comunicagdo. Foi precisamente a identificacao da presenca do
ruido interferindo na transmissdo de mensagens que levou Shannon e seus
companheiros a busca de uma solugdo para este problema. Essa busca
também contribuiu no desenvolvimento dos Cddigos Corretores de Erros,
cuja funcao €, como o nome ja sugere, impedir, por meio da correcao de
erros, que a mensagem original tenha seu sentido distorcido apds o seu

envio.
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Por exemplo, a a¢do do erro na transmissao de um simbolo do cédigo
ASCIIEI pode ser representada pelo diagrama de Shannon abaixo. Neste caso,
a letra A € codificada pelo simbolo 10100001 e a letra B por 10100010. O
erro aqui ocorreu porque os Ultimos dois digitos do simbolo enviado foram
permutados, o que resultou na transmissao da letra A e da recepc¢do da letra
B:

Figura 4.2: Exemplo de erro

Fonte de
informagdo

A | 10100001 % 10100010 % B
Sinal Sinal

recebido

Transmissor Receptor Destinatério

Fonte de
erro

Fonte: Ilustracdo do autor.

4.2.1 O codigo de Hamming

Um dos pioneiros na pesquisa e no desenvolvimento dos Cédigos Cor-
retores de Erros foi o matemdtico americano Richard Hamming, o qual, em
abril de 1950, publicou no The Bell System Technical Journal o artigo Error
Detecting and Error Correcting Codes (HAMMING, 1950). Nesse artigo,
conceitos fundamentais para a Teoria dos Cédigos Corretores de Erros,
como métrica, redunddncia, equivaléncia de codigos e codigos sistemadti-
cos, por exemplo, foram primeiramente enunciados e abordados. Hamming
também explica que a motivacdo para o estudo foi a necessidade de se
resolver o problema que inevitavelmente surge no processamento de uma
dada tarefa por uma maquina como um computador, a saber, os eventuais
erros que ocorrem na realizacdo da tarefa. Sobre o erro presente em um

calculo realizado por um computador, ele afirmou:

Do inglés: American Standard Code for Information Interchange
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uma unica falha geralmente significa o fracasso completo, no
sentido de que se ela € detectada nenhum calculo pode ser
realizado até a falha ser localizada e corrigida, enquanto que
se ela escapa da deteccdo entdo ela invalida todas as operagdes
posteriores da maquina (HAMMING, 1950, p. 147, tradugao

nossa).

Dessa forma, o operador ou usudrio de tal maquina se vé diante de um
impasse. Se um erro ocorrer e for detectado, entdo a maquina ndo funciona
até o erro detectado ser corrigido, tarefa que, na época, ndo era realizada em
pouco tempo e sem pouco trabalho. Por outro lado, se um erro ocorrer e ndo
for detectado, os cdlculos realizados ndo serdo uteis, pois foram afetados
pelo erro, que comprometerd o resultado final de todo o trabalho realizado.

Foi justamente neste novo e pouco explorado contexto que Hamming
se encontrava em 1947, enquanto trabalhava com os computadores dos
laboratdrios Bell. Nessa época, a utilizacdo dos computadores da empresa
era bastante restrita e disputada por seus pesquisadores, de forma que
Hamming s6 tinha acesso aos mesmos nos finais de semana. Foi nessas
pesquisas de “final de semana” quando ele percebeu que as miquinas por ele
utilizadas eram capazes de detectar os erros em sua programacao, entretanto
1sso ndo o ajudava em nada, pois as maquinas nao possuiam a capacidade
de corrigir tais erros.

Em entrevista dada em 1977, ele explica a situagdo em que se encontrava
na época, e que, em grande parte, foi um dos motivos que o levaram a

trabalhar no desenvolvimento dos Cédigos Corretores de Erros:

Em dois finais de semanas consecutivos eu fui e descobri que
todas minhas coisas tinham sido descarregadas e nada tinha
sido feito. Eu estava realmente aborrecido e irritado porque
queria estas respostas e tinha perdido dois finais de semana. E
entdo eu me disse “Maldi¢do, se as maquinas podem detectar
um erro, porque nao podemos localizar a posicdo do erro e
corrigi-lo"(MILLIES, 2009, p. 2).
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Ao lermos o artigo de Hamming, fica claro que era com o objetivo de
compreender e fazer bom uso da correcdo de erros que ele passou a estudar
o problema da sua detec¢do e posterior correcao, uma vez que o problema
da simples detec¢do de erros ja estava resolvido na época, como ele mesmo
afirma: “parece desejavel examinar o préximo passo além da detec¢do do
erro, nomeadamente corre¢do do erro” (HAMMING, 1950, p. 148, traducao
nossa). Para desenvolver sua teoria, Hamming elabora alguns conceitos
que o ajudardo nessa tarefa. A esséncia de tais conceitos estd presente nas
Definicoes[I] 2] e[3] a seguir:

Definicao 1. Sejam A um conjunto finito ndo vazio, o qual serd chamado
de alfabeto, e |A| o seu niimero de elementos. Um cddigo corretor de erros
C ¢é um subconjunto préprio qualquer de A", para algum n natural. Um

elemento c € C é chamado um simbolo do cédigo.

Da defini¢ao acima decorre que, dado um conjunto finito nao vazio A
qualquer, podemos, a partir dele, definir quantos Cédigos Corretores de
Erros desejarmos, sendo tal construcao limitada apenas por nossa criativi-
dade e disposicao. Por exemplo, se escolhermos como alfabeto o conjunto
A=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, temos que |A| = 10 e o seu nimero de identi-
dade é um simbolo do conjunto C C A®, em que C é um Cédigo Corretor
de Erros. Agora, se o conjunto A escolhido for o nosso alfabeto, entdo o
conjunto C C A%, formado por todas as palavras do nosso idioma, também
€ um Cdodigo Corretor de ErrosE] Por fim, os cddigos de barras dos produtos
que compramos, o registro de livros ISBN e o nimero do nosso CPF, sdo
todos exemplos de Cédigos Corretores de Erros cujo alfabeto também &
A=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} e cujos simbolos estdo no conjunto A'3, para
os dois primeiros, € Al para o ultimo.

Uma pergunta que pode surgir apds esses exemplos €: Como corrigir
os erros nesses codigos? Essa pergunta ndo possui uma Unica resposta.
Nos casos dos nimeros de identidade e das palavras do nosso idioma,

por exemplo, a repeticio de um simbolo ao transmiti-lo consiste num

>Nesse exemplo, consideramos que a maior palavra na lingua portuguesa é Pneumoul-
tramicroscopicossilicovulcanoconiético, a qual, como pode ser visto, possui 46 letras.
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procedimento que permite a corre¢do de erros, porém a repeticio nem
sempre € o procedimento mais eficaz possivel. Ja para os cddigos de
barra, o ISBN e o CPF, existem procedimentos matematicos um pouco
mais sofisticados para a detecc¢ao e corre¢do dos eventuais erros. Para os
interessados em como esses procedimentos funcionam, ver S e Rocha
(2012).

Sendo assim, surge aqui a necessidade de se buscar procedimentos
mais eficazes para a deteccdo e corre¢do de erros, tarefa essa que nem
sempre € simples, principalmente quando trabalhamos com alfabetos com
muitos simbolos, como os exemplos acima. Para resolver e evitar este tipo
de problema, Hamming escolheu trabalhar com cédigos cujos simbolos
fossem compostos por sequéncias numéricas contendo apenas 0’s e 1’s
em seus digitos. Alguns desses digitos serdo utilizados para transmitir a
informacao desejada e outros serdo utilizados para a deteccdo e corre¢ao

dos eventuais erros. Essa escolha nos leva para a préxima Defini¢do:

Definicao 2. Sejam C um Codigo Corretor de Erros e n,m e k niimeros
naturais com n > m. Dizemos que C é sistemdtico quando cada simbolo
de C tem exatamente n digitos bindrios, dos quais m sdo associados com a
informagdo, enquanto os k = n — m digitos restantes sdo utilizados para a

deteccdo e correcdo de erros.

Ao se escolher trabalhar com cddigos sistematicos, nos vemos diante da
seguinte pergunta: Dados dois c6digos sisteméticos C e C’, como decidir
qual dos dois € o mais eficiente? Entendendo mais eficiente por aquele
que transmite a maior quantidade de informac¢ao m, dado um valor para o
comprimento dos simbolos n, ou, equivalentemente, transmite uma determi-
nada quantidade m de informag¢do com o menor valor possivel de n. Para

responder essa pergunta, Hamming propds a seguinte definicao:

Definicao 3. Sejam C um codigo e n e m naturais. A redunddncia R do

codigo C é a razdo entre o niimero de digitos bindrios utilizados e o niimero
n

minimo necessdrio para transmitir a mesma informagdo, ou seja, R = -

Note que a redunddncia é um niimero maior ou igual a 1.
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A partir de agora vamos trabalhar com cédigos considerando a menor
redundancia possivel, pois essa escolha é exatamente a que Hamming faz
em seu artigo. Vale destacar que sempre € possivel obtermos tais c6digos,
que chamaremos de cddigos de redunddncia minima, uma vez que, como
seré visto posteriormente, m e n estdo bem definidos. Além disso, salvo
mengdo contrdria, sempre usaremos A = {0, 1}.

Na primeira parte de seu artigo, Hamming apresenta a construcdo de

cddigos de redundancia minima em trés casos especificos, a saber:

(1) Codigos detectores de um unico erro;
(2) Codigos corretores de um tnico erro;

(3) Codigos corretores de um unico erro, além de detectores de erros

duplos.

Nas préximas subse¢des, detalharemos os casos (1) e (2). O caso (3)
ndo serd considerado, pois 0 mesmo consiste simplesmente na aplica¢io
do algoritmo apresentado no caso (1) em um cédigo elaborado conforme o
algoritmo apresentado no caso (2). Dessa forma, no caso (3), corrigimos
um erro e detectamos dois, um pelo algoritmo em (1) e um pelo algoritmo
em (2). Em suma, sempre que falarmos nos cddigos dos casos (1) e (2),

teremos em mente as seguintes defini¢des:

Definicao 4. Um codigo C é dito detector de um tinico erro quando, na
transmissdo de um dado simbolo ¢ € C, um tinico erro ocorrido em apenas

uma de suas posicoes pode ser detectado.

Definicao 5. Um codigo C é dito corretor de um tinico erro quando, na
transmissdo de um dado simbolo ¢ € C, um tinico erro ocorrido em apenas
uma de suas posicoes pode ser detectado e corrigido pela troca de 0 por 1

ou vice versa.

4.2.2 Cédigos detectores de um anico erro

Para o caso mais simples, ou seja, os codigos detectores de um unico

erro, Hamming propde o seguinte algoritmo, chamado de verificagdo de
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paridade, para a codificacdo de um simbolo composto de uma lista com n
0’se I’s:

Algoritmo 1. Nas primeiras n — 1 posicoes, nés colocamos n — 1 digitos
de informagdo. Na n-ésima posicdo, nos colocamos outro 0 ou 1, de modo

que as n posicoes completas tenham um niimero par de 1’s.

Note que o algoritmo acima € claramente um cédigo detector de um
Unico erro, uma vez que um Unico erro na transmissao deve levar a um
nimero impar de 1’s nos simbolos do c6digo, o que nos permitird concluir
imediatamente que, de fato, a transmissdo foi afetada pelo erro. Esse
cédigo € denotado por C(n,n— 1) ou C(n,m), em que n é a quantidade
de posi¢des dos simbolos do cddigo e m € a quantidade de posicdes que
contém a informacdo. E possivel observar abaixo um exemplo de como
este algoritmo de codificagcdo/decodificacdo funciona para o caso do cédigo
C(8,7).

Exemplo 1. Considerando a Tabela a seguir, note que, com respeito
aos 7 digitos de informagdo, as duas primeiras linhas da tabela contém um
niimero impar de 1’s. Portanto, antes de transmitir os simbolos 1000110
e 0010110 presentes nessas linhas, devemos adicionar, na 8° posi¢cdo, o
digito 1, para que a quantidade de 1’s seja par, resultando nos simbolos
codificados 10001101 e 00101101. Por outro lado, os simbolos nas duas
tltimas linhas contém um niimero par de 1’s nas 7 posicoes de informagao.
Assim, antes de transmitir os simbolos 0111010 e 1010011 presentes nestas
linhas, devemos adicionar, na 8¢ posicdo, o digito 0, para que a quantidade
de 1’s seja par, resultando nos simbolos codificados 01110100 e 101001 10.
Dessa forma, se na transmissdo o receptor receber um simbolo com um

nimero impar de 1’s, ele pode concluir que ocorreu um erro na transmissao.

3 _n_ _n_ __ 1 .
Cabe notar aqui que, como R = ;- = -5 = 1 + —, poderiamos supor

que, para obtermos uma redundancia cada vez menor, deveriamos tornar
o valor de n cada vez maior. Porém o que ocorre ao se aumentar o valor
de n € o indesejdvel aumento na probabilidade de ocorréncia de erros

13

na transmissdo dos simbolos. Em suas palavras, Hamming explica: “se



106 Coletanea de estudos de egressos do ProfMat - UFRPE

Tabela 4.1: Funcionamento do c6digo C(8,7), detector de um tnico erro.

Digitos de Digito de
informacao verificacao
1{0[0[0]1]1]0 1
0(0|1/0|1|1/0 1
Of1|1|/1/0|1]|0 0
1O/ 1|0[O0|1]|1 0

Fonte: Elaborada pelo autor.

p < 1 € a probabilidade de algum erro, entdo para n tdo grande como 117, a
probabilidade de um simbolo correto € aproximadamente % =0,3679...,
enquanto um erro duplo tem probabilidade i =0,1839.... (ibid, p. 150).
Como os erros duplos nio sdo detectados por esse cddigo, ocorre que existe
uma probabilidade de aproximadamente 18,4% de surgirem erros duplos
passando pelo sistema, ou seja, quase um em cada cinco simbolos sendo
transmitidos com erros e, pior ainda, nao detectados.

Antes de passar para o proximo tipo de cédigo, vale ressaltar que o
codigo do exemplo acima é, de acordo com a Defini¢ao[I] um subconjunto
de A%, em que A, como ja dissemos, é o conjunto {0,1}. Além disso, a
redundéncia desse c6digo é R = 7 = % ~ 1,14, o que, em termos praticos,
significa que a transmissdo dos 27 = 128 simbolos desse cédigo apds sua
codificacdo é equivalente a transmissao de 128 x % ~ 146 simbolos do
mesmo cddigo se eles ndo fossem codificados. Por esse motivo, trabalhamos
com cédigos com redundancia minima, pois eles possibilitam uma maior

economia de dados na transmissao de uma dada informagao.

4.2.3 Cédigos corretores de um tinico erro

No caso dos codigos corretores de um unico erro, Hamming desenvolve
dois algoritmos. Um serd utilizado para a codificagdo e outro serd utilizado
para a detecgdo, corregdo e decodificacdo de um erro em uma sequéncia
bindria de n posi¢des, das quais m sdo escolhidas para conter a informacao
e as outras k restantes, em que k é tal que k = n — m, sdo escolhidas para
a verificagdo de paridade. A relagdo entre n,m e k é dada pela Tabela|d.2]
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que apenas utilizaremos aqui, deixando a sua construcao para a subse¢ao
2.4 (Proposi¢ao[I). No préximo exemplo, adaptado de Hefez (2008, p. 2),
mostraremos como a Tabela 4.2] € utilizada na codificagdo de comandos
para a movimentacdo de um robd que se move em 4 dire¢cdes sobre um

tabuleiro.

Tabela 4.2: Relacdo entre n,m e k.

n m k correspondente
1 0 1
2 0 2
3 1 2
4 1 3
5 2 3
6 3 3
7 4 3
8 4 4
9 5 4
10 6 4
11 7 4
12 8 4
13 9 4
14 10 4
15 11 4
16 11 5
Etc.

Fonte: Hamming (1950, p. 151).

Exemplo 2. Considere um rob6 que se move sobre um tabuleiro quadri-
culado de modo que, ao darmos um dos comandos (Leste, Oeste, Norte
ou Sul), o robo se desloca do centro de uma casa para o centro da casa
contigua indicada pelo comando.

Se definirmos estes comandos por: Leste — 00, Oeste — 01, Norte
— 10 e Sul — 11, a Tabela mostra que 2 digitos de informacao
(m = 2), exigem 3 digitos de verificacdo (k = 3), logo, os simbolos codifica-

dos terdo 5 posicoes (n =35).
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Segue dai que uma codificagdo para estes comandos € a dada por:
00 — 00000, 01 — 10011, 10 — 11100 e 11 — 01111. Em que os
digitos destacados em negrito (informac@o) sdo os comandos originais
do robd pré-codificacio, e os outros digitos que aparecem sem negrito
(redundancia) estido todos em posi¢cdes que sdo poténcias de 2. Essa ndo
¢ a unica forma de codificar os comandos do robd, mas, como veremos
a seguir (Algoritmo [2)), ¢ uma que permite a detecgio e corre¢do de um
Unico erro. De fato, a ocorréncia de um tnico erro antes da codificacao,
como, por exemplo, o envio de 00 ao invés de 01, faria com que o robd
se movimentasse na direcdo oposta a que queriamos que ele fosse, porém,
apos a codificagdo, a ocorréncia de um tnico erro ndo gera tal situacao e,
mais ainda, é passivel de ser corrigida, como veremos a seguir.

Num primeiro momento, o leitor pode pensar que a escolha dessa
codificagdo particular foi feita de forma arbitraria, mas, ao contrario do que
pode parecer, a mesma foi realizada seguindo um algoritmo definido em
Hamming (1950), o qual exemplificaremos a seguir e generalizaremos no
Algoritmo[2]

Em seu algoritmo de codificacdo, Hamming afirma que as posi¢des de
verificagdo devem estar localizadas em poténcias de 2, ou seja, as posicoes
de verificagdo serdo a 1%, 2* e 4*, como vimos no Exemplo [2| Por questdes
de melhor entendimento, chamaremos essas posi¢des de v, v, e v4 e desta-
caremos, em negrito, os simbolos 00,01, 10, 11, de sorte que tais simbolos,
ao serem codificados, serdo escritos como: viv20v40, viv20val, vivo1vs0 e

viva21lv41. Para determinar vy, v, € v4, seguiremos o seguinte algoritmo:

* Para a codificacdo do simbolo 00 em v{v,0v40, v seréd escolhido de
forma que a soma v + 0+ 0 seja par; v,, de forma que a soma v, + 0
seja par; e v4, de forma que a soma v4 + 0 seja par. Logo, teremos
v =0,v2 =0evq =0 e o simbolo codificado sera 00000.

* Para a codificacdo do simbolo 01 em v{v,0v41, v; serd escolhido de
forma que a soma v + 0+ 1 seja par; vo, de forma que a soma v, + 0
seja par; e v4, de forma que a soma v4 + 1 seja par. Logo, teremos

vi =1,v2 =0evq4 =1 e o simbolo codificado sera 10011.
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* Para a codificacao do simbolo 10 em v{v,1v40, v; serd escolhido de
forma que a soma vy 4+ 1+ 0 seja par; v,, de forma que a soma v, + 1
seja par; e v4, de forma que a soma v4 + 0 seja par. Logo, teremos

vi =1,y =1evs =0 e o simbolo codificado serd 11100.

* Para a codificagao do simbolo 11 em v{v1v41, v; serd escolhido de
forma que a soma v; + 141 seja par; v,, de forma que a soma v, +1
seja par; e v4, de forma que a soma v4 + 1 seja par. Logo, teremos
vi =0,v» =1evs =1 e osimbolo codificado serda 01111.

Assim, obtemos os simbolos codificados do Exemplo[2] Vejamos, agora,
o caso geral para um simbolo v{vod3vsdsdedyvs - - - codificado a partir do
simbolo d3d5d6d7 Tt

Algoritmo 2. (Codificacdo) Para determinar vi, some os valores dos di-
gitos nas posigcoes 1,3, 5, 7,--- de forma que a soma seja par, ou seja,
“escolha” um digito e “pule” um digito a partir da 1° posicdo. Para deter-
minar vy some os valores dos digitos nas posicoes 2,3,6,7,10,11,... de
forma que a soma seja par, ou seja, “escolha” dois digitos e “pule” dois
digitos a partir da 2° posi¢cdo. Para determinar v4 some os valores dos
digitos nas posicoes 4,5,6,7,12,13,14,15,--- de forma que a soma seja
par, ou seja, “escolha” quatro digitos e “pule” quatro digitos a partir da
4 posicdo. Este algoritmo continua até que sejam percorridas todas as

posigoes nas poténcias de 2 do simbolo, sempre “escolhendo” e “pulando

digitos nas poténcias de dois.

Suponha agora, que, ao enviarmos o comando para o robd se movi-
mentar para o norte, tenha ocorrido um erro e, ao invés de ser transmitido
o simbolo 11100, tenha sido transmitido o simbolo 11000, com um erro
na terceira posi¢ao. Como verificar e corrigir esse erro? Hamming nos

responde com mais um algoritmo.

Algoritmo 3. (Decodificacdo e correcdo) Vamos imaginar por um mo-
mento, que recebemos um simbolo de codigo, com ou sem um erro. Vamos

aplicar as k verificacoes de paridade em ordem, e, para cada vez que a
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verificacdo de paridade especificar o valor observado em sua verificacdo
de posicdo, escreveremos um 0, enquanto que, para cada vez que os valores
especificado e observado diferirem, escreveremos um 1. Quando escrever-
mos, da direita para a esquerda, em uma linha, esta sequénciade k 0’s e 1’s
[...] ela poderd ser considerada como um niimero bindrio e serd chamada
de um niimero de verificacdo. Vamos exigir que esse niimero de verificacdo
dé a posig¢do de um tnico erro, com o valor zero significando nenhum erro
no simbolo (HAMMING, 1950, p. 150, tradugdo nossa).

Vamos agora aplicar o Algoritmo [3{no simbolo 11000 e constatar que
de fato o erro estd na 3* posicdo. Com efeito, para esse simbolo temos

vy = 1,v, =1 e v4 =0, de maneira que:

* A primeira verificagcdo de paridade € realizada nas posi¢coes 1,3 e 5,
logo, para que v; + 0+ 0 seja par, v; tem que ser igual a zero, o que
ndo confere com o valor de v{. Assim, essa verificacdo contribui com

um 1 na sequéncia do nimero de verificagdo.

* A segunda verifica¢do de paridade € realizada nas posi¢des 2 e 3, de
sorte que, para que v, + 0 seja par, v, tem que ser igual a zero, o
que nao confere com o valor de v,. Assim, essa verificacdo também

contribui com um 1 na sequéncia do nimero de verificacao.

* A terceira e dltima verificacdo de paridade € realizada nas posicoes
4 e 5, de maneira que, para que v4 + 0 seja par, v4 tem que ser igual
a zero, o que confere com o valor de v4. Assim, essa verificacao

contribui com um 0 na sequéncia do nimero de verificagdo.

Escrevendo essa sequéncia como indicado no Algoritmo [3] obtemos a
sequéncia 011, que pode ser identificada com o nimero 011 na base 2, que é
igual a 3 na base 10. Dessa maneira, o erro se encontra na 3* posicdo, como
jé era de se esperar. Na proxima subsec¢do, explicaremos com detalhes por
que esse algoritmo funciona e por que a sequéncia obtida representa, de
fato, a posi¢do onde se encontra o erro. Consideremos, agora, um exemplo
em que o robd do Exemplo 2| é atualizado para se movimentar em mais

quatro diregdes:
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Exemplo 3. Suponha que o robé do Exemplo 2] foi aprimorado, de forma
que também seja possivel movimentd-lo nas direcoes: Nordeste, Noroeste,
Sudeste e Sudoeste. Se redefinirmos os comandos por: Leste — 000,
Oeste — 010, Norte — 100, Sul — 110, Nordeste — 001, Noro-
este — 011, Sudeste — 101 e Sudoeste — 111, o Algoritmo |2 e a
Tabela (3 digitos de informacdo m = 3, requerem 3 digitos de veri-
ficacdo k = 3) nos fornecerdo a seguinte codificacdo: 000 — 000000,
010 — 100110, 100 — 111000, 110 — 011110, 001 — 010101,
011 — 110011, 101 — 101101 e 111 — 001011, em que os digitos

destacados em negrito correspondem aos simbolos antes da codificacdo.

A forma de realizar a codificacdo desses simbolos € a mesma realizada
no Exemplo [2] portanto ndo a repetiremos aqui. Entretanto, vamos apre-
sentar uma forma mais direta para a verificagao e correcao do erro, ou seja,
de aplicacdo do Algoritmo (3| Suponha que, ao darmos o comando para
o robd se movimentar na direcao nordeste, o simbolo 010001 tenha sido
transmitido em vez do simbolo 010101, ou seja, ocorreu um erro na 4*

posigdo. Para detectar e corrigir esse erro, considere a Tabela [4.3]abaixo.

Tabela 4.3: Correcdo de um erro

vi | va | d3 | vq4 | ds5 | dg | Nlimero de Verificacdo

O|1[0]0 0|1

0 0 0 0
110 1 0
001 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na primeira linha da tabela, rotulamos os digitos que aparecerdo nas
colunas de 1 a 6 por vy,vy,d3,v4,d5 € dg, em que vy, v, € v4 sdo os digitos
de verificacdo e d3,ds e dg sdo os digitos de informacao (os escritos em
negrito no Exemplo [3). Na segunda linha da tabela, temos o simbolo que
foi recebido na transmissdo, a saber, 010001. Agora, note que os trés

zeros que aparecem na 3° linha das seis primeiras colunas da tabela sdo os



112 Coletanea de estudos de egressos do ProfMat - UFRPE

valores de vy,d3 e ds e que a soma de d3 com ds € par e, como v; = 0, essa
verificacao contribui com um 0O para o niimero de verificacao (3 linha e 7*
coluna). Prosseguindo a verificag@o, temos que a soma dos valores de d3 e
dg, presentes na 4° linha, é impar e, como v, = 1, essa verificagdo contribui
com um O para o nimero de verificacdo. Finalmente, somando os valores
de ds e dg na dltima linha, obtemos resultado impar e, como v4 = 0, essa
verificacdo contribui com um 1 para o nimero de verificagdo. Escrevendo o
nimero de verificacdo em sua forma bindria, obtemos 100, que em escrita
decimal € igual a 4, ou seja, o erro se encontra na 4* posi¢ao, como era de

S€ esperar.

Vejamos agora um exemplo no qual consideraremos o caso do envio de
um simbolo sem erro e verificaremos que o Algoritmo |3|retorna, de fato,
uma sequéncia contendo apenas zeros como indica¢do da ndo ocorréncia de

€IT10.

Exemplo 4. Seja x = 01001110 um simbolo pertencente a um codigo que
transmite simbolos contendo um byte de informagdo, ou seja, m = 8. Para
codificd-lo, consultamos a Tabela e notamos que, para este valor de
m, devemos escolher k =4 e n = 12, logo, o simbolo x, ao ser codificado,
terd 12 posigoes. Apds utilizarmos o Procedimento[2] obtemos o simbolo
x' = 100110011110, a codificagéo de x. Suponha que tal simbolo tenha
sido transmitido corretamente, assim, ao utilizarmos o Procedimento [3|
e calcularmos o niimero de verificacdo desse simbolo, devemos obter a
sequéncia 0000, a qual indicard que ndo houve erro na transmissdo. De
fato, considerando a Tabela|d.4|abaixo, é fdcil verificar que os valores dos

digitos na ultima coluna da mesma sdo realmente todos iguais a zero.

Com esses exemplos, encerramos a apresentacao do cédigo de Ham-
ming em sua formulacdo original. A seguir, mostraremos por que esses
procedimentos de codificagdo e correcdo funcionam, para finalmente, na

subsec¢do 2.5, apresentar a formulacdo matricial desse codigo.
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Tabela 4.4: Verificacdo da ndo ocorréncia de erro
Vi V2 d3 V4 d5 d6 d7 Vg d9 d]o d11 dlz Numero de

10011 ]0|0(1]1 1 1 0 | Verificacdo
1 0 1 0 1 1 0
010 00 1 1 0
111]10]0 0 0
1|1 1 1 0 0

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.2.4 Justificativa dos algoritmos e construcao da tabela
2

A pergunta natural que surge nesse momento é: Por que estes algoritmos
de codificagdo, decodificacdo e corre¢ao funcionam? A resposta para essa
pergunta pode ser encontrada na relagdo existente entre oS nimeros escritos
nas bases 2 e 10. Para entender melhor essa afirmacgdo, consideremos o
teorema a seguir € o seu coroldrio mais adiante, cujas demonstragcdes podem

ser encontradas em Hefez (2014, p. 68; 73), respectivamente.

Teorema 1. Sejam dados os niimeros inteiros a e b, com a >0 e b >
1. Existem nimeros inteiros n > 0 e 0 < ro,ry,...,r, < b, com r, # 0,

univocamente determinados, tais que a = ro+rib+ rb*+ - 4 r,b"

Note que esse teorema garante que podemos escrever um nimero a dado,
na base b > 1 que preferirmos. Em particular, quando b = 10, dizemos
que o numero a estd escrito na base 10 ou em sua expansdo decimal e
escrevemos (a)1g, enquanto que, quando b = 2, dizemos que o ndimero a
estd escrito na base 2 ou em sua expansao bindria e escrevemos (a);. O
coroldrio a seguir nos permite relacionar um nimero em sua representacao
na base 10 com a sua respectiva representacdo na base 2 e vice-versa. Tal
relagdo, embora ndo tenha sido explicitada, estd no cerne dos algoritmos de

codificacdo, decodificacdo e detec¢cdo de erro desenvolvidos por Hamming.

corolario 1. Todo niumero natural a escreve-se de modo tinico como soma

de poténcias distintas de 2, a saber, a =1, X 2" +rp_1 X 2"V 4 X
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2! 419 x 29 com r; € {0,1}.

Exemplo 5. Segundo o coroldrio anterior, o niimero (739)19 € escrito,
utilizando-se apenas poténcias de 2, como 1 x2° +0x28+1x27+1 x
2041 x294+0x 24 +0x234+0x22+1x2'+1x2° Ou, de forma mais
sucinta, (739)10 = (1011100011)5.

O exemplo a seguir é bastante esclarecedor para a compreensao do
Algoritmo 3}

Exemplo 6. Os cartoes da Figura abaixo podem ser utilizados para
representar qualquer niimero natural entre 1 e 63 como a soma de poténcias
de dois. Note ainda que a obtengdo do niimero 39, por exemplo, é feita
escolhendo os cartoes que comecam com 1 = 202 =21 4=22¢32=23,
respectivamente, ou seja, 39 =1x2° +0x2* +0x 23 +1x22+1x 2! +
1 x 29 ou, se preferirmos, (39)19 = (100111),. Esses cartdes sdo também

o0s unicos nos quais figura o niimero 39.

Perceba, porém, que o que fizemos no Exemplo [6] ¢ exatamente o
que Hamming faz no Algoritmo [3] De fato, no Algoritmo [2] (para co-
dificar um simbolo) Hamming escolhe somar os digitos nas posicoes
1,3,5,7,9,11,13,15... na obten¢do de v{; somar os digitos nas posi¢cdes
2,3,6,7,10,11,14,15... na obtencdo de v,; somar os digitos nas posi¢cdes
4,5,6,7,12,13,14,15... na obtencdo de v4; e assim por diante. Esses nu-
meros que aparecem aqui sao exatamente os que figuram nos 1°, 2° e 3°
cartdes da Figura|4.3| respectivamente. Desta forma, ao obter vi,vy, vy, ...
por esse algoritmo, Hamming “prepara o caminho” para a utilizacdo do
Algoritmo 3]

Com efeito, de acordo com o Algoritmo [3] se o valor obtido na primeira
verificagdo coincidir com o valor de v, escrevemos um 0, caso contrario,
escrevemos um 1. Semelhantemente, procedemos para v,v4,... até per-
corrermos todas as posi¢des de verificacdo do simbolo. Desta forma, ao
obtermos a sequéncia de k 0's e 1’s ao final do célculo envolvendo todas
as posicoes de verificacdo, ela, de fato, representard um nimero escrito na

base 2, pois escrever um 0 ou um 1 em cada etapa implica em escolher
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Figura 4.3: Cartdes para obter um nimero natural entre 1 e 63

Fonte:https://www.ticsnamatematica.com/2014/1 1/entenda-como-
construir-cartoes-jogo-adivinhe-idade.html

ou ndo um dos cartdes da Figura[4.3] e tal escolha significa, tdo somente,
escrever um nimero natural como a soma de poténcias de dois.

Para encerrar esta subse¢do, vamos mostrar como os valores de n,m e
k presentes na Tabela @ foram obtidos. Para isso, considere a seguinte

proposi¢ao que relaciona o nimero de verificagdo com os valores de n,m e
k:

Proposicao 1. Sejam C € A", um codigo corretor de erros, e n,m e k

naturais, tais que m é o niimero de posicoes de informacdo, k é o niimero de

posicoes de verificacdo dos simbolos do codigo e n = m+k, vale a seguinte
2’1

- . m
relagdo entre n e m: =4 > 2" .

Demonstragdo. De fato, note que o nimero de verificagdo deve descrever
m+ k+ 1 possibilidades diferentes, a saber, n = m + k posi¢des que dizem
respeito a um erro em qualquer posi¢do no simbolo, mais uma possibilidade

no caso da ndo existéncia de erro. Isso implica na necessidade de ser
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2% > m+k+1, uma vez que 2* é o nimero de sequéncias com k posicoes
contendo apenas 0's e 1’s. Utilizando o fato de que n = m + k, obtemos
2" >n4+1= 227:'1 >n+1= % > 2™ o que prova o resultado. O

Com essa proposi¢ao, concluimos que atribuindo valores para n, ou seja,
escolhendo a quantidade de posi¢des que os simbolos de C possuirdo, a
inequacdo acima nos fornece o maior valor possivel para m, ou seja, a maior
quantidade de posi¢des de informagao que os simbolos de C possuirdo. Por
outro lado, feita a escolha de m, a mesma inequacao nos fornece o menor
valor para n, ou seja, os simbolos com menor tamanho para o cédigo C
contendo uma certa quantidade de informacao. Dessa forma, a inequagao
acima nos permite escrever o cddigo que carregue a maior quantidade de
informacdo possivel com a maior economia possivel.

Note que, se no lugar de considerarmos a inequacdo 28 > m+k+ 1,
como fizemos anteriormente, nés considerarmos apenas a igualdade 2% =
m+k—+1, ou seja, se o nimero de verificacao nos der exatamente m +k + 1
posicdes diferentes, e sabendo que n = m +k, segue que m = 2K —k — 1
e n=2%— 1. Logo, ao representarmos um cédigo de Hamming na forma
C(n,m), o mesmo ser4 descrito por C(2% —1,2F —k — 1) e é justamente para
essa familia de c6digos que daremos uma abordagem matricial na préxima
subsecao. Codigos que satisfazem essa condicao sao ditos perfeitos. Para
demonstracdes de que o cédigo de Hamming é perfeito, ver Hefez (2008, p.
100) e Shine (2009, p. 301).

4.2.5 O codigo C(7,4) e a familia de codigos
C(2k—1,2k—k—1)

Agora que estudamos o c6digo de Hamming em sua formulacao origi-
nal, daremos mais um passo em nosso estudo apresentando uma formulagao
mais recente do mesmo, utilizando ferramentas advindas da Teoria das Ma-
trizes. Isso nos permitiu construir uma sequéncia didética, na qual alguns
conceitos estudados no Ensino Médio, como por exemplo, a multiplica-

cdo de matrizes e a transposta de uma matriz, foram abordados. Para os
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interessados na sequéncia didética, ver Lira (2018a) e Lira (2018b).

Isso posto, seguiremos de perto as ideias desenvolvidas em Rousseau e
Aubin (2015), fazendo as devidas modificacdes e alteragOes para tornar o
texto mais acessivel, pensando em sua aplicacdo na Educacdo Bésica. Dessa
forma, trazemos uma teoria geral para os cédigos C(2F — 1,28 —k — 1),
paralelamente a uma visdo particular sobre o cédigo C(7,4), onde os digitos
de informacdo sdo m = 4 e os de verificacdo sdo k = 3. Esse codigo
codifica todas as sequéncias bindrias contendo 4 elementos, ou seja, 16 = 24
simbolos, que vao de 0000 até 1111. Nosso objetivo aqui € mostrar como
funcionam a codificacao, a decodificacdo e a corre¢ao de um unico erro
desses simbolos de uma forma diferente, porém equivalente a apresentada
por Hamming (1950). A diferencga aqui € que, em vez de colocarmos os
digitos de verifica¢ao nas poténcias de 2, nds os colocaremos em posicdes
diferentes dessas, a saber, nas dltimas posi¢des do simbolo, porém com a
mesma verificacdo de paridade utilizada na subse¢do 2.4.

Para deixarmos nossa exposi¢do alinhada com a encontrada nos traba-
lhos atuais, consideraremos com mais detalhes o papel do conjunto Z; na
construcao desses cédigos. Para isso, vamos construi-lo a partir da ideia de

congruéncia médulo 2. Considere a seguinte defini¢do:

Definicao 6. Sejam a,b e m inteiros com m > 1. Dizemos que a e b sdo
congruentes médulo m e denotamos a = b (mod m), quando a e b deixam

o mesmo resto na divisdo euclidiana por m.

Neste trabalho, estamos interessados apenas no caso em que m = 2.
Como o resto na divisdo euclidiana de um niimero por 2 sé pode ser ou 0
ou 1, podemos classificar todos os nimeros inteiros em dois grupos (ou
conjuntos): os nimeros que deixam resto 0, que estdo reunidos no conjunto
denotado por 0 = {a € Z; a =0 (mod 2)} e os nimeros que deixam resto
1, que estdo reunidos no conjunto denotado por 1 = {a € Z; a = 1 (mod
2)}. Note que 0= {---,—4,-2,0,2,4,---y el ={--- —=3,—1,1,3,--- }.
Usualmente o conjunto Z, é representado como Z; = {0,1}, porém, por
simplicidade, denotd-lo-emos por Z; = {0, 1}, tendo sempre em mente que

a soma de dois elementos de 1 resulta em um elemento de 0, pois a soma
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de dois nimeros que deixam resto 1 na divisao por 2 (impares) resultard
em um numero que deixa resto 0 na divisao por 2 (par). Assim, podemos
concluir que em Z, vale arelagdo 1 +1 =0.

Isso posto, consideremos o simbolo x = 0101 e vejamos como o
codificar e o decodificar, além de corrigir um Unico erro em uma de
suas posicoes. Descrevendo os digitos dos simbolos codificados da es-
querda pra direita, os quatro primeiros serdo os digitos de informacao,
dy,dr,d3 e dy, e os trés ultimos, os de verificacdo, vs,vg € v7. O cél-
culo dos digitos de verificacdo, e consequentemente sua codificacdo, é
realizado através das igualdades: vs = d| +dy +ds,ve =dy +d3+dy
e v7 = dp + d3 + d4, cuja disposi¢do explicaremos mais adiante. Dessa
forma, o simbolo codificado tem a representacdo d;dyd3dsvsvev7, na qual
Vs, Vg € V7 S0 como postos acima. Assim, para o simbolo x = 0101, te-
mosd; =0,d) =1,d3=0,dy =1,vs =d| +dy+ds,ve =di+d3+ds e
v7 = dy +d3 +dy. Logo, ao codificd-lo, obtemos o simbolo x’ = 0101010.

Note que, na codificagdo dada pelo Algoritmo 2] o simbolo codificado
tem a representacao vivodivadsdgd;, onde vy € escolhido de forma que a
soma vy +d3 + ds + d7 seja par; v,, de forma que a soma vy +d3 +dg + dy
seja par; € v4, de forma que a soma v4 + ds + dg + d7 seja par, o que € o

mesmo que:

vi = dy+ds+dy
vy = diy+deg+dy 4.1)
va = ds+dg+d.

Dai segue que a codificacdo, agora escrita como didyd3dyvsvevy, €
equivalente a codificacdo da subsecdo 2.4, escrita como v vod3vadsdegds, na
qual a relacdo entre as duas codificacdes, quanto aos digitos de verificagao,
€ dada pela Tabela Note também que, nessa forma de codificacao, a
relacdo com a codificagdo da subsegdo 2.4 € a seguinte: vs faz o papel de
v1; ve faz o papel de v;; v7 faz o papel de v4; € dy,d>,ds e dy fazem o papel
de ds,ds,dg e d7, respectivamente. Dessa forma, para codificar um simbolo

do cédigo C(7,4), utilizamos o seguinte algoritmo:
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Algoritmo 4. Para codificar um simbolo d\d,d3dsvsvev do cédigo C(7,4),
utilize o Algoritmo 2| com a equivaléncia da Tabela

Tabela 4.5: Equivaléncia entre os digitos vs,vg € v7 € vi,va € V4

Codificagdo na subsec¢do 2.4 \ vi va di3 v4 ds dg dy
Codificagdo equivalente ‘vs ve di v dy di dy

Fonte: Elaborada pelo autor

Vale destacar aqui que uma forma pratica para codificar qualquer
simbolo do cédigo C(7,4) é através da soma das colunas da Tabela
abaixo. Assim, se, por exemplo, considerarmos o simbolo y = 0111, temos
di=0,d, =1,d3 =1eds=1,de modo que, ao substituirmos esses valores
na Tabela@] € somarmos suas respectivas colunas, obteremos o simbolo
codificado y = 0111001.

Tabela 4.6: Esquema para a codifica¢do de um simbolo de C(7,4)

d1 d2 d3 d4 Vs Ve V7
1-dy |0-dy |0-d; |0-dy | 1-dy | 1-dy|0-d;
0-dr | 1:dy |0:-dr |0:-dy | 1-dr |0-dy | 1-d>
0-d3 |0-d3 | 1-d3 |0-d3 |0-dz|1-d3|1-ds
0-dy |0-dg [O-dyg | 1-dy | 1-dy|1-dy]|1-dy

Fonte: Elaborada pelo autor

Agora que ja sabemos codificar um simbolo de C(7,4), a pergunta que
surge €: Como decodificar e corrigir um erro de um simbolo desse c6digo?
Para responder a essa pergunta, precisamos detectar se existe um erro, sua
posicdo e corrigi-lo, trocando O por 1 ou vice-versa. Isso € feito de acordo

com o seguinte algoritmo, apresentado em Rousseau e Aubin (2015):

Algoritmo 5. Para detectar um possivel erro, calculamos os digitos de
verificacdo do simbolo recebido, os quais denotaremos por ws,wg e w7,
e depois os comparamos com os respectivos valores, nas posicoes de ve-
rificagcdo, do simbolo recebido. Uma das possibilidades a seguir pode

ocorrer:
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1. vs =ws,vg = wg € V7 = w7, nesse caso, o simbolo foi enviado sem

erro;

2. vs #£ Ws e Vg £ Wg, nesse caso, o erro estd na primeira posicdo;
3. v5 # ws e v7 # wy, nesse caso, o erro estd na segunda posicdo;
4. vg # wg e v7 # wq, nesse caso, o erro estd na terceira posi¢ao;

5. vs # ws, Vg £ W € V7 # W7, nesse caso, o erro estd na quarta

posicdo;
6. vs # ws, nesse caso, o erro estd na quinta posicao;
7. Ve # We, nesse caso, o erro estd na sexta posicao;

8. vy £ w7, nesse caso, o erro estd na sétima posi¢do.

Antes de mostrarmos esse algoritmo em acdo, entendemos que cabe

aqui uma breve explicagao, caso a caso, do porqué do seu funcionamento.

1. No caso 1, ndo temos muito o que explicar, pois todos as verificacdes

de paridade coincidem, logo, o simbolo enviado foi recebido sem
erro.

No caso 2, ao notarmos que vs # ws € Vg # Wwg, concluimos que
V7 = wy e, como v7 = dy 4+ d3 + dy, 0 erro nao pode estar em d», d3 ou
ds, logo, s6 pode estar em dy, pois € a discrepancia de valores nesse
digito que faz com que vs # ws € v # wg.

. No caso 3, ao notarmos que vs # ws € v7 # wy, concluimos que

Ve = Wg €, como vg = d| +d3 +d4, 0 erro ndo pode estar em dy,d3 ou
dy, logo, s6 pode estar em d», pois € a discrepancia de valores nesse
digito que faz com que vs # ws € vy # wy.

No caso 4, ao notarmos que vg # wg € v7 # w7, concluimos que
Vs = w5 €, uma vez que vs = d| +dy +d4, 0 erro ndo pode estar em
dy,d> ou dy, logo s6 pode estar em d3, pois € a discrepancia de valores

nesse digito que faz com que vg # wg € V7 # wr.
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. , .V v w7, i

5. No caso 5, ao notarmos que vs # ws, Vg 7 Wg € V7 7, concluimos
que o erro s6 pode estar em um digito que € comum a vs,vg € V7, O
qual, como pode ser visto facilmente, € d4, pois € a discrepancia de

valores nesse digito que faz com que vs # ws, v # wg € V7 # wr.

6. Nos casos 6, 7 e 8, a0 notarmos que vs # ws, Vg 7 Wg € V7 £ W7, Tes-
pectivamente, tendo em vista as observacgdes anteriores, s6 podemos

concluir que o erro ocorreu na posicao vs,ve ou v7, respectivamente.

Vejamos em um exemplo como esse procedimento funciona na corre¢ao

de um unico erro de um simbolo.

Exemplo 7. Suponha que o simbolo x' = 0101010 tenha sido transmitido
com um erro na quinta posi¢do, ou seja, o simbolo recebido foi x" =
0101110.

Aplicando o Algoritmo |5\ ao simbolo recebido, temos que ws = dy +dp +
dp=04+14+1=0,wg=d|+d3+ds =0+0+1=1lewy=dr+d3+ds=
14+041=0. Comparando com vs = 1,v¢g = 1 e v = 0 fica fdcil ver que
Vs # ws, logo, 0 erro estd na quinta posi¢do, como jd era de se esperar. Para
corrigir o erro, basta modificar o simbolo da quinta posicdo, trocando o 1

por 0 e, para decodificar o simbolo, basta tomar as 4 primeiras posigoes.

Com os Algoritmos [ e[5] podemos codificar, decodificar e corrigir um
tinico erro de qualquer um dos 16 simbolos do c6digo C(7,4). Entretanto,
existe uma maneira mais pratica de se codificar, decodificar e corrigir um
unico erro nesse cddigo, mais ainda, tal maneira é facilmente generalizada
para a familia de cédigos C(2K — 1,2k —k—1).

Considerando a Tabela[4.6|acima, observamos que os coeficientes de

dy,---,v7 presentes em suas entradas sdo os mesmos da matriz:

G3

|
o O O =
oS O = O
S = O O
- O O O
—_ O = =
—_— O =
=)
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a qual é chamada de matriz geradora do cédigo C(7,4), visto que qual-
quer simbolo X desse codigo € codificado no simbolo X’ através da sua
multiplica¢do com a matriz geradora, ou seja, X' = XG3. O indice 3 de-
signa o ndmero de digitos de verificacdo do cédigo que, como ja vimos
anteriormente, nesse caso sao 3.

Exemplo 8. Para codificar o simbolo x = 0101 novamente, basta realizar

a multiplicacdo em Z; das matrizes

x=(0101)

e
1000110
01 00101
Gz =
001 0011
000 1T1T1'1

obtendo a matriz:
XG3=X’=<O 10101 0)

a qual representa o simbolo codificado x' = 0101010. Note que obtemos o

mesmo simbolo codificado anteriormente.

Para o caso geral da matriz geradora de um cédigo C(2K — 1,28 —k—1),

nods temos a seguinte definicao:

Definicao 7. A matriz geradora, denotada Gy, é uma matriz de dimensao
(2K —k — 1) x (25 — 1) com coeficientes em 7o, tal que todos os elementos
codificados do codigo C sejam obtidos através da sua multiplicagdo pela

matriz geradora.

Outra matriz que possui destaque no c6digo de Hamming € a chamada
matriz de controle ou matriz de paridade Hy. Para o c6digo C(7,4), temos

que:
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Hz =

[ S —
—_— O =
—_ - O
—_ = =
S O =
S = O
- O O

e para o caso geral, temos que a matriz de paridade de um cédigo C (2% —
1,25 —k — 1) é definida como segue{’]

Definicao 8. A matriz de paridade, denotada por Hy, é uma matriz de
dimensao k X (2k — 1) com coeficientes em 7y, tal que Gy H|, = 0, na qual

H, denota a matriz transposta de Hy e 0, a matriz nula.

Note que as matrizes G3 e Hz do c6digo C(7,4) podem ser escritas como
Gs =[I4 Al e H3 = [B L], em que A e B sdo matrizes satisfazendo A’ = B,
e I; e 14 denotam as matrizes identidade de dimensdo 3 e 4, respectivamente.
Além disso, quando as matrizes Gz e H3 estdo escritas nessa forma, dizemos
que as mesmas estdo em sua forma padrdo. A generalizacdo desse fato
€ o conteido do préximo teorema, o qual nos permitird obter G; em sua
forma padrao, sempre que definirmos H; também em sua forma padrao e
vice versa. A demonstracdo desse teorema ndo serd inserida aqui, pois se
utiliza de conceitos que fogem do escopo deste trabalho, porém ela pode
ser encontrada em Meneghesso (2012, p. 19-20).

Teorema 2. Sejam Gy = [Ix_,_; A] e H, = [B Iy]. Hy serd a matriz de
verificagdo de paridade associada a matriz geradora Gy, se, e somente se,
A! = B. Além disso, o cédigo bindrio correspondente C(2K —1,2F —k —1)
serd corretor de um uinico erro se, e somente se, as colunas de Hy forem

ndo nulas e distintas.

Em vista do Teorema[2] uma pergunta que pode surgir é: As matrizes Gy

e Hy, sio as tinicas que definem um cédigo da forma C(2F — 1,2 —k—1)? A

%0 leitor com conhecimentos de Algebra Linear deve ter percebido que as linhas da
matriz geradora formam uma base para um espago vetorial que € isomorfo a Z%k_k_l.
Mais ainda, nota-se também que as colunas da transposta da matriz de paridade formam
uma base para o complemento ortogonal do espago vetorial gerado pelas linhas da matriz
geradora.
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resposta para essa pergunta €é negativa, além disso, a seguinte defini¢cao nos
d4 as condicoes para a criagdo de outras matrizes geradoras e de paridade,

chamadas de matrizes equivalentes.

Definicdo 9. Duas matrizes Gy e G, geram 0 mesmo cédigo C, ou seja, sdo
equivalentes, se uma pode ser obtida da outra através de uma sequéncia

finita de operacoes do tipo:
L1 Permutagdo de duas linhas;
L2 Adicdo de uma linha a outra;

C1 Permutagdo de duas colunas.

Exemplo 9. E ficil ver que a matriz geradora do cédigo de Hamming

definido na subsegao 2.4, através do Algoritmo 2] é igual a:

1 110000

1 001100
Gz =

0101010

1 101001

A qual, por sua vez é equivalente a matriz geradora do cédigo de Hamming

que definimos nesta se¢do a partir da Tabela H.6]

1000110
0100101
G3=
00100711
0001111

Pois podemos obter uma da outra através de aplicacoes sucessivas das

operacoes acima definidas. Faga Isso!

Para o caso geral, temos a seguinte proposi¢do, cuja demonstracao
segue da simples aplicagdo das operagdes (L1),(L2) e (C1). Para uma

demonstracdo dessa proposicdo para o caso em que os coeficientes das
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matrizes sdo elementos de um corpo K qualquer, ver Hefez (2008, p. 92-
93).

Proposicao 2. Dado um codigo C com matriz geradora Gy, existe um

cddigo equivalente C' com matriz geradora G, na forma padrao.

Isto posto, temos definida uma matriz geradora Gi. A codificagdo de
um simbolo u qualquer do cédigo C(2% — 1,25 —k — 1) se d4 simplesmente
pela multiplicacio de u por Gy, obtendo-se o simbolo codificado v = uGy,
ou seja, a codificacdo € simplesmente uma multiplicacdo de matrizes com
coeficientes em Z,. Para a decodificacdo e corre¢do ha dois casos: 1) o
simbolo foi transmitido sem erro; e ii) o simbolo foi transmitido com um
Unico erro.

Para o primeiro caso, se o simbolo codificado v foi transmitido sem
erro, entdo o mesmo ¢ anulado pela matriz de paridade. Com efeito, vH; =
(uGy)H; = u(GrH;) = u0 = 0, assim, sempre que o produto vH; for igual
a matriz nula, podemos concluir que o simbolo foi transmitido sem erro.

Para o segundo caso, sejam v um simbolo do c6digo C(2% —1,2F —k—1)
(sem erro) e v e Z%k_] o simbolo obtido pela adi¢do, em Z,, de 1 ao i-
ésimo digito de v. Logo, vl ¢ um simbolo codificado transmitido com
um erro no i-ésimo digito. Assim podemos escrever v =y 4 (0---0
\l/ dgito 0---0), a partir do que, temos:

i—simo

VOHE = vH + (0 - 0 1 0 - 0)H]
—~—
0
:(() ... 01 0 .- Q)H}é

Note que v(i)Hli ¢ a i-ésima linha de H;, logo, a i-ésima coluna de Hj.
Dessa forma, um erro ocorrido na i-ésima posi¢cdo da mensagem transmitida
equivale a i-ésima coluna de Hj. Para corrigir o erro, portanto, temos
que modificar o digito do simbolo recebido na posi¢ao que € equivalente

a i-ésima coluna da matriz de paridade. A seguir, ilustramos como esse
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procedimento funciona na corre¢do de um simbolo do cédigo C(7,4), o

qual é o cédigo para k = 3 no cédigo C(28 — 1,2k —k—1):

Exemplo 10. Consideremos novamente o simbolo x = 0101, que como pode
ser visto no Exemplo|8| ao ser codificado, se torna X' = 0101010. Assim,
como fizemos no Exemplo ]} introduziremos um erro na quinta posigdo,
obtendo X" = 0101110. Para corrigir esse erro, multiplicaremos o simbolo

x" pela transposta da matriz de paridade para este cédigo H:, obtendo:

X”H§:<o 10111 0)

~(100),

S O == O = =
O = O = = O =
—_— O O = m=m = O

a quinta linha de Hé e, consequentemente, a quinta coluna de Hs, logo, o

erro se encontra na quinta posicdo do simbolo x”, como jd esperdvamos.

Antes de irmos para o préximo exemplo, note que no cédigo C(15,11),
os simbolos sdo escritos na forma dydyds - - - d11vi2v13Vi4Vis, € que,

estendendo o Algoritmo [ para esse caso, podemos definir:

vip = di+dy+ds+ds+dr+do+di
viz. = di+d3+dys+de+d7+dio+dn
vig = dy+dy+ds+dg+dy+dio+din 4.2)
vis = ds+de+d7+ds+dy+dio+di

Essa maneira de definir vi,v3,v14 € vi5 € equivalente a definicdo de
vi,Vv2,v4 € vg dada pelo Algoritmo[2] na subsecdo 2.4, e a relagdo entre os
digitos 14 e aqui pode ser vista na Tabela abaixo. Desta forma, para
construir a matriz geradora G4 = [I; A], basta tomar A = [v]pv3vi4V;s], na

qual cada uma das quatro colunas de A € formada pelos coeficientes dos
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digitos dj,i = 1---11, que definem vy,Vv(3,Vi4 € Vi5.

Tabela 4.7: Equivaléncia entre os digitos vi2,Vv(3,V14 € Vi5 € V{,V2,V4 € Vg

SubsegéoZA‘vl V2 d3 V4 d5 d6 d7 143 d9 d10 d11 d12 d13 d14 d15
Aqui vig vi3 di vig dy d3 dy vis ds dg d7 dg dy dyo diy

Fonte: Elaborada pelo autor

Com esse exemplo, encerramos as consideragdes sobre o Cddigo de
Hamming e concluimos esta secdo. Para mais exemplos e outras considera-
¢oOes sobre esse codigo, como, por exemplo, sua interpretacdo geométrica,
ver Lira (2018a).

4.3 Consideracoes finais

O c6digo de Hamming definitivamente representou um marco para a
Teoria dos Cédigos Corretores de Erros. Os desenvolvimentos que se segui-
ram, em certa medida, s6 foram possiveis gracas ao trabalho desse pioneiro.
Sendo assim, a abordagem de seu c6digo na Educacio Bésica é mais do
que merecida, bem como representa uma excelente forma de introduzir
0 assunto para as novas geragdes de futuros engenheiros, matematicos e

pesquisadores das mais diversas dreas da ciéncia.

Na dissertacao que gerou este trabalho, Lira (2018a), nés desenvolvemos
uma sequéncia diddtica para o ensino do c6digo de Hamming em suas duas
formulagdes, tal como foram apresentadas anteriormente. Devido a natureza
deste trabalho, optamos por ndo a apresentar aqui, porém deixarmos a
sugestdo de leitura, e, porque nao, de aplicacdo da mesma nas escolas, para

o leitor disposto a tal.
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