Apéndice A

Material da formacao especifica:
as concepcoes de nUmeros
fracionarios

1 Introducao
1.1 Significado

Em nossas atividades para elaboracio de uma sequéncia de atividades que
desse conta do ensino dos nimeros fraciondrios, para a quinta série, o primei-
ro ponto importante levantado foi a necessidade de que as criangas dessem sig-
nificado a esse conhecimento. Vimos também que muitas situagbes permitiam
interpretacdes diferentes para os nuimeros fraciondrios e o quanto seria impor-
tante trabalhar com essas interpretagdes seria importante para o aprendizado da
crianga. Chamamos essas interpretacdes de concepgoes e as discutiremos conside-
rando suas principais caracteristicas em situagdes que as associam, bem como o
tratamento necessario para a resolu¢ao de cada uma dessas situacdes. Veremos as
seguintes concepgoes parte/todo, medida, quociente, razao e operador.

1.2 Quantidades

Quantificar significa associar um ntimero, por meio de contagem ou medi-
¢do, a alguma grandeza. Historicamente o conjunto dos nimeros naturais surge
para quantificar grandezas discretas e o conjunto dos niimeros reais para quanti-
ficar grandezas continuas. Boyer (1974, p. 52) diz que:

Originalmente, nos circulos pitagoricos, as grandezas eram representa-
das por pedrinhas, [...] mas na época de Euclides surge completa mu-
danca de ponto de vista. As grandezas ndo sdo associadas a niameros ou
pedras, mas a segmentos de reta. Em Os elementos os proprios inteiros
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sdo representados por segmentos. O reino dos nimeros continuava a ser
discreto, mas o mundo das grandezas continuas [...] era algo a parte dos
numeros e devia ser tratado por métodos geométricos.

Ainda, de acordo com Boyer (1974), isso se deve, provavelmente aos para-
doxos de Zeno e outros. O mais conhecido é o da corrida de Aquiles com a tar-
taruga. Como esta sai com vantagem Aquiles por mais depressa que corra nunca
a alcancara. Os pitagoricos tinham assumido que o espaco e o tempo podem ser
pensados como consistindo de pontos e instantes; mas o espago e o tempo tém
também uma propriedade, mais fdcil de intuir do que de definir, conbecida como
“continuidade” (p. 51).

1.3 Representagdes

Além, da linguagem natural que utilizamos normalmente para descrever as
situagdes, duas representagdes visuais se apresentam: o simbolo a/b que repre-
senta numericamente a situagao e a figura, de regides ou conjuntos divididos em
partes de mesma quantidade, que ajuda a entender ou pesquisar a solu¢do da
situacdo. Observe os seguintes exemplos:

Dois tergos do retdngulo é verde Quatro sextos das bolinhas sdo vermelhas

N
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2 Concepcoes

2.1 Parte/todo

1) Pintar dois tercos da figura abaixo.

2) Que fracdo da figura esta pintada?
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3) Pintar dois tercos das bolinhas abaixo.

0l0]010]00]010100]0)0.

2.2 Caracteristicas

As situacdes, que associam essa concepgao evidenciam partes de alguma
quantidade, que é considerada como um todo ou inteiro, presentes em todas as
discussdes que envolvem o desenvolvimento do conceito de niimero fraciondrio.
Esta interpretacdao depende da divisdo de uma quantidade continua (area, massa,
tempo, ...) ou de uma quantidade discreta (colecao de objetos) em partes ou sub-
conjuntos de mesma quantidade.

O numero a/b é usado para descrever uma divisdo em que o inteiro ou todo
foi dividido em b partes e dessas foram consideradas a partes. Desse ponto de
vista o0 nimero a nao pode exceder o namero total de partes b, isto é, a fracao a/b
deve ser menor ou igual a 1.

Nas situacdes que associam a concepgdo parte-todo, trés pontos merecem
atencdo: a natureza do inteiro, como ele pode ser dividido e o que sera considera-
do uma parte, pois remetem a diferencas de tratamento da situacio.

2.3 Caso discreto

Aqui o inteiro (todo) pode ser representado por um conjunto de objetos
idénticos, e neste caso, a situacdo parte/todo é tratada por niimeros naturais que
representam as quantidades de objetos que podem ser contados, agrupados ou
distribuidos. Podemos considerar trés tipos de situagoes.

a) Situagdes de contagem

Que fragdo das bolinhas é vermelba?

X X X JOI®

Quando efetuamos essa pergunta consideramos o conjunto das cinco boli-
nhas como um inteiro e pedimos a representacio pelo numero 4/6 da relaciao que
existe entre o numero de bolinhas vermelhas e o nimero total de bolinhas. En-
tendemos entdo que “quatro sextos das bolinhas sdo vermelhas” e que para obter
a resposta, primeiro contamos o total de bolinhas e depois as bolinhas que sdao
vermelhas. Este procedimento é chamado de dupla contagem das partes.
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b) Situagdes de agrupamento

Se Pedro tem trés bolinhas de gude, Jodo tem 4 e Marcos tem § bolinbas, qual
a fracdo do total de bolinhas que cada um possui?

Nesta situac¢do o inteiro passa a ser o conjunto formado pelas bolinhas dos
trés meninos e as fragcoes obtidas: 3/12,4/12 e 5/12 representariam a relag¢do entre
a quantidade de bolinhas de cada um dos meninos e a quantidade total de boli-
nhas. Para chegar a resposta foi necessario obter a soma 3 + 4 + 5 e relaciona-la
com o numero de bolinhas de cada um.

c) Situagdes de distribuicéo

Pintar 3/4 das bolinhas abaixo.

0lG]0]010i0I0]010]0100

Nesta situagao, o numero que representa a quantidade total de bolinhas de-
vera ser dividido em quatro partes, de mesma quantidade, para que dessas sejam
consideradas trés para serem pintadas.

Para resolver o problema contamos o total de bolinhas e efetuamos sua dis-
tribui¢do em 4 grupos ou dividimos o total por quatro, percebendo que cada
parte contém 3 bolinhas, isto é um quarto das bolinhas corresponde a trés. Como
queremos trés quartos teremos entao que pintar 3 dessas partes, ou seja, 9 boli-
nhas. Na verdade as situagdes que envolvem a concepcao parte/todo no discreto
nos remetem diretamente a divisdo nos naturais ou ainda a concepgao de razao se
entendermos que “de cada quatro bolinhas temos que considerar trés”.

Cabe destacar que:

Existem situagdes que associam a concep¢do parte-todo em contextos discre-
tos que ndo tém solugio. Por exemplo, nio podemos dividir igualmente quinze
bolinhas em quatro partes, porque o numero de bolinhas ndo é um maultiplo de
4. Aqui, a linguagem fracionaria é inadequada porque a situacdo se encaixa nas
divisdes com resto dos nimeros naturais, pois nao podemos dividir uma bolinha
de gude. E importante perceber que uma flor, ou um carro, ou um botio etc.
ndo podem ser divididos porque caso o fizéssemos esses objetos perderiam suas
caracteristicas, por exemplo, o botdo deixaria de ser botdo e isto ¢é inerente as
grandezas discretas que sdo tratadas por nimeros naturais e nao por fracionarios.

Por outro lado, temos situacdes em que impropriamente utilizamos a fra-
ciondria para objetos diferentes. Por exemplo, quando dizemos que metade dos
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peixinhos do aquario é vermelho, na realidade ndo estamos nos referindo a fra-
ciondrios, mas a divisio de nimeros naturais.

2.4 Caso continuo

Quando apresentamos uma superficie, previamente dividida em partes con-
gruentes, para identificar o nimero fraciondrio que corresponde a alguma parte
dessa superficie, s6 precisamos contar duas vezes, uma para identificar o total de
partes e outra para contar as partes que serdo consideradas. Na verdade estamos
discretizando o continuo para utilizar somente a contagem, da mesma forma que
fizemos no caso discreto.

Um ponto a ser discutido, neste caso, é o que entendemos por igualdade das
partes. As apresentacdes de superficies totalmente divididas em partes congruen-
tes induzem ao entendimento de que a igualdade das partes implica na igualdade
da forma e da 4rea (partes congruentes) o que nio é verdade.

2.5 Forma das partes

Como o ensino enfatiza nas situagdes que associam a concepgao parte-todo
em contextos continuos a contagem das partes de figuras previamente divididas
em partes congruentes, ndo possibilita discussoes a respeito de area e forma.

Em situacdes de divisdes nao usuais, como as apresentadas abaixo, é co-
mum a alega¢do da nio possibilidade da identificacdo da fragio que representa
a parte pintada da figura, sob o argumento de que a figura ndo estd dividida em
partes “iguais”.

N =
| o

Por outro lado, em figuras como as abaixo, pode acontecer o contririo. A
contagem das partes enfatizada no ensino pode conduzir a ndo percep¢iao de que
as partes nao sao “iguais”, nem em forma, nem em drea e, a identificacdo das
partes pintadas pelas fracdes 3/5 e 2/6, respectivamente.
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Com certeza esses tipos de erros, poderiam ser evitados se o enfoque para
a construcao da concepgio parte-todo em contextos continuos, nao se resumisse
a contagem das partes de figuras ja divididas, mas sim na relagio entre areas, a
partir de tarefas que solicitassem a divisdo de figuras, que conduziriam natural-
mente também a percepcdo da equivaléncia tanto de areas, quanto dos nimeros
fracionarios que as representam.

2.6 Diviséo do inteiro

Se tomarmos um retangulo para dividir em duas partes de mesma drea, por
exemplo, existiriam varias possibilidades para essa divisdo. Entre elas podemos
considerar, por exemplo, as possiveis por um Gnico trago.

Ou, as possiveis com mais tragos ou linhas curvas.

A tarefa de solicitar a divisdo de inteiros encaminha para a necessidade de um
planejamento e tomada de decisdo para desenhar os tracos que dividirao a figura.

Embora o circulo seja, normalmente, usado para representar fracionarios e
muitos materiais manipulativos desenvolvidos para o ensino empregam essa forma,
dividi-lo em partes iguais ndo € tarefa simples, pois exige a identificacdo de seu cen-
tro e algumas técnicas de desenho geométrico para decidir onde desenhar as linhas,
a nao ser que utilizemos essa forma para ser dividida por meio de dobraduras.

Cabe destacar que:

Em muitos casos, o aluno, ao observar as divisdes e utilizar a contagem para
identificacdo de partes, perde a referéncia do inteiro, principalmente em situacoes
de comparagio.

Observe, nas duas primeiras figuras abaixo que, embora a parte pintada de
ambas possa ser representada pelo mesmo nimero, a drea ndo é a mesma, porque
a area dos inteiros é diferente. Nas outras figuras, acontece o contrario, embora
a area pintada seja a mesma, o numero fraciondrio que as representa ¢ diferente
porque a area dos inteiros é diferente.
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E frequente, em livros didéticos, aparecer ilustragdes com divisio de frutas,
pdes, bolos etc. em “partes iguais”, considerando uma divisdo visual supostamen-
te de “mesma area”. No caso de um bolo, a igualdade ndo pode ser a “drea” de
cada pedago, mas sim a quantidade de bolo que tem em cada pedaco que s6 pode-
ria ser determinada pelo seu “peso” (massa). E o caso também da pizza, exemplo
classico do ensino de fragdes. Nao estamos aqui, descartando esses modelos, que
sdo uteis para que as criangas deem significado a necessidade dos novos nimeros,
mas questionando a igualdade das partes tdo enfatizada no ensino. Nesses casos
temos que supor e ndo afirmar que as partes sao iguais.

2.7 Medida

1) Qual a distancia entre o ponto A e o zero?

0
0 A 1

2) Qual a distancia entre os pontos A e B?

L 2 L 4 . 2 . 4 > 4 . 4 . 2 . 2 +
0 A B 1

Nesta concepgio a fragio a/b é associada a uma unidade de medida que foi
dividida em b partes de mesma medida, das quais foram consideradas a partes.
Podemos, por exemplo, associar a fracdo a/b a um ponto de um segmento de
reta tomado como unidade, que foi dividido em b partes congruentes (ou em um
multiplo de b), dos quais foram consideradas a partes. Na verdade, a divisao da
unidade caracteriza uma relacdo parte-todo no continuo.

2.8 Caracteristicas

A principal caracteristica da concep¢do de fraciondrios como medida, é a
utilizag¢ao repetida da fracao 1/b para determinar uma distancia. Normalmente,
solicita-se a medida da distancia entre dois pontos usando 1/b como unidade de
medida e utiliza-se a representacdo da figura de uma reta numérica ou de uma
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régua. Para essas representacdes é necessario algum conhecimento de escala, a
presenca do zero como ponto de partida e intervalos de medidas iguais. O prin-
cipal desafio sera entender que a fragdo 1/b é uma unidade de medida que deve
ser usada repetidamente para determinar o comprimento desejado e que este, no
final, pode ser representado por uma fragao a/b que, por sua vez, representara ax%,
ou seja, a vezes a ocorréncia da unidade 1/b.

Nas situacdes de medida, é preciso a determinagdo de uma unidade de me-
dida invariavel, a especificacio dos pontos de inicio e de final da medigao a ser
realizada e nameros fraciondrios para que se concretize o ato de medir.

Tomando um segmento com mais de uma unidade podemos obter a ocor-
réncia da fragdo efetivamente como um numero e perceber que 3/5 ¢ um numero
entre 0 0 e 0 1 e, ainda, que 1%, por exemplo, é um nimero entre 1 e 2. Além disso,
entender que o conjunto dos niimeros racionais ¢ uma extensiao do conjunto dos
numeros naturais observando que os nimeros racionais preenchem os “vazios”
entre 0s numeros naturais.:

Ef
5

3
1+—=1
5

| W

=
5

Outro ponto importante das situagdes que associam a concep¢ao de medida,
que ndo ocorre satisfatoriamente na concepc¢do parte-todo, é a ocorréncia, de
forma natural, de fra¢des maiores que a unidade, da notagdo de nimeros mistos
e da soma de duas medidas, o que favorece a percepcao da equivaléncia no reco-
nhecimento de que a mesma medida recebe nomes diferentes em fung¢ao de novas
divisdes da unidade.

Cabe destacar que:

Historicamente muitos povos sentiram a necessidade de outros niimeros, que
ndo os naturais, para poder representar resultados, principalmente de medig¢oes,
conduzindo-os a buscar uma unidade que ndo exigisse a representacao fraciona-
ria, no entanto, diante da impossibilidade de realizar essa tarefa cada construiu
suas proprias unidades. Um consenso parcial ocorreu somente em 1792 com a
criagdo do sistema métrico decimal que se consolidou, principalmente, para faci-
litar as relagdes comerciais entre povos diferentes.

A concepciao de medida é necessdria no ensino porque ajuda os alunos a
perceber a necessidade dos numeros fracionarios, a lhes dar significado e a cons-
truir um novo campo de conhecimentos. Mas, isto s6 acontecera se eles puderem
escolher unidades de medidas ndo padronizadas e a perceber a necessidade de sua
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subdivisdo para poder associar um nimero a grandeza que estd sendo medida.
Em medidas de comprimento isto pode ser facilmente obtido a partir de tiras de
papel consideradas como unidade. O uso de réguas, neste caso, seria desaconse-
lhdvel, em um primeiro momento, porque como as divisdes ja estdo explicitas as
criangas niao percebem as subdivisdes da unidade voltando a tratar as situacoes
de medi¢do somente com a contagem.

2.9 A reconstituicdo do infeiro

Podemos apresentar aos alunos tarefas em que as figuras representem partes
e solicitar que o inteiro seja reconstituido. Uma boa compreensio de fragdes deve
permitir que a partir do inteiro se identifique qualquer parte desse inteiro, mas
também, que a partir de partes se reconstruia o inteiro. As duas concepgdes estu-
dadas nos permitem elaborar atividades desse tipo:
1) Se a figura abaixo é um ter¢o do inteiro, desenhe o inteiro.

2) Se 2/7 das bolinhas de Sérgio sdo brancas e ele tem 12 bolinhas brancas, qual
o total de bolinhas que Sérgio possui?
3) Se o desenho abaixo representa 2/3 da unidade qual é a unidade?

&
v

0

Wl ¢

Este caminho de volta permitird a constatacao de que no caso da concepgio
parte/todo associada a superficies podemos obter inteiros com formas diferentes
como resposta, 0 que nio acontecerd no caso discreto ou na concep¢dao de me-
dida, em que encontramos uma tnica solu¢ao. Além disso ajuda a desenvolver a
percepcao visual de figuras e seu tratamento a partir da composi¢ao, aprofunda a
compreensao das concep¢oes envolvidas e da reversibilidade de situacoes.

2.10 Quociente

1) Se temos trés pizzas para distribuir igualmente entre quatro criangas, quanto
cada uma vai receber?

2) Se temos nove bolinhos para distribuir igualmente entre cinco criangas,
quanto cada uma vai receber? Qual a sentenca matemadtica que representa
essa acao?
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3) Joao tem 25 bolinhas de gude e quer distribui-las entre seus trés sobrinhos.
Quando cada um ira receber?

4) Tenho trés pizzas e quero dar metade de cada uma delas para cada crianca.
Para quantas criangas posso distribuir as pizzas.

2.11 Caracteristicas

Historicamente alguns povos associaram os fracionarios diretamente a divi-
sdo de naturais em situacdes de distribuicdo desenvolvendo técnicas para obter
tais resultados.

A concepgdo de fraciondrios enquanto quociente € associada diretamente a
atos de distribui¢ao ou de divisio em que a fragdo a/b representa que a foi distri-
buido ou dividido em b partes. Nesta concep¢ao o numerador @ nio representa
partes do inteiro ou da unidade, mas algo que serd dividido em um numero b de
partes. Nestes casos o nimero a pode ser menor, maior ou igual a b.

Nas situacdes que associavam as concepgdes anteriores estivamos quantifi-
cando e trabalhando com uma tnica variavel: o inteiro ou a unidade de medida,
agora podemos ter duas varidveis, por exemplo: pizzas e criangas, embora a con-
cepcao parte-todo seja mobilizada na distribuicdo solicitada. A principal caracte-
ristica das situagdes que associam a concepg¢ao de quociente seja a representagao
do fracionario pela operagio de divisio.

2.12 Caso discreto

A distribui¢do de 12 bolinhas entre 3 meninos, por exemplo, implica na mes-
ma quantidade de bolinhas para cada um e pode ser representada por 12 + 3.
Na realidade, trata-se de uma situagao que envolve a divisdo de niimeros naturais.

Cabe destacar que:

Situagdes que associam a concepgao de quociente em contextos discretos
solicitam, na realidade, a mobiliza¢io da divisdo euclidiana, no exemplo (3) teria-
mos: 25 = 3 x 8 + 1, cada crianga recebe oito bolinhas e sobrara uma. As criangas
provavelmente determinardo algum critério para distribuir a bolinha que resta,
pois com certeza ndo tentardo partir a bolinha porque sabem que obterdo peda-
¢os de vidro e nao bolinhas.

As criancas, normalmente, realizam com facilidade tarefas de divisio em
contextos discretos, porque estas podem ser realizadas por procedimentos diretos
de contagem, como € o caso da divisio em seu aspecto partitivo: dada a quan-
tidade de inteiros e o numero de partes em que se quer dividir essa quantidade,
solicita-se a quantidade de cada parte. Algumas dificuldades podem surgir se a
tarefa apresentada se relacionar ao aspecto da divisdo por cotas: quando é dada
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a quantidade de inteiros e a quantidade de cada parte e solicita-se a quantidade
de partes possiveis.

2.13 Caso continuo

Como as situagdes na concep¢ao de quociente solicitam uma divisdo, as di-
ficuldades na procura de partes que tém mesma drea, ja vista na situagdo parte/
todo, permanecem, sendo necessario um plano de acdo com procedimentos de
estimativa, de tentativa ou mesmo de operagdes aritméticas para determinar a
solucdo do problema.

As situagOes que associam esta concepgao em contextos continuos se pres-
tam satisfatoriamente a divisio de varias regides ao mesmo tempo, cCOmo por
exemplo: Dividir cinco pizzas igualmente entre quatro pessoas. Este é um tipo de
problema que pode apresentar, entre outros, dois caminhos de solucdo: a divisdo
de cada pizza em quatro, destinando para cada pessoa cinco partes ou a distribui-
¢do de uma pizza inteira para cada uma e a divisdo de uma das pizzas em quatro
partes. As duas solugdes nos levam ao mesmo resultado, mas podem ser represen-
tadas de maneiras diferentes. O c6digo misto e a operacdo de divisdo aparecem na
equivaléncia com a fracio maior que um encontrada na distribuigio.

Ja para dividir trés barras de chocolate igualmente entre cinco criancas é
necessaria a divisao dos trés chocolates, sendo que uma das possibilidades pode
ser representada por:

| —
b | e | =
W | —
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Nas duas situagoes podemos perceber que a partir da divisdo satisfatoria
de uma das pizzas ou de um dos chocolates, o processo pode ser repetido para a
divisdo dos restantes.

Essas situacoes favorecem a constru¢do de significados diferentes, pois a
acao de dividir uma unidade em cinco partes e tomar trés delas (3/5 como parte/
todo ou medida) é diferente da acdao de dividir trés inteiros em cinco, embora as
duas sejam representadas pelo mesmo nimero fraciondrio.

Cabe destacar que:

Quando utilizamos pizzas, chocolates, bolos, ... para as situagoes de ensino
pretendemos que a partir delas as criancas deem significado as novas quantidades
encontradas. Quando dividimos uma pizza em quatro partes e associamos a cada
uma a fragio 1/4 estamos considerando apenas o aspecto visual da igualdade das
partes pois esta s6 poderia ser obtida a partir do “peso” da pizza inteira e das
partes o que ndo faz sentido algum na realidade. O mesmo acontece nas situagoes
que envolvem chocolates pois a maioria destes ja sdo fabricados dividido em par-
tes “iguais”.

2.14 Razdo

Diferente das situagOes anteriores, as que associam a concep¢ao de razdo nio
sdo representadas por uma parti¢io ou medi¢ao ou distribui¢do, mas pela compa-
racdo de duas quantidades (do mesmo objeto ou de objetos diferentes), isto €, as
razoes podem ser utilizadas como um indice comparativo entre duas quantidades.

2.15 Algumas situacdes

1) Uma receita pede 2 copos de aglicar para 3 copos de farinha. Quanto de
farinha é necessario para fazer uma receita utilizando 15 copos de agticar?
Quantas receitas poderiam ser feitas?

2) Em um saco existem quatro bolas pretas e cinco bolas brancas. Tirando ale-
atoriamente uma bola qual é a probabilidade de que seja preta?

3) Em uma caixa existem trés bolas vermelhas e duas azuis. Qual é a razdo das
bolas vermelhas para as bolas azuis?

4) Qual a fracdo do retangulo abaixo que estd pintada?

3 cm

2 cm
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5) Que fracdo das bolinhas é vermelha? Qual a razao das bolinhas vermelhas
para o total de bolinhas?

X X X JOI®

6) Se um jogador de basquete acerta uma bola em cada duas que arremessa em
um jogo e trés em cada quatro no jogo seguinte. Qual é a sua performance
nos dois jogos?

7) Se em uma sala de aula temos dois meninos para cada trés meninas qual a
porcentagem de meninos nessa classe?

8) Qual a velocidade em km/h de um carro que percorre 4 km em 6 minutos?

2.16 Caracteristicas

Uma das caracteristicas dos niimeros fracionarios enquanto razdo é a predo-
minancia da ideia de par ordenado de nimeros naturais, descrito de acordo com
a situagao por um fraciondrio a/b ou por a : b. Por sua vez, esta razdo determina
uma propor¢ao, visto que qualquer alterag¢do feita em a provocard uma mudanga
previsivel em b.

Por exemplo, se identificamos em uma situagdo a razdo 3/4 (ou 3 para 4)
teremos consequentemente as razoes 6/8 ou 9/15 e assim por diante, que nos
permite definir a propor¢ao como a igualdade entre duas razdes e representa-la
genericamente por a/b = c/d ou a : b :: ¢ : d, que se |é “a esta para b, assim como
c esta para d”. A descric¢do inicial obtida da situacdo apresentada pode ser enten-
dida como uma constante que se conserva na proporcionalidade.

Sob este ponto de vista nem sempre se pode identificar um inteiro, embora
nas comparagoes realizadas além da relagido parte/todo podem ser detectadas re-
lagdes do tipo todo/todo ou parte/parte.

O trabalho com razoes pode encaminhar os alunos a perceber a equivaléncia
de niimeros fracionarios, a desenvolver o pensamento proporcional, além de po-
der se tornar uma excelente ferramenta para a resolu¢ao de problemas.

Cabe destacar que:
A importancia da razdo esta na quantidade de situacoes da realidade em
que aparecem:

— A razdo pode transmitir uma no¢ao de grandeza relativa quando define uma
nova grandeza a partir de duas outras grandezas apresentadas, como por
exemplo, a velocidade média que relaciona espago e tempo. Nestas situa-
¢cdes podemos ter situagdes que exigem simplesmente a comparac¢do entre
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0 espaco e o tempo ou a busca de valores adicionais para uma propor¢io
obtida (regra de trés).

— As escalas nos mapas planos e miniaturas sdo representadas por razdes que
relacionam as medidas utilizadas nos mapas (ou miniatura) com as medidas
reais.

—  As receitas culindrias e misturas de liquidos também envolvem diretamente a
ideia de razao.

— A densidade demogréfica também é um exemplo da utilizagdo de razdo, pela
comparagao da quantidade de habitantes por km? de uma regiao.

— Na probabilidade a utilizagdo da razao lhe da um carater de simples calculo
aritmético quando se compara a quantidade de casos favoraveis com a quan-
tidade de casos possiveis.

— Na porcentagem podemos estabelecer uma razio a partir da comparagio
entre um numero dado e conjuntos de 100 partes. Por exemplo, um desconto
de 15% em um objeto que custa 300 reais poderia ser entendido por:

YO0 J— 100,00
S0 J— 100,00
Y0 J— 100,00

O que leva a perceber que existe a mesma relacdo entrel5 e 100 e 45 e 300.
A diferenga entre a concepcao de razdo e a parte/todo é bastante sutil.

A razdo entre medidas de dreas permitira identificar uma relagio parte/ todo
em situagdes que a parte em questao do inteiro ndo permite o recobrimento total
desse inteiro considerado com partes congruentes a inicialmente dada do tipo do
exemplo 4, apresentado acima.

2.17 Dificuldades

Algumas situagdes que associam a ideia de razao apresentam obstaculos de
carater operatorio. Por exemplo, quando pensamos em triplicar a quantidade de
ingredientes de uma receita de bolo, podemos pensar em multiplicar a quantidade
de ingredientes por 3 ou somar trés vezes a quantidade dos ingredientes da recei-
ta. Tal interpreta¢do pode levar o aluno a operar de forma erronea com nimeros
fraciondrios e entender que 3%:3 ou que §+§+§=g.

Outra questao que surge com a concepgao de razdo € a possibilidade de re-
presenta-la pelo quociente de dois nimeros. Existem situagcdes em que a divisao
dos dois numeros envolvidos aparece de forma natural. Este é o caso de dizer
que um carro que percorre 300 km em 5 horas percorreu essa distincia a uma
velocidade média de 60 km/h. O mesmo nao acontece no caso da receita de bolo,

pois nao faz sentido dizermos que usamos aproximadamente 0,67 agucar/farinha.
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Existe uma crenga de que razdo é divisao, e em alguns casos isso é verdade e tem
significado, mas em outros casos isso nao se aplica.

Talvez por tais obstaculos houve um tempo em que as razdes e proporcoes
eram representadas somente por a : b : ¢ : d, provavelmente para assinalar que
temos uma ag¢ao especifica de comparagao entre dois niimeros e nio um nimero
fracionario, embora em outras situagdes a representag¢ao fraciondria para compa-
ragdes nao causem esse tipo de problemas.

2.18 Operador

1) Se 2/3 de 12 é 8, por quanto tenho que multiplicar o 8 para obter 12?2

2) Se minha receita de bolo pede 3 copos de leite mas eu s6 tenho 2, quanto
devo tomar dos outros ingredientes para fazer o bolo usando esses 2 copos
de leite?

3) Dado um retangulo com medidas 4 e 6 centimetros obter um novo retingulo
que tenha as medidas dos lados iguais a % das medidas originais.

2.19 Caracteristicas

Em situacbes que associam a concepgao de operador o nimero fraciondario
assume o papel de transformar uma situacdo inicial para produzir uma situa¢io
final adquirindo um carater funcional de transformagio.

Esta interpretagio pode nos conduzir a entender esse numero fracionario
como uma mdquina de transformacdo. No terceiro exemplo acima, a fracao %
atua sobre as medidas dos lados do retangulo assumindo o papel de transformar
as medidas iniciais do retingulo dado nas medidas dos lados do novo retangulo.
E como se tivéssemos uma maquina que transforma o que entra em seus %.

Essa ideia apresenta um contexto natural para o desenvolvimento da nogio
de composicao de transformagoes, de inverso de um fraciondario a partir do ope-
rador que reconstrdi o estado inicial e também da nogdo de identidade com o
operador que nao modifica o estado inicial.

Assim, percebemos que o numero fracionario é considerado como um nime-
ro e nio como um par de numeros e que as situagdes que associam o fracionario
como operador pode envolver:

— um operador que produz situacdes finais diferentes dependendo da situacdo
inicial;

— operadores diferentes que produzem a mesma situacdo final (operadores
equivalentes);

— operadores que voltam a situagado inicial (operador inverso);

— o operador que ndo altera a situacdo inicial (operador idéntico).
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Nessas situagdes podemos associar a operagao de multiplicacdo, tanto de um
inteiro por um fracionario, quanto entre fraciondrios, traduzindo por exemplo, o
dobro de 1/5 por 2><% ou ainda, a metade de dois ter¢os por 1?%, sendo que esta,
geralmente, é chamada de fragio de frag¢do e interpretada como a agio do fracio-
nario %2 sobre a fragdo 2/3 que produz o estado final de 2/6.

2.20 Caso continuo

Em contextos continuos, o fracionario a/b pode ser considerado um opera-
dor que reduz as medidas de uma figura (comprimento ou drea) se a < b e a am-
plia nos casos em que a > b. No exemplo, a seguir, o operador que transforma a
figura é 3, também, chamado de razao de semelhanga, embora a razdo que reduz
as medidas da figura inicial seja “de 4 para 3”.

Associando a esse exemplo uma maquina de transformagao que operara com
%. temos:

W 6 _X8=6
M

Utilizando razao temos:

8 4 para 3 6

Com as duas maneiras de proceder obteremos como situacao final, um qua-
drado com 6 cm de lado. Fica implicito nessa a¢do que primeiro atua a operacao
de divisdo (8 : 4 = 2) e depois a de multiplicagido (2 X 3 = 6) que serdo representa-
das por %x8 =6, porque queremos encontrar % de 8 cm”.

Com a razdo entendemos que para cada 4 cm da figura inicial consideramos
3 ¢m na nova figura. Assim, com o devido cuidado podemos, a partir das con-
cepcoes de operador e razdo desenvolver as nogdes de ampliacdo e redugio de
figuras, por exemplo.

2.21 Caso discreto

Nas quantidades discretas a fracdo a/b produz sobre a quantidade de elemen-
tos de um conjunto um efeito que resulta em a/b vezes a quantidade de elementos
do conjunto inicial, % de 16 bolinhas é um conjunto com 3¢ bolinhas, que

4
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resulta em 12 bolinhas. Se pensarmos na razdo entre o numero de bolinhas do
conjunto de partida para o numero de bolinhas do conjunto de chegada temos
que de 4 bolinhas do conjunto inicial foram tomadas 3. Mas, s6 podemos ter um
fraciondrio operando sobre o nimero de elementos de um conjunto se esse nime-
ro for maltiplo de b.

As porcentagens podem ter a caracteristica de operador se interpretarmos,
por exemplo, que 60% de 35 corresponde ao fraciondrio 60/100 atuando sobre
35 e representarmos tal acio por x3s.

O fracionério atuando como operador descreve um estado a partir da si-
tuagdo dada e uma ordem a partir da acdo realizada estabelecendo duas formas
de equivaléncia:

a) de operadores diferentes que atuam sobre o mesmo estado inicial produzin-
do o mesmo estado final.

Estado inicial Operador Estado final
12 ><2 8
3
12 xi 8
6
12 ><i 8
12

Esta infinidade de operadores serdo chamados de equivalentes porque pro-
vocam o mesmo efeito no objeto em que sdo aplicados e permitem estabelecer a
relacao CRCE_ .

b) de estados: quando o mesmo operador atua sobre estados iniciais diferentes
produzindo a mesma transformacgao.

Estado inicial Operador Estado final
12 ><2 8
3
24 ><E 16
3
54 ><E 36
3

A equivaléncia aqui surge na comparacdo do estado inicial e do estado final

e permite estabelecer a relagio 2-24_3% _

8 16 36
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