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Introducdo

Nosso interesse por nimeros fracionarios vem desde 1989, quando em pes-
quisa sobre o assunto, com alunos do Ensino Fundamental, percebemos suas difi-
culdades para se relacionar com esses numeros. Neste trabalho, alguns resultados
obtidos sdo apresentados em Jahn e outros (1999) e mostram que a introducdo
de nameros fraciondrios nas séries iniciais pelo procedimento da dupla contagem
das partes, em superficies totalmente divididas em partes congruentes, conduz a
crianga a entender os fraciondrios, como se fossem dois nimeros naturais: um
que se coloca em cima e outro abaixo de um traco. Além de mostrar que esse
procedimento descaracteriza a superficie apresentada por nio tratar de sua drea e
privilegiar a “discretizacdo” dessa superficie para permitir a contagem.

Embora o enfoque, com figuras convenientemente divididas permita repre-
sentar alguma parte pintada da figura por um nimero fraciondrio, com sucesso,
essa representacao podera conduzir ao fracasso, quando o objeto representado
fugir desse padrio. Por exemplo, nos desenhos da Figura 1, pelo procedimento da
dupla contagem das partes, o aluno poderia associar 2/8 e 1/7, respectivamente.

-, -~ oA
]

e

Figura 1 —representaciio geométrica de fraciondrios.

Decididos a aprofundar este estudo com o objetivo de promover mudangas
no processo de aprendizagem, para alunos do quarto ano de magistério de um
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CEFAM!Y, em nosso mestrado, fizemos uma formagdo apoiada em algumas das
concepgoes de nimeros fracionarios, como parte-todo, medida e quociente, apds
uma andlise das concepg¢des? de nimeros fraciondrios de alunos de 3% e 4* séries e
de professores das séries iniciais.

Verificamos que os futuros professores passaram a tratar situagdes que en-
volviam numeros fraciondrios de forma mais critica, permitindo-nos inferir algu-
ma aprendizagem resultante das atividades desenvolvidas. Constatamos, ainda
que professores, do primeiro e segundo ciclos do Ensino Fundamental, mobilizam
com predominancia a concepgio parte-todo, com necessidade de as figuras esta-
rem totalmente divididas em partes congruentes e a ndo percep¢io do nimero
fracionario como quociente, embora afirmassem que o associavam a diviso.

Além disso, situacoes de correcdo de questdes que sugeriam respostas de
alunos, mostraram que esses professores acreditam que o aluno erra, sobretudo,
por falta de atengdo, o que nos levou a supor que esses erros nio advém de uma
possivel falha do ensino. Nenhum dos professores tentou perceber, o que o aluno
estaria pensando, quando apresentava tais respostas. Na realidade, os professores
ndo estavam preparados para trabalhar com esses erros e sugeriam a revisio do
contetdo ou “ensinar de novo” para sana-los (SILVA, 1997).

Antes de prosseguirmos, cabe aqui esclarecer que, neste trabalho, emprega-
remos o termo numeros fracionarios para identificar qualquer nimero ou expres-
sdo algébrica escrita na forma fracionaria. Esta escolha serd justificada por um
estudo a respeito da terminologia pertinente ao tema no corpo do trabalho.

Como formadores, participamos de alguns projetos de formacao continuada,
presenciais e a distincia para professores de Matematica, que lecionavam nos
ciclos finais do Ensino Fundamental organizados pela PUC-SP em parceria com a
Secretaria da Educacio do Estado de Sao Paulo.

Estas formacdes consistiam, essencialmente, em propiciar aos professores
situagdes que provocassem reflexdes sobre sua pratica no ensino de contetidos
das séries especificas. As discussdes permitiram-nos formar ideias sobre o conhe-
cimento matemadtico, a pratica e as concepgOes desses professores a respeito do
ensino e da aprendizagem da Matematica.

Almouloud e outros (1998, p. 10) elaboraram uma caracterizagao dos pro-
fessores de um desses projetos e, entre outras conclusdes, afirmaram que esses
professores: “parecem possuir, no seu discurso, concepgdes coerentes com as da

[y

CEFAM: Centro Especifico de Formagao e Aperfeicoamento do Magistério.

2 Adotamos o termo concepgio, segundo Artigue (1990, p. 274) que a define como um
objeto local, estreitamente associado ao saber em jogo e aos diferentes problemas em
cuja resolugao intervém.
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Educacdo Matematica, mas que nao foram refletidas na prdtica de sala de aula”.
Quanto a formagao acrescentam que:

Uma capacitagio que leva em consideracdo aspectos diddticos e matema-
ticos levaria estes professores a melhor estudar os fenémenos ligados ao
ensino-aprendizagem dos conceitos matemadticos e a desenvolver situa-
coes-didaticas que permitam ao aluno agir, falar, refletir e evoluir por sua
iniciativa propria. (ALMOULOUD e outros, 1998, p. 11)

Como formadores e pesquisadores, participamos também do projeto Estudo
de Fenoémenos de Ensino-Aprendizagem de Nogoes Geométricas que objetivou
discutir o ensino e a aprendizagem de tépicos de Geometria, com professores
do terceiro e quarto ciclos do Ensino Fundamental. Nesse trabalho, percebemos
entre outras coisas que:

Os professores participantes do projeto embora tenham mudado de pos-
tura perante algumas situacoes, parecem ter mais facilidade em lidar com
o concreto. O que podera se tornar um entrave para atingir e conduzir
seus alunos a um pensamento mais genérico e mais formal. [...]

O fato de estarmos tratando com adultos nido significa que tenham ra-
ciocinios abstratos, pelo contrario, vimos que a formacdo que receberam
ndo se preocupou provavelmente em lhes proporcionar situagdes que os
fizessem desenvolver compreensdo de enunciados, vocabulario préprio,
tratamento de informagdes, [...] o que, muitas vezes, os impossibilita de
solucionar um problema com sucesso. (MANRIQUE, SILVA, ALMOU-
LOUD, 2002, p. 16)

Nessa pesquisa, ja nos questiondvamos a respeito do tratamento que esses
professores dariam ao ensino dos nimeros fracionarios em suas aulas de Matema-
tica; a respeito de uma formacao continua e eficaz pela qual os professores promo-
vessem uma melhor aprendizagem para seus alunos. Sabemos que tanto a forma-
¢do inicial como a continuada tém sido motivo de muitas discussdes e pesquisas;
o proprio MEC publicou nos Referenciais para Formacdo de Professores que:

A formagido de que dispdem os professores hoje no Brasil ndo contribui
suficientemente para que seus alunos se desenvolvam como pessoas, te-
nham sucesso nas aprendizagens escolares e, principalmente, participem
como cidadaos de pleno direito num mundo cada vez mais exigente sob
todos os aspectos. [...] A formagdo inicial em nivel superior é fundamen-
tal [...]. Entretanto nao € por si s6, garantia de qualidade [...] o que torna
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indispensavel a criagao de sistemas de formagao continuada e permanente
para todos os professores. (MEC, 1999, p.17-19)

Por outro lado, sabemos dos problemas provocados pela ruptura que existe
no sistema educativo brasileiro na passagem da quarta para a quinta série. Em-
bora, oficialmente, tenhamos um Ensino Fundamental de oito anos, a divisdo,
“primario” e “secunddrio”, ou primdrio e ginasio persiste, provavelmente, pela
formacao diferenciada dos professores que nele atuam. Explicita-se essa ruptura
no relatério do SARESP, quando a seguinte recomendacio ¢ feita:

Cabe ao professor das séries iniciais a responsabilidade das experiéncias
para o ensino dessas ideias/interpretacdes das fragdes [parte/todo, quo-
ciente, razdo, operador] e espera-se que o aluno, ao chegar a quinta série
domine ndo s6 o conceito, mas também representar fragdes, operar com
elas e utiliza-las na resolucao de problemas. (SARESP, 1995, p. 97)

O enunciado acima sugere aos professores de quinta série que seus alunos ja
construiram o conceito de nimeros fracionarios e estdo aptos a solucionar pro-
blemas que solicitem a mobiliza¢ao do fracionario, como parte-todo, quociente,
razdo e operador.

No entanto, sabemos que as licenciaturas ndo preparam os professores para
trabalhar com essa conceituagao; pelo contrario, quando isso acontece, 0 con-
junto dos nimeros racionais € visto como uma constru¢do formal com base nos
inteiros ou, ainda, como um representante da estrutura algébrica de corpo com
regras operatorias e propriedades bem definidas. A respeito da importancia do
ensino de numeros fracionarios, o SARESP afirma ainda que:

As fracoes geralmente introduzidas na 3° série sao trabalhadas até a ulti-
ma série do primeiro grau, sendo que, nas duas tltimas, numa abordagem
algébrica. Entretanto, um numero significativo de pessoas considera que
sua importancia é superestimada nos curriculos. [...] A proposta curricu-
lar reserva um lugar muito especial para a fracdo [...] sua inclusido levou
em conta que este tema além de fazer parte de um acervo cultural basico, é
fundamental para o desenvolvimento de outros assuntos essenciais dentro
e fora da Matematica. (SARESP, 1995, p. 97)

Ante o exposto, planejamos uma formagdo para professores de Matematica
dos ciclos finais do Ensino Fundamental que participam do Projeto de pesquisa:
O Pensamento Matemdtico no Ensino Fundamental, desenvolvido na PUC/SP,
para tratar de numeros fracionarios. Dentro desse campo, buscamos pesquisar o
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ensino e a aprendizagem dos niimeros fracionarios para a quinta série com esses
professores da rede publica do Estado de Sao Paulo.

O estudo teve como objetivo pratico a formagio de um grupo de professores
de Matematica e permitiu seu acesso a resultados de pesquisa sobre fraciondrios
pertinentes a quinta série baseados nas concep¢oes de fracionarios tratadas por
Behr e outros (1983): parte-todo, medida, quociente, razdo e operador. Como pes-
quisa, buscou observar as concepg¢oes de fraciondrios e da aprendizagem de seus
alunos, mobilizados pelos professores na elaboragio de uma sequéncia de ensino?
desse assunto para essa série, bem como suas dificuldades e autonomia durante
essa construgao.

Para a realizagdo deste trabalho, procuramos pesquisas que tratam da for-
magdo de professores a respeito de nimeros fracionarios com suporte tedrico na
Didatica da Matematica. Modelamos matematicamente tipos de tarefas associa-
das as diversas concepgdes de fraciondrios e as técnicas possiveis para resolvé-las
bem como o discurso tecnoldgico-tedrico que as justificam, de acordo com a Teo-
ria Antropolégica do Didatico, que possibilitou agregar os resultados de pesquisa
ao ensino do tema.

Fizemos um estudo epistemoldgico que mostra a razao de ser dos nimeros
fracionarios que nos ajudou a esquematizar uma possivel conceituacio dos nu-
meros racionais e elaborar uma formacao pertinente ao acesso dos professores a
esses estudos.

Durante nosso estudo, usamos alguns dos principios da pesquisa-agao por-
que esta permite uma investiga¢ao colaborativa no sentido de conduzir os profes-
sores a reflexdo sobre suas relagdes com o saber, os colegas e alunos em intera¢dao
com o grupo de pesquisadores.

O estudo é apresentado em trés partes. Na primeira, alguns resultados de
pesquisas, relevantes para nosso trabalho, sio apresentados por tratarem de nu-
meros fraciondrios na formagio de professores do Ensino Fundamental. Encon-
tram-se, também, nessa primeira parte, a problemdtica que norteou as questoes
desta pesquisa e os procedimentos metodoldgicos adotados para a realizagdo das
atividades e a analise dos resultados da pesquisa.

Na segunda, encontram-se os estudos que serviram de referéncia para a for-
magao e para esclarecer um problema de terminologia e significado para fragio,
numero racional e numero fracionario.

3 Entenderemos neste trabalho uma sequéncia de ensino como uma série de atividades
relacionadas com o conteido a ser ensinado, elaborado prevendo em sua aplica¢ao o
cumprimento das etapas de a¢ao, formulagao, validac¢io e institucionalizagao, segundo a
Teoria das Situacoes de Brousseau (1986).

17
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Nesta parte, explicitamos também um estudo da génese do numero fraciona-
rio que busca em seu desenvolvimento historico situagbes que solicitam a mobi-
lizagdo dessas concepgdes e uma Organizacdo Matematica desenvolvida baseada
nas concepcoes de nimeros fracionarios, ambos apoiados na Teoria Antropol6-
gica do Didatico de Chevallard (1999). Finalmente, na terceira parte deste traba-
lho, descrevemos nosso dispositivo experimental, as andlises e as conclusdes por
nos executadas.



Primeira parte

O problema

Iniciamos este estudo apresentando alguns resultados de pesquisas que tra-
tam da formacido de professores, envolvendo niimeros fracionarios com o intuito
de situar a problematica e garantir a singularidade de nossa pesquisa. Nesta parte
do trabalho, trataremos das questoes de pesquisa e os procedimentos metodolo-
gicos adotados.

1 Resultados de pesquisas

Os projetos de pesquisa que tivemos oportunidade de participar basearam-se,
fundamentalmente, nas teorias da Didatica da Matemadtica porque, como Brou-
sseau, nosso grupo acredita que a Didatica da Matematica é: “[...] a ciéncia das
condicbes especificas de difusio (impostas) de saberes matemdticos iiteis aos
membros e as instituicées da humanidade” (Brousseau, 1984, apud Chevallard,
1999, p. 79, tradugdo nossa).

De acordo com Chevallard (1999), a Didatica da Matematica apesar de ter se
dedicado, inicialmente, a estudar atividades que tinham por objeto o ensino especifico
da Matematica, progressivamente estendeu-se para além das praticas matematicas
escolares e, hoje, posiciona-se no campo da antropologia dos saberes, oferecendo re-
sultados tedricos que norteiam grande parte da producao de novos resultados. Tendo
em vista esta escolha, restringimos a revisao dos trabalhos que tratam da formagao de
professores e de numeros fracionarios embasados na Didatica da Matematica.

1.1 Garcia

O projeto de formagdo inicial de professores de matematica apresentado
por Garcia (2003) mostra o trabalho de seu grupo de pesquisa, estabelecendo
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conexoes entre resultados de investigagao na Didatica da Matematica e a forma-
¢do de professores, pois acredita que tais resultados podem se tornar conhecimen-
tos tedricos na fundamentacao dessa formacao.

Para a autora, os programas de formac¢do devem dar importancia nao s6 ao
conhecimento de no¢des matematicas escolares, mas também a forma de entender
e dar significado a essas nog¢des, procurando preparar os futuros professores a
implementar uma nova cultura matematica escolar pautada na integracdo de in-
formagoes obtidas de pesquisas com os conteudos de formacdo, o que favoreceria
a organizagdo de experiéncias de aprendizagem escolar.

Acrescenta que certas ideias a respeito do conhecimento do futuro professor
podem ser obtidas apoiadas em seu comportamento, perante novas tarefas e de
seu processo de aprendizagem, em ntcleos constituidos por uma situacdo e um
conhecimento, integrados em uma atividade que podem ser apresentados como
situagao-problema, casos apresentados em video, estudo de casos, etc.

A titulo de exemplo, a autora cita o trabalho de Linhares sobre nimeros
fracionarios, que é discutido em sua formag¢do em pequenos grupos, porque esta
estratégia permite durante a reflexdo a gera¢ao de perguntas e a compatibiliza¢ao
de significados que irdo proporcionar informacao tedrica e elementos ativos' que
favorecem a constru¢ao de um novo conhecimento.

A autora refere-se a alguns resultados que utiliza a respeito das dificulda-
des dos alunos com nameros fraciondrios, citando, inicialmente, o trabalho de
Madeleine Goutard que, em 1964, baseada em suas observagdes em aula e em
experiéncias com criancas que tinham dificuldades na aprendizagem desse conte-
udo, afirmou que:

As fracOes nao sio algo que se tenha que saber, mas sim algo que se tenha
que compreender, e ndo é possivel compreendé-las antes de ter uma suficiente
experiéncia com elas. [...] A chave do éxito na inicia¢ao ao estudo das fracoes
¢ a variedade, a troca, a diversidade de pontos de vista. (GOUTARD, 1964,
apud Garcia, 2003, p. 18, tradugio nossa)

Outro exemplo, apresentado pela autora, sio os resultados de Ohlson de
1989, segundo os quais a dificuldade associada aos fracionarios é de “natureza se-
mantica”, pois seu significado complexo é, em parte, consequéncia da dificuldade
em combinar os significados de a e b para gerar um significado conjunto para a/b.

As contribuicoes de Kieren e Streefland, quanto a necessidade de proporcionar
as criancas experiéncias com as possiveis interpretagdes de numeros fracionarios,

1 A autora nomeia de elementos ativos os resultados de pesquisa que transforma em infor-
magao tedrica no programa de formacao.



O problema

para que cheguem a compreensdo do conceito. Assim como os estudos de Behr, de
1992, nao foram esquecidos por Garcia (2003), pelo contrario, permitiram uma
primeira informagao tedrica aos futuros professores que proporcionou o desenvol-
vimento das caracteristicas de cada uma dessas diferentes concepgdes de ntimeros
fracionarios e, de suas particularidades, com base em trés mecanismos construtivos
fundamentais: a ideia da unidade (basica para varias concepcoes), a ideia de partes
equivalentes (ndo necessariamente da mesma forma) e a ideia de divisdo igualitaria
(como reflexo da habilidade de dividir um objeto ou objetos em partes iguais).

Da mesma forma, os resultados de Lesh e outros de 1983 mostram o impor-
tante papel das diferentes representacdes e do que chamam de translagdes entre
elas (mudanga de registros), com base em um modelo interativo que considera
cinco sistemas de representacdo (diagramas, simbolos escritos, materiais concre-
tos, linguagem falada e situagdes reais) que podem facilitar a aquisi¢ao e a utiliza-
¢do do conceito e tornar as ideias significativas aos aprendizes.

Para Garcia (2003), um grande problema na apresentagio tradicional dos
numeros fracionarios, no contexto escolar, talvez, tenha sido o abuso de represen-
tacoes continuas vinculadas sobretudo ao circulo (a célebre pizza), sem levar em
conta outras representagdes continuas (como a do retangulo) ou discretas (como
fichas). A autora alerta para o papel das percepc¢oes na aprendizagem que entende
como informacgodes visuais provenientes de figuras, modelos ou diagramas que
acompanham as tarefas usuais na escola para nimeros fracionarios.

As investigacoes sobre o papel dos erros, realizadas por Brousseau em 1986,
também sio utilizadas pela autora na formacao, porque o professor deve obser-
var o desenvolvimento do trabalho dos alunos, para detectar e analisar os tipos
de erros cometidos.

Como exemplo, cita 0 emprego excessivo da interpretacdo parte-todo para
numeros fracionarios, partindo de diagramas que podem originar dificuldades para
reconhecer que 3/5 é um numero compreendido entre zero e um ou a divisao de 3
entre 5, em uma situagao de distribui¢do, gerando, em consequéncia, um problema
conceitual na integragao das diferentes concepgdes de niimeros fraciondrios.

Ao concluir seu artigo, Garcia (2003) afirma ter consciéncia da grande com-
plexidade que o desenvolvimento dos nimeros fracionarios apresenta e que seu
trabalho mostra apenas um exemplo de como pode ser um primeiro passo para
abordar o estudo dos numeros fracionarios, como objeto de ensino/aprendizagem
de uma perspectiva que permite ao professor atuar sobre sua propria pratica.

1.2 Salldn

Sallan (2001) enfoca os sistemas de representacdo dos nimeros racionais
e a formacdo inicial de professores para a educacdo primaria. Apresenta uma
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proposta didatica com o objetivo de incrementar a compreensao dos futuros pro-
fessores sobre os nimeros racionais positivos e fortalecer as conexoes entre as
notagoes fraciondaria e decimal.

Na primeira etapa de sua pesquisa, definiu um modelo para a construgio de
dois sistemas de representagdo de quantidades ndo inteiras de grandeza. Concei-
tuou expressoes fraciondrias e decimais, como resultados de parti¢des igualitarias,
nas quais as respectivas nota¢ées admitem uma estrutura numérica subjacente
semelhante. Na etapa seguinte, entrevistou trés estudantes que participaram da
primeira etapa a fim de verificar as relagoes entre suas producdes na etapa ante-
rior e suas atuagdes, como professores revisando tarefas realizadas por alunos.

O autor acredita na viabilidade de uma proposta didatica que incremente
conexoes entre as notacdes fracionaria e decimal dos numeros racionais positivos
na formacado de futuros professores, apresenta as potencialidades mais importan-
tes dessa proposta, bem como as principais dificuldades que encontrou. Mostra
ainda com base na andlise das informagdes obtidas na segunda etapa que existe
relacdo entre os conhecimentos pessoais dos futuros professores e sua atuagio
profissional, pois, quanto maior e melhor for o dominio conceitual do professor,
maior serd sua competéncia em tarefas profissionais, como a revisio de tarefas
e tanto melhores serdo as explicacbes que oferecem e as atividades que propdem
aos alunos.

1.3 Godino e outros

Godino e outros (2003) descrevem dois microprogramas interativos para o
estudo dos numeros fracionarios e realizam uma andlise a priori, de suas caracte-
risticas didaticas, por meio de ferramentas conceituais e metodoldgicas da Teoria
das Fung¢oes Semidticas, pois estas permitem mostrar o sistema de objetos mate-
maticos utilizados nos programas e os processos semioticos que solicitam. Justi-
ficam o emprego dessa teoria, como contexto para a reflexdo sobre a natureza
essencialmente discursiva dos conceitos matemadticos e a respeito da importancia
dos momentos de conceituacdo no processo de estudo.

Este trabalho foi realizado em uma formacgao de professores da escola pri-
maria e os programas interativos selecionados permitiram representar nimeros
fraciondrios, na tela do computador, mediante graficos de areas e da reta racio-
nal, estabelecendo correspondéncias semioticas entre as expressdes numéricas e
as graficas. No entanto, afirmam que por ter um carater limitado e especifico,
colocam em jogo poucos conceitos e técnicas matemadticas, embora cumpram
o objetivo de andlise proposta para identificar critérios na utilizagao dos pro-
gramas na educacdo primadria e lancar questdes para reflexdo dos professores
em formacao.
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1.4 Rational Number Project (RNP)

Entre os principais grupos de pesquisa, que se dedicam a estudar questdes a
respeito da aprendizagem de niimeros racionais, encontra-se o Rational Number
Project (RNP), fundado em 1979.

Conforme citam Cramer e outros (1998) consiste de um programa de pes-
quisa cooperativa que muito tem contribuido para a compreensiao do pensamen-
to das criancas a respeito desses numeros. Nesse artigo, os autores fazem uma
retrospectiva do projeto, lembrando que o primeiro trabalho estudou o impacto
de materiais manipulativos na compreensio das criangas a respeito do conceito
de numero racional e, os ultimos, estendem o estudo dos nimeros racionais para
proporcionalidade, nas séries que equivalem a nossos terceiro e quarto ciclos do
Ensino Fundamental.

Nessa retrospectiva, citam a colaboracao de Tom Kieren com uma estrutura
conceitual importante para o RNP, quando afirmou que o dominio matematico
dos nameros racionais é construido, com base em uma visao integrada das con-
cepcoes: medida, quociente, operador e razao e, das relagdes entre elas. Referem-se
ainda a contribuicao de Vergnaud com seu “Campo Conceitual Multiplicativo”,
como uma rede de conceitos relacionados multiplicativamente que propiciou, no
final dos anos 80 do século XX, que o RNP avangasse pesquisando tais campos e
explorando interconexdes no desenvolvimento cognitivo de conceitos, constatan-
do que em um estudo com professores da escola elementar encontraram:

[...] professores que resolveram os problemas corretamente e relacionaram
com os conceitos de razdo e proporcio, entretanto professores que chega-
ram a solugdo correta sem esses conceitos, o fizeram com métodos como
tentativa e erro. [...] Isto mostra que a formagio dos conceitos de razao e
propor¢ao pode ser uma ferramenta poderosa no raciocinio com proble-
mas multiplicativos. (CRAMER e outros, 1998, p. 3, tradug¢ao nossa)

1.5 Nossas consideracdes

As estratégias de formacdo de Garcia (2003) no sentido de fundamentar a
formagao de professores em resultados de pesquisas, consideramos relevantes,
bem como os resultados de Sallan, quando mostram a existéncia de relacdes entre
os conhecimentos pessoais de futuros professores e sua atuagio profissional, além
da relacdo entre sua competéncia e seu dominio profissional.

Da mesma forma, ndo podemos desprezar a importancia das representacoes,
em qualquer trabalho com nimeros fracionarios, evidenciada tanto por Godino e
outros como pelos trabalhos do RNP.
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Acreditamos que a formagio de professores, tanto inicial como continuada,
tem como finalidade prepara-lo para buscar a aprendizagem efetiva de seus alu-
nos, pois sem isso ndo se justificariam as preocupacdes ou as pesquisas nas areas
de ensino e aprendizagem.

Nesse sentido, Ponte (1992) cita resultados em que o conhecimento e a
cultura matematica do professor podem ter grande influéncia em seu es-
tilo de ensino, o que também foi evidenciado por Sallan (2001). Para o
autor, algumas investigagdes mostram que, de modo geral, os professores
(especialmente de niveis mais elementares) sabem pouca matematica. Nio
s6 seu conhecimento sobre assuntos conhecidos é pouco profundo, como
lhes faltam, muitas vezes, conhecimentos especificos, além da necessaria
seguranga para tratar dos assuntos que ensinam.

Além de nio termos encontrado trabalho mostrando resultados a respeito
da formagdo continuada ou do tratamento dado aos ntimeros fracionarios por
professores dos ciclos finais do Ensino Fundamental, sentimos também a ausén-
cia, nas pesquisas apresentadas, de algum estudo epistemolédgico que poderia nos
revelar outras faces do ensino e aprendizagem.

Por acreditarmos que uma formagao continuada deve relacionar trés campos
de acdo: o estudo do conteido em pauta que, em nosso caso, sio os nimeros fra-
ciondrios; as acdes formativas que sdo as estratégias adotadas para a formacio e
a aprendizagem dos alunos, apresentaremos, a seguir, apoiados nesses trés eixos
condutores, nossa problematica.

2 Problemadética

Nossa problematica serd desenvolvida baseada nos trés objetivos centrais da
formagao que pretendemos: o objeto matematico numeros fracionarios, as concep-
¢oes dos professores a respeito de seus alunos e as agdes formativas que possam
possibilitar um melhor conhecimento didéatico do professor a respeito do tema.

Concordamos com Oliveira, Segurado e Ponte (1998), segundo os quais, um
conhecimento é construido sob trés bases: a Matematica (conceitos, terminologia,
relagdes entre conceitos, processo matematicos, forma de validag¢do de resultados,
competéncias basicas e processos de raciocinio); os processos de aprendizagem
(relagdo entre acao e reflexdo, papel das interagoes, papel das concepgoes dos alu-
nos, dos conhecimentos prévios, estratégias de raciocinio, etc.) e o curriculo (fina-
lidades e objetivos, representagao dos conceitos, materiais, etc.) além da instrug¢ao
(ambiente de trabalho e cultura em classe, tarefas, comunicacdo e negociagao de
significados, modos de trabalho em classe etc.).
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Assim, apresentaremos nossa problematica apoiada nesses trés eixos nortea-
dores no que segue.

2.1 Reflexdo sobre o ensino de nimeros fraciondrios

Na construgdo desta problematica, iremos nos deter em resultados que suge-
rem novos pontos de vista para o ensino de nimeros fraciondrios, sem tratar de
numeros decimais, nem discussoes a respeito de erros cometidos por alunos.

A presenga da matemadtica na escola é, segundo Chevallard (1992), conse-
quéncia de sua utilizagio na sociedade e nio algo feito exclusivamente para ser
ensinado na escola, acarretando a redugdo de seu valor social a um mero valor
escolar e transformando o ensino escolar da matematica em um fim em si mes-
mo. Pelo contrario, o ensino da Matematica responde a uma necessidade social
e individual, visto que cada individuo deve saber um pouco de matematica para
resolver ou, simplesmente, reconhecer os problemas com os quais se depara na
convivéncia social.

Direcionando o olhar para os nimeros fracionarios na escola, encontramos
varios pesquisadores que se dedicam a responder questdes a respeito desse ensino
que levantam pontos importantes para seu ensino.

Post e outros (1982) tratam da equivaléncia entre fraciondarios e afirmam que
a constatagdo da existéncia ou nao de equivaléncia entre nimeros fraciondarios
pode ser feita com base em materiais manipulativos, de alguma habilidade para
efetuar a “parti¢ao” de um objeto continuo ou um conjunto de objetos discretos.

J4, Adjiage e Pluvinage (2000) indicam que, entre as representacdes disponi-
veis, a das retas graduadas, apresenta um conjunto de caracteristicas favoraveis
para o ensino de fracionarios, entre elas, a familiaridade aos alunos, a flexibilida-
de de utilizagio (mudanca de unidades, por exemplo), a boa adequacdo com as
percepgoes de somas ou de algumas relagdes, como a duplicacao de um segmento.

Por sua vez, Kieren (1988) afirma que o modelo parte-todo para o ensino
dos numeros fraciondrios auxilia convenientemente na produc¢do da linguagem
fraciondria, quando os textos de matematica da escola e o discurso do professor,
tendem a orientar o estudante a uma imagem de dupla contagem: contar as partes
em que o inteiro foi dividido (denominador) e contar quantas dessas partes sdo
consideradas (numerador).

Assim, embora esse procedimento capacite a crianga a produzir respostas
corretas para algumas situagdes, desenvolve um modelo mental ndo apropriado
(partes de um inteiro), em vez de um mais poderoso, sugerido por Vergnaud, em
1983, que é o da medida (comparagio com a unidade).

O autor acrescenta que a linguagem fraciondaria desenvolvida frequentemen-
te orienta a crianca para um resultado (da dupla contagem das partes) em vez de
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orientar para o ato de “dividir em ‘n’ partes e sua representa¢do matematica [] /n”.
Mas, alerta para o fato de a crianca diferenciar a situacdo de dividir uma unidade
em cinco partes e considerar trés (3/5 como parte/todo ou medida), da situacdo
de dividir trés inteiros em cinco partes (como distribuir trés pizzas entre cinco
pessoas), mesmo que o resultado seja 0 mesmo.

Godino e Batanero (2002) entendem a nocdo de razio de modo genérico,
como a comparagao de uma parte com outra parte nem sempre como sinéonimo
de fracdo. Para os autores, a ideia-chave é entender as fra¢oes como “qualquer par
ordenado de niimeros inteiros em que a segunda componente € distinta de zero”
e, a razdo, como “um par ordenado de quantidades de grandezas” expressas por
um namero real e uma unidade de medida. Assim, listam as seguintes diferengas
entre razao e fragao:

® As razdes comparam entre si objetos heterogéneos, ou seja, objetos que se
medem com unidades diferentes. As fragdes, ao contrdrio, se usam para com-
parar o mesmo tipo de objetos como “duas de trés partes”, o que se indica
por 2/3. Assim, a razdo de 3 presuntos/145 euros ndo é uma fracio.

e Algumas razoes ndo se representam com a notacao fracionaria. Por exemplo,
10 litros por metro quadrado. Neste caso, ndo se necessita nem se usa a no-
tacdo de fragdo para informar a relagio entre tais quantidades.

® As razdes podem ser designadas mediante simbolos distintos das fracoes. A
razdo 4 em 7 se pode colocar como 4: 7 ou 4 > 7.

e Nas razoes, o segundo componente pode ser zero. Em um pacote de balas,
a razao entre as verdes e as vermelhas pode ser 10 : 5, mas também se pode
dizer que pode ser 10 : 0, se todas forem verdes (nio se trata de fazer nenhu-
ma divisdo por 0).

® As razdes nem sempre sao numeros racionais. Por exemplo, a razio entre o
comprimento de uma circunferéncia e seu didmetro C/D é o nimero m, que
sabemos nao € racional, ou a razio do comprimento da diagonal de um qua-
drado com o comprimento de seu lado (y2). Esta é uma diferenga essencial
entre “razdo” e “fracdo”, ja que como vimos as fragdes sdo sempre interpre-
taveis como quociente de inteiros.

* As operagdes com razdes nao se realizam, em geral, da mesma maneira que
as fracdes. Por exemplo, 2 acertos sobre 5 tentativas (2 : 5), seguidos de 3
acertos em 7 tentativas (3 : 7) se combinam para produzir 5 acertos em um
total de 12 tentativas, ou seja, com estas fragoes se pode definir uma “soma”
de razdes da seguinte maneira: 2: 5 + 3 : 7= 5: 12. Evidentemente esta soma
niao é a mesma que a soma de fragdes. (GODINO e BATANERO, 2002,
p. 420-421, traducdo nossa)

Percebemos que os autores afirmam que as razdes comparam objetos medi-
dos com unidades diferentes, a0 mesmo tempo em que citam como exemplo de
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razdo, a comparacdo entre o comprimento da circunferéncia e seu diametro que
devem ser medidos pela mesma unidade quee, para nos, poderia ser interpretada
também como quociente de dois nimeros.

Por outro lado, a op¢do de representar uma razao por a : b, como fazia Eucli-
des, seria possivel se ndo usassemos a mesma notagao para representar divisio em
outros contextos. Enquanto a utilizagdo da seta (a — b) poderia ser interpretada
por uma rela¢do de implicacdo.

Behr e outros (1992) consideram que a mais importante estrutura cognitiva
relacionada e gerada pela interpretagdo de quociente para numeros fraciondrios
¢ a parti¢do, pois permite tratar os numeros racionais, como elementos de um
campo quociente e, como tal, ser utilizado para definir equivaléncia, adi¢do e
multiplicagdo, além de propiciar a verificacdo de outras propriedades, por uma
perspectiva puramente dedutiva.

Para as operacdes, Carpenter e outros (1994) propdem que, para reverter o
quadro do ensino de procedimentos para operar com fragdes seja usada uma ex-
tensao direta das operagdes de adi¢do e a subtragao com inteiros, contando com o
desenvolvimento dos conceitos de unidade e equivaléncia. De maneira similar, po-
demos construir a multiplicacdo de fragdes sobre os conhecimentos dessa opera-
¢do com naturais na forma de comparac¢do multiplicativa (multiplicagao escalar)
e a concep¢ao de fraciondrio como operador (racional operando sobre racional).

A respeito do assunto, Behr e outros (1992), acreditam que a multiplicacio
de numeros racionais pode ser introduzida como uma extensao da multiplica¢ao
de nameros inteiros a partir de situagdes que pedem para que seja encontrada a
parte de uma parte como, por exemplo, a metade de um quinto.

Por outro lado, Post e outros (1992), entendem que os nimeros racionais
ndo sio de simples construcdo, propdoem, entdo, que sejam caracterizados por
uma série de subconstrugdes distintas, embora relacionadas que serdo identifica-
das por medida, quociente, operador, razao e parte-todo, sugerindo a necessidade
de uma andlise mais refinada de cada uma dessas subconstrugoes.

Esses, entre outros estudos, nos remetem a possibilidades de considerar al-
guns resultados de pesquisas que tratam de numeros fraciondrios na formagao
de professores do Ensino Fundamental. Assim, no ensino de fraciondrios para a
quinta série do Ensino Fundamental se faz necessario pontuar que conteudo dis-
cutir durante a formacdo, que agregue resultados de pesquisas pertinentes para
essa série.

Para organizar esse conteudo, encontramos a Teoria Antropologica do Dida-
tico (TAD) que, segundo Bosch e Chevallard (1999) permite analisar, descrever e
estudar as praticas institucionais, considerando uma organiza¢ao do saber mate-
matico que estd em jogo. Em parte, essa organizac¢do € o objetivo que o professor
pretende alcangar com o ensino desse tema, a0 mesmo tempo que sustenta a
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elaboracdo da praxeologia ou Organiza¢io Didatica que sera colocada em prética
na sala de aula.

De acordo com Chevallard (2002), o primeiro aspecto dessa organizacio
caracteriza o saber-fazer, sendo designado por um bloco pratico-teérico que con-
siste em considerar que toda acao humana, inclusive, as atividades matematicas
cumprem uma tarefa (t) de um certo tipo (T), por, pelo menos uma, determinada
técnica (1). O segundo aspecto caracteriza o saber em um sentido restrito que é
designado por um bloco tecnolégico-tedrico, considerando uma certa tecnologia
(0) que justifica a técnica (t) aplicada que permite, por um lado, pensar sobre a
técnica e, por outro lado, produzir novas técnicas, além de uma teoria (©) que,
por sua vez, justificaria tal tecnologia.

Do lado do professor, Chevallard (2002) entende que “ensinar um certo tema
matemdtico” é um tipo de tarefa para o professor que, de acordo com sua teo-
ria, consiste em “ensinar uma organizacdo praxeologica de natureza matemdtica™
que, para ser breve, chama de Organizagio Matematica. Assim, para ele o proble-
ma praxeologico do professor de Matematica é construir praxeologias, pois estas
podem envelhecer, quando seus componentes tedricos e tecnologicos tornam-se
desacreditados, visto que novos tipos de tarefas problematicas apresentam, a todo
momento, a constru¢dao de novas praxeologias.

Para Moreira (1999), é indispensavel uma analise prévia daquilo que se vai
ensinar porque nem tudo que estd nos programas, nos livros e em outros mate-
riais educativos do curriculo é importante. Além disso, a ordem que os principais
conceitos e ideias da matéria de ensino aparecem nos manuais educativos e nos
programas, muitas vezes, nao é a mais adequada para facilitar a interagio com o
conhecimento prévio do aluno.

Conforme se pretende formar o professor para elaborar organizacoes di-
ddticas para o ensino de algum tema matemdtico, com certeza, entraremos em
contato com suas concepgoes, mas, segundo Thompson (1997) quanto mais é
aprendido sobre as concep¢des da matematica e do ensino de matematica do pro-
fessor, mais se torna importante entender, como estas concepgoes sao formadas e
modificadas, acreditando que:

[...] qualquer esfor¢o para melhorar a qualidade do ensino de matematica
deve comegar por uma compreensdo das concepgoes sustentadas pelos
professores e pelo modo como estas estdo relacionadas com sua pratica
pedagogica. (Ibid, p.14)

Para a autora, os padrdes de comportamento caracteristicos dos professores
apresentam-se em fun¢io de seus pontos de vista, crengas e preferéncias. Nesses
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padrées de comportamento, encontra-se o proprio dominio do contetido mate-
matico, que é preocupacao de autores, como Azanha (1998) quando afirma:

A triste realidade € que o professor da escola publica paulista [...], em sua
grande maioria, é atualmente mal formado. [...] No ultimo concurso es-
tadual para professores de nivel III [...] 94.281 compareceram as provas e
apenas 8.142 foram aprovados, isto é, mais ou menos 8%. (Ibid, p.51-52)

Nesse sentido, Moreira e David (2005) acreditam que os saberes fundamen-
tais a pratica pedagogica escolar ndo sio devidamente discutidos no processo
de formacgdo e que a pratica docente escolar ndo é capaz de produzir os saberes
associados a acdo pedagogica do professor.

Dessa forma, partindo do pressuposto de que um professor de matematica,
depois de alguns anos de carreira, cumpre de maneira rotineira a tarefa de en-
sinar numeros fraciondrios, colocamo-nos frente a uma situagio problematica:
construir uma Organiza¢iao Diddtica para o ensino de numeros fraciondrios para
uma quinta série que se apoie em uma Organizacado Matematica previamente
construida que considere resultados de pesquisas. Acreditamos como Shulman
(1987) que a transformacdo dos conteidos em produtos de ensino é uma maneira
de observar a compreensdo do professor sobre um determinado assunto e sua
capacidade para ensina-lo.

Assim, com o proposito de observar as concepcdes de nimeros fracionarios
que os professores mobilizam, quando se propoem a ensinar esse conteudo a
quinta série, pretendemos responder, nesta pesquisa, a seguinte questao:

Que organizacdo diddtica os professores constroem para o ensino de niime-
ros fraciondrios para a quinta série do Ensino Fundamental durante a formacao?

Como hipotese de resposta para essa questdo, acreditamos que os professo-
res apresentardo uma Organizacdo Didatica para o ensino pretendido, apoiada
em atividades de livros didaticos e associadas sobretudo a concepg¢ao parte-todo
de numeros fracionarios do que propriamente a formacdo recebida como resul-
tado de uma resisténcia a possibilidade de mudanga de algo que acreditam ter
pleno dominio.

2.2 Relagdio professor-aluno no processo de ensino e aprendizagem de
ndmeros fraciondrios

Pretendendo estimular professores em formagio continuada para uma re-
flexdo a respeito do ensino de fracionarios, cabe olhar para as dificuldades de
aprendizagem desse tema pelos alunos, bem como da relagdo entre professores e
alunos, para que a aprendizagem ocorra.
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Quanto a aprendizagem dos numeros fracionarios, Adjiage e Pluvinage
(2000, p. 43, tradugdo nossa) afirmam que “as aquisicGes referentes a
niimeros racionais evidenciam dificuldades que tomam muito tempo para
serem ultrapassadas”, e a apresentacdo simultanea de dois niimeros intei-
ros — numerador e denominador — é um obstaculo? para aceita¢do de que
uma fracdo descreve um tnico nimero, visto que essa dissociacdo leva a
uma mobilizagio erronea da concep¢do de numeros inteiros, assim como
um tratamento inadequado das representacoes, porque para o aluno dis-
poe-se de inteiros, mas nio se tem o direito de tratd-los como tal.

Estes obstaculos foram tratados em Silva (1997), sendo alguns deles classi-
ficados e analisada sua interferéncia no ensino e aprendizagem de nimeros fra-
ciondrios. Entre eles, a autora destaca: a representacdo simbolica, a negacdo da
necessidade de quantidades fracionarias, a aceitacdo das fracbes como represen-
ta¢do de numeros, o conhecimento dos naturais, a passagem do discreto para o
continuo. Segundo Brousseau (1983) esses obstaculos sio inerentes ao proprio
saber e podem ser percebidos nas dificuldades que os matematicos encontraram
na histdria e, por isso, “ndo podemos deles escapar nem deixd-los escapar” (p. 178,
traducdo nossa).

Silva e Campos (2001) em pesquisa sobre formag¢ao de alunos de magisté-
rio, a respeito de fracionarios, afirmam que o conhecimento prévio adquirido de
forma mecanica, sem reflexdo, interferia em cada momento do trabalho, embora
a maioria dos alunos tenha apresentado, no poés-teste, melhor desempenho no
tratamento com numeros fraciondrios relacionados a concep¢ao de medida.

Por outro lado, para Lipman (2001) as criangas descobrem, aos poucos, que
o ambiente escolar ndao é animador nem desafiador, pelo contrario, suga qualquer
iniciativa, inventividade e reflexdo que trazem, mesmo quando o enfoque do pro-
cesso educativo nio seja a aquisi¢cao de informagoes, mas a percepgao das relagoes
contidas nos temas investigados com a expectativa de que os alunos pensem, refli-
tam e desenvolvam o uso da razdo, bem como a capacidade de serem criteriosos.

Para Santos (2004), existe uma estreita relacdo entre aprendizagem e forma-
¢ao do professor, sendo grande parte das dificuldades de aprendizagem dos alu-
nos relacionada ao preparo dos professores e ao tratamento dispensado ao ensino
de Matematica nas salas de aula.

2 Segundo Brousseau (1983) a no¢ao de obstaculo permite uma nova maneira de olhar os
erros dos alunos. Estes erros, em um mesmo sujeito, estao ligados entre si por uma causa
comum: uma maneira de conhecer, uma concepg¢io caracteristica ou um conhecimento
antigo que tem éxito em todo um dominio de a¢des e ndo em outro.
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O conhecimento especifico da disciplina ocupa sim um lugar importante
no espectro de saberes necessarios ao professor que ensina Matematica.
[...] Emerge, como urgente, a necessidade de aprofundar o conhecimento
do professor e do futuro professor sobre os processos envolvidos na rela-
¢do ensino e aprendizagem, bem como, nas suas dificuldades. (Ibid, p. 5)

Para Chevallard (1999), uma das dificuldades didaticas mais comuns para
um professor é “dar um lugar aos alunos”, pois:

O drama didatico determinado pela palavra “lugar” se estabelece no jogo
do professor, que deve estar presente, mesmo quando ausente, e deve sa-
ber se ausentar quando presente, a fim de deixar o aluno livre para con-
quistar certa independéncia. (Ibid, p. 249, traducdo nossa)

Para o autor, ndo se deve observar apenas a atividade do professor, pelo
contrario, deve-se perceber, também, a atividade do aluno, considerando
a qualidade e a quantidade de trabalho autonomo, que lhe é exigido para
assegurar um melhor rendimento em termos de aprendizagem. O aluno
deve aceitar o professor, como um orientador de seu estudo, renunciando
as enganosas facilidades que, a cada momento, lhe possa oferecer.

Entendemos que o professor deve criar um lugar que dé ao aluno o sentimento
“de ter um verdadeiro papel a desempenbar” que solicita um professor atento para
a construcao de significados por seus alunos quando considera que um desses pa-
peis € a propria construgdo de conhecimentos, de acordo com Chevallard (1999).

Assim, uma formacdo continuada para professores de matematica deve aju-
da-los a desenvolver estratégias que os encaminhem a pensar em seus alunos, du-
rante a resolugio de tarefas que visem a aprendizagem de qualquer tema matema-
tico, como agentes de sua propria aprendizagem que tém uma certa autonomia.

A reflexdo dos professores sobre sua pratica em sala de aula é primordial
para percebermos o lugar que o professor reserva a seu aluno no momento em
que acredita estar ensinando.

Desse modo, interessa-nos ver a possibilidade de os resultados da formacao
atingir a sala de aula, tentando responder a seguinte questao:

E possivel encaminhar professores de matemdtica a reflexées que possibili-
tem mudancas nas concepgcoes que tém de seus alunos proporcionando-lhes um
novo lugar na instituicio escolar?

A hipoétese é que os professores ndo aceitem facilmente que alunos de quinta
série possam resolver as tarefas propostas sem uma “revisdo” ou “ensino” prévio
do contetido pertinente a série sobre nimeros fraciondrios
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2.3 Reflexdes sobre a formacdo continuada

A necessidade de novos pontos de vista para a Organizacao Matematica dos
numeros fracionarios, bem como um olhar aos alunos que nos permita vé-los
como aprendizes, levam-nos a refletir sobre a formacao de professores, em espe-
cial a continuada e seu desenvolvimento profissional.

O quadro geral do ensino brasileiro mostra a necessidade de discussdes que
priorizem a relagdo entre ensino e aprendizagem. E do senso comum que, geral-
mente, o professor acredita que sempre ensina, da melhor maneira possivel. No
entanto, quando se detecta que o aluno nio aprende, o professor nio consegue
discernir as causas dessa nao aprendizagem, questionando raramente suas estraté-
gias de ensino. Na realidade, este assunto é delicado e ainda ha davidas a respeito
da existéncia de uma relacdo direta entre ensino e aprendizagem, como constata-
mos no Referencial para a Formacdo de Professores quando afirma que:

Se, por um lado, existem inimeros indicadores de que a habilita¢io e a
formacdo em servico nao garantem melhores resultados na aprendizagem
dos alunos, por outro lado, ha evidéncias que confirmam essa relagio,
embora ndo entendida como uma relacdo mecanica e diretamente propor-
cional. (MEC, 1999, p. 20)

Pavanello (2001) pesquisou a percep¢dao que, alunos e professores das séries
iniciais do Ensino Fundamental, tém das relacdes entre os conceitos de area e de
fra¢ao, como parti¢ao de grandezas continuas. Observou que os professores nio
demonstram estabelecer tais relacdes e, por conseguinte, parece que nao propor-
cionam condig¢des necessarias, para que seus alunos as estabelecam. Notou, ainda,
um paralelismo entre as dificuldades apresentadas por alunos e professores que,
em relacdo ao tema, podem sugerir que as dificuldades dos professores poderiam
refletir na concepcdo das criangas.

A autora considera necessario que os cursos de formacdo de professores de
matematica, para esse nivel de ensino, realizem trabalhos que possibilitem a in-
tegracao de diferentes temas da Matematica para a efetivagio de umas apren-
dizagens mais significativas que conduziriam a superagdo das dificuldades dos
professores e, consequentemente, dos alunos desse nivel de ensino.

A integracdo de distintos temas matemadticos, por outro lado, apresenta-se
como um problema de dificil trato, pois, quando explicitada para professores,
estes justificam essas dificuldades como caréncias da formagao. Mas, a despeito
da complexa malha de problemas que o professor enfrenta, o primeiro passo é
fazé-lo perceber que é o agente da formacdo do aluno e que possiveis mudancas
do sistema escolar s6 serdo facilitadas por seu desenvolvimento profissional.



O problema

Para Tardif (2000, p. 10) a profissionaliza¢do na educacio é vista como uma
tentativa de reformular e renovar os fundamentos epistemologicos do oficio de
professor. Entende como epistemologia da pratica profissional “o estudo do con-
junto de saberes utilizados realmente pelos profissionais em seu espaco de traba-
lho cotidiano para desempenbar todas as tarefas”.

Para o autor citado, além da natureza dos conhecimentos de cada profissao,
sao exigidos de qualquer profissional autonomia, discernimento, a constru¢dao
de julgamentos em agdo e, ainda, a formagao continua, ap6s os estudos iniciais,
porque a evolucdo e o progresso desses conhecimentos profissionais impdem-se.

Mas, para Shulman (1987), as discussdes referentes a base dos conhecimen-
tos profissionais, raras vezes, especificam seu cardter para converter 0 ensino em
algo mais do que um trabalho individual, pois nio se refere ao que os professores
deveriam saber, fazer, compreender ou professar, para que seja considerada entre
as profissoes doutas.

Para o autor, a maior parte do ensino tem caracteristicas especificas, de acor-
do com a matéria que trata e tem como objetivo fazer com que os alunos apren-
dam a compreender e a resolver problemas e a pensar critica e criativamente.

Na busca de estratégias de formacdo que, efetivamente, proporcionem o de-
senvolvimento profissional de professores, optamos, no projeto de pesquisa que
participamos: Estudo de Fenémenos de Ensino-Aprendizagem de Nocoes Geo-
métricas, realizado na PUC/SP, com verba da FAPESP de 2000 a 2002, a trabalhar
com sequéncias desenvolvidas para o ensino desse conteudo no Ensino Funda-
mental, pois os professores alegavam ter pouco conhecimento do assunto e nem
sabiam como ensind-lo.

Durante esse projeto, Manrique (2003) desenvolveu sua tese de doutorado e
constatou algumas mudancas na pratica de um, dos dois grupos, de professores
que participaram do trabalho:

Os processos de mudanca estudados explicitaram a procura de autono-
mia por qual passou o professor, bem como a necessidade de reflexdo
a respeito do contexto escolar e das proprias praticas pedagogicas. |...]
Salientaram, também, a importancia de um processo de formagio que
valorize os saberes docentes (porque sdo construidos e reconstruidos nas
interacdes e relacionamentos do professor) e que aja sobre as capacidades
individuais, propiciando a constru¢do de meios de agao. (Ibid, p. 158)

A autora constata, além da possibilidade de mudangas nas praticas dos pro-
fessores com relagdo a Geometria, também, a necessidade que sentem de reflexdo
sobre sua pratica, na busca de autonomia para suas proprias a¢oes, apresentando,
assim, a autonomia como um foco de novas investigagoes. Sabemos que as aulas

33



34

Investigando saberes de professores do ensino fundamental com enfoque em nimeros fraciondrios

da maioria dos professores espelham-se nos livros didaticos e dificilmente elabo-
ram uma sequéncia didatica para o ensino de algum tema da Matemadtica, pelo
contrario, quando sentem tal necessidade, normalmente, buscam nas capacitacoes
que participam, embora para Nacarato:

[...] apesar de todas as dificuldades pelas quais o professor vem passando,
hd ainda aqueles que aceitam o desafio e tentam fazer seu trabalho digna-
mente. Sao poucos? Talvez! Infelizmente, as dentincias vém sempre contra
os que ndo fazem, raramente os que fazem tém o seu trabalho valorizado.
No entanto, nossa vivéncia e passagem por diferentes grupos, tém nos
possibilitado conhecer trabalhos muito interessantes sendo realizados na
escola publica — que no meu entender, ainda possibilita um trabalho auto-
nomo ao professor. (NACARATO, 2004B, p. 6)

Naio resta a menor duvida que alguns professores realizam bons trabalhos na
rede publica de ensino, mas, de acordo com Lipman (2001), os pensadores auto-
nomos sao os que “pensam por si mesmos”, que fazem seus proprios julgamentos,
formando sua propria visao do mundo e desenvolvendo suas préprias concepgoes
a respeito do tipo de individuos que querem ser e o tipo de mundo que gostariam.
Nesse sentido, acreditamos que professores e alunos, com tal nivel de autonomia,
poderiam mudar o sistema escolar instituido, mas sabemos que estes sio poucos.

Contudo, hd os que acreditam que a formagio continua é o veiculo de tal
conquista e pode provocar a formagao de um novo sistema didatico, interrom-
pendo a pratica mecanizada instituida. Um deles é Chevallard (1999), para quem
a pratica mecanizada das tarefas do professor acontece pelo abandono de proble-
maticas didaticas que poderiam ser provocadas por situagdes que levem o profes-
sor a construir um novo saber-fazer.

Embora o autor acredite que a formagdo de um novo sistema didatico inter-
rompa o fluxo normal da atividade escolar e apareca como fonte de confusio, a
escola nas sociedades modernas é uma maneira de gerenciar aprendizagens, pois
nela consolida-se socialmente a ideia de didatica e de estudo, ou seja, de fazer
qualquer coisa a fim de aprender qualquer coisa (“saber”) ou aprender a fazer
qualquer coisa (“saber-fazer”). Explicita como uma dificuldade do professor criar
uma exposi¢ao adequada de um tema matematico de estudo que possibilite ao
aluno desempenhar um trabalho auténomo, propiciando bons rendimentos em
termos de aprendizagem.

Nesse sentido, Bosch e Gascon (2001) atribuem como tarefas dos professores,
de qualquer disciplina escolar, resolver os problemas da diversidade na aula, da ava-
liagdo dos alunos que ndo querem estudar, etc. enquanto outras seriam especificas
de uma area matematica concreta. Destas, consideram algumas como rotineiras e
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bem definidas, por ndo colocarem grandes problemas para o professor: escolher
um livro, preparar um curso, organizar o programa, realizar as aulas, escolher os
exercicios que os alunos devem fazer, propor uma prova, corrigir os deveres etc.

No entanto, como nem sempre aquilo que se encontra como rotineiro ¢ efi-
caz; entendemos que a formacdo continuada de professores de Matemadtica atinge
um alto nivel de complexidade, porque atrds dessas rotinas estdo escondidas as
diversidades das formagdes iniciais que receberam que fazem com que um grupo
de professores seja bastante heterogéneo no cumprimento de suas tarefas.

Essas rotinas e heterogeneidades devem ser entdo consideradas quando se
pretende proporcionar ambientes de reflexdo a respeito do ensino de numeros fra-
cionarios e dar autonomia para que os professores possam aplicar em sua pratica,
os resultados encontrados durante a formagao.

Este ponto de vista foi discutido no I Seminario Nacional de Licenciatura em
Matematica promovido pela Sociedade Brasileira de Educacio Matematica onde
se constatou que:

A partir de 1995, um novo foco comega a se fazer presente nas pesquisas
sobre formagdo continuada de professores: o processo de se constituir
professor a partir da pratica docente. [...] As pesquisas [...] apontam a
reflexdo, a investigacdo da propria pratica e os saberes da experiéncia
como elementos para a constitui¢do e o desenvolvimento profissional do
professor. (SBEM, 2003, p. 12)

Para Lipman (2001, p. 27) “a reflexdo sobre a pratica constitui o questiona-
mento da pratica, e um questionamento efetivo inclui intervencdes adequadas”
sendo este o foco das formagdes continuadas atualmente.

Diante do exposto, buscamos estratégias de formagao que propiciem esse
ambiente de reflexdo, preparando as acdes formativas, baseadas em uma Organi-
zacdo Matematica que enfoque resultados de pesquisas anteriores privilegiando
as concepgOes de numeros fraciondrios apresentadas por Behr e outros (1992)
com o objetivo de permitir sua analise didatica pelos professores e a consequente
confrontacdo com suas proprias concepgoes.

Assim, focando as acdes formativas desenvolvidas nos trabalhos de pesquisa
pretendemos responder a seguinte questao:

E possivel em uma formacio continuada promover acoes que permitam aos
professores alguma mudanca em sua prdtica de ensino de mimeros fraciondrios
para uma quinta séries

Temos como hipdtese que os professores apresentardo resisténcia a um novo
olhar no ensino de fraciondrios para essa série, procurando manter-se em sua
pratica rotineira, pois esta lhes transmite seguranga.
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Em continuidade a nosso trabalho, apresentaremos a seguir os procedimentos
metodologicos que adotaremos para buscar respostas as questdes apresentadas.

3 Metodologia e procedimentos metodologicos

Com o intuito de responder as questdes pretendidas, adotamos a pesquisa-a-
¢do como metodologia e alguns procedimentos metodoldgicos para a coleta das
informacdes, baseados nas escolhas que norteiam o projeto de pesquisa em que
este trabalho esta inserido.

3.1 Alguns principios da pesquisa-agdio

Nossa pesquisa desenvolveu-se conforme uma abordagem metodoldgica
qualitativa, na qual adotamos como metodologia a pesquisa-agao que, segundo
Thiolent (2003), é um tipo de pesquisa social com base empirica concebida e
realizada em estreita associacdo com uma a¢ao ou com a resolu¢ao de um pro-
blema coletivo.

Uma pesquisa é assim qualificada quando houver uma ac¢do nio trivial, por
parte das pessoas envolvidas no problema sob observagio, na qual tanto os pes-
quisadores, como os participantes da situagio ou do problema envolvem-se de
modo cooperativo ou participativo.

Neste estudo, essa acdo traduziu-se na elaboragdo de uma sequéncia didatica
para o ensino de fracionarios para a quinta série pelos professores em formacao.
Conforme Thiolent (2003), essa estratégia metodoldgica da pesquisa social apre-
senta os seguintes aspectos:

a) ha uma ampla e explicita interagio entre pesquisadores e pessoas implicadas
na situagao investigada;

b) desta interagio, resultam a ordem de prioridade dos problemas que serdo pes-
quisados e as solugoes que serdo encaminhadas, sob a forma de acdo concreta;

c) o objeto de investigacdo ndo é constituido pelas pessoas e, sim, pela situacao
e pelos problemas de diferente natureza encontrados na situagao;

d) o objetivo da pesquisa-agao consiste na resolu¢do ou, pelo menos, na expli-
citacdo dos problemas da situagdo observada;

e) durante o processo, ha um acompanhamento das decisdes, das acoes e de
toda a atividade intencional dos atores da situagio;

f) a pesquisa nao se limita a uma forma de agio: pretende aumentar o conheci-
mento dos pesquisadores e o conhecimento ou o “nivel de consciéncia” das
pessoas e grupos considerados.

Esta metodologia aplica-se a nosso objetivo de realizar uma investigacio
colaborativa que, de acordo com Reason (1988 apud Boavida e Ponte, 2002),
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€ uma pesquisa que atravessa “uma série de passos logicos” incluindo a identi-
ficagdo de questoes, o estabelecimento e a implementagao de um plano de agao
e reflexdo sobre a experiéncia entrelagados com processos emocionais. Para o
autor, é importante:

que o projecto que o iniciador quer desenvolver faca sentido para um
grupo potencial de membros; e ter cuidado para quaisquer diferencas de
poder ou estatuto derivadas de posi¢des organizacionais ou sociais ndo
tornem impossivel negociar um contrato aberto. (Ibid, p. 21 apud p. 9)

Conforme Thiolent (2003), a especificidade da pesquisa-a¢do consiste em
relacionar dois tipos de objetivos:

— O pratico: contribuir para o melhor equacionamento do problema cen-
tral da pesquisa.

— O de conhecimento: obter informagdes que seriam de dificil acesso por
outros procedimentos.

Para o primeiro caso, temos como objetivo colaborar com os professores
nas reflexdes necessarias na elaboracdo da sequéncia de ensino pretendida, no
sentido de ajudar a solucionar os problemas que podem se apresentar durante a
acao formativa. No segundo caso, do lado da pesquisa, pretendemos contribuir
para uma melhor compreensdo dos conhecimentos de niimeros fracionarios mo-
bilizados pelos professores, assim como suas relagdes com o ensino do assunto e
com os alunos.

No desenvolver do trabalho, nosso interesse foi que os professores produzis-
sem novos conhecimentos e adquirissem alguma experiéncia para discutir, levan-
tar questOes e propor solucdes para problemas, ndo so a respeito do objeto de es-
tudo, mas também sobre outros assuntos que apresentavam durante a formacao.

Como a presente pesquisa esta inserida em um projeto maior, que adota essa
metodologia, utilizamos os mesmos instrumentos para coletar informacdes: ques-
tionarios, observacdes, mapas conceituais e documentos escritos pelos professores.
No que segue, apresentamos a justificativa sobre a escolha desses instrumentos.

3.2 Questiondrio

Um questiondrio inicial foi aplicado, em 11 de abril de 2003, com o intuito
de caracterizar os professores participantes do projeto. A primeira parte identi-
ficava o professor segundo: género, idade, estado civil, tempo de atuacio profis-
sional, grau de ensino que leciona, quantidade de aulas semanais, quantidade de
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escolas onde leciona, formagao académica e participagdo em algum processo de
formacao nos altimos trés anos.

Na segunda parte, questionamos a respeito do acesso a informagio que pos-
suia. Na terceira parte, focalizamos a utilizacdo de publicagdes que o auxiliavam
em suas estratégias em sala de aula: Parametros Curriculares Nacionais, Experi-
éncias Matemadticas e Livros Didaticos. Na quarta parte, buscamos suas opinides
sobre a importancia de alguns temas especificos da Matematica, como situagdes
que os colocavam frente a supostas respostas de alunos, para tarefas que envol-
viam numeros fracionarios.

3.3 Observacdes

A formacio foi realizada e coordenada pela propria pesquisadora de agosto
de 2003 a abril de 2004. Os encontros foram observados por pelo menos trés
participantes do projeto durante 29 semanas, em encontros de trés horas cada
um. Estes observadores eram alunos de mestrado ou doutorado em Educacio
Matematica da PUC/SP que participam do Projeto de Pesquisa. Além das anota-
¢oes realizadas pelos observadores, fizemos gravagio em audio das discussoes de
cada grupo em atividade.

O grupo de professores foi observado de forma a obter uma descri¢cdo dos
comportamentos, durante a realizacdo das atividades propostas, sendo permitida
a eventual interveng¢do do observador, tanto para ajuda-los quando necessario
como para solicitar algum esclarecimento sobre suas a¢des. Este tipo de observa-
¢do é chamado de entrevista-acdo porque: “insere-se dentro da acdo que se desen-
volve e constitui um processo de recolha de dados que se situa entre a entrevista e
a acdo” (ESTRELA, 1994, p. 35).

Para o autor, existem quatro caracteristicas para esse tipo de observagio: o
papel do observador nio se altera perante o observado; podem-se realizar anali-
ses sobre a origem e a finalidade das a¢oes do observado, porque suas opinides
podem ser confrontadas durante a agdo; as inferéncias do observador podem ser
defrontadas com as opinides do observado e as informagoes sao ricas em detalhes,
embora sejam restritas aos aspectos e situagoes especificas. O principio da andlise
do comportamento em situagdao deve se sobrepor ao da andlise em si mesma que
faz com que a observacdo desempenhe uma funcdo central na elaboracio do dis-
positivo experimental.

Os mesmos procedimentos de observagao foram empregados durante a apli-
cacdo da sequéncia, elaborada durante a formagdo em uma sala de quinta série,
no més de abril de 2004, sendo observada e discutida por todos os elementos do
grupo no final de cada aula.
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3.4 Documentos escritos pelos professores

Durante a formagao, coletamos todas as produgdes do grupo de professores
e, no final, solicitamos que escrevessem individualmente, fora do ambiente de
formacgao, a respeito de sua experiéncia durante todo o processo de elaboragao
e aplicacdo da sequéncia, a fim de obter opinides livres de interferéncias e poder
confronti-las com as observacoes realizadas.

Nesse sentido, uma das vantagens dos documentos €, segundo Ludke e André
(1986), permitir a obtencdo de dados, quando a interacdo com os sujeitos pu-
der alterar seu comportamento ou seus pontos de vista, podendo complementar
as informagdes obtidas pela observagio. Consideramos documentos “quaisquer
materiais escritos que possam ser usados como fonte de informacdo sobre o com-
portamento humano” de acordo com Phillips (1974, p. 187, apud Ludke e André,
1986, p. 38).

3.5 Mapas conceituais

Os mapas conceituais s3o esquemas graficos que, segundo Faria (1995), tém
como objetivo representar a estrutura basica de partes do conhecimento sistema-
tizado, na forma de uma rede de conceitos e proposi¢oes relevantes desse conhe-
cimento. Os mapas permitem analisar e reorganizar a estrutura inerente a um
determinado conhecimento sistematizado para descobrir, entre outras, concep-
¢oes equivocadas a respeito de um conceito.

Os professores elaboraram mapas conceituais, para evidenciar interrelagoes
entre seus conhecimentos, suas concepcdes, suas emogdes e seus sentimentos em
relagdo ao ensino e aprendizagem de nimeros fraciondrios e também para:

que os professores pudessem estruturar palavras que viessem a mente re-
lacionadas a palavra chave dada a priori. Como os mapas conceituais sio
esquemas que as pessoas estruturam a partir de um conjunto de concei-
tos, ndo teremos obrigatoriamente duas pessoas elaborando um mesmo
mapa quando se deparam com o mesmo conjunto de palavras. Apesar
de a técnica dos mapas conceituais ser usada para estruturar conceitos,
explicitando relagoes e proposi¢des entre esses conceitos, nos a utilizamos

como uma atividade “criativa”. (MANRIQUE, 2003, p. 40)

Durante a realizacio dos mapas conceituais, os proprios professores lista-
ram as palavras individualmente e em grupos elaboraram os mapas que foram
apresentados aos demais grupos. ApOs a apresenta¢do, um espaco era aberto para
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que todos pudessem comentar a respeito dos mapas e suas possiveis semelhan-

cas e diferencgas.

Esses mapas foram realizados em dois momentos: no inicio da formagio,
em 8 de agosto de 2003, e no encerramento dos trabalhos do semestre, em 12 de
dezembro de 2003. Em ambos, a palavra-chave foi fragio. Para finalizar, apresen-
tamos no Quadro 1 a sintese dos métodos de coleta de informag¢des adotados em

nossa pesquisa.

Quadro 1 - Sintese dos instrumentos de coleta de informacdes.

Questionario

Inicial

Observagdes realizadas nos encontros

29 encontros de 3 horas cada um fotalizando 87 horas, de 01,/08,/2003 a
16/04,/2004.

Mapas conceituais

1) no inicio da formagdo em 08,/08,/2003
I1) no final da formagdo em 12,/12,/2003

Observacdes realizadas em sala de aulo

Aplicacto pelos professores da sequéncia de ensino elaborada.

Documentos escrifos pelos professores

Relatdrio final

No que se segue, apresentaremos os estudos realizados como base tedri-
ca para a formacdo dos professores com relacio ao objeto matematico: nime-

ros fracionarios.




Segunda parte

Estudos preliminares para a formacdo

Nesta parte de nossa pesquisa, mostramos trés estudos sobre numeros fracio-
ndrios que servirao de base tedrica para a formacdo dos professores. O primeiro,
diz respeito a terminologia utilizada para identificar o objeto matematico em es-
tudo e seus significados que se justifica pela confusio conceitual provocada pelos
termos: fracao, nimero fraciondrio e numero racional.

O segundo consiste de um estudo epistemologico que busca as concepgoes de
numeros fracionarios mobilizadas na génese desses nimeros, que se justifica pela
necessidade de identificar a razao de ser desses numeros e o caminho percorrido
por sua construgao conceitual.

Finalmente, o terceiro versa sobre uma Organiza¢io Matemadtica, que se
apdia no estudo epistemolégico, nas diversas concepgdes de niimeros fraciondrios
e em resultados de pesquisas anteriores, justificado pelo nosso interesse em per-
mitir o acesso de tais resultados a professores em atuacgdo e a necessidade de um
referencial tedrico a respeito do objeto em estudo para a formacido pretendida.

1 Uma questdao de terminologia e significados

Afinal, fracdes, nimeros racionais ou numeros fracionarios?

A questdo nos persegue desde o inicio de nossos estudos, quando percebemos,
em contatos com professores, que muitos nao aceitam como numero fracionario,
um numero irracional escrito na forma a/b, (b # 0), como ﬂ, pois um irracional
nio pode ser escrito na forma de fracdo, mas aceitam % como fracionario, pois
temos de racionalizar o denominador.

As vezes, levam um tempo para perceber que se trata do mesmo nimero. Por
outro lado, aceitam as “fragoes algébricas”, em R, como representagao fraciona-

ria, mas emudecem, quando se substitui 0 x por um nimero irracional qualquer.
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Provavelmente, o fato justifique-se pela identificacio do conjunto dos racionais,
como sendo o “conjunto das fra¢oes”, embora durante o Ensino Fundamental e
Médio trabalhem com nimeros fraciondrios do tipo 7 ou “* ou 2%, aplicando
inclusive as mesmas regras operatorias.

Assim, procuramos em textos de matemadtica ou de seu ensino, algum con-
senso para essa terminologia que apresentaremos, a seguir, com oS termos empre-
gados pelos autores.

Nicolas Rouche em seu livro Pourquoi ont-ils inventé les fractions? Mos-
tra poeticamente em sua introdu¢do, o quao complexo é o entendimento do
que € fracdo:

Uma fracdo é uma coisa bem pequena: uma barra horizontal, um nime-
ro em cima e um numero embaixo. Mas que representa esta coisa? Um
pedaco de torta? Uma razdo? Uma nova espécie de nimeros? A resposta
estd longe de ser clara para todo mundo. (ROUCHE, 1998, p. 1, tradu-
¢ao nossa)

O autor fala da dificuldade de esclarecer o que queremos e apresenta o termo
fragao associado a representacao simbolica: “um niimero em cima e um niimero
embaixo” e a contextos em que pode ser identificada como novo ntimero.

Bell (1996) discorrendo a respeito da ampliacdao do sistema de niimeros na-
turais associa o termo fracdes a uma nova classe de nimeros, embora coloque a
palavra nimero entre aspas:

As primeiras amplia¢oes do sistema de niimeros naturais foram as fracoes
babilonicas e egipcias. Estas ilustram um prolifico método de engendrar
0s novos nimeros a partir dos ja aceitos, e com seu mesmo conceito, a in-
versao. Para resolver o problema “por qual nimero ha que se multiplicar
6 para que produza 2?” Ha que se inventar uma nova classe de “numero”,
a fragdo 1/3. (Ibid, p. 182, tradugio nossa)

Por outro lado, Paul Karlson trata as fra¢ées do ponto de vista de notagdo e
seu carater operatorio, quando afirma que:

O calculo com fracdes simples desenvolveu-se antes mesmo da regula-
mentagdo definitiva da divisdo, que realmente era — cumpre dizé-lo — tra-
balho facil enquanto faltava uma notagio numérica adequada. Todas as
velhas civilizacoes, desde os egipcios e babilonios até hindus e chineses,
conheciam sem exce¢ao as fragoes, sabendo mesmo maneja-las, com rela-
tiva destreza. (KARLSON, 1961, p. 51)
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No entanto, 0 autor associa o termo fracdes aos niimeros nao racionais

quando apresenta a expressiao L e a formula: Viamiae —;B ‘b para o volume

da pirdmide, considerando B a medida da 4rea da base triangular e b a me-
dida da altura dessa piramide. Logo a seguir escreve: “o volume de uma piramide
é, portanto, igual ao produto da base pela altura, dividido por 3” (p. 149). Vemos
que no discurso substitui 0 numero fracionario 1/3, utilizado na férmula, por
“divisao por 3”.

O mesmo acontece, quando trata de trigonometria, apresenta a relaciao
ola =1+ig’e ¢ escreve: “basta que invertamos a fracdo e extraiamos a raiz.
Resulta entdo: c«se= — ” (Karlson, 1961, p. 248). Claramente, podemos perceber
que embora o autor tenha, a principio, associado o termo fragio aos numeros
racionais, apresenta também escritas fraciondrias para nimeros irracionais.

Ao discutir a respeito de expressdes numéricas referentes a medi¢oes, Caraca
apresenta o numero fracionario % como razdo de dois numeros, que sempre sera
tratada como quociente desses dois nimeros, na seguinte defini¢ao:

Sejam os dois segmentos de recta AB e cD, em cada um dos quais se con-
tém um nuamero inteiro de vezes 0 segmento u# — A contem 71 Vezes €
CD contém n vezes o segmento u. Diz-se, por definicdo, que a medida
do segmento AB, tomando ¢p como unidade, é o niimero —, e escreve-se
AB—7~CD quaisquer que sejam os numeros inteiros 72 € 7 (n ndo nulo) [...]
0 nimero % diz-se fracciondrio. (Ibid, p. 35)

A seguir, apresenta o que chama de campo racional:

Encontramo-nos com um novo conjunto numérico — o conjunto dos nu-
meros racionais ou campo racional — que compreende o conjunto dos
ndmeros inteiros e mais o formado pelos nimeros fraciondrios, estes sio
de facto, os nameros novos. (Ibid, p. 36)

Para Caraca, os inteiros sao racionais, mas nao sao numeros fracionarios,
embora apresente no estudo dos nimeros racionais os inteiros escritos na forma
alb, tal fato fica claro quando apresenta a seguinte classificagio para os nime-
ros reais:

. . |inteiros
racionais

Numeros reais fracciondrios

irracionais

(CARACA, 1984, p. 83)
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Entretanto, quando define seno de um angulo, transfere a possibilidade da
escrita fraciondria e do quociente para os irracionais.

Chama-se seno do angulo o, e representa-se por senda, ao cociente do
segmento PM (orientado, sempre com origem em P, qualquer que seja a
posi¢io de M) pelo raio r: sena=. (Ibid, p. 145)

Ja, Davis e Hersch (1985, p. 458) chamam os racionais de fra¢iao, quando
definem o ndmero racional como: "qualquer niimero que seja a razio de dois
inteiros: 1/1, - 6/7, 21/102, 4627/1039. Uma fracio™

Chevallard, Bosch e Gascon (2001) apresentam a seguinte questdo: “Raciona-
lizar o denominador das seguintes fracoes:” explicitando que se trata de tornar ra-
cional o denominador de uma frag¢ao, apresentando como primeiro exemplo ﬁ

Alphonse, ao tratar de problemas didaticos ligados as escritas dos nimeros,
tenta a principio diferenciar fracdes de numeros, associando a fragio a um ope-
rador de fracionamento.

A priori as fragdes ndo sio nimeros. Mas, no contexto, s3o operacoes de
medidas, associadas de maneira natural as grandezas fracionadas. Uma
fracdo evoca, entao, um operador de fracionamento. Esta origem subsis-
te igualmente no enunciado: % nio se lé “trés sobre quatro”, mas, “trés
quartos”. Para Euclides também as razoes de grandezas ndo sao nimeros.
Alids, uma escrita antigamente corrente, a:b :: c:d que significa a estd para
b assim como c estd para d, leva a ndo considerar as razdes de grandezas
como numeros. (ALPHONSE, 1995, p. 36, tradu¢ao nossa)

Apresenta também a possibilidade da fusdo de fracdo e raziao: Mas temos
igualmente uma apari¢do de fragdes em um contexto aritmético como: a fracao é
um elemento do resultado de uma divisao que nao termina. Quando as “frag¢oes”
adquirem o estatuto de nimero, com a escrita 7, algumas propriedades serdo in-
troduzidas. Obtém-se igualmente uma artlculagao entre a notacdo e a concepgao
de um lado e de outro, as operagdes, em consequéncia um tipo de fusdo entre
fragao e razao que se opera. Por outro lado, a no¢ao de niimero racional feita his-
toricamente muito tardia toma, também, a designacio candnica £ (ALPHONSE,
1995, p. 37, tradugdo nossa). b

Nunes e Bryant, quando tratam das dificuldades do ensino de fragoes, dife-
renciam os termos numero racional e fragdes, dizendo que:

Esses estudos servem como uma adverténcia dos perigos que existem
por tras da complexidade e da diversidade dos conceitos envolvidos em
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fracdes e numeros racionais. (Usaremos a expressio “numeros racio-
nais” de uma forma mais geral e fracdes apenas quando nos referirmos a
problemas parte-todo). (NUNES e BRYANT, 1997, p. 193)

Tratando da sofisticacio da ideia de numeros fracionarios, D"Augus-
tine afirma que:

A ideia de numeros fracionarios é um conceito sofisticado, que requer

da crian¢a mais maturidade e maior base matematica do que o conceito

de nimero natural. Enquanto um nimero natural é a propriedade de um

determinado conjunto, um ndmero fracionario pode ser associado a:

1. A partilha de um conjunto determinado.

2. A razdo das propriedades numéricas de dois conjuntos.

3. Um numero associado a partilha de um conjunto continuo.

4. Um numero que representa o cociente de dois nimeros naturais (sendo
o divisor diferente de zero). (D"AUGUSTINE, 1976, p. 144)

Observamos que o autor associa os numeros fraciondrios a distribui¢ao de
grandezas discretas e continuas, embora esta ultima possa levar a representagao
fraciondria de numeros reais. No entanto, diferencia nimero fracionario de fra-
¢do na seguinte defini¢io:

Define-se nimero fracionario como o cociente de dois nimeros natu-
rais, de modo que o divisor seja diferente de zero, isto é, um numero
fraciondrio é qualquer numero que pode ter o nome %, onde a e b sdo
numeros naturais e b # 0. Uma fra¢do pode ser definida como o simbolo
ou o0 nome para o numero fraciondrio e pode ter a forma %, em que a
e b designam nimeros naturais. E importante saber que uma fragio de-
signa um numero fracionario, bem como é também importante saber quan-
do duas fragdes designam o mesmo numero fracionario. (D" AUGUSTINE,
1976, p. 146)

Entendemos que, para o autor, o nimero fraciondrio ou racional pode ser
representado por uma classe de fragoes, isto €, as fragdes sdo representacdes de
um namero racional. J4, quando trata de razdo, o autor a apresenta relacionada
a problemas da realidade:

H4 muitas ocasides que, em nossa sociedade, estamos interessados em
estabelecer a correspondéncia varios-a-varios. Por exemplo, se se ven-
dem balas a razdo de trés por dez centavos... Quando usamos um par de
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ndmeros em correspondéncia varios-a-varios numa situac¢ao social refe-
rimo-nos a este par de numeros como um par de razoes. Definimos dois
pares de razdo % e % como sendo equivalentes somente sea X d = b X c.
(D"AUGUSTINE, 1976, p. 238)

Associa, também, o nimero fraciondrio a porcentagem, dando a esta seu
cardter notacional e de aplicacdo comercial.

A notacao de percentagem é muito usada em nossa sociedade. Como ela é
muito util para reduzir os dados estatisticos a uma forma mais facil de ser
entendida e para comunicar as relagoes da aplicacdo comercial do nime-
ro, serd importante desenvolver ndo apenas o significado matematico de
percentagem (percentagem € uma outra notagao usada para representar

numeros fracionarios), mas também a sua funcdo de comparacao. (D"AU-
GUSTINE, 1976, p. 240)

Entendemos que, para Alphonse, o numero fracionario é representado por
uma classe de fracdes e que razdo nao é nimero, mas, uma relacio entre dois nu-
meros inteiros, embora possa ser representada na forma de fragao.

Niven afirma que nem o conjunto dos naturais nem o dos inteiros sio “fe-
chados em relacao a divisao, porque a divisao de inteiros pode produzir fracées
como 4/3, 7/6, — 2/5, etc.” e acrescenta que “o conjunto de todas as fracdes como
estas é o conjunto dos racionais”. A seguir, define: “um nitmero racional (ou uma
fracao ordindria) é um niimero que pode ser colocado na forma a/d, onde a e d
sdo inteiros e d ndo é zero” (NIVEM, 1984, p. 30).

Mais a frente, o autor observa que “enquanto os termos niimero racional e
fracao ordindria sdo, as vezes, usados como sinénimos, a palavra fracao, sozinha
é usada para designar qualquer expressdo algébrica com um numerador e um
denominador como por exemplo: V3, 1/ ou =27 (p. 31).

Esclarece ainda que a inclusdao das palax)lras “pode ser colocado na forma
a/d” na defini¢do de niimero racional, é para que sejam incluidos, nessa defini-
¢do, os infinitos modos de descrever um dado numero racional (por exemplo, 2/3
pode ser escrito como 4/6, 6/9, ... ou 27 ou \/7 5 ou ﬂ , mencionando, apenas
alguns). Acrescenta que:

Uma fragdo é definida de tal modo que, se multiplicarmos seu numerador
e denominador por uma mesma quantidade, a nova fragdo representard o
mesmo numero, assim s6 de olhar para uma expressio, nem sempre po-
demos dizer se ela representa ou ndo um numero racional. Considere, por

exemplo, os niimeros \j@ e %, nenhum dos quais esta na forma a/d com
3 3
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a e d inteiros. Podemos, porém, efetuar certas manipulacoes aritméticas
com a primeiro expressao e obter 2 e, portanto, % ¢ racional, o que ndo
acontece com % que representa /5. (NIVEM, 1984, p. 32)

Conforme as concepg¢oes de numeros fracionarios, Ciscar e Garcia (1998),
afirmam na introducdo de seu livro que:

A ideia de fra¢do apoiada em situacdes em que esta implicita a relacdo
parte-todo. Esta relacio é uma das possiveis interpretagdoes da fragao.
Mas por outro lado, também podemos representar, mediante uma fragao,
situagdes em que esta implicita uma relagdo parte-parte (ou todo-todo),
que nos levam a interpretagdo da fracao, como razdo. Ainda existem ou-
tras interpretagdes das fracdes: operador, quociente de dois numeros, etc.
O constructo tedrico que sintetiza todas elas, constitui o numero racional.
Ha, portanto, um grande caminho a percorrer entre as primeiras ideias in-
tuitivas de “metades” e “tercos” até a consideracao das fracdes como ele-
mentos integrantes de uma estrutura algébrica. (Ibid, p. 1, tradu¢io nossa)

Buscando a fracdo, como elemento integrante de uma estrutura algébrica,
encontra-se em Hernstein (1970) a seguinte defini¢ao:

O corpo de fracoes de um anel de integridade: Recordemos que um anel
de integridade é um anel comutativo D com a propriedade adicional de
nao possuir divisores do zero, isto é, se ab = 0 para certos a,b e R, entdo
pelo menos a ou b é necessariamente zero. O anel dos inteiros é, evi-
dentemente, um exemplo padrio de um anel de integridade. O anel dos
inteiros possui a caracteristica atraente de que podemos estendé-lo para o
conjunto dos racionais, que é um corpo. Podemos efetuar uma constru¢ao
semelhante para qualquer anel de integridade? (Ibid, p. 122-123)

A resposta a essa questdo vem quando apresenta e demonstra o seguinte te-
orema: “todo anel de integridade pode ser imerso num corpo”.

Demonstra¢ao. Antes de proceder formalmente com os detalhes da de-
monstra¢do, tomemos um ponto de vista informal do problema. Seja D
nosso anel de integridade; em termos nio rigorosos, o corpo que procura-
mos deve ser constituido de todas as fracoes % ondea, be Deb#0.Evi-
dentemente, em D, % psl)de muito bem nao ter sentido. O que devemos
exigir destes simbolos 72 Evidentemente, precisamos ter uma resposta

as trés perguntas seguintes: (1) Quando é £_€? (2) O que é 4 €?
b d
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(3) O que é Z'ED Para responder (1), nada mais natural do que afirmar
que — b = se, e somente se, ad = bc? Quanto a (2) e (3), por que nao tentar
0 Obvio, isto é, definir £+£=M NG

b d bd b d bd
De fato, no que se segue faremos destas consideragdes nosso guia. Por-
tanto, deixemos de heuristica e entremos no dominio da matematica, com

definicoes precisas e dedugoes rigorosas. (HERNSTEIN, 1970, p. 124)

O autor conclui que sendo F um corpo de fragdes e D um anel de integrida-
de: “F é usualmente denominado o corpo de fragdes de D. No caso particular em
que D é o anel dos inteiros, o F assim construido é, evidentemente, o corpo dos
numeros racionais” (Ibid, p. 125).

Mas, se todo corpo é um anel de integridade e sabemos que Q, R e C sdo
corpos, podemos, entdo, construir o corpo de fracdes desses anéis e falar de fra-
¢Oes para nimeros racionais, reais e complexos. Acrescentando os anéis de poli-
ndémios, podemos construir o corpo de fragdes dos polindmios que nos levam as
fracoes algébricas que sao tratadas com esse nome no Ensino Fundamental.

As questoes da introducdo das fragdes nas séries iniciais sao delicadas e obri-
gam a buscar situacdes apropriadas para fazé-lo, sem excluir a questio da no-
menclatura utilizada. Esta, por sua vez, estd impregnada da crenca milenar de que
fragao ndo é numero e da enfatica afirmacio de que o conjunto dos racionais é
o conjunto das fragdes ou dos niimeros fracionarios que provocam distor¢des na
formagio que leva muitos professores a situagdes de conflito, quando se fala de
numeros fraciondrios ou de fragdes que ndo sejam racionais, 0 que, certamente,
refletir-se-a no ensino.

Assim, no intuito de distinguir o objeto de suas diferentes representagoes e,
de adotar um termo que nao deixe duvidas e que seja, suficientemente, abran-
gente, utilizaremos o termo nimero fraciondrio para indicar aquele que pode ser
representado por uma classe de fracdes, — com b # 0 e a, b pertencentes a um anel
de integridade. Como, neste trabalho, estamos interessados no Ensino Fundamen-
tal, a e b podem ser nimeros reais ou polinomios. Por exemplo, o nimero fracio-
nario £ podera ser representado por uma classe de fragoes: 2‘F ”f . € NOo €aso
dos pohnomlos, consideraremos a fra¢do algébrica como um pohnomio escrito na
forma de fracdo e, por exemplo, a fragao algébrica ";3, pode ser representada,
também, por uma classe de fracoes algébricas: 2:+6 3+9 . que, por sua vez, podera
ser associada a uma classe de numeros frac1onarlos dependendo do valor que x
pode assumir.

Daqui em diante, trataremos por numeros fracionarios todo elemento do
conjunto dos reais ou do conjunto dos polindomios que pode ser representado por
uma classe de fracoes.
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Mas, além da questdo da terminologia, que acabamos de apresentar, abor-
daremos ainda a origem da palavra fracdo e de seus significados culturais e em
outras areas de conhecimento, pois, algumas dessas ideias podem estar presentes
no cotidiano das pessoas.

A palavra drabe que designa fracdo, al-kasr, é derivada do radical do verbo
que significa “quebrar” que, com o passar do tempo, levou os termos fragao e
“namero quebrado” a serem utilizados como sinénimos. Isso se deve, provavel-
mente, ao fato de a maioria das aritméticas americanas antigas utilizavam o termo
“namero quebrado” para distinguir as fracdes ordindrias das fragdes decimais.

As formas latinas fractio e minutum ruptus eram traduzidas, por antigos au-
tores da lingua inglesa, como “broken numbers” (nimeros quebrados). Buscando
a etimologia da palavra fra¢ao, Cunha (1997), cita que sua origem esta na palavra
fraccion que significa o ato de partir, quebrar, dividir ou a parte de um todo que
faz associar a palavra fracdo uma acdo de partigdo.

Segundo Ferreira, o termo fragdo é usado atualmente para designar, en-
tre outros:

Fracao [Do lat. Fractione.] S. f. 1. Ato de partir, rasgar ou dividir. 2. Parte
de um todo: “Com o movimento do 6nibus, ha um instante, uma fracao
de segundo em que o vitral chameja” (Osma Lins, Nove, Novena, p. 198).
3. Facgao (4). 4. Arit. Numero que representa uma ou mais partes da
unidade que foi dividida em partes iguais; namero fracionario. 5. Quim.
Qualquer mistura parcial que se obtém num processo de separagio dos
componentes de um sistema.

Fracdo continua. Mat. Sequéncia que se obtém mediante fracdes nas quais
o denominador se forma pela adi¢do, em cada uma, de uma fragao pro-
pria ao denominador da antecedente. Fra¢ao decimal. Mat. Fracdo pro-
pria cujo denominador é uma poténcia de dez. [Tb. se diz apenas deci-
mal.] Fra¢ao de empacotamento. Fis. Nucl. Quociente da diferenca entre
a massa atOmica e o numero de massa de um elemento pelo nimero da
massa deste. Fracdo do pdo. Rel. 1. A missa. 2. A comunhio. Fragao Mo-
lar. Fis.-Quim. Medida da concentracdo de um componente numa mistu-
ra, igual ao quociente do nimero de moles do componente pelo nimero
total de moles da mistura. (FERREIRA, 1986, p. 806)

Podemos notar que o termo fragao significa, tanto uma ag¢io de particdo
como € sindnimo de nimero fraciondrio; a0 mesmo tempo, em que significa uma
medida na Quimica ou um quociente na Fisica, ou ainda, uma sequéncia na Ma-
tematica. Por outro lado, embora alguns afirmem que a ideia de fracdo nio faz
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parte do dia-a-dia das pessoas, podemos encontrar, em rapida incursdo na inter-
net, o termo associado a muitos temas da atualidade como, por exemplo:

— fracdo do bilhete de loteria.

— fracdo amostral utilizada no censo.

— fragdo ideal do solo e das partes comuns de um edificio

— fracdo lipidica (6leo bruto) de graos de soja.

— reciclagem da fra¢ao mineral dos residuos de construcdo e demoligio.

— fragdo de espalhamento na regiao de mamografia.

— frac@o de bonificagao em aplicagdes

- remédios fracionados estarao disponiveis nas farmdcias.

O fato nos leva a supor que o ensino de fragdes deve tentar construir seus
inameros significados diferenciando, o objeto nimero fracionario, de sua repre-
sentagao: classe de fragoes equivalentes.

Assim, é necessario perceber nessa construciao que é diferente do inteiro, em
que fica clara a distingdo entre um nidmero e suas representacoes, pois, quando
nos referimos ao nimero cinco, por exemplo, sabemos que representagcdes como:
“cinco” ou “5” ou “V” ou “llllI” evocam o referido numero, mas ndo o proprio
numero, pois este nao passa de uma ideia. Quando operamos com os inteiros, rea-
lizamos o cdlculo com base na manipulac¢do da representacdo escolhida: 2 + 3 =5
ou Il + III =V, por exemplo, 0 que ndo acontece com os fracionarios. Nesse caso,
manipulam-se representacdes do mesmo tipo para indicar um mesmo nimero,
por exemplo, %, % % .. todas sdo fragdes que representam o nimero fracionario %

Feita a escolha, em termos de terminologia, e uma breve introdugio a res-
peito da origem do termo fragdo e alguns de seus significados; em continuidade,
apresentaremos um breve estudo da génese dos niimeros fracionarios no sentido
de buscar as situacdes que estido na razdo de ser desses nuimeros.

2 Breve estudo da génese de nomero fracionario

Nesta parte da pesquisa, faremos um breve estudo da génese dos numeros
fracionarios, no sentido de identificar a emergéncia das concepg¢oes relacionadas
com tal saber.

Este estudo apdia-se em Artigue (1990) para quem a andlise epistemoldgica,
ancorada no desenvolvimento histérico do conceito, conduz o pesquisador em
Educacao Matematica a diferenciar uma variedade de concepgoes, sobre um dado
objeto, e a reagrupa-los em classes pertinentes para a andlise didatica.

Conforme a autora citada (p. 245), esta analise ajuda o pesquisador “a se
desprender da ilusdo de transparéncia dos objetos que manipula em nivel do sa-
ber e o ajuda a se libertar de representacées epistemoldgicas erroneas que tendem
a induzir sua pratica de ensino” (tradugio nossa). Além disso, acredita que “os
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problemas que motivaram a introducdo, de um ou outro conceito e aqueles que
governaram sua evolucdo, sdo constitutivos da significacdo deste conceito e o
pesquisador em diddtica confronta-se necessariamente com o problema da signi-
ficacdo dos conceitos” (Ibid, p. 246, tradugio nossa).
Dessa forma, decidimos identificar os tipos de tarefa que pedem a mobiliza-
¢do das concepgoes de numeros fraciondrios em textos da Historia da Matematica.
Para realizar este estudo, apoiamo-nos na Teoria Antropologica do Didatico
(TAD), porque situa a atividade matematica e, em consequéncia, a atividade de
estudo da matematica, no conjunto de atividades humanas de instituicdes sociais.
Conforme Chevallard (1999, p. 223), nessa teoria “uma obra matemadtica, como
toda obra humana, surge sempre como resposta a um conjunto de questoes e como
meio de realizar determinadas tarefas problemadticas em determinada instituicao”.
Segundo a TAD, o saber matemadtico, como forma particular de conhecimento,
é resultado da a¢ao humana em institui¢oes que produzem, utilizam ou ensinam tal
saber, embora este possa migrar de uma instituicao para outra. A no¢ao de praxeo-
logia vem como um método que permite a andlise de praticas sociais tanto por sua
descri¢do como pelo estudo das condi¢cdes em que tais praticas se realizam.
Consideramos, entdao, como instituicdo, as publicacdes a que se teve acesso
desde a Antiguidade como, voltadas ao ensino de Matematica, apoiando-nos para
esta consideracdo em Schubring (2003), quando afirma que ha evidéncia da exis-
téncia do ensino institucionalizado de matemadtica na Mesopotamia, a partir da
necessidade da fun¢do de escriba e de centros para sua formacdo. O autor cita os
papiros de Rhind e de Moscou, como os mais antigos textos conhecidos destina-
dos ao ensino, e os “Dez Manuais Matemdticos” ou “Dez Cldssicos”, como sendo
a primeira lista oficial de livros textos autorizados na China em 656.

Provavelmente o mais antigo e conhecido dos “Dez Classicos” seja os
“Nove capitulos sobre a arte de calcular”. A tradi¢io da matematica chi-
nesa esta fundamentada nesse manual que apresenta 246 problemas com
a apresentagao feita em trés niveis: propor o problema, dar sua solucdao
numérica, fornecer a regra pronta para calcular a solu¢io com base nos

dados. (Ibid, p. 28)

De acordo com Bosch e Chevallard (1999), a TAD parte do principio de que
podemos analisar uma pratica institucional, de diferentes pontos de vista e for-
mas, a partir de um sistema de tarefas que, para serem realizadas exigem que se
coloque em a¢do uma técnica.

Um certo tipo de tarefas determinard uma maneira de cumprir ou realizar
as tarefas desse tipo, o que significa que tal organiza¢do deve conter, pelo menos,
uma técnica que identifica um certo saber-fazer.
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A produgio de técnicas para realizar determinadas tarefas implica a produ-
¢do de praxeologias, matematicas ou didaticas, que se compoem de dois aspectos:
o pratico constituido pelas tarefas ou questdes que se colocam, e as técnicas que
se usam para resolver essas tarefas (bloco técnico-pratico). O discurso racional
sobre essa pratica apresenta dois niveis, um tecnologico, que justifica as técnicas e
outro tedrico, que justifica o nivel tecnoldgico (bloco tecnolédgico-tedrico).

Chevallard (1999) define uma praxeologia ou organiza¢ao pontual (OMP),
em uma institui¢ao, quando a organizagdo trata de um unico tipo de tarefas, que
poderd se combinar em organizag¢des locais (OML), quando centradas sobre uma
determinada tecnologia e depois, em organizac¢des regionais (OMR) ao redor de
uma teoria. Para o autor, toda atividade matematica institucional pode ser anali-
sada em termos de praxeologias matematicas de complexidade crescente.

Mediante o exposto, pretendemos identificar os tipos de tarefas que estdo
na génese dos numeros fraciondrios, que tém suas técnicas justificadas pelas
concepgdes de numeros fraciondrios, detendo-nos sobretudo no bloco técnico-
-pratico, geralmente, sem explicitar o bloco tecnolégico-tedrico, porque segundo
Chevallard (1999) na aritmética elementar o discurso tem dupla fun¢ao: porque
permite, a0 mesmo tempo, encontrar o resultado solicitado (funcdo técnica) e
justifica-lo como correto (fungao tecnologia).

Assim, pretendemos neste estudo identificar nas publicagdes que tivemos
acesso, os tipos de tarefas que, provavelmente, deram origem ou utilizaram nu-
meros fracionarios agrupados de acordo com as concepcdes que lhes podem ser
associadas, ou relacoes entre elas.

Essas concepgdes baseiam-se na classificacdo de Behr e outros (1983), quan-
do considera que o conceito de numero racional se constr6i com base nas in-
terpretagoes: parte-todo, medida, quociente, razdo e operador que serdo estuda-
das em detalhes na Organizagio Matematica que escolhemos para a formacdo
dos professores.

Analisaremos cada tépico desta parte do trabalho apresentando alguns
exemplos, preferencialmente aqueles que apresentem a técnica explicita utiliza-
da, embora muitos do mesmo tipo possam ser encontrados em épocas diferentes
da historia.

2.1 As situagdes de medicdes e seus registros escritos

Desde a Antiguidade, encontramos na génese da numeragio fracionaria algu-
mas praticas sociais, como as medicoes realizadas pela determinagio de unidades
que permitissem quantificar a grandeza a ser medida e a comparacdo dessa unida-
de com o objeto a ser medido. O niimero fracionario surge, entao, da necessidade
de dividir a unidade escolhida, para que a medigio se concretize.
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Os egipcios antigos empregavam os nomes de partes do corpo para nomear
suas unidades de medida de comprimento, sendo a principal o cubito (52,3 c¢cm)
que era dividido em sete palmos que, por sua vez, era dividido em quatro dedos.
Utilizavam, também, a unidade khet para representar 100 cubitos e, neste caso, 1
cubito corresponderia a 1/100 do khet.!

Na China antiga, identificamos, ja no século II a.C. nos “Nowve capitulos so-
bre os procedimentos matemadticos”, a presenga de unidades utilizadas, geralmen-
te, para medir tecidos, como o pi que equivale a 4 zhang que, por sua vez, equivale
a 10 chi. Em alguns problemas, relacionados a medi¢ao de seda, encontra-se ainda
a unidade jin que corresponde a 16 liang que, por sua vez, equivale a 24 zhu. Para
medicoes de terras, utilizavam o bu para comprimentos e o mu para areas que
corresponde a 240 bu (quadrados) além do ging que equivale a 100 mu.

Nota-se que o estabelecimento de unidades para medicoes fez emergir a cria-
¢do de tabelas de conversdes, tanto para as unidades e suas subunidades como
para unidades diferentes, necessarias principalmente nas relagdes comerciais.

No inicio da obra Lilavati de Bhaskara (nascido na India em 1114), uma
tabela para conversido de algumas unidades de medidas de comprimento como
a angula (digito) que corresponde a oito yavodaras, uma hasta (cubito) que sdo
quatro vezes seis angulas, a danda (vara) que equivale a quatro hastas e a krosa
que corresponde a duzentas hastas, entre outras.

Nessa mesma época, na Inglaterra, o rei Henrique I oficializava a jarda como
padrido de medida de comprimento, porque era uma unidade amplamente utiliza-
da por alfaiates para medir tecido que corresponde a distancia da ponta do nariz
ao polegar do rei com o braco esticado. Algumas subunidades da jarda, foram
estabelecidas e tornaram-se obrigatéorias para medi¢oes de comprimentos: 1 milba
terrestre a 1760 jardas, 1 jarda equivale a 3 pés e 1 pé equivale a 12 polegadas,
ainda utilizadas atualmente.

No ano de 1590, foi criada a Aula da Esfera, no Collégio da Companhia de
Jesus de Santo Antdo, em Portugal que, segundo Valente (2002) era direcionada a
formagao de pilotos do mar.

Com o passar do tempo esse curso deixando de ser um curso pratico, passa
a oferecer o ensino de Matematica. Em fragmentos de apostilas, manuscritas pelo
Padre Gonzaga, professor da Aula da Esfera a partir de 1700, encontramos a
scala mensoria que trata das unidades de medidas dos antigos romanos, gregos,
hebreus, arabes e modernos.

1 Os problemas apresentados nesta parte do trabalho, que ndo apresentam referéncia
especifica, foram retirados do site http://www.malhatlantica.pt.mathis/ acessada em
16/06/2004.
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No Brasil, o Exame de Artilbeiros de 1744 e o Exame de Bombeiros de 1748,
considerados os primeiros livros didaticos brasileiros e ambos escritos por Al-
poim, eram estruturados por meio de perguntas e respostas. Neles, alguns exem-
plos de nimeros fraciondrios sdo apresentados baseados na conversio de unida-
des do antigo sistema de medidas como, por exemplo:

68. Querendo reduzir arrobas a arratéis, como cada arroba tem 32 ar-
ratéis, multiplicaremos o namero das arrobas, por 32 arratéis e temos
reduzido; como quero reduzir 6 arrobas a arratéis, multiplicando 6 por
32, produz 192 arratéis e tantos tem 6 arrobas.

69. Pode-se reduzir uma grandeza inteira a quebrado de um certo nome,
por exemplo, temos a grandeza inteira 4, que queremos reduzir a quebra-
do, que tenha o nome 6; multiplicando 4 por 6, 0 produto 24 sera o nume-
rador e o denominador 6, como se pedia, desta sorte 24/6. Esta grandeza
reduzida a quebrado fica sempre com o mesmo valor, 24/6 € igual a 4
inteiros. (VALENTE, 2002, p. 52-53)

Podemos supor que necessidades sociais provocaram a exigéncia de medir
grandezas continuas que, por sua vez, fez emergir o objeto matematico: numeros
fracionarios com a concep¢ao de medida.

Assim, as tarefas de medig¢oes eram resolvidas pela escolha de uma unida-
de de medida e sua divisio em subunidades, mas, para que essa técnica se tor-
nasse rotineira foi necessario a criacao de tabelas que relacionassem, tanto as
subunidades de uma determinada unidade como unidades diferentes para uma
mesma grandeza.

Tendo em vista a necessidade do fracionamento da unidade de medida,
emergiu naturalmente a concepgao parte-todo, pois a unidade que sera utilizada
deve ser dividida em partes de mesma medida para garantir a realizagio do ato
de medir.

Por outro lado, visto que se colocam paralelamente, desde a Antiguidade, as
necessidades de medir e registrar, por meio da escrita os resultados dessas medi-
¢Oes, estudaremos, a seguir, o desenvolvimento dessas representagdes escritas, em
algumas sociedades antigas.

2.1.1 Egito

Embora o sistema de numeragio egipcio fosse de base 10, com simbolos dis-
tintos para as poténcias de 10, foi desenvolvido para registrar os novos nimeros,
um sistema de representagdes fraciondrias unitdrias e toda uma aritmética para
calcular com tais numeros.
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Desse modo, os numeros 1/2, 1/3, 1/4 e 2/3 tinham simbolos especiais e aos
outros colocavam, inicialmente, uma pequena elipse (que significava parte), acima
do simbolo de um nimero natural utilizado como denominador. Com o tempo,
a elipse transformou-se em um ponto e com 0s simbolos numéricos atuais, por
exemplo, 1/5 seria representado por 5. Os registros encontrados nos papiros niao
justificam a escolha por tais representagoes.

Para os egipcios, ndo existia um simbolo para o niumero 2/5, por exemplo,
para representa-lo utilizavam a soma 1/3 + 1/15, o que obrigava o desenvolvimen-
to de uma técnica para o calculo da soma de fracionarios unitarios.

Provavelmente, para tornar essa tarefa rotineira, encontramos no papiro
de Rhind (1600 a.C.) uma tabela que apresenta a decomposi¢io em fraciona-
rios unitarios de nimeros do tipo n/10, com n variando de 1 a 9, representada
no Quadro 2.

Quadro 2 — conversio egipcia de nimeros do tipo n/10 em soma de fraciondrios unitdrios.

n n/10 n n/10

] 1/10 6 1/2+1/10

2 1/5 7 2/3+1/30

3 1/5+1/10 g 2/3+1/10+1/30
4 1/5+1/5 9 2/3+1/5+1/30
5 1/2

Outra tabela encontrada no papiro de Rhind, representada em parte no Qua-
dro 3, é para numeros do tipo 2/n, com denominador impar entre 5 e 101.

Quadro 3 - conversio egipcia de nimeros do tipo 2/n em fraciondrios unitdrios.

n 2/n n 2/n

. 1 - 11,0
3 15 12 51 68

, L, o G
4 28 12 76 114
1 1 1 1

9 —+— 21 e
6 18 14 42

(continua)
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Quadro 3 - conversio egipcia de nimeros do tipo 2/n em fraciondrios unitdrios. (continuagdo)

n 2/n n 2/n
1 1 1 1
11 —_—t— 23 -
6 66 12 276

13 Ll 25 £ e S
8 52 104 15 75

1 1 1 1

15 e 27 —
10 30 18 54

De acordo com Struick (1997), essa representagao egipcia foi utilizada por
séculos e pode ser encontrada ainda na Métrica de Heron (100 d.C. aproximada-
mente), em que uma aproximagao para 63 € representada por 7 +%+§+é+%. Ja para
Eves (2004), no papiro de Ackmin (uma cidade junto ao rio Nilo) escrito entre
500 e 800 d. C., aparece um algoritmo para se obter a decomposi¢do em fraciona-
rios unitarios: ﬁ=ﬁ+;—r, em que r=2"2 (p. 82). A preferéncia por representagdes
fracionarias unitarias, segundo Struik (1997) persistiu até a Idade Média, quando

Fibonacci a utilizou em seu Liber Abaci de 1202.
2.1.2 Babilénia

Partindo de um sistema de numeragio posicional de base 60, em sua escrita
cuneiforme, os babilonios criaram um sistema posicional ambiguo para represen-
tar os nimeros fraciondrios, pois o simbolo y§&, por exemplo, poderia representar
1% 60 430 ou 1+ 2. Tudo leva a crer que a utilizacdo de nameros fracionarios,
pelos babilonios, deveria ser frequente, porque aparece diversas vezes no Codigo
de Hamurabi (1694 a.C.) em algumas leis, como valores de multas:

29. Se seu filho for muito jovem e ndo puder tomar posse, 1/3 do campo e
jardim devera ser dado a sua mie, que devera educar o menino

276. Se alguém alugar um navio de frete, ele deverd pagar 2 1/2 gerahs
por dia.

277. Se alguém alugar um navio de sessenta gur, ele devera pagar 1/6 de
shekel em dinheiro de aluguel por dia”.

2 Retirado do site: http://www.geocities.com/CollegePark/Quad/8357/hamurabi.htm acessado
em 16/06/2004.
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Estas representagoes, de alguma forma, revelaram-se mais apropriada para
alguns estudos como, por exemplo, a astronomia. Em O Almagesto, do ano 150,
Ptolomeu de Alexandria explicita sua preferéncia pela representagio fraciona-
ria sexagesimal em detrimento da representacdo para fracionarios utilizada pe-
los gregos.

2.1.3 China

Os chineses usavam nove digitos diferentes para representar os nimeros de
um a nove e outros para representar os nove primeiros multiplos de dez, em seu
sistema de “numerais em barra”. Com base nesses 18 simbolos alternadamente,
em posi¢oes contadas da direita para a esquerda, escreviam numeros tio “gran-
des” quanto desejassem.

Os “numerais de barra” de 300 a.C. ndo eram apenas uma notagao para
escrever o resultado de um calculo, mas verdadeiras barras de bambu, marfim
ou ferro carregadas em uma sacola pelos administradores para auxiliarem nos
calculos. “Na numeracdo de barras, a escrita do nimero 12 | || podia ser confun-
dida com a de 3 oude 21, ade 25 1, com a de 7,34, 43, 52, 214 ou 223, além
da confusdo pela auséncia de um sinal especialmente concebido para o zero”
(IFRAH, 1997, p. 581).

Posteriormente, desenvolveram uma escrita decimal utilizada, em especial,
para pesos e medidas, representada por nimeros fraciondarios. Para Boyer:

Nenhuma descricao da numeracio chinesa seria completa sem uma re-
feréncia ao uso de fragdes. Os chineses conheciam as operacdes sobre
fracbes comuns, para as quais achavam o minimo denominador comum.
Como em outros contextos, viam analogias com as diferengas entre os
sexos, referindo-se ao numerador como “filho” e ao denominador como
“mae”. [...] também na china a adesdo a ideia decimal em pesos e me-
didas teve como resultado um habito decimal no tratamento de fracoes
que pode ser encontrado ja no século quatorze a.C. (BOYER, 1974,

p. 145-146)

2.1.4 Grécia

Os gregos utilizavam os nimeros fraciondrios em tratados tedricos e de-
monstragdes que aparecem inseridas em textos matematicos de cdlculos e em do-
cumentos da pratica como: declaracdo de propriedade, cdlculos e registros de
cambio de moedas, taxas, realizaces da arquitetura, etc.
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Representavam os nimeros por um sistema alfabético de base 10, para os
numeros fraciondrios colocavam um pequeno traco vertical ao alto e a direita
dos simbolos dos nimeros inteiros que representava o denominador de fraciona-
rios unitarios.

Os fracionarios ndo unitarios eram representados pelo numerador seguido
do denominador acentuado. Posteriormente, os nimeros fracionarios passaram a
ser escritos de maneira mais proxima a notagao moderna — um numeral sobre o
outro — com o denominador na parte superior e, geralmente, sem nenhum traco
entre numerador e denominador, conforme Gundlach (1992).

Segundo Boyer (1974, p. 41) da mesma forma que os egipcios, os gregos sen-
tiram-se tentados a usar fracoes unitdrias, mas passam a utilizar a representa¢ao
fraciondria sexagesimal, sobretudo em tabelas astronomicas.

2.1.5 India

Ha indicios do sistema posicional de base 10 na obra de Aryabhata (n. 476)
quando diz: “de lugar para lugar cada um vale dez vezes o precedente”, embora
ndo se saiba exatamente como efetuava seus cdlculos (Boyer, 1974, p. 144). Mas,
para Struik (1997), a referéncia mais antiga ao sistema de valor de posi¢ao dos
hindus, fora da India, encontra-se em um trabalho de 662, escrito pelo bispo sirio
Severus Sebokt.

No século IX, Al-Khwarizmi (entre 780-830 a 850) introduziu, em seu Trata-
do de Aritmética, os nove simbolos indianos para representar os algarismos e um
circulo para representar o zero, explicando como escrever um nimero no sistema
decimal de posi¢do utilizando esses simbolos. Alguns séculos depois, Bhaskara
(1114 - cerca de 1185) também trata do sistema de numeracdo indiano nos pri-
meiros versos de seu livro Lilavati.

No entanto, conforme Ifrah (1989) cita, por causa de suas notacdes, os anti-
gos, ndao foram capazes nem de unificar a nogao de fragdo, nem de construir um
sistema coerente para suas unidades de medida.

2.1.6 Europa

Na Europa, onde os algarismos romanos predominavam, foi lenta e gra-
dativa a aceita¢do do sistema de escrita posicional de base 10, com os simbolos
indianos. A primeira referéncia a tal sistema € creditada a Leonardo de Pisa (cerca
de 1180 a 1250), conhecido como Fibonacci, em seu livro Liber Abaci de 1202,
no qual apresentava tanto a escrita fraciondria quanto a terminologia que utili-
zamos atualmente.
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Quando, acima de um ntumero qualquer aparecer uma barra (uirgula), e,
acima dessa, for escrito outro nimero qualquer — o nimero superior esta para o
inferior — , o inferior é chamado denominador, e o superior, numerador.

Nominan Numeratore
Denominatus Denominatore
Latim ltaliano

Numerum (ndmero) nominator (superior)

Numerum (nGmero) denominante (inferior)

Latim

Figura 2 — Liber Abbaci de Leonardo de Pisa (1202)°.

Mesmo, considerado o mais produtivo matematico do século XIII, segundo
Boyer (1974), Fibonacci preferia a representagao fracionaria unitaria, pois em seu
Liber Abaci que serviu de modelo a praticamente todas as aritméticas comerciais
das épocas medieval e renascentista, apresentava tabelas de conversoes de fracées
comuns para unitarias.

Um estranho capricho de sua notag¢io levou-o a exprimir a soma de 1/5,
2 ~ 2 . .
3/4 e 1/10 2/9 como 5!, a notagao 500 significando nesse caso:
1 6 2 » . . . s . .
+——+—. E uma das ironias da histéria que a vantagem principal da

2910 910 10°

notacdo posicional — sua aplicabilidade a fragoes — escapasse quase com-
pletamente aos que usavam os numerais indo-arabicos durante os pri-
meiros mil anos de sua existéncia. [...] Fibonacci [...] usou trés tipos de
fragdes — comuns, sexagesimais e unitarias — mas nao fragdes decimais.

Usou muito as comuns e as unitarias. (BOYER, 1974, p. 185)

Em 1579, Viete utilizava uma barra vertical para separar a parte inteira da
fraciondria e recomendava a representagao de fraciondrios decimais no lugar dos
sexagesimais. Em 1585, Simon Stevin, para representar décimos, centésimos, mi-
lésimos, etc. colocava em um circulo, acima ou depois de cada digito, a poténcia
de dez assumida como divisor e recomendava o sistema posicional decimal, tanto
aos numeros fraciondrios como aos inteiros.

Embora os europeus utilizassem os simbolos indianos para registrar o nu-
merador e o denominador de nimeros fraciondrios, o sistema posicional decimal

3 Em http://www.prandiano.com.br acessado em 10/06/2004.
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ndo justifica a escrita do nimero fracionario, propriamente dito, pois este é um
numero escrito por dois nimeros.

Conforme Struik (1997), ainda no século XVI o sistema decimal posicional
ndo se estendia aos nimeros fracionarios, pois em tabelas astronomicas e trigo-
nométricas os autores limitavam-se aos inteiros escrevendo 1,753 como 1753 em
termos de mil como unidade.

O uso de uma virgula decimal como separatriz é atribuido, tanto ao cart6-
grafo G. A. Magim (1555-1617) em seu De planis triangulis de 1592 quanto ao
jesuita Cristoph Clavius (1537-1612) que a utilizou em uma tabela de senos de
1593. O ponto decimal tornou-se realmente popular quando Napier o usou mais
de vinte anos depois no desenvolvimento dos logaritmos, tornando-se padrao na
Inglaterra a partir de 1619, de acordo com Boyer (1974).

Entendemos que a necessidade de administracdao do estado foi o que, prova-
velmente, propos a tarefa de medir grandezas, bem como a de registrar os resul-
tados dessas medicoes que, na maioria das vezes, se tratava de medir quantidades
de terra, para que pudessem ser tributadas. A primeira foi resolvida a partir da
determinacdo de unidades e subunidades de medidas. Mas, a segunda, da escrita
dos fraciondrios resultantes das medi¢des, nem sempre foi cumprida de maneira
satisfatoria, embora geralmente, se justifique pelo sistema de escrita dos nimeros
desenvolvidos em cada sociedade.

Em consequéncia, a medida que as tarefas de medicoes e os registros e cal-
culos de seus resultados tornaram-se rotineiros e mais necessarios, tiveram que
migrar para instituicdes de ensino, para que outros pudessem aprender a resolver
tais tarefas. Isso ocorre desde a Antiguidade, fazendo com que as técnicas de me-
digdes e a escrita e cdlculos de seus resultados percorra outro caminho que nao o
da pratica.

Assim, na sequéncia de nosso estudo epistemologico identificamos tarefas
que associam as concepg¢oes de numeros fracionarios, bem como as técnicas de-
senvolvidas para cumpri-las.

2.2 Consequéncias da emergéncia da concepgdio de medida

O ensino, provavelmente, impos a necessidade de elaborar, além das tabelas
egipcias ja vistas, situagdes que associassem a concep¢ao de medida, para a apren-
dizagem de calculos com os resultados de medicoes, além da busca de generaliza-
¢oes para calculos de medidas como dreas e volumes. Nesse sentido, dois tipos de
tarefas sobressaem-se: a solicitacdo do calculo propriamente dito e a procura de
valores desconhecidos.
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2.2.1 Cdlculo com nimeros fraciondrios

Uma das primeiras consequéncias das medi¢oes e do registro de seus resul-
tados foi a necessidade de se efetuar calculos com tais resultados. Na aritmé-
tica egipcia:

A reducdo a soma de fragdes unitarias era possivel através de tabelas, que
davam a decomposi¢ao de fracdes da forma 2/n — a unica decomposiciao
necessaria por causa da multiplica¢io diadica. [...] O principio [...] ndo é
claro (por exemplo quando n = 19, a redugido é 12, 7, 114 € ndo 12, 57, 1287).
Este calculo com fracgdes deu a matematica egipcia um caracter compli-
cado e pesado, mas apesar destas desvantagens, a maneira de operar com
fraccdes unitarias foi praticada durante milhares de anos, ndo s6 no peri-
odo grego, mas também na Idade Média. (STRUIK, 1997, p. 53)

Quanto a divisdo envolvendo fracionarios, Boyer (1974) discute o proble-
ma 70, do papiro de Rhind, que pede a divisao de 100 por 7 + 1/2 + 1/4 + 1/8 ¢
apresenta como resultado 12 + 2/3 + 1/42 + 1/126, afirmando que tal resultado é
obtido pela técnica da duplicagio sucessiva do divisor. Primeiro obtemos 15 + 1/2
+ 1/4, depois 31 + 1/2 e, finalmente, 63 que é 8 vezes o divisor. Mas, como dois
tercos do divisor ddo 5 + 1/4, o divisor quando multiplicado por 8 + 4 + 2/3 dara
99 3/4 faltando 1/4 para o produto 100, que se deseja. Para Boyer, este foi um
ajuste inteligente, pois, como 8 vezes o divisor da 63, resulta que o divisor quando
multiplicado por 2/63 produzira 1/4. Da tabela para 2/n, sabe-se que 2/63 é 1/42
+ 1/126; portanto, o quociente procurado é 12 + 2/3 + 1/42 + 1/126.

Para a multiplicacdo, os egipcios utilizavam duas técnicas. Mostraremos aqui
a conhecida por método direto, que consiste em fazer a distributiva da primeira
expressdo pela segunda e, em seguida, a adi¢io como, no exemplo:

Problema do Papiro de Rhind, Egito, 1600 a.C.*

Multiplicar a fragdo 1/2 + 1/14 por 1 + 1/2 + 1/4

Resolugao: Para multiplicar 1/2 + 1/14 por 1 + 1/2 + 1/4 o escriba multi-
plica cada fracdo da primeira expressao por cada uma da segunda.

1 1/2 1/14
172 1/4 1/28
Ya 1/8 1/56
11/21/4 1/2 1/4 1/8 1/14 1/28 1/56

Como 1/2 + 1/4 + 1/8 + 1/14 + 1/28 + 1/56 = 1, o produto da multipli-
cagdo inicial é 1. O método utilizado para somar é o seguinte: soma-se

4 Anotagdes baseadas em http://www.malhatlantica.pt/mathis/ acessado em 16/06/2004.
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1/14+1/28+1/56 (= 1/8) e logo a soma inicial fica reduzida a 1/2 + 1/4 +
1/8 + 1/8. Depois, utilizando o método da redugdo temos: 1 1/4 1/8 1/8 =
1/21/41/4=1/21/2 = 1.

Na subtracao de um nuimero fracionario de uma unidade, escolhem um nu-
mero adequado na realidade, um multiplo dos denominadores e trabalham com a
equivaléncia de fra¢oes, como podemos perceber no exemplo dado a seguir.

Problema do Papiro de Rhind, Egito, 1600 a.C.

Qual a quantidade que falta a 2/3 +1/15 para obter a unidade.
Resolu¢ao: Ahmes toma como ntmero vermelho o 15 (simplificando) e
aplica

2/3 de 15 é igual a 10

1/15 de 15 é igual a 1

Entdo temos que 2/3 de 15 mais 1/15 de 15 é 11. Como 15, o niimero
vermelho, supera 11 em quatro unidades temos que calcular o nimero de
partes de 15 que da um total de 4, ou seja, dividir 4 por 15.

1 15
1/10 1172
1/5 3
1/15 1

1/5 1/15 4

A quantidade que falta é 1/5 1/15.

Nessas técnicas, notamos a associacao da concepc¢do de operador e de quo-
ciente e que a opgao dos egipcios por representacdes fracionarias unitarias foi um
complicador para a realizacdo de cdlculos com nimeros fracionarios. Por outro
lado, sua utilizagao por um tempo tao longo mostra a dificuldade para encontrar
uma notacdo fraciondria mais adequada para o calculo com esses nimeros. As
tarefas que pedem o cdlculo com nimeros fracionarios, aparecem na Antiguidade
em situacoes, de acordo com necessidades particulares de cada povo. Por exem-
plo, os chineses enfatizam as tarefas relacionadas com medicoes de terra, enquan-
to 0s mesopotamios, as relacionadas com problemas de construcio.

Entre 2000 e 1700 a.C., Mesopotamia.
Uma parede. A largura é 2 cubitos, o comprimento é 2,5 nindan®, a altura
1,5 nindan. Quantos tijolos?

5 Um nindam equivale a 12 ctbitos (unidade de medida de comprimento).
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Resolugio: Multiplica 2 cubitos, a largura, por 2,5 nindan, o comprimen-
to. Verds 5/12 (a area). Multiplica 5/12 por 18, a altura. Veras 7,5 (7,5 sar
de volume). Multiplica 7,5 por 6, o coeficiente da parede. Verds 45. Os
tijolos sdo 45 sar,®. O método.

Nio podemos esquecer que, na época em que essas tarefas foram elabora-
das, os fraciondrios nio eram considerados nimeros, mas sim, uma razio ou
relacdo entre inteiros e que, tal quadro, permaneceu até a defini¢io de nimeros
racionais como par de inteiros e classes de equivaléncia. Durante tal percurso,
Aryabatha, em seu tratado de matematica de 499, apresenta todas as operagdes
com numeros fracionarios, calculando a adi¢do e subtragio apds a reducdo ao
mesmo denominador.

Cem anos depois, aproximadamente, Brahmagupta enuncia a divisao de fra-
cionarios: “depois de ter invertido o denominador e o numerador do divisor, o
denominador do dividendo é multiplicado pelo (novo) denominador e seu nume-
rador pelo (novo) numerador”. (Boyer, 1974, p. 144), o que ja mostra a presenga
de um discurso tecnoldgico-tedrico para a divisao de fracionarios que se tornara
explicito e formal s6 muito tempo depois.

O interesse em tornar rotineira a execucao de calculos com fracionarios, isto
é, encontrar técnicas praticas para esses cdlculos fez com que, provavelmente,
tenha surgido outro tipo de tarefa que propde a procura de um valor fracionario
desconhecido, que ja apresentam os germes do calculo algébrico.

2.2.2 Cdalculo de valores desconhecidos

Tarefas desse tipo podem ser identificadas desde as tabuas babilonias, pas-
sando pelos papiros egipcios, pelos Nove Capitulos chineses, pelas obras de
Aryabhata (499), de Alcuino de York (782), de Bhaskara (1150), de Fibonacci
(1202) até nossos dias. Os exemplos, a seguir, mostram tarefas que solicitam a
procura de um valor desconhecido acompanhadas das equag¢des do primeiro grau
que as representariam em notagdes atuais.

1600 a.C., Egito, Papiro de Rhind (24)
Uma quantidade, 1/7 desta adicionada a esta, fica: 19.
Solugio: 16 + Y2 + 1/8

1
Equacio: x+7x =19

6 4 1/6 nindan’ equivale a 250 sar;, que por sua vez equivale a 2,5 iku,.
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1600 a.C., Egito, Papiro de Rhind (31)

A quantidade, os seus 2/3,a sua 1/2 e o seu 1/7, adicionadas, dao 33. Qual
¢ a quantidade?

Solugdo: 14 +1/4 + 1/56 + 1/97 + 1/194 + 1/388 + 1/679 + 1/776

O escriba resolve o problema dividindo 33 por 1 + 2/3 + 1/2 + 1/7.

. 2 1 1
Equacio: x+§x+5x+7x =33

499, India, Aryabhata

O, bela donzela com olhos radiantes, diz-me, uma vez que compreendes o
método da inversao, qual é o numero que multiplicado por 3, aumentado
por % do produto, dividido por 7, reduzido em um ter¢o do resultado,
depois multiplicado por ele proprio, depois reduzido de 52, cuja raiz qua-
drada é entdo extraida antes de ser adicionado 8 e dividido por 10, da o
resultado final 2?

2
Equacao: J{[(3x+%x3x]+7]x%} —52+8|+10=2.

Para resolver tal tipo de tarefa, identificamos trés técnicas que associam so-
bretudo a concep¢ao de operador:

2.2.2.1 Método da falsa posicéo

Esta técnica foi muito utilizada e consiste em supor um valor especifico, pro-
vavelmente, falso para assumir o valor desconhecido. A primeira tarefa com equa-
¢ao X+%X=19, seria resolvida supondo que o valor de x é 7, por exemplo. Nesse caso,
v+Ly da 8, em vez de 19, como pede o problema. De acordo com Boyer (1974)
a p%oporgﬁo utilizada para comparar esses resultados, hoje representada por %=%,
encaminha a percepcio de que como 8(2+%+é)=19 deve-se multiplicar 7 por

»+ 1,1 para obter a resposta: 16+%+é.
48

2.2.2.2 Método da divisao

Esta técnica consiste em “fatorar a equagao” e fazer uma divisdo. O exemplo
do papiro de Rhind, representado pela equagio ct2x+iril 233 seria entdo,
resolvido pela divisdo de 33 por 1 + 2/3 + 1/2 + 1/7.

Essas técnicas como ag¢oes para calculos com nimeros fracionarios tornaram-
-se obsoletas e foram substituidas por regras operatérias proprias para nimeros
fracionarios. No entanto, visto que as situacdes sao essencialmente de natureza
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algébrica, percebemos, por tras de tais técnicas, o embrido do discurso tecnologi-
co-tedrico das equagdes de primeiro grau que sé viria a ser desenvolvido, explicita
e formalmente, séculos depois com base no tratado de algebra de Al-Khwarizmi,
por volta de 830.

2.2.2.3 Método da inversao

Este método consiste em partir do final do problema e voltar a seu enuncia-
do, aplicando as operagdes inversas as citadas. Na tarefa de Aryabatha, vemos o
método explicitado em seu enunciado. Nesse caso, iniciando com o numero 2 e
operando para tras, obtemos [(2)(10) — 8]2 + 52 = 196, como 196 = 14, temos
(14)(3/2)(7)(4/7)/3 = 28 que é a resposta. Para Eves (2004), a substitui¢cao de cada
operagdo por sua inversa responde pelo nome inversio.

O método da inversdo, no entanto, ainda pode ser encontrado no livro de
Matematica de Osvaldo Sangiorgi, como resolu¢ao de um problema, apresentado
apenas com numeros naturais, que teria como objetivo, provavelmente, o trato
com esses nUmeros:

(SANGIORGI, 1960, 17 série ginasial, p. 62)

Pensei em um certo nimero, a seguir acrescentei 7 a esse numero e mul-
tipliquei o resultado por 4. Subtrai depois 6 e obtive o nimero 310. Que
numero pensei?

Basta, para resolver o problema, partir do resultado encontrado 310 e
fazer as operacdes inversas das que foram indicadas.

Assim: 310 + 6 =316; 316 :4=79;79-7=72

Logo: o numero pensado foi 72.

Prova: 72; 72 +7=79; 79 x 4 = 316; 316 — 6 = 310.

Equacao: [(x + 7)x 4] -6 =310

Mas, a tarefa de calcular com nimeros fraciondrios, a partir da procura de
valores desconhecidos, reserva outras facetas: uma delas é a que apresenta o des-
pontar das equacdes de segundo grau, a partir do Teorema de Pitdgoras que po-
dem ser identificadas desde a Mesopotamia, em tarefas que pedem a mobilizacdao
da concepcdo de medida para numeros fracionarios:

Entre 1650 e 1200 a.C., Mesopotamia (9).

Uma trave de comprimento 0,5 GAR estad encostada a uma parede. O seu
topo esta 0,1 Gar abaixo do que deveria estar se estivesse perfeitamente
direita.

A que distancia da parede esta a sua parte de baixo?
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Resolucdo: Faz o seguinte: quadra 0,5, obtendo 0,25. Subtrai 0,1 de 0,5
fica 0,4. Quadra 0,4 obtendo 0,16. Subtrai 0,16 de [0,25], ficando 0,09.
Qual é a raiz quadrada de 0,09? A parte de baixo esta a [0,3] da parede.
Quando a parte de baixo esta a 0,3 da parede, que distancia é que o topo
escorregou para baixo? Quadra 0,3, obtendo 0,09.

Nota: Este ¢ um dos primeiros problemas envolvendo o teorema de Pitagoras.
1519, Europa, Gaspar Nicolas.

E uma arvore de 50 bragas e estd ao pé de um rio de 30 bragas de largura
e esta arvore quebrou por tal altura que foi a ponta além da borda do rio.
Demando: por onde quebrou?

Figura 3 — Imagem do livro de Gaspar de Nicolas para teorema de Pitdgoras.

Atualmente, encontramos problemas desse tipo nos livros didaticos, como
a aplicacdo do Teorema de Pitagoras. Mas, a principio a resolu¢do resumia-se a
procura do que chamamos hoje ternas pitagéricas.

Na tabua 322, dos babilonios, aparecem colunas ordenadas de listas de nu-
meros que parecem se ajustar a lados de tridngulos retangulos, visto que estao
ordenados, segundo a expressiao a/b, hoje, secante do angulo C em um triangulo
retangulo em A e de catetos medindo b e c. Ndo existe nada parecido com a me-
dida de angulos, o que leva a crer que seguiram critérios baseados em proporcio-
nalidade de segmentos.”

A técnica de procura dessas ternas, fundamentada na pratica, ainda nao é
justificada por um discurso tecnologico-tedrico explicito e formal que incluiria
o teorema de Pitagoras, embora ja possa ser percebido com os chineses quando
explicitam tal teorema pelo nome de regra Gougu com o seguinte enunciando:

7 Anotacdes baseadas em http://descartes.cnice.mecd.es/taller_de_matematicas/, acessado
em 16/06/2004.
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Adiciona o quadrado do gou e do gu, tira a raiz quadrada [da soma]
dando a xian [hipotenusa]. Para eles gou corresponde, normalmente, ao
cateto menor do tridngulo retangulo e gu ao maior.?

Uma outra faceta desse tipo de tarefa é procurar mais que um valor des-
conhecido em tarefas que pedem a mobilizagio da concep¢io de medida para
numeros fracionarios com base na resolucdo de equagoes de segundo grau, como
as seguintes:

Entre 2000 a 1600 a.C., Mesopotamia.

Adicionei onze vezes o lado do meu quadrado a sua area, obtive 25/4.
Resolugdo: Multiplique 25/4 por 11, obtém 275/4. Parta 7 ao meio. Mul-
tiplique 7/2 por 7/2. Adicione 49/4 com 275/4, resultado 81. Este é o
quadrado de 9. Subtraia 7/2, que multiplicou, de 9; resultado 11/2. O
reciproco de 11 nao pode ser encontrado. Por quanto devo multiplicar 11
para obter 11/2? Obtenho 1/2. O lado do quadrado é 1/2.

Equagido: x> +11x= ?

830, Al-Khwarizmi, arabe.
Dividi dez em duas partes e dividi a primeira pela segunda e a segunda
pela primeira e a soma dos quocientes é 2+1/6. Descobri as partes.

1
Equacgoes: x+y=10 e T A,

y X

Essas tarefas de natureza algébrica, provavelmente, tinham como objetivo
tornar rotineira a tarefa do calculo com fracionarios baseadas em técnicas que
mais tarde receberiam o nome de resolucdo de equacdes do segundo grau.

A concepcdo de medida para fraciondrios predomina nesses tipos de tarefas
até o surgimento das notacdes algébricas, que permitirdo a utilizacao de letras
para representar tais valores desconhecidos, fazendo com que essas tarefas mi-
grem para o campo algébrico.

Pode ser observado que tarefas desses tipos associam também a concepcdo
de operador, isto €, a ideia de um ntumero fraciondrio transformando grandezas
continuas ou discretas:

8  Os problemas desta parte do trabalho, sem referéncia, foram retirados do site http://
www.malhatlantica.pt.mathis/ acessada em 16/06/2004.
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1202, Europa, Liber Abaci de Fibonacci (11).

Um certo jovem viveu alguns anos; se viver tanto como ja viveu, e de novo
a mesma quantidade de anos, e 1/4 e 1/3 dos anos que ja viveu, e mais um
ano, ele tera vivido 100 anos.

Outro ponto observado que merece ser mencionado, independente de tratar
de fraciondrios € o fato de o ensino tratar de situacdes artificiais, fora da realida-
de. O mais antigo que encontramos, é o seguinte:

Entre 1800 a 1600 a.C., Mesopotamia.

Encontrei uma pedra, mas nao a pesei. Depois somei-lhe a sétima parte do
seu peso e depois a décima primeira parte desse novo peso. Pesei o total:
1 mana. Qual é o peso original da pedra?

Solucdo: O peso da pedra era 2/3 mana 8 gin 22 1/2 se°.

Equacio: lx+Lxlx—l
quag 717

Provavelmente, esse problema ocorra na transposicdao da tarefa da institui-
¢do de origem (administracdo do estado) para a instituicio de ensino (formagio
de escribas) e pode ser observado até hoje em livros didaticos. Nossa suposicdo é
refor¢ada por Miorim quando afirma que:

Essas situagdes-problema, consideradas concretas por muitos autores, apre-
sentam muitas vezes elementos improvaveis para uma situagio real. Isso
pode indicar que o mais importante era o treino do algoritmo, ou melhor, o
treino dos passos a serem seguidos para a obtenc¢ao da solu¢iao de um deter-
minado tipo de problema, e nio a sua concretude. (MIORIM, 1998, p. 11)

2.2.3 Evolugao do discurso tecnoldgicotedrico para técnicas de medidas

Tarefas que solicitam a medicdo de dreas, volumes, capacidades, ... enca-
minham o aperfeicoamento de técnicas para o calculo de tais medidas buscando
possiveis generalizagoes. Identificamos técnicas para o calculo de medida da area
de triangulos, trapézios, circulos, etc. em muitas situagoes, entre elas:

Entre 200 e 100 a.C., China, Nove Capitulos (26).
Tarefa 2: Dado um outro terreno triangular, com base 5 1/2 bu e altura 8
2/3 bu . Diz: qual é a 4rea?

9  Um mana equivale a 60 gin, 1 gin equivale a 180 Se.
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Solugdo: 23 5/6 bu quadrados
Regra para terrenos triangulares: Multiplica metade da base pela altura.

1600 a.C., Egito, Papiro de Rhind (52)

Qual é a area de um triangulo truncado de 20 khet de lado, 6 khet de base
e 4 khet de linha de seccao?

Resolucdao: Ahmes resolve da seguinte maneira: soma a base do triangulo
linha de seccdo, obtendo o valor 10. Para obter um retangulo, divide 10 por
2 obtendo 5. Em seguida, multiplica 5 por 20 e obtém a area desejada: 100.

De acordo com Boyer (1974) a regra egipcia para calcular a medida da area
de uma superficie circular é considerada um dos maiores sucessos da época. A me-
dida da area de um campo circular com didmetro de nove unidades é a mesma de
um quadrado com lado de 8 unidades, o que supde para p uma aproximagao
de 3 + 1/6.

O autor afirma ainda que na resolu¢ao do problema 48 do Papiro de Rhind,
Ahmes calcula a area de um circulo inscrito em um quadrado, aproximando-a
pela drea do octégono, conforme a Figura 4, que permite considerar para % uma

N_/

Figura 4 — Figura suporte para o cdlculo aproximado da drea de um circulo.

aproximacgao de %.

Identificamos, também, o embrido da formula para o cdlculo da medida de
volumes de um tronco de pirdmide ja nos egipcios:

1890 a.C., Egito, Papiro de Moscou.

Se te é dito, um tronco de piramide tem 6 cubitos de altura, 4 cubitos de
base, por 2 cibitos no topo.

Resolucdo: Calcula com este 4, quadrando. Resultado 16. Dobra este 4.
Resultado 8.

Calcula com este 2, quadrando. Resultado 4.
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Adiciona este 16 com este 8 e com este 4. Resultado 28. Calcula 1/3 de 6.
Resultado 2.

Calcula o dobro de 28. Resultado 56.
E 56. Encontraste o resultado certo.!?
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Figura 5 — Imagem do papiro de Moscou para um tronco de pirimide.

Boyer (1974, p. 14) afirma que a medida do volume, nesse problema, foi
calculada, de acordo com a férmula moderna v ="?+ar+5?) sendo b a medida da
altura e a e b as medidas das bases. Essa formula embora ndo apareca explicita-
mente, ja era conhecida e utilizada pelos egipcios.

Outros problemas desse tipo podem ser encontrados como o calculo do vo-
lume de um cilindro ou de um tronco de cone, entre outros.

Arquimedes, no livro do Método, afirma que Demdcrito 1, que viveu no fim
no século V a.C., foi o primeiro a enunciar que o volume de um cone é 1/3 do
volume de um cilindro de mesma base e mesma altura, o que foi demonstrado por
Eudoxo (409 a 356 a.C.) pelo método da exaustio.

Entretanto, é atribuida a Democrito a demonstra¢io de que o volume da
piramide é igual a 1/3 da medida da 4rea da base multiplicada pela medida da
altura, embora este procedimento seja utilizado desde os egipcios.

Quando se analisam essas tarefas, entende-se a afirmagao de Valente:

Os célculos numéricos imensos, contas e mais contas s30 uma imposi¢ao
da pratica para quem quer que seja. O antigo sistema de medidas esta
diretamente relacionado a isso. Um sistema complicadissimo de unidades
de medidas de dificil conversao. [...] O célculo, a conversao de unidades,
a obten¢io de montantes sio uma necessidade fundamental dentro dessa
realidade. (VALENTE, 2002, p. 82)

10  Imagem retirada do site http://www.matematica.br/historia/ acessado em 16/06/2004.
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Com o passar do tempo, percebemos que tanto os tipos de tarefas que asso-
ciam a concepc¢ao de medida como o estudo de sistemas de medidas e tabelas de
conversdes conquistaram um lugar proprio no ensino que permanece até hoje nos
livros didaticos, ao passo que a representagao fracionaria de medidas é abando-
nada, quase completamente, para dar lugar a representacdo decimal.

A mobilizagio da concepgio parte-todo de numeros fracionarios permanece
na determinag¢io de subunidades de medida por meio do fracionamento do que se
considera como unidade. A concepcdo de operador, por sua vez, mobilizada nas
técnicas para cilculos ou associada diretamente na situacdo apresentada, tem sua
esfera de mobilizacdo ampliada nas generalizacoes do calculo de certas medidas,
como 4reas e volumes.

2.2.4 A relacao entre as concepgdes de medida e parfetodo

O fracionamento de uma unidade de medida d4 lugar rapidamente ao fra-
cionamento de um todo com base em alguma medida. A seguir, as situacdes nos
mostram essa relagio em contextos de medidas de comprimento e de tempo:

Entre 200 e 100 a.C., China, Nove capitulos

Um reservatério tem cinco canais que o enchem de dgua. Quando, ape-
nas, o primeiro esta aberto, o reservatorio enche-se em 1/3 de um dia. O
segundo canal enche o reservatorio num dia, o terceiro canal em 2 1/2,
o quarto em 3 dias e o quinto em § dias. Se se abrirem todos os canais,
quanto tempo levard a encher o reservatorio?

Solu¢ido: Em 15/74 dias

Século V, Antologia Grega

Este é Polyphemus o ciclope de bronze, e se nele alguém fizer um olho,
uma boca, e uma mao, interligando-os com canos. Quase parece que es-
tava a deitar dgua, e também parece que a estar a jorrar da sua boca.
Nenhuma das suas bicas ¢é irregular, pois a sua mio, quando funciona,
encherd uma cisterna em trés dias, e o seu olho num dia, e a sua boca em
dois quintos do dia. Dir-me-as o tempo que demorara quando todos os
trés estiverem a funcionar.

Resposta: 6/23 do dia de 12 horas

1960, Osvaldo Sangiorgi, 1° série ginasial, p. 69

O caminho da lesma (que nio conhecia muito matematica!). Uma lesma
quer chegar ao cimo de uma arvore de 14 metros de altura. Cada dia a les-
ma sobe 5 m e de noite o seu proprio peso a faz descer 4 m (caprichos de
lesma!). Depois de quantos dias atingira a lesma o seu destino? (Atencdo
para a resposta: nao sao 14 dias e sim..... 10).
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1960, Osvaldo Sangiorgi, 1* série ginasial, p. 153
Duas torneiras despejam dgua num mesmo tanque. A primeira sozinha
o enche em 1/5 de hora e a segunda sozinha em 1/6 de hora. Em quanto
tempo encherdo o tanque as duas torneiras juntas?
Solucdo: 1° torneira: Enche o tanque em 1/5 de hora ou 60/5 min = 12 min.
12 min = 1 tanque
1 min = 1/12 do tanque.

2% torneira: Enche o tanque em 1/6 de hora ou 60/6 min = 10 min
10 min = 1 tanque
1 min = 1/10 do tanque

1+ 2% 1 min 2> 1/12 + 1/10 = (5 + 6)/60 = 11/60

Logo: 11/60 do tanque = 1 min
1/60 do tanque = 1/11 do min
60/60 do tanque = 60/11 = § 5/11 min.
Resposta: As duas torneiras enchem o tanque em 5§ 5/11 minutos.

Nos problemas acima, podemos perceber que o nimero fracionario esta pre-
sente, ou no enunciado da tarefa ou no resultado encontrado e este, muitas vezes,
nio faz sentido no dia-a-dia. No pentltimo exemplo, o resultado obtido é 515—1
do minuto.

Nessas situacdes, podemos identificar a mobiliza¢ao das concepcdes de ope-
rador e parte-todo para nimeros fraciondrios na técnica utilizada na resolucao
do problema.

Este tipo de tarefa ainda é encontrado hoje, em alguns livros, geralmente,
como desafio, mas, apresentado com nimeros inteiros, provavelmente, porque o
interesse ndo seja mais o treino do calculo com nimeros fracionarios, mas a aten-
¢do do aluno em sua resolucdo, como se vé no pendltimo exemplo.

2.2.5 A relacao entre as concepgdes de medida e razdo

Identificamos ainda, neste estudo, tipos de tarefas que associam a concepg¢ao
de medida, fazendo emergir a concepcao de razdo. No Egito encontramos tarefas
que tratam da qualidade do pao ou da cerveja com base na quantidade de trigo
ou de cevada utilizada em sua fabricagao:
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1600 a.C., Egito, Papiro de Rhind (69).

3+1/2 heqats de farinha sio transformados em 80 paes. Descubra a quan-
tidade de farinha em cada pdo e o “pesu”'.

Solugio:

Multipliquemos 3+1/2 por 320, pois num heqat existem 320 ro e preten-
de-se saber o nimero de ro em 3+1/2.

1 320
2 640
172 160

Logo em 3+1/2 heqats existem 1120 ro.
Agora divide-se 1120 pelos 80 paes:

1 80

10 800
2 160
4 320

logo 1120 = 800+320 e 1120/80 = 10+4=14.
Entdo tem-se 14 ro por cada pao.
Para determinar o pesu de cada pao, divide-se 80 por 3+1/2.

1 3+1/2
10 35
20 70

2 7

2/3 2+1/3
1/21 1/6
1/7 172

Como 70+7+2+1/3+1/6+1/2 = 80, tem-se que 80/(3+1/2) = 20+2+
2/3+1/121+1/7 = 22+42/3+1/21+1/7. O pesu é 22+2/3+1/21+1/7.

Para Struik (1997), esses problemas egipcios mostram a origem pratica dessa
aritmética pouco cdmoda e de uma algebra primitiva, mas entendemos que tais
tipos de tarefas mostram a tentativa de trazer situacoes da realidade, ndo s6 para
ensinar, mas, como tratar situagdes que envolvam o calculo com numeros fracio-
ndrios. A concepg¢ao de razdo, por sua vez, quando mobilizada é tratada como o
quociente de dois nimeros.

Além do pesu, os egipcios criaram também o seqt para relacionar a altura de
uma piramide a seu afastamento em relagao a base (inclinagao):

11 O pesu é a razdo entre o numero de paes confeccionados ou o numero de jarros de
cerveja produzidos com o numero de héqats de cereal (trigo ou cevada) utilizado na
sua producio.
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1600 a.C., Egito, Papiro de Rhind (56).
Exemplo do calculo de uma piramide.

Altura 250, base 360 cubitos.

Qual é o seqt?

Resolucao: Descobre %5 de 360, 180.

Divide 180 por 250, %2 + 1/5 + 1/50 cubitos.
Agora um cubito tem 7 palmos.

Entdo multiplica 7 por %2 + 1/5 + 1/50 cubitos.
... 5+ 1/25. Este € o seqt.

Identifica-se na técnica utilizada a relagdo direta da razdo a divisdo e a uti-
lizagdo da conversdo de unidades de medidas. As razdes entre medidas aparecem
também entre os babilonios, identificadas em uma tabua do grupo de Susa, em
uma tabela que compara as areas e os quadrados dos lados de poligonos regulares
de trés, quatro, cinco, seis e sete lados. Para o caso do

pentagono, apresentam 1;40 (ou 12—8) que esta correto para dois algarismos

significativos, de acordo com Boyer (1974).

Pode-se identificar, ainda, desde a Antiguidade, problemas financeiros que
tratam de juros:

Entre 200 a 100 a.C., China, Nove Capitulos (20).

Um homem de negocios investiu dinheiro em Shu. Os juros eram 3/10.
Ele levantou 14000 da primeira vez; 13000 da vez seguinte; 11000 da vez
seguinte; 10000 da dltima vez. Depois dos 5 levantamentos, o capital que
investiu e os juros esgotaram. Diz: o capital e os juros, quanto é cada um?
Solucdo: Capital 30468+84876/371293 moedas, juros 29531+286417/
371293

1150, India, Lilavati de Bhaskara, verso 100.

A soma de 94 niskas, foram emprestadas em trés partes com um juro de
1/20, 3/100 e 1/25, obteve-se um lucro igual de cada uma das partes, em 7,
10 e 5 meses, respectivamente. Diz, matematico a quantidade de cada parte.
Solugio: 24, 28 e 42 niskas.

Percebe-se que essas tarefas associam a concepgao de razio quando estipu-
lam ou pedem uma taxa de aplicagio, da mesma forma, que fazemos hoje, pode
ser interpretada como operador e transformar-se em quociente durante o trata-
mento de suas representagoes.

Por outro lado, esses exemplos apresentam os resultados, mas nao a téc-
nica utilizada, supomos que, para resolver o primeiro exemplo, seja necessario
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encontrar qual o expoente de 6/5 que dé resultado 2. Segundo Eves (2004),
os babilonios buscavam poténcias de 6/5 que dessem um valor menor e ou-
tro maior que 2, isto é (6/5)* e (6/5)* e, por proporcionalidade, obtinham a res-
posta procurada.

O autor afirma ainda que existem algumas tabuas babilonias que parecem
representar tabelas de an para n variando de 1 a 10 e a valendo 9, 16, 100 e 225,
que poderiam ser tteis para resolver equagdes exponenciais nesse tipo de tarefas.

No segundo exemplo, dos Nove Capitulos, também nio sabemos a técni-
ca aplicada, mas podemos ver que o resultado nio faz sentido, o que mostra o
distanciamento da realidade para situagdes de ensino, faz com que grandezas
discretas, como € o caso das moedas, sejam tratadas como continuas, produzindo
respostas que seriam impossiveis em uma situacao real.

2.3 As situacdes de distribuicéio

Além das praticas de medicdes, os antigos também sentiram necessidade de
resolver problemas, envolvendo a distribuicao de bens e herangas que propicia-
ram a emergéncia da concep¢ao de quociente para numeros fracionarios.

2.3.1 A concepgdo de quociente

Podemos identificar a emergéncia de tal concep¢ao, desde a Antiguidade, em
situagoes do tipo:

Entre 200 e 100 a.C., China, Nove Capitulos

Um dique com uma largura inferior de 2 zhang e uma superior de 8 chi, uma
altura de 4 chi e um comprimento de 12 zhang e 7 chi. Diz: qual é o volume.
Solugio: 7112 chi (cubicos)

Cada trabalhador tem uma cota de Inverno pelo seu trabalho de 444 chi
[cubicos]. Diz quantos trabalhadores sdo precisos?

Solucdo: 6 2/111 trabalhadores.

Regra para construir uma muralha de cidade, muro, dique, vala, fosso e
canal: Adiciona as largura de cima e de baixo, depois parte ao meio, mul-
tiplica pela altura ou profundidade, depois multiplica pelo comprimento,
dando o volume.

A técnica empregada para resolver a segunda parte da tarefa resume-se a
aplicacdo da operacdao de divisio que, por sua vez, apresenta procedimentos e
estudos proprios nas diferentes sociedades. No primeiro exemplo, vemos clara-
mente a técnica usada pelos egipcios.
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No entanto, podemos encontrar numerosos exemplos, como o segundo, em
que o numero fraciondrio ndo pode aparecer como resultado da divisdo, pois
a situacao trata de grandeza discreta. Hoje, dirfamos que o problema deve ser
resolvido no campo dos naturais e ndo dos racionais. Podemos questionar esse
resultado alegando a possibilidade de algum engano na traducdo, mas, de qual-
quer forma, sabemos que resultados desse tipo apareciam até bem pouco tempo
em livros didaticos e no discurso de futuros professores das séries iniciais'2, como
resultados possiveis na Matematica, mas, ndo na realidade.

Por outro lado, estando correta a tradu¢do, podemos supor que tais respos-
tas vém de longo tempo, dando-nos a impressdo que a divisdo pode ser aplicada
em qualquer situacdo. Até hoje, a divisdo com resto apresenta problemas para o
ensino e aprendizagem, sendo um deles, sua relagio com os fraciondrios, pois esta
depende da grandeza, continua ou discreta apresentada na situacdo, isto €, do
campo numérico em que se trabalha.

2.3.2 A relacao entre as concepgdes de operador e quociente

Identificamos algumas tarefas de distribui¢io que associam a concep¢do de
operador em suas técnicas, pois utilizam calculos de medidas e de divisdo, nos
quais os fraciondrios surgem como operador, sendo tratados como quocientes.

782, Europa, Alcuino de York

Ha uma cidade triangular que tem um lado de 100 pés, outro lado de 100
pés e um terceiro de 90 pés. Dentro dela quero construir uma estrutura de
casas de tal forma que cada casa tenha 20 pés de comprimento e 10 pés de
largura. Quantas casas devem estar contidas [nesta estrutura]?

Solugio: Dois lados da cidade adicionados fazem 200; tirando metade de
200 faz 100. Mas como a frente é 90 pés, tire metade de 90, fazendo 45.
E uma vez que o comprimento de cada casa é 20 pés, enquanto a largura
¢ 10, faga 20 em 100, fazendo cinco. A décima parte de 40 é quatro, por
isso, faca quatro vezes cinco, fazendo 20. Este é o nimero de casas.
1202, Europa, Liber Abaci de Fibonacci.

Um certo homem tem uma peca de material que tem 100 cubitos de com-
primento e 30 cubitos de largura, do qual quer fazer panos de linho, cada
um dos quais tem de comprimento 12 cubitos e de largura 5 ctbitos. Don-
de se procura, quantos panos de linho é que ele pode fazer.

12 Ver resultados a esse respeito em SILVA, 1997.
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Naio encontramos problemas desse tipo mais antigos, o que nos leva a supor
que aparecem com mais persisténcia a partir do século VIII. Pelas solu¢oes apre-
sentadas, vemos que a técnica utilizada para tais tarefas é a divisio de medidas
de areas, sendo a concepg¢io de operador mobilizada e associada a concepgao de
quociente no tratamento de suas representagdes, como podemos ver na solucao
do primeiro exemplo, de Alcuino de York, quando diz “a décima parte de 40 ¢é
quatro”, em que fica implicito o calculo da divisao de 40 por 10.

No entanto, acreditamos que o objetivo de tais tarefas tenha sido o de ensi-
nar a técnica do calculo de medida de area, pois esta justificaria relacionar terre-
nos triangulares, como no terceiro exemplo de Alcuino, com a quantidade de ca-
sas retangulares possiveis de serem construidas nesse terreno. Embora o problema
permita a divisio de medidas de 4reas a resposta obtida é impossivel de ser feita.

2.3.3 As relagdes entre as concepedes de razdo, operador e quociente

Identificamos, ainda, situacdes que, provavelmente, se originaram em divisao
de herangas que relacionam as concepcoes de razio, de operador e de quociente,
entre elas, as que tratam de divisio proporcional, tanto para nimeros inteiros
como para fraciondrios:

1600 a.C., Egito, Papiro de Rhind.

Divida 700 paes por quatro homens na propor¢ao dos niumeros 2/3, 1/2,
1/3, e 1/4. Diga-me a parte que cada homem recebe.

Primeiro faz-se a seguinte soma 2/3 + 1/2 + 1/3 + 1/4 = 7/4. Depois, efetu-
a-se a divisdo de 700 por 7/4 que da 400. Multiplica-se este nimero por
cada uma das fragdes 2/3, ... obtendo-se a respectiva quantidade de pao
de cada homem.

Entre 200 e 100 a.C., China, Nove capitulos.

Dados cinco oficiais de diferentes patentes: Dafu, Bugeng, Zanniao, Shan-
gzao e Gongshi cacaram 5 veados. Diz: Quanto é que cada um recebe, se
o veado é distribuido consoante sua patente?

Solucdo: Dafu obtém 1 2/3 do veado, Bugeng obtém 1 1/3 do veado, Zan-
niao obtém 1 veado, Shangzao obtém 2/3 do veado e Gongshi obtém 1/3
do veado.

782, Europa, Alcuino de York.
Um certo bispo ordenou que 12 paes fossem divididos entre o clero. Es-
tipulou que cada padre recebesse dois paes; cada didcono metade de um
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pao e cada leitor a quarta parte. Entdo descobriu que o nimero de cléri-
gos e de paes era 0 mesmo. Quantos padres, didcono e leitores havia?

1519, Europa, Gaspar de Nicolas.

O quintal do cravo vale 100 cruzados e a canela 60 e o gengibre 40. Che-
ga um mercador e quer tanto de uma especiaria como da outra e quer 350
cruzados. Demando, quanto tomara de cada uma?

Solugido:Faze como na passada (pergunta): soma os pregos e faras 200
cruzados e este € o teu partidor e a parti¢io é o proprio dinheiro que o
mercador quer empregar, 350, os quais parte por 200 e vem 1 3/4 e tanto
tomara de cada uma das especiarias: 1 quintal e 3 arrobas.

Prova: Toma 1 quintal e 3 arrobas daquele de 100 e acharas que se monta
175; e daquele que vale a 60 acharas que se monta 1 quintal e 3 arrobas
105 e aquele que vale a 40 acharas que se monta em 1 quintal e 3 arrobas
70 cruzados. Ora soma estes numeros todos trés, 105 e 175 e 70, e faras
justamente os ditos 350 cruzados».

1960, Osvaldo Sangiorgi, 1* série ginasial, p. 150.

Um barril com a capacidade de 42 litros esta cheio de vinho, que deve ser
repartido entre trés pessoas. A primeira pessoa deve receber a fra¢io equi-
valente a 2/3 do vinho contido no barril, a segunda a fraciao equivalente a
1/7 e a terceira o restante. Quanto deve receber cada pessoa?

1963, Osvaldo Sangiorgi, 3" série ginasial, p. 57.

Dividir 144 em partes inversamente proporcionais a 3,4 e 12.

Solu¢iao: Reduzindo as fragoes ao mesmo denominador, vem: 9/12, 8/12
e 6/12. Divide-se agora, 92 em partes diretamente proporcionais aos nu-
meros 9, 8 ¢ 6. Isto é x = (92x9)/23 = 36,y = (92 x 8)/23 =32,2=(92 x
6)/23 = 24.

Resposta: As partes procuradas sio: 36, 32 e 24.

A solugdo do primeiro problema é encontrada, de acordo com Boyer (1974),
a partir do quociente de 700 pela soma dos fracionarios da proporg¢ao. Neste
caso, o quociente de 700 por 1 3/4 é encontrado multiplicando 700 pelo reciproco
do divisor, que é 1/2 + 1/4. O resultado é 400, Calculando 2/3, 1/2, 1/3 e 1/4 do
resultado obtido, 400, chega-se as parcelas de pao requeridas.

Percebemos que tais tarefas pedem a mobilizacdo da concepg¢ao de razdo, na
distribui¢ao proporcional, a técnica associa a concepg¢ao de operador que, por sua
vez, leva a manipulag¢do do fracionario, como um quociente. Mas, a histéria nos
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mostra que, com o passar do tempo, esses tipos de tarefa assumiram um cardter
algébrico, como podemos ver no ultimo exemplo.

Em algumas tarefas, identificamos mais uma vez o efeito da transposi¢io
de situacdes reais para o ensino, pois, embora tratem de situagdes reais solicitam
acoes que nao fariam sentido na vida real como, por exemplo, a proposta de se
dividir um veado em tercos ou a proposta do bispo para dividir os paes.

Para finalizar esta parte de nosso estudo, elaboramos o esquema, apresen-
tado na Figura 6 que mostra uma sintese do desenvolvimento do ensino dos nu-
meros fraciondrios baseada na busca de técnicas que resolvessem algumas tarefas
necessarias as sociedades da Antiguidade.

Embora o esquema dé a impressdo de linearidade dos fatos ou de ordem
cronoldgica, isso ndo é verdade, pois, como vimos no estudo que apresentamos,
tanto as necessidades de medir, distribuir e comparar quanto a de buscar as técni-
cas para cumprir essas tarefas apresentaram-se simultaneamente na Antiguidade.
Como consequéncia imediata, a necessidade de registro de tais técnicas e de cal-
culos com os novos numeros encaminham a necessidade do ensino do conheci-
mento desenvolvido. Esse ensino, por sua vez, verifica-se por meio de tarefas que
enfatizam o calculo com fraciondrios e a descoberta de valores desconhecidos e
associam as concepcdes medida, quociente e razdo para fraciondrios que se rela-
cionam entre si e com as concepcdes parte-todo e operador.

| Necessidade de medir Necessidade de distribuir |

\/’

Necessidade de comparar

A

Tarefas de medicao |<—D| Tarefas de comparacio |<—P| Tarefas de distribuicdo
A

Necessidade de registrar Necessidade de calcular
il
Desenvolvimento |4 Desenvolvimento de regras
de registros operatorias

Figura 6 — Esquema da génese historica de numeros fraciondrios. (continua)
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com fracionarios |<7A—>| com valores desconhecidos |

v

| Necessidade de ensino |

A 4

concepgio de medida concepgio de razao <t concepedo de quociente

concepgao de parte-todo |47v4>| concepgao de operador

Figura 6 — Esquema da génese histérica de numeros fraciondrios. (continuacdo)

Y

A complexidade crescente das sociedades impde a criacdo de escolas para
formar escribas que se deparam com a necessidade de desenvolver tarefas
para o ensino de cdlculo com fraciondrios especificamente ou procura de valo-
res desconhecidos.

Pautado nesses tipos de tarefas que as concepg¢oes de nimeros fracionarios e
as relacdes entre elas, emergem, tanto da propria tarefa como das técnicas desen-
volvidas para resolvé-las.

Assim, em continuidade a este estudo epistemoldgico, buscamos o desenvol-
vimento do discurso tecnologico-tedrico no ensino dos nimeros fraciondrios, a
partir do século XVIII, quando aparecem os tratados para as escolas de artilharia
e marinha que serviram de base para os livros utilizados, inicialmente, na escola
do tipo que temos atualmente. O objetivo é buscar o desenvolvimento do ensino
de fracionarios da forma que conhecemos hoje.

2.4 O nimero fraciondrio na escola moderna

Cabe lembrar que Os Nowve Capitulos influenciaram toda a matematica chi-
nesa e foram utilizados como manual de ensino, na China e em regides proximas,
até por volta de 1600, quando a ciéncia ocidental chega ao oriente.

De acordo com Neyret (1995), na obra Cours de mathématiques de Etienne
de Bézout (1739-1783) elaborado para candidatos a escola da marinha e mui-
to utilizado, no final do século XVIII e inicio do século XIX, aparece pela pri-
meira vez a representagdo fraciondria tratada efetivamente como representante
de numeros.

Na primeira pagina, Bézout afirma que o nimero expressa de quantas unida-
des ou partes de unidades uma quantidade é composta e o classifica em trés tipos:
os inteiros, as fragdes e os numeros fraciondrios se “a quantidade é composta
de unidades inteiras, de unidades inteiras e partes da unidade ou de partes da
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unidade” respectivamente. Classifica-os, também, por abstratos: “quando enun-
ciamos sem designar a espécie de unidade” ou por concretos: “quando enuncia-
mos ao mesmo tempo a espécie de unidade” (Ibid, p. 65).

Bézout utiliza o termo fracdo para indicar, o que hoje chamamos de numeros
mistos e o termo n#meros fraciondrios, para o que hoje chamamos de fracoes
ordindrias ou fracdes menores que a unidade.

Os nameros fraciondrios sao apresentados, no tratado de Bézout, segundo
Valente (2002), com base em uma estrutura que ainda pode ser notada em livros
atuais: operag¢des com fraciondrios, varios exemplos numéricos e aplicagdes pra-
ticas para utilizagao desses numeros. O autor apresenta um exemplo de aplicagao
do tratado de Bézout:

Ap6s o que dissemos (item 96), € facil ver como se pode avaliar uma fracio.
Pede-se por exemplo, quanto valem os 5/7 de um livre. Sendo que os 5/7 de
um livre sdo a mesma coisa (item 96) que a sétima parte de 5 livres, reduzo
os 5 livres em fols (item 57) e divido os 100 fols que obtenho por 7, o que
ird me dar 14 fols para quociente e 2 fols de resto; reduzo esses 2 fols em
deniers e divido 24 deniers por 7, terei entao 3 deniers 3/7, assim os 5/7 de
um livre sdo 14 fols 3 deniers e 3/7 de denier (VALENTE, 2002, p. 83).

Notamos, nesse exemplo, que a primeira concepgao de fracionario mobiliza-
da é a de operador em “5/7 de um livre sdo a mesma coisa que a sétima parte de
5 livres”. A seguir, associa a concep¢do de quociente, utilizando a transformacgao
de unidade de medida, por conta da impossibilidade da divisdo de 5 por 7, com-
pletando com “divido 100 fols por 7”, que é entendido como sendo “um sétimo
de 100”.

De acordo com Valente (2002), da mesma forma que os autores da Idade
Média, Bézout apresenta uma tabua de unidades para moedas, pesos, comprimen-
tos e tempo e trata dos “numeros complexos” — quantidades expressas em multi-
plos e submultiplos de uma unidade de medida — para garantir a representagao de
resultados de medi¢do por nimeros inteiros.

Afirma ainda que os livros de Belidor e Bézout representam a universalizagao
da matemadtica escolar ensinada na Europa, e o dltimo tornou-se referéncia do
saber escolar matematico em Portugal, com sua tradu¢do em 1773 e utilizagio
pela Universidade de Coimbra e pela Academia de Marinha, passando, inclusive,
a ser usado no Curso de Artilharia a partir de 1786. O autor conclui que a morte
de Bézout, em 1783, fez com que varios autores reeditassem suas obras, entre eles,
Reynaud que, em 1812, acrescenta notas importantes que contribuiram, para que
a Aritmética de Bézout fosse indicada pelo ministro francés da Instru¢ao Publica
ainda em 1849.
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Segundo Neyret, o nimero fraciondrio, para Reynaud, é escrito na for-
a . .
ma n- indicando:

[...] o quociente do numerador pelo denominador ou como expressam
que a unidade foi dividida em tantas partes iguais quantas as unidades
que existem no denominador e que tomamos tantas dessas partes quanto
hd de unidades no numerador. (NEYRET, 1995, p. 77, tradugao nossa)

Entendemos, por essa afirmacdo, que Reynaud mobiliza as concepgoes de
quociente ou de parte-todo nas situagdes que envolvem nimeros fracionarios.
Reynaud usa o nome genérico de fracoes, segundo Neyret (1995), para se referir,
tanto aos numeros fraciondrios como as fragoes utilizadas por Bézout.

Ainda emprega em seu livro o termo “nimero decimal” e apresenta seu estu-
do, tratando da reducdo aos decimais e introduzindo os decimais periddicos: “nos
quais vdrios algarismos se repetem na mesma ordem e ao infinito”, além de obter
a geratriz desses periodicos.

No Brasil, de acordo com Valente (2002), com base nas obras de Bézout e Be-
lidor a aritmética e a geometria passam a ser tratadas separadamente e tornam-se,
posteriormente, duas disciplinas autdbnomas na escola, acrescentando que:

Serad essa matematica, inicialmente ligada diretamente a pratica, que, de-
senvolvida pedagogicamente nas escolas técnico-militares, organizada,
dividida e didatizada para diferentes classes, passara para os colégios e
preparatérios do século XIX, e orientard os autores brasileiros a escreve-
rem seus proprios livros didaticos. (Ibid, p. 88)

O ensino de matematica, pouco a pouco, serd unificado em relagdo aos con-
teudos e adocdo de livros, fazendo com que novos manuais como os de Lacroix,
Legendre e Euler tornem-se referéncia no ensino de matemadtica no primeiro ano
da Academia Real Militar, que era equivalente a um ensino secundario inexistente
no Brasil, até entio.

Assim, em nosso pais, a obra de Lacroix (1765-1843) foi a primeira refe-
réncia para o ensino do novo sistema métrico e da algebra. Nela, Lacroix define
as dizimas periddicas, mostra que o conjunto dos nimeros racionais é a reuniao
dos decimais exatos com essas dizimas e, também, que os fracionarios decimais
fazem com que o novo sistema métrico decimal seja introduzido, naturalmente,
de acordo com Valente (2002).

Por outro lado, Neyret (1995) afirma ainda que Laplace (1749-1827), tam-
bém, trata do assunto em sua primeira licio na Escola Militar de Paris, quando
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mostra a ligacdo dos numeros inteiros e dos numeros decimais com os nimeros
obtidos pelo uso do novo sistema métrico.

Para Laplace, uma razio escrita na forma a/b, representa o quociente desses
dois nimeros que pode resultar em inteiros, racionais ou irracionais.

Escreve uma proporcio sob a forma £=< e a substitui pela forma equivalente
ad = bc, o que reduz as proporgdes a simples equagdes do primeiro grau. Laplace
acrescenta ainda que a concepgao de razao é um elemento unificador importante
aos sistemas de numeros, porque relaciona, sobretudo, “fracdo, divisdo, fracoes
de fracoes e fracbes de decimais” (NEYRET, 1995, p. 73, traducdo nossa).

As primeiras obras didaticas escritas no Brasil para as escolas, cursos prepa-
ratorios e, posteriormente, liceus e colégios, segundo Valente (2002), comegam a
surgir por volta de 1830. Em 1837, com a intenc¢do de servir de modelo de esco-
larizacdo secunddria no pais, é criado o Imperial Colégio de D. Pedro II. Nele a
matematica figura em todas as oito séries e a obra Elementos de Geometria de
Lacroix, traduzida para o portugués, é adotada, porque era referéncia no ensino
dos liceus franceses. Em 1838, o capitdo de fragata Francisco de Paula Leal ofe-
rece ao Colégio Pedro II exemplares de seu tratado para o estudo de Aritmética
chamado Elementos de Aritmética, para uso da mocidade brasileira nas escolas de
primeiras letras que segue exatamente o texto de Bézout.

O autor comenta que os primeiros autores de livros didaticos brasileiros
orientam-se em Bézout e Lacroix, porque foram mestres da Academia da Marinha
e Academia Militar, onde esses autores eram adotados. Essas obras brasileiras fo-
ram reeditadas até meados do século XIX quando os compéndios de matematica
foram atualizados, com base no que estava sendo produzido nas escolas francesas
da época.

Em 1845, no Rio de Janeiro, Cristiano Benedito Ottoni publica Juizo Critico
sobre o Compéndio de Geometria Adoptado pela Academia da Marinha do Rio
de Janeiro em que, de acordo com Valente (2002), analisa obras francesas, como
um matematico, entendendo, por exemplo, os textos de Bourdon e Vincent — pro-
fessores de matematica — como textos cientificos e nao didaticos.

Em 1817, Bourdon escreveu Eléments d Algebre e Eléments d Arithmétique,
que foram reimpressos mais de vinte vezes até o final do século XIX. Na edi¢ao
de 1897, Bourdon, ainda na introdugio, cita que:

O sinal da divisdo, que consiste em dois pontos: que se coloca entre o

dividendo e o divisor, ou ainda, em uma barra 3%, acima e abaixo do qual

se coloca respectivamente o dividendo e o divisor. Assim, 24 : 6 ou 2 ge
. o . a

enuncia 24 dividido por 6, ou o quociente de 24 por 6. L, oua:bse
. . e g . . ~ a -, .

enuncia a dividido por b. Se diz ainda a sobre b. A notagao - € a mais

utilizada. (BOURDON, 1897, p. 2)
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Podemos notar que Bourdon, efetivamente, associa a operacao de divisdao ao
numero fracionario independente de qualquer contexto. Esta associagdo perma-
nece e pode ser encontrada ainda no livro de Algebra Elementar de 1938 publica-
do pela editora FTD onde se encontra a respeito do sinal de divisdo, que:

O sinal + (dividido por) indica uma divisdo; a + b significa que é preciso
dividir a por b. Muitas vezes, indica-se a divisdao por meio de uma fragio;
entio, o numerador € o dividendo e o denominador é o divisor; assim, % (lera
sobre b) ou a/b ou a + b, indicam o quociente de a por b. (VALENTE, 2002,
p. 190)

De acordo com Valente, em 1929, Euclides Roxo publica o Curso de Ma-
thematica Elementar tratando das fra¢des da seguinte maneira: “Quando a uni-
dade suposta é dividida em um certo numero de partes iguais e se tomam uma
ou mais dessas partes, o resultado assim obtido chama-se fra¢io” apresentando
como exemplo inicial: “Seja AB um segmento que representa a unidade de com-
primento dividida em 20 partes iguais, de modo que cada parte é um-vigésimo da
unidade” (Valente, 2004, p. 118-119).

Conforme Valente, as explicacdes de Euclides Roxo, com a ajuda de ima-
gens geométricas, tiveram a inteng¢do de facilitar o entendimento de seus leitores.
Percebemos que Euclides Roxo mobiliza a concepgio parte-todo e a associa a
de medida, quando emprega o termo unidade no lugar de um inteiro qualquer e
reforca tal associagdo, quanto usa a representacdo geométrica de um segmento,
como exemplo.

Nio sabemos quando o ensino criou ou decidiu mobilizar a concepg¢ao par-
te-todo na introducdo dos fracionarios, apoiado na representag¢ao de superficies,
abandonando sua origem e adotando como técnica a dupla contagem para resol-
ver as tarefas que pedem a mobilizac¢do de tal concepcio.

Segundo Vizcarra e Sallan (2005), a origem do significado parte-todo teria
que ser situada na pratica educativa e colocada entre os recursos didaticos criados
por necessidades do processo de ensino e aprendizagem da Matematica. Os autores
detectaram a presenca do significado parte-todo nos textos escolares espanhois
no inicio do século XX, para abreviar os periodos de instrugao, pois esse signifi-
cado permite uma introducio rapida da representagao simbdlica da fracdo, com
altos niveis de éxito a curto prazo.

No livro de Matematica para a primeira série do curso ginasial, escrito por
Osvaldo Sangiorgi, identificamos esse novo enfoque, em que apresenta os nime-
ros fraciondrios com base no que chama nogio intuitiva de fragio, utilizando a
figura de um chocolate dividido em trés partes iguais acompanhada da seguinte
afirmagao: “A primeira ideia de fracdo nos é dada quando dividimos um objeto
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(que nesse instante representa uma unidade) em um nimero qualquer de partes
iguais e consideramos uma ou algumas dessas partes”. A seguir, define: “Numero
fracionario ou fracdo é um niimero que representa uma ou mais partes da unidade
que foi dividida em partes iguais” (SANGIORGI, 1960, p. 117).

A defini¢dao apresentada privilegia a concepcao parte-todo para os fraciona-
rios, com base na imagem de um chocolate, que até hoje é uma constante para a
introducdo de fraciondrios, com a técnica da dupla contagem das partes para a
identificacdo da parte considerada do inteiro.

No mesmo livro, quando o autor trata de quocientes aproximados, afirma
que: “pode-se sempre, ampliando o estudo das divisdes, quer de nimeros inteiros,
quer de numeros decimais, determinar o quociente da divisio com uma aproxi-
magao desejada” (SANGIORGI, 1960, p. 163).

Apresenta ainda o exemplo da aproximagao da divisao de 73 por 14 como
sendo 5<§<6, pois § é o quociente por falta e 6 o quociente por excesso. A seguir,
trata da divisio de 730 por 14 aproximando por 52<%<53 para, entdo, concluir
que 5,2<§<5,3. O exemplo conclui apresentando a regra pratica para a divisao
baseada na contagem de casas decimais e eliminagdo de virgula.

Embora tenha apresentado os nimeros fracionarios mobilizando a concep-
¢do parte-todo, associa agora o termo “quociente” a representa¢io fraciondria e
decimal, institucionalizando a representagao fracionaria, como representa¢ao da

operagao de divisao.
2.5 Nossas consideracdes

Os resultados de pesquisas anteriores evidenciam problemas provocados
pelo ensino que enfatiza tarefas que associam a concepg¢iao parte-todo mobili-
zando representacdes de figuras planas, que sdo resolvidas pela técnica da dupla
contagem das partes.

Com base nessa constata¢ao, decidimos elaborar uma Organizacio Mate-
matica que considerasse as demais concep¢Oes de nimeros fracionarios, além de
relagdes entre essas concepgoes. Identificamos, também, em um estudo episte-
mologico, as tarefas que estdo na génese do ensino dos numeros fracionarios,
procurando as concepgdes associadas e possiveis relacdes entre elas. Estes estudos
foram usados como suporte para a formagao dos professores do Ensino Funda-
mental engajados em nosso projeto de pesquisa, nesta fase, que tratou do ensino
e aprendizagem de fraciondrios na quinta série.

Nossos estudos mostraram que na Antiguidade a necessidade de medicoes
de terras pelos administradores do estado fez emergir os numeros fracionarios
e, consequentemente, a exigéncia de registros e de cdlculos com os resultados
das medigoes.
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Surge, assim, a figura do escriba e a demanda de uma escola para formar
escribas que impoe a elaboracao de praxeologias didaticas com tarefas de diver-
sos tipos e técnicas que as resolvam com o intuito de ensinar os conhecimentos
necessarios para se formar um escriba.

Com o crescente desenvolvimento das sociedades e novas formas de orga-
nizagdo, os estados passaram a ter necessidade de preparar jovens aos cursos de
Engenharia e para as Academias Militar e da Marinha, fazendo com que alguns
tratados fossem editados e utilizados durante muito tempo para esses fins.

Posteriormente, as mudangas sociais ocorridas ddao um novo lugar a crianga
e levam ao surgimento de um novo tipo de escola, especialmente para elas, as
escolas de primeiras letras, que em determinado momento instituiram o ensino de
Matematica nessas escolas.

No entanto, as referéncias para cumprir tal exigéncia baseiam-se nas publica-
¢oes ja existentes, os tratados matematicos, que salvo algumas pequenas mudan-
¢as mantém sua esséncia. No estudo, que realizamos, percebemos que os tipos de
tarefas utilizados no ensino de fraciondrios sofreram poucas alteragdes, enquanto
houve um avanco, ndo antes visto, no discurso tecnoldgico-teérico, promovido
sobretudo pelo desenvolvimento da Algebra.

As discussoes a respeito do ensino e da aprendizagem passaram pela reforma
da Matematica Moderna e culminaram com o surgimento da Didatica da Mate-
matica nos anos 70 do século XX, que se justificam, pelo menos, pela constatacio
de que nao é possivel ensinar da mesma forma criangas que entram na escola para
uma educacao geral e “criancas” que entravam na escola para ingressar em uma
carreira militar.

A necessidade primordial da escola de primeiras letras seria, entdo sua ade-
quagio aos novos niveis de escolaridade, a seus objetivos e ao aluno que nela estd
presente. Vivemos, hoje, um momento semelhante, por motivos diferentes, um
deles, evitar a evasio escolar.

O ensino de fraciondrios, em sua génese, apresenta, tanto a concep¢ao de
operador quanto a concepg¢io parte-todo associada a resolucdo de tarefas que
solicitam a mobilizagio da concep¢ao de medida, quociente e razio. A concep-
¢do parte-todo com vida prépria no ensino de fraciondrios, desvinculando-se da
submissao a outras concepgoes, é orientagao recente do ensino, em termos hist6-
ricos, sendo mobilizadas em tipos de tarefas que nao aparecem nos primoérdios
da constru¢io do campo dos numeros fraciondrios. Provavelmente, porque as
necessidades praticas do ensino anteriormente realizado ndo eram pertinentes ao
ensino das criangas.

A inserc@o no contexto escolar do ensino de fracionarios baseado na concep-
¢do parte-todo e apoiado na contagem, parece-nos um movimento no sentido de
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auxiliar a crianga no aprendizado dos novos numeros, utilizando seus conheci-
mentos dos nimeros naturais.

No entanto, nio se levou em conta consequéncias, como, a discretizacdo do
continuo e o dominio de validade restrito que esse enfoque propicia. Da mesma
forma nido podemos dizer que antes o ensino fosse mais significativo, porque a
presenga de tarefas cuja resolugdo conduz a respostas que ndo fazem sentido na
realidade em que a tarefa apresenta-se vem desde a Antiguidade.

Vimos que a histéria do desenvolvimento do ensino e do estudo dos nume-
ros fraciondrios tem um marco importante no século XVI com a possibilidade
da mudanca de registro da escrita fraciondria a escrita decimal e todo o desen-
volvimento posterior das estruturas algébricas com operagoes e propriedades
bem definidas.

Estes desenvolvimentos tedricos acabam por afastar o ensino de fracionarios
de situagoes que pudessem lhes dar algum sentido ou mostrar sua razio de ser
para privilegiar defini¢des, como vimos no estudo anterior de terminologia e sig-
nificados, do tipo: “fracdo é divisdo” ou “fracdo é o quociente de dois niimeros”
ou “razdo é divisdo”, entre tantas outras.

Se nosso interesse é fazer com que as criangas construam o conceito de nu-
mero racional, entdo, podemos entender que precisamos leva-las a construir os
conhecimentos necessarios para conceituar esse objeto matematico. Assim, enten-
demos que o estudo da génese dos nimeros fraciondrios mostra, como pode ser
visto no esquema da Figura 7, que tipos de tarefas que associam a concepgao de
medida e que se associam diretamente ou mobilizam em suas técnicas as concep-
¢oes parte-todo, razdo e operador permitem a constru¢ao do conhecimento de
medida relacionado aos numeros fracionarios.

Da mesma forma, os tipos de tarefa que associam a concepgao de quociente
e de razdo permitem construir os conhecimentos de comparagao e de distribuigio
relacionados a esses nimeros. Os conhecimentos de medida, comparacio e distri-
buicdo permitem a percepc¢ao da razdo de ser dos fraciondrios que relacionados
facilitariam a construcdo do conceito de niimero racional pretendido.

No entanto, como nosso objetivo é trabalhar com a quinta série nao pode-
mos esquecer que os alunos dessa série possuem conhecimentos anteriores de nu-
meros fraciondrios que, provavelmente, foram desenvolvidos baseados somente
na concepgao parte-todo.

Por isso, trataremos dessa concep¢ao em nossa Organizacdio Matematica e,
também, da concep¢do de operador, visto que esta auxilia na conceituagao dos
fraciondrios como nimeros.
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Figura 7 — Esquema da conceituagdo de nimeros racionais.

Falamos de conceituar nimeros racionais por entender que a conceituagio
de numeros fraciondrios concretizar-se-a no ensino médio com a relacao do con-
ceito de numero racional ja construido com outros conhecimentos como o de
fragdes algébricas, nimeros complexos, polindmios, etc. que permitirdo formar o
campo conceitual®® do sujeito para nimeros fraciondrios.

De acordo, com Artigue (1990), uma analise historica e ou matematica au-
xilia na defini¢ao do conjunto de problemas significativos e operatérios na cons-
trucdo de processos didaticos. Nesse sentido, apresentaremos, a seguir, uma Or-
ganizacdo Matemadtica que considera os estudos feitos anteriormente, além das
concepgoes de fraciondrios e alguns resultados de pesquisa que utilizaremos como
referéncia para a formagao dos professores.

3 Uma organizacdo matemadatica para a formacdo

Entendemos ser necessario, como preparatério para a formagao de professo-
res pretendida, ainda o estudo de uma Organizacao Matematica para os numeros

13 De acordo com Vergnaud (1989,1990, p. 62, tradug¢ao nossa) “um campo conceitual
pode ser definido como um conjunto de situagdes, cujo dominio requer uma variedade
de conceitos, de procedimentos e de representagdes simbdlicas em estreita conexao.”
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fraciondrios para a quinta série do Ensino Fundamental, visto que pretendemos
utilizar o estudo epistemologico na escolha dos tipos de tarefas e alguns resulta-
dos de pesquisa sobre o assunto.

Entenderemos esta organiza¢do, como uma produgdo de uma instituicdo
universitaria e nela visamos descrever tipos de tarefas que associam as diversas
concepgoes de numeros fraciondrios, bem como as que solicitam relacdes entre
tais concepgOes, verificando as técnicas que podem ser manipuladas na resolucio
de cada um desses tipos de tarefa.

Para isso, apoiamos-nos na Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD) e na no-
¢ao de concepcdo de Artigue (1990), além de adotarmos, neste trabalho, o termo
objeto matematico, de acordo com a defini¢ao de Chevallard (1991, p. 8) como:

algo que emerge de um sistema de praticas nas quais sio manipulados
objetos materiais que se destacam em diferentes registros semidticos: re-
gistro oral, palavras ou expressdes pronunciadas; registro gestual; domi-
nio da inscri¢do, o que se escreve ou desenha (grafismos, formulismos,
calculos, etc.) quer dizer, registro escrito. (apud GODINO e BATANERO,
1994, p. 332, tradugdo nossa)

Para Bosch, Fonseca e Gascon (2004), a reconstrucdo institucional de uma
teoria matematica requer elaborar uma linguagem comum que permita descrever,
interpretar, relacionar, justificar e produzir as diferentes tecnologias da Organiza-
cdo Matemadtica Local (OML) que integram uma Organizacdo Matemdtica Re-
gional (OMR).

Para os autores citados, ainda que os processos de constru¢ao (ou reconstru-
¢do escolar) de OML podem ser muito diferentes, a analise conjunta da dindmica
de seu processo de estudo e de sua estrutura permitem determinar o grau de
completitude da mesma, que dependera do cumprimento das seguintes condigdes:

—uma OML deve responder a questdes que ndo podem ser respondidas
por nenhuma Organizacdo Matemdtica Pontual (OMP), que constitui
sua razdo de ser.

Por exemplo, o tipo de tarefa: identificar o fraciondrio que corresponde a
uma figura apresentada constitui uma OMP. Quando varias OMP agrupam-se
pelo fato de ter uma tecnologia que justifica as técnicas mobilizadas para resolver
suas tarefas, diremos que temos uma OML.

Assim, para que se construa uma OML justificada pela concep¢ao parte-
-todo seria necessario considerar nas tarefas, do tipo citado acima, figuras que
representem grandezas discretas ou continuas que permitam abordar técnicas
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diferentes, além de outros tipos de tarefas que tenham suas técnicas justificadas
pela concepgdo parte-todo para fracionarios.

— O processo de reconstrucio deve ter momentos exploratorios que per-
mitam comparar variacoes das técnicas que aparecem ao abordar as
diferentes tarefas.

Durante a reconstrucdo, o tratamento das diversas figuras permitira questoes
a respeito da técnica que propicia, por exemplo, a percep¢io da limita¢ao da du-
pla contagem das partes e o desenvolvimento de outras técnicas.

— A exploracao de uma OML deve incidir em um verdadeiro trabalbo da
técnica, provocando seu desenvolvimento progressivo.

— Na reconstru¢ao de uma OML, devem aparecer novas questoes mate-
madticas relativas as diferentes técnicas que irdo surgindo (questiona-
mento tecnolégico).

Considerando o tipo de tarefa “identificar o fraciondrio que corresponde
a uma figura apresentada”, a apresentagdo de figuras de superficies totalmen-
te divididas em partes congruentes permite a compreensdo da técnica da dupla
contagem das partes; no entanto, hd necessidade de fugir desse modelo de figura
para que se perceba a limitacdo dessa técnica e a constru¢do de outras técnicas
possiveis. O trabalho com figuras de diversos tipos permitirda o desenvolvimento
progressivo da técnica que, por sua vez, provoca questionamentos tecnoldgicos.

— No processo de reconstrucao de uma OML, é necessdrio instituciona-
lizar os componentes explicitos da organizacdo, ndo isolados, mas, no
conjunto da organizagao.

A institucionalizagio da OML que se justifica pela concepgdo parte-todo
deve explicitar a importancia das figuras na construcdo de técnicas diferentes e,
consequentemente, do discurso tecnolégico-tedrico.

— E preciso avaliar a qualidade dos componentes da OML construida.
Esta avaliacdo mostrard a necessidade de articuld-la com outras OML
para constituir uma OMR.

Neste trabalho, construiremos OM Locais justificadas pelas diferentes con-
cepcoes de niimeros fraciondrios que nao representardao uma OMR, porque ndo
construimos OML que institucionalizasse o conjunto dos nimeros racionais.
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Nosso interesse reside na constru¢io de OM Locais que colaborem na cons-
trugao de significados as diversas concepgdes de nimeros fraciondarios, tanto para
os professores envolvidos como para alunos de quinta série.

Os autores concluem que o cumprimento de tais condigdes caracterizara
uma OML relativamente completa e apresentam sete indicadores do grau de com-
pletitude de uma OML: 1) integragao dos tipos de tarefas, 2) diferentes técnicas e
critérios para escolher, 3) independéncia dos ostensivos que integram as técnicas,
4) existéncia de tarefas e técnicas reversiveis, 5) interpretagio do resultado de
aplicar as técnicas, 6) existéncia de tarefas matematicas abertas, 7) incidéncia dos
elementos tecnologicos sobre a pratica. Esta construgdo progressiva dos tipos de
tarefa que se estudam, é também uma condi¢do necessaria para poder colocar e
abordar em uma OML questdes problematicas cada vez mais abertas.

Por outro lado, Bosch e Gascon (2001, p. 5) postulam que a modelagio de
uma praxeologia diddtica espontanea do professor que considere a Organizagao
Didatica da institui¢do (como sistema a modelar) serd mais pertinente, eficaz e
fecunda do que tentar modela-la sem sua relacio com a praxeologia da institui-
¢do. “So mediante esta ampliacdo do sistema ‘empirico’ a modelar estaremos em
condi¢bes de |[...] nos situarmos no que Michele Artigue chama de ‘abordagem
sistémica global do diddtico’”.

Assim, justificamos a elabora¢do de nossa Organizagio Matematica para
a formacio dos professores que entenderemos por diversas praxeologias locais,
centradas nas concepgoes de fraciondrios, aqui entendidas por tecnologias que
justificardo as técnicas consideradas que se baseiam na teoria dos nimeros racio-
nais. Nesta OM, nao trataremos diretamente as operacdes com fraciondrios nem
da institucionalizacdo dos nimeros racionais, visto que nosso foco encontra-se
nas concepgoes de fraciondrios e suas relagoes.

A nogio de concepcio, por sua vez, de acordo com Artigue (1990), auxilia
o estudioso da Didatica por suas fung¢oes de: evidenciar a pluralidade de pontos
de vista para um mesmo objeto matemadtico, diferenciar as representagdes e 0s
tratamentos que lhes sdo associados, evidenciar sua adaptacdo a resolu¢do de
problemas, diferenciar o saber que o ensino quer transmitir e os conhecimentos
efetivamente construidos pelos alunos.

Segundo a autora, evidenciar a pluralidade de pontos de vista possiveis para
um mesmo objeto matematico, auxilia a negar a “ilusdo de transparéncia” da co-
municag¢io didatica, além de mostrar que diferentes concepcdes sao mais adapta-
das a distintas classes de problemas. Classifica assim, as concep¢des em dois tipos:
a matemadtica que se relaciona ao conteudo propriamente dito e as desenvolvidas
pelos sujeitos culturalmente ou em processo de aprendizagem.

Assim, a concepgao, além de ser um objeto associado ao saber e aos diferen-
tes problemas, em cuja resolugao intervém, “ird se constituir em um instrumento
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tanto para a andlise do saber e a elaboracdo de situacoes diddticas quanto para a
andlise dos comportamentos do aluno” Artigue (1990, p. 270, traducdo nossa).

Baseados na TAD e na nogio de concep¢ao que acabamos de expor, apoiare-
mos nossa Organiza¢do Matematica sobre trés pontos que consideramos funda-
mentais: as concep¢oes de niumeros fraciondrios associadas aos tipos de tarefas ou
que podem ser mobilizadas na realiza¢io das tarefas, a abordagem de grandezas
continuas e discretas nessas tarefas, e as representacdes que serdo manipuladas
nas técnicas utilizadas no cumprimento dessas tarefas.

Nosso interesse pelas concep¢oes de nimeros fracionarios, segundo a clas-
sificagdo de Behr e outros (1992), pode ser justificado por Post, Behr e Lesh
quando afirmam que:

Por varias razdes os conceitos de numeros racionais estao entre os mais
importantes conceitos que a crianca experienciard durante seus anos de
pré-secundario. [...] Sob uma perspectiva psicologica a compreensio de
numero racional proporciona um solo rico no qual as criangas podem
desenvolver e expandir as estruturas mentais necessarias para continu-
ar seu desenvolvimento intelectual. De um ponto de vista matematico, a
compreensao de nimero racional é a fundacdo sobre a qual as operagoes
algébricas basicas apoiar-se-ao mais tarde. (POST, BEHR, LESH, 1982, p. 1,
tradugao nossa)

Quanto as grandezas, adotaremos, a defini¢cao de grandeza dada por Menezes:

Grandeza matematica é tudo quanto for possivel de ser medido, direta ou
indiretamente, por meio de outra grandeza da mesma espécie, e de valor
conhecido considerada como padrido ou unidade que se toma para com-
paragao. A medida de uma grandeza é denominada valor da grandeza ou

quantidade. (MENEZES, 1959, p. 3)

Entendemos essas quantidades, como resultados de atos de contagem ou
de medig¢oes, dependendo do que estamos quantificando: grandezas discretas ou
continuas. Acreditamos ser necessario levar para o ensino de numeros fraciona-
rios tais distin¢des, pois concordamos com Mello e Souza, que ja em sua época,
alertava para as questdes do continuo e do discreto quando dizia: “Uma das
grandes missdes dos matemdticos de hoje é harmonizar o continuo e o discreto,
eliminar para esses conceitos toda a obscuridade e incorpord-los numa matemdti-
ca de maior amplitude” (MELLO e SOUZA, 1945, p. 280).

Por outro lado, sdo as representagdes, que dardo vida ao objeto matematico.
De acordo com Pluvinage (1998), utilizamos, normalmente: o registro da lingua
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natural, o registro algébrico, o registro figural-geométrico e o registro funcio-
nal-grafico, enfatizando a necessidade de diferenciar o objeto matematico dos
objetos fisicos.

Conforme o autor, um objeto fisico, como um pato, por exemplo, caracte-
riza-se pelo fato de que todo pato encontrado representa perfeitamente o objeto
“pato”, enquanto um objeto cultural como, por exemplo, um quadrado, resulta
de uma abordagem que seleciona algumas caracteristicas e elimina outras, porque
nenhum objeto real representa perfeitamente um quadrado.

Ampliando a discussdo a respeito de representacdo, Bosch e Chevallard
(1999), entendem que a conceituacdo, na atividade matematica, tende, geralmen-
te, a reforgar as ferramentas matematicas utilizadas, quando considera que os
objetos sensiveis como discursos, escritas e grafismos centralizam nao os proprios
objetos, mas o que eles “representam” ou “significam”, isto é, seu sentido.

Dois tipos de objetos sao, entdo, definidos pelos autores: os ostensivos como
sendo aqueles perceptiveis aos sentidos humanos e que podem ser manipulados:
sons, grafismos e gestos; e 0os objetos ndo ostensivos como aqueles que, por si s0,
ndo podem ser vistos, ditos, entendidos ou percebidos porque para isso dependem
da manipula¢do dos ostensivos.

Para os autores citados, na realiza¢io de uma atividade matematica, um com-
plexo de objetos ostensivos sio usados, em diversos registros, para permitir que
um saber matematico e os conhecimentos por ele construidos materializem-se.

Supondo que, nas séries iniciais, 0 numero fracionario é representado por
um par de ndmeros naturais escritos na forma <, tomando, como exemplo, o 7do
ostensivo: namero dois ter¢os (aqui representado em nossa lingua natural, pode
ter no sistema de escrita dos numeros fraciondrios outras representagdes como
4/6, 6/9, ..., no sistema de escrita dos nimeros decimais a representagao sera
0,6666..., no sistema figural, podemos ter, entre tantas outras, as figuras apresen-
tadas na Figura 8.

Figura 8 — Representagdes figurais de dois tercos.

Além disso, o numero dois ter¢os pode representar situagdes que associam
concepgOes diferentes e solicitar a manipulacdo de ostensivos em diversos regis-
tros de representacao como, por exemplo:

e Arelacdo existente entre partes que estdo pintadas e o total de partes “iguais”
em que a figura de um retangulo, por exemplo, foi dividida.
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.:| Duas das trés partes em que o retangulo foi dividido, pode ser repre-
sentado por %

® Quanto custam dois ter¢os de um queijo que inteiro custa R$ 3,60?

® Se em uma classe tem quinze meninas e dez meninos, podemos dizer que:

“dois ter¢os da classe sio de meninos”.

Nosso objeto de estudo, numeros fracionarios, s6 existe com base nas re-
presentacdes que manipulamos para exprimi-los, a linguagem natural, falada ou
escrita, € uma delas. No entanto, é necessario estabelecer uma convengao para a
leitura da escrita fracionaria: para os denominadores maiores que 10, e ndo po-
téncias de 10, devemos acrescentar a palavra “avo” ao numero que determina a
quantidade de partes em que a unidade foi dividida, o denominador.

Conforme o dicionario etimologico (Cunha, 1986), o termo foi deduzido da
terminagdo da palavra latina oitavo, popularmente, interpretada como composta
de oito + avo e comecou a ser usado em nossa lingua no século XX.

Para Alphonse (1995), quando a fragdo adquire o status de ntimero, algu-
mas caracteristicas do sistema de escrita a/b devem ser consideradas: a) a repre-
sentacdo ndo € unica, por exemplo, Se 2, designam o mesmo numero racional;
b) A posi¢dao do trago de fragdo, em relacdao a linha de escrita, determina uma
prioridadevopezratéria e preserva a designacio da escrita na forma de fragio, por
exemplo, 3 e 3 sdo escritas de ndmeros fraciondrios diferentes; c) Por causa da
densidade ‘dos nimeros fracionarios em relagio aos reais, essa escrita possui um
poder gerador que permite sempre intercalar um nimero fraciondrio entre dois
fracionarios dados que, por sua vez, leva a existéncia de uma infinidade desses
nimeros em um intervalo limitado; d) Podemos obter, um ou mais, processos de

encadeamento, sem simplificagcdo, que determinem uma convergéncia, por exem-
lo: 22221 2211 0125 1229

g) 17Xl inﬁodugeilozdse1121r2r91a7 Oescrita limitada ou ilimitada permite a introdu¢do do
signo operatdrio em desenvolvimentos de f]raqf)es continuas que permite a desig-
nacdo de nimeros fracionarios do tipo H? que representa /214,

A seguir, apresentaremos, a Organizagio Matemadtica que servira de refe-
réncia para a formagao dos professores e para elabora¢ao da Organizagao Didati-
ca para o ensino de alunos da quinta série, nao pretendendo, neste estudo, esgotar
as possibilidades de tipos de tarefas ou técnicas associadas.

Com certeza, variagdes das tarefas apresentadas serdo possiveis e, conse-
quentemente, técnicas mais ou menos complexas poderdo ser mobilizadas. As-
sim, trataremos de tarefas e técnicas que acreditamos ser fundamentais para

a conceituacdo dos fraciondrios nesta série, pois essa conceituagdo vai além

14  Estas expressoes sdo facilmente obtidas. Suponhamos que x=v2 -1=x+1=v2 =

(x+1P =2=>x2+2x =1 > x(x +2) = | = = L, como x =42 —1 temos: x=;l=\/5—l_

* 24—
2+...
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do Ensino Fundamental, exigindo organiza¢Ges matemdticas com maior grau
de complexidade.

3.1 A concepgéio parte-todo

Iniciamos por esta concepg¢ao porque, geralmente, as primeiras tarefas utili-
zadas no ensino de nimeros fracionarios sugerem a mobilizacdo dessa concepcio
e, também, porque estio presentes na maioria das discussdes a respeito de ou-
tras concepgoes.

A concepgao parte-todo emerge da agio de dividir uma grandeza continua
(comprimento, area, volume, ...) em partes equivalentes ou uma grandeza discreta
(cole¢ao de objetos) em partes iguais em quantidades de objetos. Usualmente, sio
manipulados dois tipos de objetos ostensivos: o registro da escrita simbdlica a/b,
associado ao registro figural em que regides ou conjunto de figuras, representan-
do elementos discretos, aparecem divididos em partes “iguais”.

O sujeito para mobilizar a concepcido parte-todo deve relacionar um, ou
mais, registros escritos; uma, ou mais, figuras divididas de certa maneira e vice-
-versa, ou ainda, criar relacdes pertinentes como, por exemplo, as apresentadas
na Figura 9.

OO .
E S 1 Z
3
2 00 |
concepcdo: um terco das bolinhas estdo pintadas, porque o total
concepgio: metade do retingulo foi pintada, porque ele foi de bolinhas foi dividido em trés partes de mesma quantidade e
dividido em duas partes de mesma drea e uma foi considerada uma foi considerada.

Figura 9 — Representaciio geoméirica e simbélica da concepciio parte-todo.

O sujeito deve entender, genericamente, que o todo recebe também o nome
de inteiro e que a escrita % descreve uma parti¢do, em que o numero b indica a
quantidade de partes “iguais” em que o inteiro foi dividido.

Na realidade, é a parti¢ao do inteiro que permitird nomear cada uma das
partes em meios, tercos, quartos, etc., sendo por isso chamado de denomina-
dor. O niimero a, por sua vez, representa a quantidade de partes que estd sendo
considerada do inteiro, sendo por isso, chamado numerador. Como o inteiro foi
dividido em b partes, total de parti¢des, a quantidade representada por a, ndo
pode exceder o ntimero b, o que obriga o niimero fracionario < a ser no maximo
igual a um. b
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A esse respeito, Adjiage e Pluvinage (2000) afirmam que a expressao “4/3 de
torta” € sempre incobmoda e que juntar uma segunda torta nao muda grande coisa,
pois se falard sempre em 4/3 de uma torta, no singular.

Um dos tipos de tarefas que faz a concepgio parte-todo ser mobilizada soli-
cita, frequentemente, a quantificagido ou identificagio de parte de um inteiro, em
figuras que representem grandezas continuas ou discretas. A técnica empregada
para cumprir esse tipo de tarefa é a dupla contagem das partes que, como ja vi-
mos, tem suas limitagoes.

Nessas tarefas dois conhecimentos sao indispensdveis: a natureza do inteiro
e como ele pode ser dividido, e o que serd considerado como parte desse inteiro.
Disso dependera a construcdo e ou escolha da técnica adequada para a percepcao,
inclusive, dos limites da dupla contagem das partes.

Para melhor compreensao desses pontos, a seguir, serdo analisados alguns ti-
pos de tarefas que associam a concepgao parte-todo, bem como possiveis técnicas
de resolucao.

As tarefas que pedem a mobilizagio da concepgao parte-todo envolvendo
grandezas continuas, geralmente, solicitam a manipulag¢do de representagoes des-
se tipo de grandeza em figuras. Trataremos aqui somente de comprimentos e su-
perficies, por serem as mais utilizadas, pois a esséncia da técnica permanecera no
tratamento de outras grandezas, podendo apenas se tornar mais complexa.

1° tipo — Identificar o nimero fraciondrio que corresponde a uma figura apresentada.

Tarefa 1: Que parte da figura estd pintada?

b)

d) e)

Y]

o = h) )
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Nas tarefas desse tipo, é necessario apresentar figuras diferentes cuja mani-
pulacdo permitira construir técnicas distintas. A tarefa (1-a) apresenta uma figura
usual que associa a técnica da dupla contagem das partes, porque basta contar o
total de partes em que o inteiro foi dividido e as partes que estdo pintadas e rela-
cionar esses resultados ao fracionario 1, pois, a figura foi apresentada totalmente
dividida em partes congruentes. ’

Na tarefa (1-b), a técnica consiste em supor que a figura “esconde” um dos
tracos de divisdo e, apos medir a base do retangulo, para confirmar tal suposicao,
identificar trés partes de mesma medida, igualmente, o fraciondrio %

Na tarefa (1-c), embora todos os tracos estejam explicitos, a técnica associada
consiste em perceber que, pelo fato de a figura ndo estar dividida em partes de
mesma area, é necessario identificar a equivaléncia da parte pintada com a nio
pintada para identificar o nome das partes pintadas, no caso doze avos, e como
quatro delas estao pintadas, associar a fragao %, que representa, também, o fra-
cionario 1, sem necessariamente ter de dividir toda a figura em partes con-
gruentes para confirmar a dupla contagem.

Na tarefa (1-d) a técnica associada torna-se mais complexa porque as partes
pintadas sdo quartos e sextos e, neste caso, ¢ necessario perceber a equivalén-
cia entre as partes que estdo pintadas, subdividindo-as ou ndo, e perceber que
a parte pintada pode ser dividida em doze avos e associar 1/4 a 3/12, e 1/6 a
2/12, concluindo que a parte pintada da figura corresponde ao numero 5/12,
sem precisar dividir toda a figura. A esta técnica, poderia ser associada a adi¢do
de fracionarios: ;+-=.

Na tarefa (1-e), como a forma das partes é diferente, é preciso perceber que o
triangulo e o retangulo pintados tém areas equivalentes ao retangulo central. Para
isso, basta comparar as medidas de cada segmento que compde o lado maior do
retingulo e constatar que os dois segmentos maiores medem, cada um, o dobro
do segmento menor. Esta acdo permitira entender que a figura esta dividida em
cinco partes iguais, em medida de drea, com trés delas pintadas e associar, entdo,
a essa figura o numero fracionario 3/5.

Na tarefa (1-f), a técnica exige a reconfiguracao' da figura apresentada
com base na percep¢do de que os lados do retingulo medem, respectivamente,
duas e trés vezes a medida do cateto do tridngulo. A partir dai, mentalmente ou,
agindo diretamente sobre a figura, colocando os tracos que faltam, perceber que
o retangulo pode ser dividido inteiramente em partes congruentes ao triangulo

15 A reconfiguragio é um tipo de tratamento particular para as figuras geométricas, que
consiste em uma divisio de uma figura em subfiguras, em sua comparacdo e em sua re-
organiza¢do eventual em uma figura de um contorno global diferente (Duval, 1995,
p. 185, tradugio nossa).
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apresentado e, entdo, utilizando a contagem associar o nimero fracionario 1/12
a parte pintada da figura.

Para o cumprimento da tarefa (1-g), uma das técnicas associadas é semelhan-
te a aplicada na tarefa anterior, pois o cateto do triangulo nao cabe um nimero
inteiro de vezes nos lados do retangulo. Embora a reconfiguracdo, a partir de uma
malha de 1 cm de lado permita a contagem e a associagio do fracionario 4/30 ou
2/15 (dois, quinze avos).

Uma outra técnica seria calcular a medida da area do tridngulo e a do retan-
gulo, para relaciona-las com base na mobiliza¢do da concepcdo de razio, obtendo
diretamente o fracionario 2/15 (dois em quinze).

Esta tarefa solicita, inicialmente, a mobilizacdo da concep¢do parte-todo,
mas como a dupla contagem das partes ou a reconfiguragio em partes congruen-
tes a que estd pintada, ndo sao suficientes para resolver o problema, é necessario
pensar em outro tipo de reconfiguracdo ou associar a concepg¢ao de razio entre a
medida da drea do tridngulo e do retingulo apresentadas na figura.

A tarefa (1-h) ndo podera ser resolvida nem pela dupla contagem das partes,
nem por reconfiguracdo. Neste caso, é necessario associar a concep¢ao parte-todo
a concepgdo de razao com técnicas para o calculo de dreas para desenvolver a
técnica adequada.

Na figura da tarefa (1-i), percebe-se que uma fracdo do retangulo estd pin-
tada, mas as técnicas anteriores nio sdo suficientes. E necessirio escolher uma
unidade de medida de area para quadricular o retangulo e, entdo, determinar
a fra¢ao aproximada que representara a parte pintada do retingulo pela dupla
contagem das partes. Alids, a técnica aqui utilizada pode significar um retorno, ao
estudo de 4reas, com base na utilizacdo de malhas quadriculadas.

3.1.1 Dificuldades

A énfase dada, pelo ensino, as tarefas em contextos continuos, em que a
concepgao parte-todo é associada e a tnica técnica utilizada é a dupla contagem
das partes pode constituir um obstaculo didatico para o sujeito construir ou-
tras técnicas.

Em situacdes dos tipos (1-b) a (1-g), é comum procurar dividir a figura em
partes congruentes para garantir a possibilidade da dupla contagem que se torna
impossivel nas situacdes (1-h) e (1-i). Como consequéncia, ainda, pode acontecer
a producido de erros, algumas vezes, grotescos como afirmar que ndo é possivel
representar a parte pintada dessas figuras por um fraciondrio ou, simplesmente,
aplicar a dupla contagem das partes em figuras que nao estao divididas em partes
“iguais”, em relacdo a forma ou a area, como no caso da Figura 10, em que se
relacionam os numeros 3/5 e 2/6, respectivamente.
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Figura 10 - Dificuldades na concepgio parte-todo, caso continuo.

Entendemos que, se o ensino enfatiza esse tipo de tarefa, apresentando figu-
ras que permitem somente o desenvolvimento da técnica da dupla contagem das
partes, ndo dard a chance de os alunos construirem outras técnicas e, consequen-
temente, terdo suas acdes limitadas na resolu¢ao desse tipo de tarefa.

Além disso, pautado no ponto de vista parte-todo, nio fardo sentido as fra-
¢bes maiores que um, no caso de 8/5, por exemplo: como entender que posso
considerar oito partes, se o inteiro foi dividido em cinco? Se para tratar dessa
questdo acrescentarmos outro inteiro, a crian¢a podera pensar que passou a ter
dez partes e ndo mais cinco. Um outro ponto a ser considerado, é entender o fra-
ciondrio como quociente com base no modelo parte-todo: como entender 2 + 3,
por exemplo, a partir de %, se este significa que um inteiro foi dividido em trés
partes e dessas consideramos duas?

Tarefa 2: Que parte das bolinhas sao vermelhas?

@0 00O

As tarefas que pedem a mobilizagio da concepc¢do parte-todo associada a
grandezas discretas, normalmente, sdo tratadas nas séries iniciais como “fracdo
de um miimero” solicitando a manipulagao de representagdes de cole¢des de ob-
jetos idénticos do dia-a-dia (como se isso fosse possivel), como flores, animais,
brinquedos, etc. Aqui, utilizaremos bolinhas representadas por circulos em trés
tipos de tarefa:

O conjunto de bolinhas, da tarefa 2, representa um inteiro de cinco bolinhas,
em que trés sao vermelhas, o que permite relacionar a quantidade de bolinhas
vermelhas com a quantidade total, isto é, a relacdo entre parte e todo, podera ser
descrita pelo numero fracionario 3/5.

Esta agdo permite a compreensio de que cada bolinha compreende uma par-
te do conjunto e que trés delas sio vermelhas. A técnica empregada é a dupla
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contagem: contar o total de bolinhas que, na representa¢ao simbélica, ocupara
o lugar do denominador e contar as que sio vermelhas que ocuparido o lugar do
numerador na representagdo simbdlica.

Como uma variag¢ao da tarefa anterior, pode-se apresentar uma figura, como
a da tarefa 3 que mobiliza a concep¢do parte-todo em grandezas discretas, é pos-
sivel solicitar, por exemplo, a parte do conjunto representada pelos quadrados.

Tarefa 3: determinar a fracao das figuras que corresponde aos quadrados.

A\

JANR/A

Neste caso, embora as figuras nido representem objetos “idénticos”, nada
impede que possamos falar “5/12 das figuras desse conjunto que sio quadrados”,
pois perde sentido a “igualdade das partes”.

2° tipo: identificar um nimero fraciondrio dado em uma figura.

Tarefa 1: Pinte metade da figura.

Tarefa 2: Pinte um terco da figura.

AW

Tarefas deste tipo, que ndo sdo constantes no ensino, exigem do sujeito um pla-
nejamento para decidir onde colocar os tracos de divisdo da figura em partes e
quais delas serdo pintadas.

A concepgio parte-todo mobilizada, neste tipo de tarefas, permite a manipu-
lacdo do fracionario da linguagem natural para o registro a/b e o desenvolvimento
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da técnica que consiste em dividir a figura apresentada em “b” partes, de mesma
area, para pintar “a” dessas partes. Esta técnica pode variar, em complexidade,
dependendo das variaveis didaticas escolhidas: o nimero fracionario e as figu-
ras apresentadas.

A divisdo de uma figura em duas partes de mesma area pode ser obtida, da
maneira direta, por um Unico traco:

— sem associar a concepcdo de medida: por exemplo, no caso em que a diago-

nal da figura ou o centro do circulo permite a divisao pretendida.

Figura 11 - (oncepciio parte-todo, caso continuo, 2° fipo (c).

— associando a concepc¢do de medida: em que a técnica consiste em medir,
por exemplo, um dos lados de um tridngulo ou os dois lados opostos de
um retangulo ou de um trapézio, para determinar a localizacao do tracgo

de divisao.

Figura 12 - (oncepcdo parte-todo, caso continuo, 2° fipo (d).

Dependendo da figura escolhida, a divisdo, em duas partes de mesma area,
ndo resulta em partes de mesma forma e pode solicitar conhecimentos de proprie-
dades da Geometria ou mais do que um trago para a solugio.

() (b) (©)

Figura 13 - (oncepcdo parte-todo, caso continuo, 2° tipo (e).
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Nesse sentido, no exemplo da Figura 13-a, precisamos perceber que o seg-
mento, que une o ponto médio de um dos lados do triangulo com o vértice opos-
to, produz dois triangulos de mesma area, porque os dois tém mesma base e
altura. Nas tarefas que envolvem as Figuras 13-b e 13-c a decomposi¢io da figura
permitira encontrar duas partes de mesma drea.

No primeiro caso, basta dividir o trapézio em um quadrado e um triangulo e,
entdo, tomar a metade do quadrado e a metade do tridngulo, da mesma maneira
que na figura anterior. No segundo caso, é necessario buscar uma reconfiguracio
conveniente, neste caso, foi construido um paralelogramo, baseando-se nos dois
lados da figura dada e depois a divisao dos triangulos restantes. Outras decompo-
si¢oes poderiam ser feitas. Neste tipo de tarefas, a escolha dos niameros fraciona-
rios e das figuras que serdo apresentadas, permitird a construgao pelo sujeito, da
maior variedade de técnicas possivelis.

Por outro lado, a divisao de superficies em figuras desenhadas permite que
se mantenha o inteiro, dado inicialmente que ndo aconteceria se fosse solicitada
a divisao fisica (recorte) desse inteiro, pois poderia levar o aluno a considerar as
partes obtidas como novos inteiros e a utilizar a contagem para obter a resposta
solicitada, discretizando o continuo.

Para o circulo, em particular, as partes de mesmo nome, sempre terdo a mes-
ma forma; no entanto, para a divisao é necessario, além da determinacdo do cen-
tro do circulo, conhecimentos de técnicas proprias do desenho geométrico ou do-
bradura para dividir em dois, quatro ou um nimero multiplo de quatro de partes.

Para cumprir a tarefa 3, a técnica, consiste em contar a quantidade de bo-
linhas da figura, dividindo essa quantidade em quatro partes “iguais” (mesma
quantidade de bolinhas), selecionar trés dessas partes para serem pintadas, com-
preendendo por essa acdo que nove bolinhas foram pintadas, porque estas equi-
valem a 3/4 das doze bolinhas apresentadas.

Tarefa 3: Pintar trés quartos das bolinhas da figura.

Esta técnica encaminha diretamente a mobilizacio da concepcdo de opera-
dor, que veremos em detalhes mais a frente, na percepcao de que %><12:9, que, por
sua vez, poderia ser associada a seguinte opera¢ao: %xu =(12+4)x3. O mesmo podendo
acontecer na percep¢ao de que —x12=3. Ao associar a técnica da dupla conta-
gem a concepg¢iao de operador, podemos identificar a fragio da quantidade de
elementos de um conjunto, como uma acdo de desagrupamento conveniente do
inteiro apresentado.
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3° tipo — Compor inteiros e determinar fraciondrios

Tarefa 1: Construa uma figura com pegas do tangran e determine a fracio
dessa figura, que corresponde ao quadradinho vermelbo.

Neste tipo de tarefa, é possivel solicitar a criagao de figuras com base nas
pecas de um tangran, como a apresentada na tarefa 1, e a associagao do nimero
que representa a parte pintada de vermelho, por exemplo, pois a partir do qua-
drado-base do tangran é possivel perceber a relagdo entre as areas das pegas,
considerando o triangulo menor como pega de referéncia.

No caso dessa figura, a técnica consiste em relacionar a pega azul, de menor
area, com as outras pegas e concluir que a figura pode ser decomposta em 16
partes, equivalentes em drea. A partir dai, pode-se associar a parte vermelha da
figura, por exemplo, o nimero 2/16 ou 1/8.

Tarefa 2: Pedro tem 3 bolinhas de gude, Jodo tem 4 e Marcos tem 5 bolinhas.
Que parte das bolinhas cada um tem?

A situacdo pode ser ilustrada pelo desenho de doze circulos, conforme a
Figura 14, com a parte que corresponde a cada crianga pintada de uma cor, asso-
ciando as bolinhas de cada cor, um nimero fracionario para representa-las.

. . . O Joao: % ;
. . O O Pedro: o
12

. . O O Marcos: %

Figura 14 - (oncepcdo parte-todo, caso discreto, 3° tipo (a).

Neste caso, o conjunto de bolinhas apresentado no final, ndo possui partes
de mesma quantidade, porque estas nio resultam da divisdo do inteiro, mas, sim,
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do agrupamento de trés partes, com quantidades diferentes de bolinhas para a
constitui¢io de um inteiro. Cada bolinha representara, entao, 1/12 do total e a
técnica consiste em agrupar as partes, identificar pela contagem a quantidade
total de bolinhas e a parte relativa a cada crianca para, entdo, representar o nu-
mero fraciondrio.

4° tipo — Reconstituicdo do inteiro

Tarefa 1: Se a figura abaixo é um terco do inteiro, desenbe o inteiro.

\_/

Este tipo de tarefa permitird a mobilizacdao da reversibilidade da dupla con-
tagem das partes, isto €, se para obter um terco de uma figura, fizermos a divisao
em trés partes de mesma area, entdo, quando apenas uma dessas partes for apre-
sentada serd necessario percorrer o caminho de volta, obter uma figura com trés
partes congruentes a figura dada para alcancar o inteiro.

Além de auxiliar na percepg¢ao visual das figuras e seu tratamento com base
na composi¢io, aprofunda a compreensio da concepcio parte-todo. E necessario
considerar que a resposta para essa tarefa ndo seja Unica, entre elas, poderemos
obter as representacdes apresentadas na Figura 15:

Figura 15 - Reconstituicdo do infeiro, parte-fodo no continuo.

Tarefa 2: Se 2/7 das bolinhas de Sérgio sao brancas e ele tem 12 bolinhas bran-
cas, qual o total de bolinhas que Sérgio possui?

Da mesma forma, que na situagio que envolve grandezas continuas, aqui é
necessario mobilizar a reversibilidade para resolver a tarefa. Neste caso, se dois
grupos de 1/7 equivalem a 12 bolinhas, um desses grupos equivale a 6 bolinhas
e, portanto, o inteiro é formado por 42 bolinhas que correspondem a sete grupos
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de seis: 7 x 6, diferente da situacdo similar com grandezas continuas, aqui a so-
lucdo € unica.

3.1.2 Dificuldades

Nos trés tipos de tarefas que pedem a mobilizagio da concepcao parte-todo
associada a grandezas discretas, a técnica da dupla contagem cumprem-nas satis-
fatoriamente. No entanto, algumas dificuldades podem se apresentar quando, em
tarefas do segundo tipo, se depara com a impossibilidade da divisdo igualitaria,
isto €, se quisermos identificar 1/4 de um conjunto que tem 15 bolinhas.

Isso significa que a tarefa ndo admite nenhuma técnica, pois nao se pode
dividir uma bolinha em quatro partes, porque tal a¢iao descaracterizaria o objeto.
Esse tipo de tarefas s terd uma técnica associada, quando a quantidade de ele-
mentos do inteiro for um nimero multiplo do denominador do niimero fraciona-
rio apresentado, caso contrario ndo apresenta solugio.

Podemos concluir, assim, que os tipos de tarefas que associam a concepg¢do
parte-todo, em contextos discretos ou continuos, podem possibilitar a constru¢ao
de diferentes técnicas, desde que sejam feitas escolhas convenientes das varidveis
apresentadas na tarefa.

Na realidade, o desenvolvimento das técnicas dependera da manipulacdo de
ostensivos adequados e da maior variedade possivel, pois uma simples alteracdao
em uma figura, poderd desencadear uma nova manipulacdo e, consequentemente,
uma nova técnica.

3.2 A concepgdio de medida

As tarefas envolvendo medicdes de comprimentos sdo apropriadas para a
percepgao da limitagdo dos nimeros naturais, como resultados de medicoes, e da
necessidade de “novos nimeros” para a quantificagio adequada de comprimentos.

As tarefas de medi¢ao naturalmente associam a concep¢io de medida, soli-
citando a manipulagio de um padrdo, chamado de unidade de medi¢ao que, por
sua vez, dependera diretamente da grandeza em jogo. Entendemos que medimos
grandezas continuas e contamos grandezas discretas, embora possamos citar a
moeda instituida por uma sociedade, como uma unidade que mede suas transa-
¢des de compra e venda, como um caso de grandeza discreta. O poder de compra
do cidaddo de um certo pais é medido por uma unidade monetaria que pode ser
comparada com a de outros paises: um doélar compra mais que um real, por exem-
plo. No entanto, embora as unidades monetdrias sejam divididas em cem partes:
0S centavos.
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No Brasil, encontramos o preco da gasolina determinado por milésimos do
real que, na realidade, ndo existe como moeda. E um caso em que o dado de rea-
lidade nao faz sentido.

Neste trabalho, optamos por tratar apenas de tarefas que envolvem medidas
de comprimento, por entender que a construgao de técnicas apropriadas para tais
tarefas garantird o desenvolvimento de técnicas para o tratamento de outros tipos
de grandezas, mesmo que mais complexas.

As tarefas associadas a concep¢do de medida de comprimento, geralmente,
podem solicitar a manipulacdao de trés tipos de objetos ostensivos: a figura de
uma reta numérica ou algum esquema de medida, o nimero fracionario 1/b que
representa uma subunidade, isto é, a unidade escolhida foi dividida em b partes
para permitir a medi¢ao e o numero fraciondrio a/b que representara o resultado
da medic¢ao realizada.

A divisdo da unidade escolhida, por sua vez, permitira relacionar a concep-
¢do de medida a de parte-todo para possibilitar tal divisio. Em retas numeradas
ou esquemas de medida, é necessario determinar o ponto de partida para a me-
di¢ao e o sentido em que a medi¢ao ocorrerd, podendo ser o zero ou um outro
ponto qualquer.

O numero fracionario a/b obtido permitird a compreensio de que a subuni-
dade 1/b foi utilizada a vezes na medigao efetuada. A utilizaciao precoce da régua
milimetrada para medi¢bes encaminha para a discretizagio do continuo, por-
que exige como técnica somente a contagem de centimetros e milimetros escon-
dendo suas origens como subunidades do metro. Alguns tipos de tarefas podem
ser considerados.

1° tipo — Determinar medidas de comprimento de um objeto.

Este tipo de tarefa solicita medi¢oes de comprimentos e pode ser cumprida
pela escolha de uma unidade de medicao (tiras de papel, régua de polegada, régua
milimetrada e outros instrumentos) para ser comparada com o comprimento que
esta sendo medido. Esta comparagdo permitird a constatagao da necessidade da
divisio da unidade escolhida para possibilitar a quantificagio do comprimento
em jogo.

Nas primeiras tarefas deste tipo, o ideal é usar tiras de papel para facilitar a
divisdo da unidade. E relevante utilizar unidades de medida diferentes para o alu-
no perceber que a quantificagio do comprimento depende da unidade escolhida,
isto é, o namero que representa a medida varia, de acordo com a unidade.
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2° tipo — Determinar medidas em segmentos divididos em partes iguais.

Tarefa 1: Qual a distancia entre o X e o zero?

Com o auxilio de um esquema de medida que apresenta a unidade dividida
em partes iguais e o ponto que determina o comprimento a ser medido, a partir
da origem. A tarefa podera ser cumprida pela dupla contagem das partes, consi-
derando que a unidade foi dividida em cinco partes de mesmo comprimento e que
do ponto de origem até o ponto X existem trés dessas partes, concluindo, assim,
que a medida solicitada é 3/5 da unidade. A concepcdo de medida em tarefas desse
tipo esta diretamente associada a concepgdo parte-todo.

Tarefa 2: Qual a distancia entre X e Y¢

Esta tarefa serd cumprida também a partir da dupla contagem das partes. O
sujeito deve perceber que a unidade foi dividida em oito partes congruentes e que
entre o ponto X e o ponto Y existem trés dessas partes, associando entdo a esse
comprimento a medida 3/8.

Nesses tipos de tarefas, a variacdo do objeto a ser medido ou do esquema
apresentado permitird ao sujeito mobilizar a concep¢ao de medida de compri-
mento em tarefas mais complexas, como as que apresentam esquemas maiores
que a unidade. Estas tarefas permitirdo a manipulacdo de fraciondrios maiores
que 1, tanto na forma mista como na impropria, além de sua associagdo a soma
de numeros fracionarios, como podemos verificar na Figura 16.

No exemplo, da Figura 16, o sujeito percebera que a distancia de 0 a X pode
ser representada por 12, este é um nimero localizado entre o 1 e o 2 porque, dife-
rente das tarefas anteriores, esse esquema permitird uma ordenacdo dos fraciona-
rios que auxiliard, mais tarde, na conceitua¢ao do conjunto dos numeros racionais.
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X Y
1 [l | ] ] ] [l [l ] [l [l [l [l ] ] ]
! | I ! 1 I | I ! 1 I | ! ! 1 |
0 3 1 | 2 | 3
5
3_8_.3 2
l+g=c=13 2%

Figura 16 - (oncepcdo de medida, 3° fipo (b).

3° tipo — Determinar medidas em segmentos nio divididos em partes de mesma medida.

Tarefa 1: Qual a distancia entre 0 e X?

X e

[
0

Tarefa 2: Qual a distdncia entre X e Y?

@ . @
0 XY

_L.

Nestes casos, é necessario dividir, convenientemente, o inteiro em partes de
mesma medida que possibilitara utilizar a dupla contagem para encontrar a me-

didade0aXoudeXaY.

4° tipo — Reconstituicdo da unidade.

Tarefa: Se o desenho abaixo representa 2/3 da unidade, qual é a unidade?

e

0 2
3

Para cumprir esta tarefa, é necessario perceber que se esse segmento representa
dois tercos, entdo, a unidade original foi dividida em trés partes de mesmo compri-
mento e, destas, duas foram consideradas, isto é, temos duas vezes um terco.
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Logo, para recompor a unidade original é necessario dividir o segmento dado
em duas partes de mesma medida para identificar 1 ¢ elaborar uma nova figura
com trés dessas partes, conforme a Figura 17.

Figura 17 - (oncepcdo de medida, reconstituicio da unidade.

Acreditamos que os tipos de tarefas que associam a concep¢ao de medida
constituem o ambiente ideal para tratar os numeros fracionarios maiores que um,
para introduzir a notagio mista desses numeros e a adicao de dois fracionarios de
mesmo denominador.

Permitem ainda a introdu¢do da equivaléncia entre fracionarios, baseada no
reconhecimento de que a mesma parte pode receber nomes diferentes, em fungio
de novas divisdes da unidade ou a familiariza¢io com tais conhecimentos se estes
ja foram trabalhados anteriormente.

3.3 A concepgdio de quociente

As tarefas que solicitam a mobilizagio da concepg¢io de quociente para na-
meros fraciondrios estdo, geralmente, associadas a distribui¢oes de grandezas. O
ostensivo a/b que representa o resultado de uma distribui¢ao significa que a foi
distribuido em b partes, ou seja, a foi dividido em um ntimero b de partes iguais.
Diferente dos tipos de tarefas que associam as concepgoes tratadas anteriormente,
nestas o g pode ser menor, maior ou igual a b e podem representar objetos dife-
rentes como, por exemplo, “criangas” e “chocolates”.

A operagao de divisao consiste na técnica que, geralmente, cumpre essas tare-
fas, fazendo com que o ato de distribuir ou dividir, @ em b partes iguais, associe ao
fracionario a/b a operac¢io a + b. Em contextos discretos, a técnica é a divisao de
naturais, ndo cabe a representa¢do fraciondria como resposta, mas a associacao
da concepcdo de operador. No caso de contextos continuos, a técnica pede um
plano de agdo que pode tornar a divisio mais complexa dependendo da distribui-
¢ao solicitada.

Em ambos os casos, a complexidade da técnica relaciona-se ao aspecto da
divisdo que sera tratado: partitiva — quando sdo dados a quantidade de inteiros
e o numero de partes em que se quer dividir essa quantidade e pede-se o valor de
cada parte —, ou por cotas — quando sao dados a quantidade de inteiros e o valor
de cada parte e pede-se a quantidade de partes possiveis.
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1° tipo — Distribuir igualmente x objetos em um nimero y de partes.

Tarefa 1: Quanto cada pessoa receberd de pizza se distribuirmos igualmente
cinco pizzas entre quatro pessoas.

Este problema refere-se a divisio de grandezas continuas, em seu aspecto
partitivo, cuja quantidade a ser distribuida, igualmente, é maior que o nimero de
partes. Neste caso, identificamos, pelo menos, duas técnicas para cumprir a tarefa,
ambas relacionadas a concep¢ao parte-todo. Na primeira, o sujeito decide dividir
cada pizza em quatro partes iguais, destinando a cada pessoa cinco dessas partes,
concluindo que cada um recebe 5/4 de pizza.

No entanto, a divisao de todas as pizzas, em quatro partes, poderia levar o
sujeito a considerar 20 + 4 = §, discretizando o continuo e permitindo a opera¢do
com naturais. Na segunda, decide distribuir uma pizza inteira para cada pessoa e
dividir a ultima, em quatro partes iguais, concluindo que a cada pessoa correspon-
de 1% de pizza. Os dois procedimentos podem ser representados pela Figura 18.

Figura 18 - (oncepcio quociente, caso continuo, 1°fipo (a).

Notamos que tal distribui¢ao relaciona]l—se n?turalmente a representagao 5 + 4
e esta, por sua vez, a representacio 7 =5x, ou ly

1 o
=1+, possibilitando a compre-
~ a . . s . z

ensdo de a+b=_, cujo fraciondrio é um quociente.

Tarefa 2: Quanto chocolate cada crianca ird receber se distribuirmos igual-
mente trés barras de chocolate entre cinco criancas.

Esta tarefa, tratando ainda de grandezas continuas, apresenta a quantidade a
ser distribuida igualmente menor que o nimero de partes. Assim, mantendo o as-
pecto partitivo da divisdo, a técnica pede, neste caso, a divisao dos trés chocolates
em cinco partes iguais, em quantidade de chocolate, encaminhando a resposta de
que cada crianga receberia 3/5 de um chocolate ou trés pedagos de 1/5 do choco-
late. Uma maneira de representar tal procedimento pode ser o da Figura 19.
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No caso, pode ocorrer também a fuga para os naturais, considerando que
15 + § = 3. E preciso notar a diferenca entre, dividir um inteiro ou unidade em
cinco partes iguais e, destas, considerar trés partes (concepgio parte-todo) da situ-
acao de dividir trés inteiros em cinco partes iguais (concepgao quociente), embora
os dois casos possam ser representados por 3/5, conforme a Figura 19.

Figura 19 - (oncepciio quociente, caso continuo, 1°tipo (b).

Tarefa 3: Quantas bolinhas cada menino receberd se distribuirmos igualmen-
te doze bolinhas entre trés meninos.

Este problema refere-se a divisdo em seu aspecto partitivo, de grandezas dis-
cretas e € resolvido no campo dos naturais e, como tal, a escolha da quantidade a
ser dividida pode levar a divisdo com resto. No entanto, a representagio 12 + 3 =4
pode ser relacionada a concep¢do de operador, permitindo a compreensao de que
12+3:%x12=4, porque um ter¢o das doze bolinhas é igual a 4 que, por sua vez, re-
laciona a concepgao parte-todo porque o inteiro (doze bolinhas) foi dividido em
trés grupos de quatro bolinhas cada um.

2° tipo — Distribuir igualmente x objetos de acordo com uma cota dada.

Tarefa 1: Quantas criancas receberdo chocolate, se distribuirmos trés chocola-
tes, igualmente, de tal forma que cada uma receba 3/5¢

A técnica consiste em procurar quantas vezes 3/5 sdo necessarias para com-
pletar os trés chocolates e perceber que, nessas condi¢des, cinco criangas recebe-
rao chocolate. Esta acdo pode ser representada pela Figura 20:

COTTTRT, REFRIYE LEXYIXY B
LITTRY, s Iy §
O e soders B

o\

3

Figura 20 - (oncepcio quociente, caso continuo, 2° fipo (a).
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A representagdo manipulada por essa técnica associa a divisao de um inteiro
por um fraciondrio: 3+==5, sem necessidade de explicitar técnicas operatOrias
para tal divisdo. Variagoes dessa tarefa, pela escolha de cotas diferentes, encami-
nham a respostas imediatas em situagdes futuras.

L) RYTIOS LR S
R I e

JANRY [

3 4 5 6

Figura 21 - (oncepcdo quociente, caso continuo, 2° tipo (b).

J4, a escolha da quantidade de inteiros a ser dividida pode tornar a técni-
ca mais complexa. Por exemplo, se alterarmos a quantidade de chocolates para
quatro, percebemos que a mesma técnica nio permite concretizar a distribui¢dao
solicitada, pois seis criangas receberiam a cota determinada, mas sobrariam 2/5
de um chocolate, como podemos ver na Figura 21.

Tarefa 2: Quantas bolinhas cada crianca recebe se distribuirmos 105 bolinhas
de tal forma que cada crianca receba 15¢

Tratando de cotas de grandezas discretas, o problema pode ser resolvido no
campo dos naturais e envolve a divisdo em seu aspecto de cotas, pois a técnica
consiste em dividir o nimero que representa a quantidade de bolinhas, pelo nu-
mero de bolinhas que corresponde a cada cota, obtendo 105 + 15 = 7.

Como no tipo anterior, a relagdo com a concep¢do parte-todo conduz
a compreensiao de que o inteiro (105 bolinhas) foi dividido em 7 partes de 15
bolinhas cada uma que relacionada a concep¢ao de operador permitird perce-
ber que %XIOS =7=105+15,

3.4 A concepgdio de razdo

As tarefas associadas a concep¢ao de razao, para nimeros fracionarios, ge-
ralmente, ndo permitem associar a ideia de particdo como nas anteriores, mas a
ideia de comparagio entre medidas de duas grandezas.

Nesse sentido, a representa¢ao ; ou a : b, utilizada para esses casos, nem
sempre se associa a concepgao de quociente, seria entendida como um indice
comparativo, sem necessariamente transmitir a ideia de niimero.
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Assim, a representacdo fraciondria %, por exemplo, associada a concepgao
de razdo, ndo permitiria a leitura “dois tercos” e, sim, “dois para trés”. O enten-
dimento da razio como “x para y” encaminharia, naturalmente, para a equi-
valéncia de razdes e para o raciocinio proporcional que, por sua vez, solicita
uma representacgao: %:i.

A proporcionalidade envolve diretamente a equivaléncia de nameros fracio-
ndrios e caracteriza-se, como uma ferramenta poderosa para a resolu¢io de pro-
blemas. Na descri¢do inicial da situagdo, uma constante é apresentada, implicita
ou explicitamente, determinada por uma relagdo particular entre a e b, em que
qualquer mudanga em a provocara uma mudanga previsivel em b.

As tarefas que associam a concepgao de razdo podem comparar grandezas de
mesma natureza ou nio, em contextos continuos e ou discretos, podendo ainda
estar associadas a situagdes do tipo: todo-todo — quando compara as quantidades
de dois inteiros; parte-parte — quando compara as quantidades de duas partes de
um inteiro ou partes de dois inteiros, ou ainda, parte-todo.

1° tipo — Determinar uma razdo.

Tarefa 1: Determinar a razao de ampliacdo e de reducdo entre as figuras A e B.

Esta tarefa refere-se a grandezas continuas de mesma natureza em uma situ-
acao do tipo todo-todo, caracterizando situagdes de ampliagio e reducio de figu-
ras. A técnica que a cumpre, consiste em perceber, com base na figura apresenta-
da, que a medida da altura da placa A de 5 unidades e a B de 8 unidades, obtendo
a razdo de A para B é de “5 para 87, caracterizando uma ampliacdo. Por outro
lado, a razao de B para A é de “8 para 57, caracterizando uma redugio. Estas

razdes podem ser representadas por % ould:8e % ou 8 : 5, respectivamente.

Tarefa 2: A miniatura de um objeto tem 12 cm de comprimento. Se na realidade
esse objeto tem 60 cm de comprimento, qual foi a escala utilizada?
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A determinagio da razao em tarefas desse tipo permite a definicao da escala,
como sendo a razdo entre a medida de um comprimento em um desenho ou mi-
niatura e a medida correspondente no objeto real.

Tarefa 3: Determinar a razdo da medida do segmento AB para a medida do
segmento BC.

A tarefa caracteriza uma situagio parte-parte e a técnica utilizada consiste

em verificar que o segmento AC estd dividido em cinco partes de mesmo com-
. - AB 2 - .

primento, o que permite estabelecer que e =5 Esse tipo de tarefa é comum no

estudo de semelhanga de figuras e justifica-se pelo Teorema de Tales.

Tarefa 4: Determinar a razdo entre agicar e farinha numa receita de bolo que
utiliza duas xicaras de aciicar para trés de farinha.

Tratando-se de grandezas continuas de mesma natureza, caracterizando uma
situacdo do tipo parte-parte, a comparagio efetuada nesta tarefa nio permite a
mobiliza¢do da ideia de namero fraciondrio “dois tercos” nem da concep¢do de
quociente, pois a divisdo de 2 por 3 nio faria sentido. No entanto, permite mobi-
lizar o raciocinio proporcional para aumentar ou reduzir a receita do bolo.

Tarefa 5: Se para fazer uma jarra de refresco utilizamos 3 copos de suco para
12 copos de dgua, qual a razdo de suco para dgua?

Caracterizando uma situacao parte-parte com grandezas continuas de mes-
ma natureza, da mesma forma, a comparacao solicitada nesta tarefa possibilitara
a mobilizacdo da ideia do numero fraciondrio “um quarto”, como parte-todo,
pois, poderemos dizer que “1/4 da jarra de refresco é de suco”. Permitira, tam-
bém, a mobilizacdo do raciocinio proporcional se for necessario produzir mais
refresco com a mesma concentragio de suco.



Estudos preliminares para a formagéo 115

Tarefa 6: Qual a velocidade de um carro que percorre 100 km em 2 horas?

A tarefa caracteriza uma situa¢do todo-todo com grandezas de naturezas di-
ferentes e a comparagdo permite a defini¢io de uma nova grandeza: a velocidade,
como sendo a razdo entre o espaco percorrido e o tempo gasto para percorré-lo.
A resolucdo desta tarefa mobiliza a ideia de nimero fraciondrio associado a con-
cepcao de quociente para obter o valor da velocidade, permitindo, inclusive, a
mudanga do registro da escrita fracionaria para a escrita decimal.

Tarefa 7: Determinar a razdo entre a quantidade de elementos de A e a quan-
tidade de elementos de B.

B
A

Caracterizando uma situacdo do tipo todo-todo, com grandezas discretas de
mesmo tipo, é necessario para determinar a razdo solicitada, contar a quantidade
de elementos de cada conjunto para relaciona-los, como uma razdo e representa-
-la por % ou 3 : 5. Esta razdo sera interpretada como se “para cada grupo de trés
quadradinhos no conjunto A, corresponde um grupo de cinco quadradinbhos no
conjunto B”. VariagOes desta tarefa podem solicitar a mobiliza¢ao do raciocinio
proporcional, alterando a quantidade de elementos de um dos conjuntos e soli-
citando a quantidade de elementos do outro conjunto, a partir da mesma razio.

A B

Figura 22 - (oncepciio de razdo, caso discreto (b).

A Figura 22 mostra uma variagdo da tarefa 7 que embora represente gran-
deza continua, pode ter a razio determinada por meio da contagem, propiciando
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o mesmo entendimento das tarefas anteriores, visto que a contagem discretiza as
representagdes continuas da figura.

Uma outra variacao poderia ser a comparagio entre a quantidade de dese-
nhos das Figuras A e B da tarefa 8.

Tarefa 8: Determine a razdo entre a quantidade de figuras de coracdo do
conjunto A e a quantidade de figuras de lua do conjunto B.

B

Tarefa 9: Determine a razdo entre a quantidade de bolinhas pintadas e
a quantidade de bolinhas brancas da figura abaixo:

@ O&
O QOO
@O

Nas tarefas 8 e 9, a comparagio é do tipo parte-parte, porque relaciona par-
tes de dois conjuntos ou partes que compdem um tnico inteiro. Além disso, vemos
que na primeira, os conjuntos sao formados de elementos diferentes e na segunda
de elementos do mesmo tipo. A técnica utilizada consiste em contar a quantidade
de elementos envolvidos em cada uma das partes que serdo comparadas e estabe-
lecer a razdo.

No caso das bolinhas, a razdo 2 ou 3 : 5 devera ser interpretada, como se
“para cada grupo de trés bolinhas pintadas existe, no conjunto, um grupo de
cinco bolinhas brancas”. A mesma figura poderia ser empregada para solicitar a
mobilizacao da concepcdo parte-todo pedindo a relagdo entre as bolinhas pinta-
das ou as bolinhas brancas com o total de bolinhas do conjunto.
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Tarefa 10: Determinar a razdo entre a quantidade de tridngulos e circulos do
conjunto abaixo.

Como uma variagdo da tarefa anterior, esta apresenta um conjunto de ob-
jetos diferentes, pedindo uma raziao do tipo parte-parte que se resolve com base
na mobiliza¢io de conhecimentos de geometria para a identificagdo de figuras,
como: triangulos, quadrados e circulos para, entdo, proceder a contagem das fi-
guras e determinar a razdo 2 entendendo que existe uma razao de “4 triangulos
para 3 circulos”.

Tarefa 11: Qual a razdo entre a quantidade de meninos e meninas de uma
classe que possui 15 meninos e 25 meninas?

Esta tarefa é diferente da 3, por ndo se apoiar em figuras para representar a
quantidade de elementos do conjunto, substituindo a contagem de elementos pela
quantidade de elementos das partes tratadas explicitamente no problema.

Por outro lado, o enunciado da tarefa determina, implicitamente, uma or-
dem, pois 0 numero que representa a quantidade de meninos devera ser o nume-
rador e 0 nimero que representa a quantidade de meninas o denominador.

Assim, a razdo procurada sera e a utilizacdo, a segulr de técnicas de 51mph—
ficacdo permitira encontrar o frac1onar10 irredutivel 2 5 e compreender que “para
cada trés meninos da classe corresponde cinco meninas”. A escolha de outros da-
dos numéricos para essa tarefa permitira ainda mostrar a equivaléncia entre ra-
zdes, considerando, por exemplo, 18 meninos e 30 meninas.

Tarefa 12: Em uma bolsa existem trés bolas pretas e duas brancas. Tirando
aleatoriamente uma bola da bolsa, qual é a probabilidade de que seja preta?

Tarefa 13: Ao lancar um dado qual é a probabilidade de se obter um seis?
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Caracterizando uma situacado, do tipo parte-todo, as tarefas 12 e 13 permi-
tirdo definir uma razdo especial que recebe o nome de probabilidade pautada na
dupla contagem e na mobiliza¢do da concepcao parte-todo.

Tarefa 14: Comparar a quantidade de ovos e a quantidade de farinha em uma
receita de bolo.

Neste caso, a tarefa solicita a compara¢ido da quantidade de uma grandeza
discreta (ovos), com a quantidade de uma grandeza continua (farinha) que apare-
ce, geralmente, nas receitas medida em xicaras ou gramas.

A comparacdo de grandezas de naturezas diferentes que a tarefa solicita en-
caminha a razdo “2 para 3” significando que “a receita pede dois ovos para cada
trés xicaras de farinha” ou “2 para 300” se a receita utilizasse 300 gramas de
farinha, por exemplo.

Tarefa 15: Qual a densidade demogrdfica de uma regiao que tem 130 km2 de
medida de drea e populacdo de 378 300 habitantes?

A determinagido da razdo nesta tarefa permitira definir a densidade demo-
grdfica como sendo a razao entre a quantidade de habitantes de uma regido e a
medida da 4rea dessa regido.

Tarefa 16: Se em uma classe com 25 alunos, 5 jogam vélei, qual a porcenta-
gem da classe que joga vélei?

Essa razdo, considerada especial, recebe o nome de porcentagem e a solu-
¢do da tarefa exige a determinacdo de uma equivaléncia entre duas razdes: razio
entre a quantidade de alunos que jogam volei e o total de alunos da classe e a
razao 20/100, significando que para cada grupo de 100 alunos dessa classe 20
jogam volei.

Para Godino e Batanero (2002), a notacdo de porcentagem e o raciocinio de
proporcionalidade, que se coloca em jogo quando um dos termos da proporgio é
100, é usada em varias situacoes da vida didria. A expressdo “x% ” é uma maneira
alternativa de exprimir o nimero fracionario “x/100” que uma vez fixado pode
ser aplicado a diferentes numeros para obter séries de nimeros proporcionais.

Os autores acrescentam que, embora se considere facil a compreensio
das porcentagens, dados experimentais mostram que sua utilizacdo incorreta é
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frequente, nao s6 entre estudantes do secunddrio, mas também entre adultos. E
comum encontrar nos meios de comunica¢do andncios que revelam erros, confu-
soes e distor¢oes sobre o uso de porcentagens.

2° tipo — Determinar valor desconhecido.

Tarefa 1: Se um carro percorre um trajeto de 3 km em 5 minutos, quanto de-
morard para percorrer um trajeto de 9 km?¢

Esta tarefa caracteriza-se por apresentar trés dados e solicitar o quarto. Ndo
pede necessariamente a mobilizacdo da concepc¢dao de quociente, nem a determi-
nacdo da razdo, pois pode ser cumprida diretamente, baseada no raciocinio pro-
porcional e na percepcdo de que para percorrer o triplo do espaco tera de gastar
o triplo do tempo.

Esta técnica ficarda mais clara pela representacao do esquema, da Figura 23,
que evita o tratamento algébrico, comum na utilizagao de tal técnica, quando rece-
be 0 nome de regra de trés, podendo ser tratada antes de algum estudo da Algebra.

espaco tempo
X 3 < e 5 >x 3
9 15

Figura 23 - (oncepcdo de razdo, caso continuo, grandezas de naturezas diferentes.

Tratando de grandezas continuas, a técnica para resolver a tarefa 2, consiste
em dividir cada lado da figura apresentada em duas partes de mesma medida e
considerar trés dessas partes na figura a ser construida.

Tarefa 2: Amplie a figura abaixo na razao de 2 : 3.

A associacdo da equivaléncia a razao dada permitira também a determinacdo
do valor desconhecido com base em um esquema similar ao anterior. Nota-se que
a concepgao parte-todo serd mobilizada na divisao dos lados da figura original.
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Tarefa 3: Em um mapa que foi utilizada a escala de 1 : 10 000 000 a distancia
entre Salvador e Maceié é de 5 cm. Qual a distancia real entre essas cidades
em quilometros?

Tarefa 4: Um carro faz na estrada 8 km com 1 litro de dlcool. Quantos litros
de dlcool sdo necessdrios para esse carro percorrer 100 km? Quantos quild-
metros ele percorre com 45 litros de dlcool?

Tarefa 5: Se uma receita de bolo pede 3 copos de agiicar para 10 copos de
farinha, quanto de farinha seria necessdrio para fazer a receita com 15 copos
de aciicar?

As tarefas 3, 4 e 5 tratam de grandezas continuas de mesma natureza e po-
dem ser resolvidas pela técnica das situagdes anteriores, embora a razao da tarefa
5, se tratada como quociente ndo fara sentido.

Tarefa 6: Na votacdo para o grémio da escola, com 1.000 alunos votantes
houve 240 votos para a chapa A. Se nessa mesma razdo apenas 600 alunos
tivessem votado, quantos teriam votado na chapa A?

Tarefa 7: Se um em cada cinco alunos de uma escola gostam muito de edu-
cacdo fisica, quantos alunos gostam dessa atividade se na escola tem 1.200
alunos?

Tarefa 8: Se para fazer 10 camisas sdo gastos 25 metros de tecido, quantos
metros sdo necessdrios para fazer 30 camisas?

As tarefas 6 e 7 tratam de grandezas discretas e podem ser resolvidas pela
técnica das situagdes anteriores e, também, o quociente resultante da razdo ndo
fara sentido. Embora possa ser resolvida como as anteriores, a tarefa 8, solicita a
comparag¢ao de quantidades de grandezas discretas com de continua, nio permi-
tindo também que se associe o quociente a razao.

3° tipo — Comparar razoes.

Tarefa: Um carro A percorre um trajeto de 3 km em S minutos. Um carro B
percorre um trajeto de 4 km em 6 minutos. Qual carro tem maior velocidade?

A tarefa envolvendo grandezas continuas, de naturezas diferentes, pode mo-
bilizar a técnica de determinar a razio para os dois carros, 2 e 2, respectivamente,
e a posterior comparacdo desses dois nimeros para determinar qual dos dois
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carros tem maior velocidade. Essa comparagio implica a determinagao de razdes
equivalentes de mesmo denominador. Outras tarefas desse tipo podem ser apre-
sentadas em outros contextos.

3.4.1 Dificuldades

Na elaboracdo dessas tarefas, as escolhas numéricas tornam as técnicas, mais
ou menos complexas, aumentando ou nao o grau de dificuldade para a constru-
¢do da técnica apropriada. Além disso, nas situagdes que associam a concepgao de
operador existe uma dificuldade a ser contornada que diz respeito as operacdes.
Ha que se cuidar das técnicas que os alunos constroem porque, embora mobilizem
corretamente os conhecimentos necessarios para o cumprimento da tarefa, seus
registros podem levar a erros futuros. Por exemplo, uma tarefa que pede a dupli-
cacio de uma mistura na razio - ou a : b pode ser representada por &+4=4r4_2¢

g . b' : p . p p b b b+b 2b°

Este procedimento acarretaria na tarefa da receita de bolo apresentada ante-

riormente, que o aluno respondesse corretamente: se quisermos dobrar a receita,
2 2 242 4

a nova relagdo devera ser de 4/6, registrando a técnica utilizada por 3+3=3,57%

¢ _ad+bc

que ndo condiz com a aritmética fraciondria que define a adi¢do por ;+-=""

Uma outra possibilidade de representagio seria, pelo pensamento multiplicativo,
2 2x2 4

apresentar a solugdo por 2<¢-2% ou, no caso de nosso exemplo, %2-22_% que tam-
bém ndo estd de acordo com a aritmética fracionaria que define que px¢-2-.

Neste caso, a simples representa¢io de uma equivaléncia ¢-2¢ pode ser subs-
tituida por uma representacdo operatdria que se tornando uma possibilidade de
técnica para resolver tarefas desse tipo, conduziria ao erro, quando aplicadas em
tarefas que solicitam calculos com niimeros fracionarios e nio com razdes repre-
sentadas por fracionarios. Assim, concluimos que se deve perceber se o aluno esta
desenvolvendo um algoritmo préprio para a adi¢ao de fraciondrios e para a mul-
tiplicagdo de um inteiro por fracionario de forma incorreta, fato este que poderia
ser evitado pela adog¢do de uma representacdo propria para razoes.

Para Kieren (1993), na constru¢iao dos nimeros racionais como um campo
que incorpora os inteiros, define-se um nimero racional como um par de intei-
ros %, que satisfaz a equacdo bx = a. Isto é, numeros racionais sdo por definicdo
quocientes. Sua existéncia relaciona-se a propriedade de corpo que garante a exis-
téncia de um inverso multiplicativo ! para cada inteiro b diferente de zero. Para
0 autor, 0s nimeros racionais sao quocientes que devem sua existéncia a ideia de
frag¢bes unitarias )/ que, no entanto, agem como razdes quando em igualdade
ou equivaléncia.

Conforme o autor, para entender nimeros racionais é necessario conhecer
numeros que sdo simultaneamente quocientes e razdes em suas diversas formas,
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0 que permite que este conhecimento se organize em diversos niveis e avance a
partir de entendimentos intuitivos e formais.

De certa forma, como veremos, a frente o estudo historico mostra que essas
relagdes estdo na génese dos niimeros fracionarios.

3.5 A concepgdio de operador

Nas tarefas que solicitam a mobiliza¢do da concepg¢io de operador o fracio-
nario % ¢ manipulado como “algo que atua sobre uma quantidade” e a modifica
produzindo uma nova quantidade. Essa a¢iao pode ser entendida pela acdao de
operador fracionario que modifica um estado inicial e produz um estado final.
Nessas tarefas, os fraciondrios — sio manipulados efetivamente como niimeros e
facilitam a compreensdo da operagao de multiplicagao entre fraciondrios.

1° tipo — Transformar grandezas pela agdo de um operador fraciondrio.

Tarefa 1: Construir um quadrado cujo lado tenha 2/3 da medida do lado do
quadrado dado.

Esta tarefa apresenta o operador fracionario agindo sobre uma grandeza
continua. Se, por exemplo, o quadrado apresentado tiver lado medindo 9, a téc-
nica que cumpre a tarefa é construida, baseada na percepg¢io de que “o quadrado
de lado medindo 9” deve ser transformado, pelo operador 2/3, em um “novo
quadrado de lado medindo 2/3 de 9”.

Figura 24 - (oncepcdo de operador, caso continuo, reducdo de um quadrado.

Associando, na técnica, a concepgao parte-todo, podemos dividir o lado do
quadrado em trés partes de mesma medida e considerar duas dessas partes para
obter a medida 6 do lado do novo quadrado. Ha duas possibilidades para cons-
truir o novo quadrado, desenhd-lo sobre o inicial agindo na medida de dois lados
consecutivos ou construir um novo quadrado com base na medida encontrada,
como podemos ver na Figura 24.

Esta técnica encaminha a percep¢do de uma ordem operatoria que carac-
terizara a mobilizacdo da concep¢ao de operador, em que se realiza, primeiro, a
divisdo de 9 por 3 para entao multiplicar o quociente resultante, 3, por 2, obtendo
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a medida procurada: 6. A agdo do operador fraciondrio sobre a figura pode ser
relacionada a estados iniciais e finais, esquematizada como na Figura 25:

Estado Inicial Operador Estado final

2
z 6
2 3

Figura 25 - Estados da concepciio de operador, caso confinuo.

Uma outra possibilidade de técnica é associar a concepc¢do de razao enten-
dendo que, para cada trés unidades da figura inicial, correspondem duas unidades
na figura final que partindo do pensamento proporcional e equivaléncia de razoes
remete a medida procurada, representada por: 3:2 = 9:@ ou 2-2. A utilizacdo das
duas técnicas faz com que se perceba que a figura final pode ser obtida, tanto pela
acao do operador % como pela a¢io da razdo %

As tarefas que pedem a mobilizacdo da concepcdo de operador envolvendo
grandezas continuas, devem construir o conhecimento de que o operador - pro-
voca uma reducdo na medida do original, quando a < b ou amplia essa medida,
quando a > b.

Além disso, por analogia ao conhecimento dos naturais, a multiplicagao de
fracionarios pode ser abordada pois como expressdes do tipo “o dobro de 5”
pode ser representado por 2 X 5, entdo, a expressao “o dobro de 1/5” seria repre-
sentada por ZX%, com o auxilio de outras concepg¢des, como parte/todo ou medida,

2

pode ser entendida como 2x;-2.

3.5.1 Dificuldades

No ensino de Geometria, quando se trata de razao de semelhanca é dada
pelo operador e ndo propriamente pela razio. Em nosso exemplo, a ampliagao
feita pela razdo 2 (para cada cinco da figura inicial consideramos oito na nova
figura) tera como razao de semelhanga o operador g, considerando que a nova fi-
gura tem oito quintos das medidas da figura de referéncia. O mesmo acontecendo
para o caso da redugio.

2° tipo — Transformar grandezas pela ado de dois operadores fraciondrios.

Tarefa 1: Determine a metade de um quinto do segmento abaixo.
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Como a ac¢do de um operador fraciondrio, sobre um inteiro ou unidade,
confunde-se, como ja vimos, com a concep¢ao parte-todo de fracionarios. A agao
de mais do que um operador sobre um inteiro/unidade ou parte dele caracteriza
melhor a acdo de operadores e sua interpretacdo, essencialmente, numérica. Para
resolver a tarefa 1 é necessario associar a concepgao parte-todo a de medida, para
dividir o segmento em cinco partes iguais.

A seguir, dividir uma dessas partes em dois, concluindo que a parte pintada
corresponde a ;. Essa acdo para a resolugdo podera ser entdo associada a opera-

1 1

¢do de multiplicagio e registrada por 3x3=1.

Tarefa 3:Pinte 1/6 da secao pintada do disco, que fracdo do disco vocé pintou?

/

A técnica aqui associa a concep¢do parte-todo, na divisdo da parte do disco
que ja estd pintada, em seis partes e na percep¢ao de que a parte que foi pintada
corresponde a 1/8 do disco e, finalmente, associar a tal resultado a sentenga +x>=+.

Tarefa 4: Se a capacidade de 3/5 de um recipiente é de 36 litros, qual a capa-
cidade do recipiente?

Referindo-se a grandezas continuas, esta tarefa pode ser resolvida com base
na percep¢ao de como 3/5 do recipiente corresponde a 36 litros, entdo, a divisao
de 36 por 5 dard o correspondente em litros, de 1/5 do recipiente, que multiplica-
do por 5 resultara na resposta solicitada.

Tarefa 5: Quantos alunos correspondem a 2/3 de uma classe com 36 alunos?

A tarefa 5 refere-se a grandezas discretas e pode ser cumprida por técnica si-
milar a utilizada para o caso de grandezas continuas, entendendo que o operador
2/3 deve atuar sobre a quantidade de alunos da classe, 36, para obter a quantida-
de que corresponde a 2/3 de 36, dividindo 36 por 3 e multiplicando o resultado
por 2, pois, como ja vimos, associando a concep¢ao de razdo para cada trés do
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estado inicial corresponderd a dois no estado final. A associacdo da concepcio
parte-todo permitird, também, dividir a quantidade de alunos em trés partes de
mesma quantidade e considerar duas delas para obter a resposta procurada: 24 e
a propor¢ao: 3 :2 :: 36 : 24 ou %:ﬁ.

A ac¢do do operador 2/3 na tarefa 5 pode ser representada pelo esquema
apresentado no Quadro 4.

Quadro 4 - (oncepcdo de operador, caso discreto.

Estado Inicial Operador: 2/3 Estado final

36 wriancas (dividir 36 por 3 e multiplicar o resultado por 2) | 24 criangas

3° tipo — Determinar o operador que faz uma certa fransformaggo.

Tarefa: Tenho 1 copo de leite, mas minha receita pede 3. Por quanto devo
reduzir os outros ingredientes da receita para poder usar 1 copo em vez de 3
de leite?

Envolvendo grandezas continuas, a tarefa solicita a mobilizacdo da técnica
que consiste em comparar as quantidades e perceber que, se temos um copo en-
quanto a receita pede trés, temos apenas 1/3 (um terco) da quantidade de leite
solicitada pela receita e, por conseguinte, os outros ingredientes terdo de ser re-
duzidos pela agdo do operador 1/3. Este tipo de tarefa pode ser ampliado para
outros contextos.

Independente do contexto, discreto ou continuo, a escolha de diferentes ope-
radores ou quantidades na elaborag¢do das tarefas que pedem a mobiliza¢iao da
concep¢ao de operador para fracionarios, podemos utilizar quadros do tipo em-
pregado na tarefa 5 para a percepc¢io de dois tipos de equivaléncia.

4° tipo — Comparar operadores.

A tarefa pode consistir em deixar células do quadro, em branco, para serem
preenchidas pelos alunos. O Quadro 5 encaminha a percep¢iao da equivaléncia
de operadores pela constatacio de que ha uma infinidade de operadores fracio-
narios que produzem a mesma situagdo final, quando aplicados a uma mesma
situac¢ao inicial.
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Quadro 5 - Equivaléncia de operadores.

Estado Inicial Operador Estado Final
12 e 8
3
12 4 8
6
12 oL 8
12

5° tipo — Comparar estados iniciais e finais.

A tarefa do Quadro 6 encaminha a percep¢do da equivaléncia de estados
quando se constata que o mesmo operador, atuando sobre estados iniciais dife-
rentes, produz a mesma transformacgao, isto €, uma equivaléncia

de razdes entre cada estado, inicial e final. O operador 2 age sobre os estados
iniciais: 12, 15 e 24 produzindo os estados finais: 8, 10 e 16, respectivamente, que
nos levam a constatar a equivaléncia: 2=2-2-2

) s =10" 16~ 2> COMO ja vimos, é equivalente
ao operador 5

Quadro 6 - Equivaléncia de estados.

Estado Inicial Operador Estado final

2

12 = 8
3
2

15 = 10
3
2

24 - 16
3

6° tipo — Determinar o operador que desfaz uma acdo.

Esse tipo de tarefa conduz a constatagio de que existe um operador, chama-
do operador inverso que desfaz a agio de um determinado operador.
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Quadro 7 - Operador inverso.

Estado Estado Estado
Inicial Operador | L. Vinicial | ©Perador Final
12 yi / 3 8 3 / 7 12

O Quadro 7 mostra que sob a acdo do operador 2/3 sobre 12, obtemos 8
dividindo 12 por 3 e multiplicando o resultado por 2. Para reverter essa acio,
precisamos dividir 8 por 2 e multiplicar o resultado por 3, ou seja, aplicar o ope-
rador 3/2. Generalizando, podemos concluir que se o operador - provoca um
determinado efeito em um estado inicial, o operador 2 aplicado ao estado final,
retorna ao estado inicial. ¢

7° tipo — Determinar operadores que ndo modificam o estado inicial.

Um quadro com estados iniciais e finais iguais leva a percepc¢io de que exis-
tem operadores fraciondrios como 2/2, 3/3, ..., que ndo modificam o estado ini-
cial, pois sdo equivalentes ao elemento neutro da operaciao de multiplicacgio.

8° tipo — Determinar o operador que substitui a acdo de vdrios operadores.

O trabalho com a multiplicacdo, citado anteriormente, permitira elaborar
tarefas que associem a concepg¢ao de operador para fracionarios em composi¢ao
de operadores, isto €, uma série de operadores que a partir do segundo age sobre
o estado final do operador anterior.

Quadro 8 - (omposicéo de operadores.

Estado Oberador Estado Oberador Estado
Inicial P Final/inicial P Final/inicial
54 2/3 3 1/2 18

O Quadro 8 mostra a composicdo de operadores que relacionada a multi-
plicacdo de fraciondrios pode ser facilitada, quando se percebe que “a metade de
dois tercos”, ou seja, %x% provoca o mesmo efeito que 1/3 quando age sobre o
estado inicial 54, pois ambos produzem o estado final 18.
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9° tipo — Determinar a porcentagem de uma quantidade.

Tarefa: Quantos alunos, de uma classe com 50 alunos, jogam vélei se sabemos
que 10% dos alunos da classe praticam esse esporte?

Para resolver esta tarefa podemos usar a equivaléncia de razoes e a determi-
nacdo do valor desconhecido, isto é, a regra de trés. Tendo a razao “10 para 1007,
- i . 0 5
devemos encontrar uma razao equivalente a essa, com denominador 50: —-=

100~ 50
concluir que 5 alunos jogam volei ou mobilizar a concepgao de operador e cons-
: .10
« 0, 4 D) = _
tatar que “10% de 50 é igual a 5” pois T

Uma outra representagio pode ser manipulada nas técnicas que resolvem
tarefas que associam a concep¢do de operador: as mdquinas de transformacao.
Esta representacdo, além de associar a agdo do operador ao funcionamento
de uma mdaquina, d4 um sentido concreto ao aspecto funcional do fracionario
como operador.

Conforme podemos ver no exemplo na Figura 26, o estado inicial (18) seria
a entrada da maquina de %, que produz o estado final (15) em sua saida. Esta
mdquina, em particular, funciona dividindo por 6, o que entrar, e multiplicando o

resultado por 5: (18 + 6)x 5, apresentando, assim, o resultado 15.

s VT

Figura 26 - Representagio de mdquina de fransformacio, concepeio de operador.

Este esquema pode ser utilizado, também, para representar a composicio de
operadores. A Figura 27 mostra a a¢do em série das maquinas % e %, a maquina
de 3 age sobre o estado inicial, ou entrada (21), produzindo como estado final ou
saida (9), que serd o estado inicial ou a entrada da maquina de % que, por sua vez,
produzira a saida 3.

Figura 27 — Representacdo de mdquinas em série para composicio de operadores.
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Em conjunto, as duas maquinas, calcularam “um terco de trés sétimos de vinte e
oo 1.3 . . . L. .. .
um”, isto €, 3x=x21=3. A mesma saida poderia ser obtida por uma tinica maquina equi-
1 .
valente a =>Como podemos ver na Figura 28.

—~ N

2 == 3
M

Figura 28 - Representacio de méquina para composico de operadores.

Podemos notar que, embora o operador 2 tenha agido antes do operador
13

%, a representacdo obedece a ordem da composicdao funcional, isto é: 75 pois
mostra a acao do operador % sobre o estado final obtido pelo operador %, no estado
inicial dado.

Ha ainda uma observagio a ser feita a respeito de porcentagens, quando se
fala de fracionarios como operador. Embora possam ser manipuladas como ra-
zdes, conforme ja vimos, podem ser entendidas também como operadores, porque
agem sobre um estado inicial, transformando-o em um estado final.

Por exemplo, 10% isoladamente significam apenas que, de cada grupo de
100, estao sendo considerados 10, mas o sentido é outro, quando dizemos “10%
de 40”, por exemplo, porque agora entendemos que o operador 10/100 devera
agir sobre 40, produzindo o estado final, representando tal acdo por %X40=4.

Gostariamos ainda de salientar que as concepcdes e as relacdes entre elas sio
mobilizadas a pedido de diferentes tipos de tarefas que serdo cumpridas satisfato-
riamente pela construcdo de técnicas diversas.

Por sua vez, essas técnicas s6 poderado ser construidas pautadas na manipula-
¢do de representagoes de diversos sistemas. Durante toda a a¢do de resolucao de
uma tarefa, a manipulacao dos ostensivos propicia a constru¢ao de conhecimen-
tos sobre o0 ndo ostensivo, numero fracionario, tornando-o presente por meio das
representagoes utilizadas.

Além disso, podemos perceber, com base nessa Organizacio Matematica
que, na realidade, s3o poucas as tarefas que pedem a mobilizacdo de uma unica
concepgao, tornando praticamente impossivel isolar uma das demais, pelo contra-
rio, algumas apresentam vinculos naturais que ndo podem ser ignorados.

Esta constatagdo destaca-se, em parte, como uma vantagem do uso da TAD
que nos permitiu, também, observar uma mudanga do registro figural, apresenta-
do na tarefa e o desenvolvimento de técnicas diferentes para uma mesma tarefa.

Para Duval, o tratamento de uma representacdo € a transformacao da repre-
senta¢do no proprio registro onde ela se formou e acrescenta:
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Naturalmente, fazendo variar sistematicamente uma representacao, muda-se
o conteudo representado: a escolha, entre varias representacdes possiveis
[...] permite, assim, identificar as variacdes das unidades significantes em
cada registro de representagao. Isto supoe, evidentemente, que se identifi-
cou anteriormente todos os fatores de variacdo pertinentes de uma repre-
senta¢do em um registro. (DUVAL, 1993, p. 55, tradugdo nossa)

A seguir, elaboramos os Quadros 9 a 13 que sintetizam as concepgoes que
podem ser mobilizadas nos diversos tipos de tarefas em contextos discretos e/ou
continuos associados as técnicas que as solucionam.

Quadro 9 - (oncepciio parte-todo — sintese de tarefas e téenicas.

Tipo de | Concepcdo
’ Grandeza Técnicas
tarefas | parte/todo
1) Dupla contagem das partes.
2) Medida e dupla contagem.
3) Perceber equivaléncia entre parte pintada e ndo pintada
4) Perceber a equivaléncia entre as partes pintadas.
o 5) Medida e equivaléncia de dreas
, Relacionar & uma figurg | 0NV . o
1 um némero fraciondiio 6) Medida e reconfiguragdo
7) Medida e reconfiguragto ou razdo entre medidas de drea
8) Cdlculo de medidas de drea e razdo entre elas.
9) Escolha de malha quadrangular para aproximagdo da
medida de drea
Discreta Dupla contagem das partes
Dividir a figura sem associar a medida.
Idenfificor um nimero | Confinua Dividir o figura associando o medida
2 fraciondrio dado em I
um figur Decomposicdio de figura
Discreta Contagem e divisto
o Confinua Relaciona as partes que comp@em a figura e identificar o
30 gompor Infeflros e fraciondrio da parte solicitada
eterminar fraciondrio
Discreta Dupla contagem
Continua Composicdio de figuras, a partir da parte apresentada
10 Reconstituicto do
inteiro Discrela Reversibilidade: dividir a quantidade da parte dada pelo
numerador e o resultado pelo denominador
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Quadro 10 - Concepciio quociente — sintese de tarefas e técnicas.

Tipo de Concep¢ao ..
P s Grandeza Técnicas
tarefas | de Quociente
1° caso: dividir todos os objetos em y partes e considerar x
dessas partes ou manter objetos inteiros e dividir s6 0 que
Distribuir igualmente x Continua for necessdrio
. i )
I 3b|etos em um numero y 2° caso: dividir todos os objetos em y partes e considerar x
¢ partes dessas partes
Discreta Divisdo de naturais
Distribuir igualmente Confinua Dividir a quantidade de objetos pela cota dada
2’ X objetos em uma
determinada cota. Discreta Divisdio de naturais
Quadro 11 - (oncepciio de medida — sintese de tarefas e técnicas.
Tipo de Concep¢ao
. Grandeza Técnicas
tarefas de Medida
1° DeT erminar medidos de Continua Determinar unidade e subunidades
objetos
Determinar medidas em
2° segmentos divididos em | Continua Dupla contagem
partes iguais
Determinar medidas em
3 segmentos ngo divididos | Continua Dividir 0 segmento em partes de mesma medida e contagem
em partes iguais
40 Reconsfiicio do unidade | Confinuo Divistio da parte apresentada para identificar 1/n e recompor

a figuras
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Quadro 12 - (oncepsio de razdo — sintese de farefas e técnicas.

Tipo de Concep¢ao ..
P pe Grandeza Técnicas
tarefas de Razdo
1° caso: situacdo todo-todo
Escrever na forma fraciondria as medidas explicitas ou medit
0s objefos antes se for o caso.
. 2° caso: situacdo parte-parte
Confinua ]
idem
3° caso: situacdo todo-fodo com grandezas de naturezas
diferentes.
Associar a razdo enconfrada a divistio
. ) N
] Determinar umo rozto 1° caso: situacdo todo-todo
Dupla contagem
2° caso: situagdo parte-parte de inteiros diferentes
_ Dupla contagem
Discreta , o o
4° caso: situaco parte-parfe no mesmo inteiro
Dupla confagem
5° caso: situactio parte-parte no mesmo inteiro sem figuras
Escrever na forma fraciondria os dados apresentados
Deferminar valor Continua proporcionalidade entre as medidas dadas
2 i
desconhecido Discreta proporcionalidade entre as quantidades dadas
. . . Determinagdo de razdes equivalentes com mesmo
3 Comparar razdes Continua/ discreta - L
denominador
Quadro 13 - (oncepciio de operador — sintese de tarefas e técnicas.
Tipo de Concepcdao L.
P P Grandeza Técnicas
tarefas | de Operador
f 1) Divistio das medidas iniciais pelo denominador do
, Transformar grandezas o operador e mulfiplicacio do resultado pelo numerador do
1 pela acio de um operador | Continua/ discrefa operador

fraciondrio

2) Associar a concepciio de razdo

(continua)
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Quadro 13 - (oncepcio de operador — sintese de tarefas e técnicas. (continuacdo)

Tipo de Concep¢ao ..
P p¢ Grandeza Técnicas
tarefas | de Operador
Confinug Dividir o figura uma ou duas vezes, em partes de mesma
Transformar grandezas medida. Associar & operactio de mulfiplicagdo
2° pela acdio de dois
operadores Discrela Divisdo dos dados iniciais pelo denominador do operador e
multiplicacto do resultado pelo numerador do operador.
Deferminar o operador
3 que faz uma certa Continua/ discreta | Comparar as quantidodes dadas
transformacio
Tabela com estados iniciais iguais e operadores diferentes
4 Comparar operadores Continua/ discreta | remetendo ao mesmo estado final: equivaléncia de
operadores
. Comparar estados iniciais ) , Tabela com estados iniciais diferentes e mesmo operador:
d
5 L Continua/ discreta S S
e fingis equivaléncia entre estados iniciais e finais
. Deferminar o operador . .
6 - Tabela para reversibilidade do operador: operador inverso
que desfaz uma acdo
Determinar operadores . -
. R Tabela com operador que ndo produz transformacio:
7 que ndo modificam o o ’
L operador identidade
estado inicial
Determinar o operador Tabela com operadores transformando estados finais de
8 que subsfitui a acdo de oufros operadores: composicdo de operadores (mulfiplicacdo
vrios operadores de fraciondrios)
Determinar a
9° porcentagem de uma Tabela com operadores de denominador 100 (porcentagem)
quantidade

Assim, tendo em vista o objetivo de encaminhar os professores em formacao,

para que se apropriassem de tarefas que facilitariam a conceituacdo dos racionais
por seus, alunos justificam-se os estudos preliminares realizados.

A seguir, descreveremos nosso dispositivo experimental e as agdes formativas
que escolhemos, bem como suas andlises e nossas conclusoes.
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lerceira Parte

O dispositivo experimental

Nesta parte de nosso trabalho, caracterizaremos o projeto de formacao, a es-
cola em que realizamos a formacido e os professores que participaram do projeto.
Além disso, descreveremos e analisaremos a propria formagao e apresentaremos,
enfim, nossas consideragdes conclusivas.

1 Caracterizacao do projeto de formacao, da escola e
dos professores

O objetivo da formagao continuada era observar e analisar as a¢oes dos
professores durante a elaboracdo e aplicacio de uma Organiza¢io Didatica para
ensino dos numeros fraciondrios a uma quinta série da escola que sediava nosso
projeto. Durante a formacdo, a Organizagdo Didatica sera tratada como uma
sequéncia de ensino, pois os professores estao familiarizados com esse termo e
tiveram oportunidade de trabalhar com muitas delas na forma¢ao em Geometria.

1.1 O projeto de formagdo

O projeto de pesquisa, do qual os sujeitos desta formagio continuada parti-
ciparam, em sua primeira fase, de 2000 a 2002, intitulado: Estudos de fenémenos
de ensino e aprendizagem de nogdes geomeétricas” sob responsabilidade do pro-
fessor Doutor Saddo Ag Almouloud, foi sediado na PUC/SP e patrocinado pela
Fapesp. Durante esta fase, procuramos

investigar os fatores que influenciam o ensino e a aprendizagem de nogoes
geométricas trabalhadas nas séries finais do Ensino Fundamental. Suas
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questdes principais estavam ligadas aos fendmenos relacionados a for-
macdo de conceitos geométricos; as representagdoes dos professores com
respeito ao papel da Geometria no Ensino Fundamental; e ao uso do com-
putador para desenvolvimento de conceitos geométricos. (MANRIQUE,
2003, p. 45)

Na primeira fase do projeto de pesquisa, como os professores explicitaram
possuir poucos conhecimentos a respeito de Geometria, utilizamos como estraté-
gia de formagao, organizagoes didaticas, especialmente, elaboradas para o traba-
lho com tépicos de Geometria que, na sua maioria, poderiam ser introduzidas em
sala de aula, se os professores o quisessem.

Durante toda a formagdo, momentos de reflexdo didatica sempre estiveram
presentes nas discussdes com os professores, sobretudo, para mostrar a necessida-
de de sempre encaminhar o aluno a buscar hipdteses, de solugdes para as tarefas
apresentadas, socializar as solu¢des encontradas, explicitar a matemadtica presente
em tais tarefas e, em alguns momentos, demonstrar teoremas e propriedades, etc.
da mesma forma que agiamos com eles em nossos encontros. Assim, acreditava-
mos que essa estratégia de formagio poderia ser reproduzida pelo professor em
suas aulas, pois até o material estava disponivel.

Ao término do financiamento da Fapesp, iniciamos a segunda fase com, ba-
sicamente, 0 mesmo grupo de professores, mas ampliando nossos objetivos. O
projeto, agora denomina-se: O pensamento matemdtico no Ensino Fundamental:
formacao de niicleos de ensino, aprendizagem e pesquisa. Seu nticleo de formacao
foi deslocado para uma escola subordinada a DE de Jacarei (SP), onde alguns dos
professores trabalhavam, durante 2003 e primeiro semestre de 2004.

Nessa fase do projeto, em que este trabalho esta inserido, como o comteudo
a ser tratado, nimero fraciondrio, aparece no discurso dos professores, funda-
mentalmente, como dificuldades dos alunos. Assim, decidimos mudar a estratégia
de formacao, articulando-a como resposta as organizacdes didaticas, para ensino
de fraciondrios para uma quinta série do Ensino Fundamental produzidas pe-
los professores.

Um de nossos objetivos foi usar a formacao, agora realizada dentro da esco-
la, para transpor resultados de pesquisa a respeito do ensino e aprendizagem de
numeros fracionarios a escola, visto que o resultado final da formacao foi aplica-
do em sala de aula com a presenca dos professores participantes.

Os pesquisadores, vinculados a PUC/SP, de alguma forma, sao professores de
graduacdo e da pos-graduagao, alunos e ex-alunos de mestrado e doutorado em
Educac¢io Matematica, além de alunos da graduagdo em Matemadtica que partici-
pam de Iniciagio Cientifica, que se reinem semanalmente para estudos, semina-
rios, troca de informagdes e definicao de estratégias e tarefas.
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Cada participante do grupo é responsavel por alguma tarefa, como a elabo-
ragao das atividades que serdo desenvolvidas com os professores, atuagao direta
nos processos de formagao, realizacao de observacdes, gravagoes, etc. dos encon-
tros, além da elaboracio, sistematizacao e analise dos instrumentos utilizados
nos procedimentos metodologicos. Nossa participagao, desde o inicio do projeto,
constituiu-se na atuagao direta na formacdo dos professores, na elaboracdo das
estratégias para tal realizagdo e como pesquisadora.

O objetivo de integrar em um mesmo projeto, pesquisadores e professores do
Ensino Fundamental nio foi o de fornecer a esses professores uma espécie de “re-
ceita de como dar aulas”, mas, sobretudo, de despertar a atencao do grupo para
a necessidade de um trabalho reflexivo sobre as acoes pedagogicas, tendo como
referéncia pesquisas sobre o ensino e a aprendizagem matematica. Além disso,
pretendiamos contribuir para a formag¢ao dos participantes, na expectativa de que
se tornem profissionais mais criticos, participativos e competentes para atuar em
sala de aula e, portanto, mais que executores de tarefas, procedimentos e técnicas.
(Almouloud, Manrique, Silva e Campos, 2004).

Nesta segunda fase do projeto, temos, entre outros, os seguintes objetivos:

e dar subsidios tedricos ao trabalho de professores e pesquisadores interessa-
dos na integragio de pesquisas em Educa¢io Matematica e novas tecnologias
nas aulas de Matematica;

® produzir conhecimento na drea de formacdo de professores de Matematica
utilizando novas ferramentas de apoio;

e investigar a formacdo e desenvolvimento de conceitos matematicos referen-
tes aos blocos de contetidos: geometria, dlgebra, tratamento da informacdo
e 0 pensamento numMérico;

Os sujeitos desta pesquisa sdo professores de Matematica que atuam no En-
sino Médio e ciclos finais do Ensino Fundamental da rede estadual de ensino e re-
unem-se com formadores e observadores todas as sextas-feiras das 8 as 11 horas
no laboratério de informatica da escola.

1.2 A escola

A escola, situada no centro do municipio de Aruja, Estado de Sao Paulo,
proxima a Rodovia Dutra e de um bom centro comercial, atualmente, conta com
aproximadamente 1.800 alunos matriculados, no Ensino Fundamental, médio e
supléncia, de varios bairros e municipios vizinhos, participam do Projeto Parcei-
ros do Futuro que tem como objetivo atrair a comunidade para a escola.

A escola possui uma biblioteca, que conforme nosso ponto de vista, é preca-
ria; sala de video, um laboratério de informatica e 17 salas de aula. No periodo
noturno, a escola atende alunos que, por algum motivo, abandonaram os estudos

137



138

Investigando saberes de professores do ensino fundamental com enfoque em nimeros fraciondrios

e hoje, com idade defasada e dificuldades de aprendizagem cursam o supletivo,
porque precisam trabalhar para complementar a renda familiar.

Por outro lado, no inicio de 2003, os professores fizeram questdo de colocar
uma faixa a frente da escola para anunciar a comunidade que varios alunos ha-
viam sido aprovados no vestibular.

Um de nossos objetivos era tornar essa escola em centro-piloto de forma-
¢do continuada de professores de Matematica que, a médio prazo, poderia se
tornar um centro de referéncia de multiplicacdo de resultados para as esco-
las proximas.

A escola nao é das piores, embora precise de manuteng¢io, ¢ muito barulhen-
ta. Em uma locomocio para a sala de video, os alunos de uma classe gritavam e
tocavam instrumentos de percussdo, tornando praticamente impossivel o traba-
lho de nosso grupo, enquanto os professores justificavam tranquilos que o baru-
lho terminaria em instantes.

Durante nosso trabalho, fomos recebidos com entusiasmo pela dire¢io da
escola que apoiava a iniciativa de parte do corpo docente de levar para a escola
nosso projeto de formagdo, embora dos 15 professores de matematica da escola
so trés que ja tinham participado da primeira fase do projeto na PUC/SP, foram
constantes durante os trabalhos, alguns ndo quiseram participar e outros compa-
receram a alguns encontros.

1.3 Os professores em formagdo

Iniciamos a formagdo com 15 professores, no segundo semestre de 2003,
mas por varios motivos alguns deles nio conseguiram manter a frequéncia, apa-
recendo eventualmente. O engajamento efetivo no trabalho apareceu para nove
desses professores, embora um deles desistisse no inicio de 2004, por causa de seu
horario escolar, e uma nova professora entrasse entusiasmada contribuindo muito
até o final de nossa formac¢do. Uma aluna do primeiro ano de Licenciatura em
Matematica participou de todo o trabalho, pois veio a convite de sua ex-profes-
sora que fazia parte do grupo.

Nesta caracterizacdo, os professores serdo identificados por nomes ficticios,
para realiza-la utilizamos um questiondrio aplicado no inicio dos trabalhos, em
agosto de 2003.

1.3.1 Professor Antonio

Este professor tem 33 anos, é solteiro e leciona ha oito anos. No inicio da
formagao ministrava 42 aulas no Ensino Fundamental em uma escola particular
e em uma escola estadual. Cursou licenciatura plena em Matematica, faz parte de
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nosso projeto desde 2002 e, nos ultimos trés anos, como complementacdo de sua
formagao, fez um curso de 60 h na PUC/SP. Participou de uma oficina de quatro
horas sobre matematica na sala de aula pela Editora Atica e de um “treinamento”
de 16 horas para utilizacdo de apostilas, em sala de aula, na escola particular
onde leciona.

Embora tenha computador em casa, usa o da escola, por quase duas horas
semanais, para treinar, revisar atividades do projeto, estudar apostilas sobre Cabri
e trabalhar com alunos, nao tendo o habito de acessar a internet. No entanto, na
escola particular, leva seus alunos pelo menos uma vez por semana, ao laboratorio
de informdtica, o que nao faz na escola publica porque ndo tem computadores
suficientes, mas ja “treinou” alguns alunos para se tornarem monitores no futu-
ro. Fez alguns cursos para utilizar computadores em sala de aula oferecidos pela
Diretoria de Ensino.

Diz conhecer e utilizar os PCN (Parametros Curriculares Nacionais) para a
Matematica, mas nao tece opinido alguma a respeito. Nao conhece os Experién-
cias Matematicas e usa alguns livros didaticos, de acordo com a metodologia, di-
namismo e ilustragao do assunto. Em sala de aula, utiliza revistas, jornais e livros
como recurso didatico. Acredita que os problemas aritméticos sio importantes,
porque sao pré-requisitos, pois, por eles, “iniciamos todo nosso trabalbho™.

1.3.2 Professor Bruno

Este professor é casado, tem 37 anos e é graduado em licenciatura curta em
Ciéncias com complementa¢do em Matematica, de dois anos e em Pedagogia.
Faz parte de nosso projeto desde 2000, leciona Matematica hd seis anos e, nesse
periodo, ndo lecionou apenas para a sexta série. No inicio da formagao, tinha 46
aulas semanais em trés escolas publicas e uma particular no Ensino Fundamen-
tal e Médio.

Possui computador em casa e utiliza-o por § horas aproximadamente para
pesquisas pessoais e enviar email para colegas. Fez alguns cursos basicos de Win-
dows, Word e Excel, mas s6 usa o computador em sala de aula na escola particular.

Diz conhecer os Parametros Curriculares Nacionais, mas duvida de sua utili-
zag¢do em sala de aula, porque acredita no que esta escrito, mas nao em sua aplica-
bilidade em escolas publicas. Utiliza o livro didatico eventualmente para consulta,
pois prepara suas aulas, baseando-se: no Experiéncias Matemdticas porque estes
proporcionam mais opgoes para reflexdes com alunos em sala de aula. Procura
sempre levar sugestoes das apostilas que utiliza na escola particular a escola pu-
blica. Diz ndo ter oportunidade de usar videos ou a sala de informatica em suas
aulas e acha que a Aritmética é importante, porque desenvolve o raciocinio, tor-
nando-o mais veloz.
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1.3.3 Professora Carla

A professora tem 39 anos, é casada e leciona Matematica ha trés anos no
Ensino Fundamental e Médio. Nesse periodo, ndo trabalhou nem na sétima série
do EF, nem na terceira série do EM. No inicio de nossa formacdo, dava dez aulas
semanais em uma escola estadual. Cursou licenciatura plena em Matematica e
ndo participou de cursos ou congressos nos ultimos trés anos.

Afirma ter recebido formacdo para usar o computador na universidade, em-
prega seu computador pessoal por quase duas horas semanais, para ajudar na
preparacdo de aulas e acessa a internet para “pesquisar” trabalhos escolares e
buscar informacdes sobre assuntos matematicos e outros.

Declara conhecer e utilizar os PCN, embora eles s6 esclarecam sobre a me-
lhor maneira de ensinar. Nao conhece os Experiéncias Matemdticas e adota um
determinado livro didatico por possuir assuntos voltados ao cotidiano dos alu-
nos. Consulta também a revista Nova Escola para preparar suas aulas e utiliza
como recursos livros didaticos, jogos matematicos e pesquisa em revistas e jornais
“buscando sempre mostrar aos alunos a matemadtica presente em tudo em nossas
vidas” sendo também, por esse motivo, que a Aritmética é importante.

1.3.4 Professor Davi

Este professor € solteiro, tem 23 anos e leciona h4 trés anos, ndo tendo, nesse
periodo, dado aulas somente na sétima série. No inicio da formag¢ao, ministrava
30 aulas semanais em duas escolas estaduais. Cursou licenciatura em Matematica
e Ciéncias, além de Especializa¢ao em Psicopedagogia. Nos ultimos trés anos, foi
monitor de um curso de Corre¢iao de Fluxo oferecido pela Diretoria de Ensino.

Utiliza seu computador pessoal por, aproximadamente, seis horas semanais,
para se manter informado e buscar informagoes sobre os contetidos que levara para
a sala de aula com o intuito de melhora-los. Poucas vezes, utilizou o computador
escolar, porque o acesso € restrito. Apenas uma vez levou alunos ao laboratério
de informdtica da escola, embora possuisse formagio para utilizar o computador
na graduagao e cursos de Windows, Word, Milenium, Excel, Access, etc.. Acessa a
internet para se comunicar com 0s amigos e trocar materiais de apoio pedagogico.

O professor acima afirma conhecer os PCN com relagao a Matemadtica, mas
ndo sao usados. Quanto aos Experiéncias Matemadticas, considera ser um bom
material, embora nao o utilize. Adota determinado livro didatico em suas aulas
pela explanacdo que apresenta do contetido, complementando-o com seu traba-
lho e o que encontra nas revistas Ciéncias Hoje e Nova Escola. Nas aulas, utiliza
fitas de video, lousa, giz e retroprojetor, além do livro didatico que foi distribuido
aos alunos. Quanto a importancia da Aritmética, diz que: “o conceito e conteiido
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de Aritmética faz com que o aluno pense e descubra cada situacdao problema le-
vantado em sala de aula”™.

1.3.5 Professor Edson

O professor é casado, tem 60 anos e estd aposentado de outra atividade.
Leciona Matematica ha quatro anos e ja trabalhou com todas as séries do Ensino
Fundamental e Médio. No inicio da formagio, dava 31 aulas semanais em uma
escola estadual.

Desde 2000, participa de nosso projeto, fez um curso de corre¢ao de fluxo
oferecido pela Diretoria de Ensino de 260 horas, um curso de Introducdo ao
Estudo da Educagdo na USP de 30 horas; um curso de Metodologia do Ensino
de Fisica na USP de 60 horas e foi monitor no Projeto Construindo Sempre Ma-
tematica, oferecido pela PUC/SP e SEE-SP durante 60 horas. Participou ainda
dos cursos: Softwares basicos, Cabrincando Geometria, Supermaticas, Um X em
questao, todos oferecidos pela Diretoria de Ensino.

Tem computador em casa e usa-o por, aproximadamente, duas horas se-
manais para “pesquisar” e buscar atividades relacionadas as aulas de Matemati-
ca e Fisica.

Nio se pronunciou a respeito dos PCN nem de livros didaticos, mas afirma
conhecer os Experiéncias Matemadticas, embora nao os utilize. As vezes, recorre
a alguma revista, video ou computador como recurso didatico para suas aulas.

Quanto a importancia da Aritmética, diz que: “nas aulas de aritmética, os
alunos tém compreensdo das operacées bdsicas, compreendendo os simbolos e
como usd-los™.

1.3.6 Professora Fabiana

Esta professora é casada, tem 47 anos e leciona Matematica ha seis anos, ja
tendo trabalhado em todas as séries do Ensino Fundamental e Médio. No inicio
da formagao, ministrava 33 aulas semanais em uma escola estadual. Cursou licen-
ciatura curta em Matematica e fez complementagdo para a licenciatura plena na
mesma area. Faz parte de nosso projeto desde 2000, participou do I CabriWord
e foi monitora no projeto Construindo Sempre Matematica, ambos pela PUC/SP.

Possui computador pessoal e usa-o por, aproximadamente, 15 horas sema-
nais, para pesquisas na internet, enviar email, participar de foruns, estudar o Ca-
bri e digitar provas e trabalhos. Em sala de aula, utiliza-o para ensinar Geometria
com o Cabri.

Conhece e emprega os PCN porque “é muito importante para nos orientar
sobre os assuntos mais necessdrios”, os Experiéncias Matemadticas porque “é um
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material diddtico muito bom, faz o aluno caminhar passo a passo para a aprendi-
zagem” e a Revista de Educacdo Matematica da SBEM para preparar suas aulas.
Justifica o emprego de Experiéncias Matemadticas e do material de Correcao de
Fluxo por nao serem técnicos e possuirem linguagem clara.

Como recurso didatico, utiliza: calculadora, computador, as fichas do Proje-
to de Aceleragio e o livro didatico. Quanto a Aritmética, acredita que: “é impor-
tante, é preciso saber o processo de algoritmos e compreensdo de técnicas para
adquirir conceitos”.

1.3.7 Professora Gina

Esta professora é casada, tem 33 anos e leciona ha 12 anos. Nos ultimos cin-
co anos, nao lecionou apenas nas sétimas e oitavas séries do Ensino Fundamental
e, em 2002, esteve afastada para se dedicar ao cargo de coordenacdo da escola.
No inicio do processo de formagdo tinha 30 aulas semanais em uma escola esta-
dual. Cursou bacharelado em Matematica, participa de nosso projeto desde 2000
e, nos ultimos trés anos, fez parte do projeto Construindo Sempre Matematica,
realizou um curso de 60 horas de Matematica na PUC/SP e uma oficina de quatro
horas para Matematica no Ensino Médio oferecido pela Editora Atica.

Possui computador em casa e usa-o por, aproximadamente, duas horas se-
manais, para acessar a internet, fazer pesquisas, elaborar atividades para suas
aulas e estudar o Cabri. Nao teve formagdo para utilizar o computador em sala
de aula, antes de ingressar em nosso projeto; e 0 vé como uma ferramenta para a
sala de aula.

Conhece os PCN e os Experiéncias Matematica, utilizando-os como orien-
tacdo. Adota um determinado livro didatico por sua metodologia, ilustragoes,
dinamismo e jogos, como auxiliares na elabora¢do de suas aulas. Como recursos
didaticos, utiliza: lousa, giz, transparéncias, cartazes, figuras geométricas, sélidos
(papelao), jogos, calculadora, computador e objetos do dia-a-dia. Quanto a Arit-
mética, percebe-a como uma ferramenta para desenvolvimento de raciocinio.

1.3.8 Professora Hilda

Esta professora € solteira, tem 27 anos e leciona hd sete anos e nove meses.
Nos ultimos cinco anos, ndo lecionou apenas na oitava série do Ensino Funda-
mental e durante o ano de 2000; s6 atuou em classes de aceleracao. Atualmente,
tem 45 aulas semanais em duas escolas publicas: uma municipal e outra estadual.
Cursou licenciatura plena e fez Especializacao para Professores de Matematica,
ingressou em nosso projeto no inicio de 2004. Nos ultimos trés anos, nao partici-
pou de nenhum curso ou congresso.
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Possui computador em casa e utiliza-o por, aproximadamente, duas horas
semanais para acessar a internet e fazer pesquisas para preparagdo de aulas,
para controlar seus gastos domésticos com planilhas do Excel e contatar ami-
gos e parentes.

Na escola, utiliza o computador para preparar atividades, digitar notas e
fazer planejamento. Em sala de aula, usa-o apenas na rede municipal, na sala de
informatica e em algumas atividades interdisciplinares. Afirma ter feito alguns
cursos oferecidos pelo Estado: Um X em questdo e Nogoes basicas sobre o Cabri.

Conhece 0os PCN e quando tem tempo de consulta-los, até encontra algumas
coisas interessantes. No entanto, ndo tem tempo disponivel para uma analise mais
séria. Conhece também a cole¢io Experiéncias Matemadticas, afirma que apresen-
ta, na maioria das vezes, formas diferentes de trabalhar os contetidos, embora nao
faga milagres. Quanto ao livro didatico, emprega como apoio no Ensino Funda-
mental os que estao disponiveis na escola e critica as editoras por enviarem s os
catalogos para a andlise e ndo o livro escolhido pelos professores.

Fazia parte, também do grupo em formacdo uma ex-aluna de uma das pro-
fessoras que cursava o primeiro ano do curso de Licenciatura em Matematica.

No Quadro 14, mostramos o perfil de cada professor que participa ativa-
mente do projeto de formag¢iao. Observamos que a unica que ingressou na carreira
dentro da faixa etaria convencional, foi a professora G, enquanto os professores
E e E fizeram-no mais tardiamente.

Quadro 14 — perfil dos professores participantes da formacdo.

T
Profes- Est. em?o'd.e ~
. . | |dade | Magistério Formacao
sor Civil
(anos)
Antonio S 33 8 Licenciatura Plena
Bruno C 37 6 Licencia}qru (urta e Complgmentugﬁo em
Matemdtica e em Pedagogia
Carla C 39 3 Licenciatura Plena
Licenciatura Matemdica e Cigncias
Davi S 23 3
Especializagdio Psicopedagogia
Edson ( 60 4 Licenciatura Curta em Matemfica
Fabiana ( 47 b Licenciatura Curta e Complementagdo
Gina ( 33 12 Bacharelado em Matemdtica
Hilda S 27 7 Licenciatura Plena e Especializagdio
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2 A formacdo

O objetivo da formagio era a elabora¢io de uma organizagio para o ensino
de nimeros fracionarios, para uma quinta série do Ensino Fundamental. O peri-
odo de formagio foi de 1/8/2003 a 16/4/2004, com um total de 28 sessdes: sua
descrigdo sera dividida para facilitar a compreensdo dos trabalhos realizados.

2.1 Primeira etapa: familiarizagéio com o contexto e organizagdo inicial

Esta primeira etapa foi realizada em cinco sessoes de 1/8/2003 a 29/8/2003.
Na primeira sessao, entregamos a cada professor uma pasta e um bloco para ano-
tagdes, solicitamos que a utilizassem para guardar todo o material da formacio
e que a trouxessem em todos os encontros, pois poderiam buscar informagoes
anteriores se necessario. Fizemos isso, porque eles tinham o habito de nio trazer
as fichas ou anotacdes dos trabalhos ja realizados para os encontros.

Apresentamos o novo momento do projeto, isto é, a mudanga dos trabalhos
da PUC para a propria escola e a inser¢do de novos assuntos para discussdo, den-
tro dos blocos de Aritmética, Algebra, Geometria e Tratamento da Informacio,
encerrando assim a formacao especifica em Geometria.

Lancamos também a proposta de elaborar uma Organizacio Didatica para o
ensino de fracionarios, para quinta série, solicitando que trouxessem ideias para
esse trabalho ja no préoximo encontro. Os professores sabiam de nosso interesse
pelo tema, pois em junho tinham mostrado interesse em participar do trabalho.

Na segunda sessio, foi feito um mapa conceitual com base na palavra fra-
¢oes, cujo objetivo foi levantar as concepgdes desses professores a respeito de
numeros fracionarios. Evitamos usar o termo nimeros fracionarios, para o mapa,
por recear que fizessem outra leitura que nio o das fracdes ja familiares.

Para a elaboracio da Organizagdo Didatica, em grupos, provocamos, no
terceiro encontro, a discussdo a respeito de um questiondrio, que responderam
no inicio do projeto, no geral analisavam as possiveis respostas de alunos para
as questdes que envolviam fracionarios. Nosso objetivo era levar os professores a
explicitar as dificuldades que acreditam que os alunos tenham para aborda-las na
elaboracdo da organizagio pretendida.

Na sessdo seguinte, até a hora do café, sentiram necessidade de discutir a
respeito dos papéis do aluno e do professor, da rede publica de ensino, do sistema
escolar, da politica educacional, contando casos sobre os problemas que enfren-
tam com os proprios alunos e a escola em seu dia-a-dia, fato que se verificou,
também, em outros momentos.

Nos encontros seguintes discutiram, em grupos foram discutidas as ativida-
des que trouxeram para decidir o melhor caminho a seguir na formacio do aluno
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de quinta série, com o intuito de melhor escolher as atividades que iriam para a
sala de aula.

2.2 Segunda etapa: produgdo em grupos da Organizagdo Diddtica

A segunda etapa, de 5/9 a 26/09, caracterizou-se pelo trabalho em grupo,
partindo das atividades que trouxeram individualmente para elaborar e apresen-
tar uma organizagao para o ensino. A cada sessdo, a formadora colocava no qua-
dro o caminho que decidiram ser o melhor para ensinar numeros fraciondrios e as
concepgoes levantadas no dicionario, pois esperavamos que se preocupassem com
essas decisoes durante a elaboragdo da Organizacio Didatica.

Continuaram as discussdes em grupo, mas, no final, apresentaram um esboco
do caminho que cada grupo pretendia seguir, sendo este mostrado aos outros grupos
e orientados pela formadora para selecionarem atividades para cumprir tais roteiros.

2.3 Terceira etapa: a formagdo especifica

Esta etapa aconteceu de 03/10 a 14/11/2003, caracterizou-se pela formagao
especifica a respeito de fraciondrios, pois se justifica pela percepcao de que s6 um
dos grupos conseguiu estruturar uma organiza¢ao, a0 passo que 0s outros apre-
sentaram copias de livros e atividades isoladas.

Mostramos uma breve retrospectiva da génese dos numeros fracionarios e
uma sintese de tarefas que solicitam a mobiliza¢io das concepgdes de nimeros
fracionarios, de acordo com a Organizagio Matematica elaborada pela formado-
ra, institucionalizando, assim, tais concepgoes.

Além disso, discutimos a respeito do que os PCN sugerem para o ensino do
tema e pequenos textos, abordando Campos Conceituais, Teoria das Situacdes e
Aprendizagem Significativa.

Em 24/10, os professores apresentaram as organizagoes que elaboraram e
percebemos que tinham feito poucas alteracdes na organizagao inicial. Por acre-
ditar que uma visdo mais ampla pudesse ajuda-los na reelaboragao de sua orga-
nizagao, trouxemos uma série de situagoes, envolvendo fracionarios ao longo do
Ensino Fundamental, pedindo que identificassem a concep¢do que poderia ser
mobilizada, em qual conteudo tal tarefa estaria inserida e a série na qual poderia
ser tratada. A andlise continuou até o dia 14/11.

2.4 Quarta etapa: refomada da organizagdo diddtica em grupos

Na quarta etapa, de 21/11 a 12/12, os professores terminaram a elaboragio
da organizacdo nos grupos e entregaram a formadora no tltimo encontro do ano,
data em que realizamos mais um mapa conceitual com a palavra-chave: fracdes.
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2.5 Quinta efapa: andlise da organizagdo diddtica elaborada pela
formadora

Retomamos nossos trabalhos, depois das férias, com a quinta etapa, de
5/3/2004 a 2/4/2004. As Organiza¢oes Didaticas produzidas pelos professores fo-
ram discutidas com eles. Para andlise do grupo, apresentamos uma Organizagao
Didatica, elaborada pela formadora, que se mostrou necessaria pelo fato de que
os professores ndo apresentavam autonomia suficiente para executar suas deci-
soes nas organizacoes que elaboravam.

Constatamos que necessitavam de auxilio e, nesse sentido, com base na dis-
cussdao dessa organiza¢do e de algumas mudangas sugeridas pelos professores,
preparamos-nos para a aplicagio da Organiza¢do Didatica finalizada em uma
sala de quinta série da escola.

2.6 Sexta etapa: aplicagdio da organizagdo diddtica em uma quinta série

A sexta etapa consistiu na aplica¢ao da Organiza¢ao Didatica em uma quin-
ta série da escola e da analise de tal aplicagio. Como o tempo s6 permitisse a
aplicagdo de apenas algumas fichas da organizagio, a professora da sala decidiu
acompanhar nossas aulas e continuar a aplica¢do das fichas restantes com o au-
xilio dos colegas que participam do projeto. A aplicacdo aconteceu nos dias 5/4,
6/4,12/4,13/4 ¢ 14/4.

O grupo decidiu que a professora Gina aplicaria a Organiza¢dao Didatica
elaborada e que todos a acompanhariam, pelo menos, uma vez para observar o
trabalho sendo realizado. No entanto, a primeira sessdo de aplicacdo, a professo-
ra sentiu-se insegura para fazer a socializa¢io do trabalho dos alunos na lousa,
solicitando que a formadora continuasse a aula.

Naquele momento, sentimos que os professores, na realidade, gostariam de
ver nossa atuagio frente a uma quinta série. Aceitamos o desafio, depois de tentar
que um outro professor assumisse, como nao conseguimos, aplicamos a Organiza-
¢ao Didatica e discutimos o acontecido com os professores, depois de cada sessao.

No Quadro 15, apresentamos uma sintese das etapas de formagaio.

Quadro 15 - Sintese dos etapas de formagio.

Quanti-
Etapas Identificacao Periodo dade de
sessoes

1° FamiliarizacGio com o contexto e Organizacdo Diddtica inicial 01/8d29/8/2003 5

2 Elaboractio da Organizaco Diddtica em grupos 05/9a26/9 3

(continua)
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Quadro 15 - Sintese das etapas de formaciio. (continuacdo)

Quanti-
Etapas Identificacao Periodo dade de
sessoes

3 Formaciio 03/10a14/1 6

4 Retomada da Organizacto Diddfica em grupos 21/11412/12 4

5 Andlise da Organizagdio Diddtica elaborada pela formadora 5/3a2/4/2004 5

6 Aplicagiio da Organizagdo Diddtica em uma sala de quinta série | 5/4a 16/4 6

No Quadro 16, mostramos o processo de formagao de forma mais detalhada
que permite uma visao mais ampla das a¢oes formativas, excluindo os professores
que ndo tiveram participacdo constante na pesquisa.

Quadro 16 - Detalhamento dos encontros do dispositivo experimental da pesquisa.

Professores . .
Etapas | Encontros Data .. Atividades
participantes
Sruno. Anforio. Cals. X Mapa conceitual 1.
6 runo, Antonio, Carlos, X, }
] 08,/08,/2003 Edson, Fabiana, Y, Gina, Aluna, Rgcgblmento d}“ propostas de
atividades realizadas pelos professores
Bruno. Aluna. Antonia. Do, X Discussdo do questiondrio.
runo, Aluna, Antonio, Davi, X,
N 15/08,/2003 ‘Edson. Fabiana. Y. Gina Grupos para discutir melhor caminho
' B para o ensino de fraciondrios.
Explicagdio a respeito da relagdo
universidade, pesquisa e escola e
professores.
Exposico, justificativas e decisdo do
PRIMEIRA melhor caminho para o ensino de
fraciondrios.
6 Bruno, Aluna, Antonio, X, Gina,
3 22/08/2003 Fabiana. — Dar significado os frages. Como?
— Relacionar o que jd foi feito com
realidade.
— Aplicacio.
Busca do significado de fracdes no
diciondrio.
Bruno, Aluna, Antonio, Carla, | Socializacto dos afividades coletadas
4 29/08,/2003 Davi, X, Edson, Fabiana, Y, individualmente, para fazer
Gina.. Organizagdo Diddtica em grupos.

(continua)
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Quadro 16 - Detalhamento dos encontros do dispositivo experimental da pesquisa. (continuacdo)

Prof . o
Etapas | Encontros Data ro’essores Atividades
participantes
. Bruno, Aluna, Antonio, Carlo, | Retomada do trabalho de elaboracio
5 05/05,/2003 Davi, Edson, Fabiana, Y, Gina, | em grupos.
Bruno, Aluna, Antonio, Carla, ; .
SEGUNDA 6 12/09/2003 Davi, Edson, Fabiana, X, Gina. Elaboracio das atividades.
7 26/09/2003 Brupo, Amgnio, Carla, Davi, X, Eluborugﬁo~dus afividades e
Fabiana, Gina apresentaco.
Bruno, Aluna, Antonio, Carla, | Inicio da formacdo com Histéria dos
8 03/10/2003 Davi, X, Edson, Fabiana, Gina.. | Nomeros Fraciondrios.
9 10/10/2003 Brupo, Alupu, Antonio, Carla, Apresentogﬁo e |ns?|tu§|9nollzogﬁo das
Fabiana, Gina. concepgdes de fraciondrios.
Bruno, Aluna, Antonio, Carla, | Apresentagdo e institucionalizacdo das
10 17/10/2003 Davi, X, Fabiana, Gina.. concepgdes de fraciondrios.
TERCEIRA —— ————
1 24/10/2003 Brupo, Alupu, Antonio, Davi, Apresentugoo e |nsmu§|(.)nul|zugoo das
Fabiana, Gina. concepcdes de fraciondrios.
Bruno, Aluna, Antonio, Carla, | .Andlise de atividades sequndo as
12 07/1/2003 Edson, Fabiana, Gina. concepgdes e téenicas.
Bruno, Aluna, Antonio, Carlo, | Andlise de atividades segundo as
13 14/11/2003 Davi, X, Fabiana, .Gina. concepgdes e técnicas.
1 21/11/2003 Bruqo, Amgnlo, Carla, Davi, Dlsc.ussflg dos PCN @ r.espelt'o.de
Fabiana, Gina. ... fraciondrios para a quinta série.
Aluna, Antonio, Carla, Davi, ; .
15 28/11/2003 Fabiang, Gina, Reelaboracdo da sequéncia em grupos.
QUARTA | d m d
Bruno, Aluna, Antonio, Edson, | Reelaboragdo e entrega das sequéncias
16 05/12/2003 Fabiana, Y, Gina.. dos grupos.
17 12/12/2003 Bruno, arlo, Do, Edson, Mapa conceitual 2.

Fabiana, Y, Gina.

(continua)
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Quadro 16 - Detalhamento dos encontros do dispositivo experimental da pesquisa. (continuacdo)

Prof o
Etapas | Encontros Data ro’essores Atividades
participantes
18 05,/03/2004 Brupo, Alupu, Antonio, Davi, | Andlise das sequéncias elaboradas
Fabiana, Gina. por eles.
. Bruno, Aluna, Antonio, Davi, | Discussdo da sequéncia elaborada pela
19 12/03/2004 Fabiana, Hilda, Gina formadora.
Bruno. Aluna. Anforio Continuacto da discussdo da sequéncia
20° 19/03,/2004 e elaborada pela formadora e texto sobre
Fabiana, Hilda, Gina. X S
QUINTA aprendizagem significativa.
Bruno. Anforio. Davi. Hilda Continuacto da discussdo da sequéncia
21° 26,/03,/2004 Ging ’ + | elaborada pela formadora e preparagio
h para aplicacto na 5° série.
Bruno. Anforio. Davi. Fabian Continuacto da discussdo da sequéncia
22° 02/04/2004 ap e " | elaborada pela formadora e preparagdo
Hilda, Gina. o o 2
para aplicagdo na 5° série.
. Bruno, Aluna, Antonio, "
23 05,04 /2004 Fabiana, Gin. Aula 1 na 5° série B.
24° 06,/04/2004 Gina . Aula 2 na 5° série B
25° 12/04 /2004 Aula 3 na 5° série
SEXTA
26° 13/04 /2004 Aula 4 na 5° série B
27 14/04 /2004 Aula 5 na 5° série B
Bruno, Aluna, Antonio, Davi, | Andlise do trabalho realizado com os
2 16/04/2004 Edson, Hilda, Gina. alunos.

Na sequéncia, apresentaremos nossas analises.

3 Analises

Em nossa problematica, propusemo-nos a refletir sobre trés problemas: as
concepgdes dos professores a respeito de: nimeros fraciondrios, seus alunos e as
acoes de formagao que propiciam ampliar seu conhecimento didatico. Esta parte

do trabalho tem por objetivo discutir esses diferentes aspectos.

O grupo de professores em formagao, considerado nas analises, caracteri-
zou-se em relagdo a participacdo da seguinte forma: trés professores frequentes e
muito ativos: Bruno, Fabiana e Gina; trés frequentes, mas, de participagao timida:
Antonio, Davi e Carla; alguns ndo tao frequentes, como o Prof. Edson, outros que
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tiveram participacdo bastante esporadica; além da Prof. Hilda que ingressou na
formagio somente em 2004 e da aluna bastante participante.

3.1 Concepgdes dos professores sobre nimeros fraciondrios

Apresentamos a seguinte questio relacionada as concepg¢des dos professores
com numeros fracionarios:

Que Organizacdo Diddtica os professores constroem para o ensino de niime-
ros fraciondrios para a quinta série do Ensino Fundamental durante a formacao?

Pretendemos responder a questdo, analisando os dois mapas conceituais, re-
alizados com a palavra-chave: fracdes e o estudo das sequéncias sobre ensino de
fracionarios elaboradas pelos professores, segundo a TAD e o grau de completi-
tude que apresentam.

3.1.1 Mapas conceituais

Para a elaboracdo dos mapas conceituais, o procedimento consistiu no regis-
tro na lousa de todas as palavras mencionadas, os professores deveriam se agru-
par e sem interferéncia dos formadores categorizarem as palavras e construir uma
frase e um esquema grafico com essas categorias. Vejamos o que foi elaborado em
cada grupo.

O primeiro mapa foi realizado, antes de qualquer discussdo sobre o assunto,
em 8/8/2003 e o segundo, no final da quarta etapa, apds a formagio especifica,
em 12/12/2003. As palavras mobilizadas nos dois mapas para facilitar a compa-
racdo, foram categorizadas e apresentadas no Quadro 17.

Quadro 17 - Uassificacio das palavras mencionadas nos dois mapas conceituais.

MAPA CONCEITUAL 1 MAPA CONCEITUAL 2
bt oo Pizza Pedago Parte Pizza
Bolo Todo Parte/todo Fragmento Contagem
Comparagdo Proporcdo Regra de trés Comparacdio Proporcdio Regra de trés
Roziio Receifa Direfamenfe | Direto
Roziio Rozdio
Quociente Divisdo Repartir Divisdo Distribuicdo
Medida Altura Régua Distdncia Unid. medida

(continua)
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Quadro 17 - (lussificacdo das palavras mencionadas nos dois mapas conceituais. (continuacdo)

MAPA CONCEITUAL 1 MAPA CONCEITUAL 2
Operador Operador
Denominador | MMC Numerador Denominador MMC Numerador
MDC Equivalente Prépria MDC Equivalente Prépri
Léocr[r]:;ﬁilztum Aparente Fatoracdo Simplificacto Imprdpria
Fator comum | Inversa Produto
Reverso
Perimetro frea Porcentagem Agebra Porcentagem | Aritmética
Fungdio Amostra Reais frea Geometria Nimeros
(ontextos Estafistica Racionais Naturais Sequéncia Decimal Grandeza
Dic-o-dia Problemas Contas Continuo Discrefo Concreto
Poténcia Dedufivo Indutivo
Dificuldade Expectativa Resisténcia Ansiedade Aprendizado Qualidade
Compartilhar Grupos Satisfacdio progresso Curso
professor aluno criosidade
Aprendizagem
significado conhecimento | grupo
reflexdo dedugdo sentido
raciocinio escola abstrato
Interprefaco Compreensdo | Estudar Dovidas Discusstio Erro
Ades Leifura Acerto Erro ensinar aprender Entendimento
Ligdo de casa construcdo orientagtio
angstia Tempestade Choro
Emogdio desequilibrio canseira emogdo
dor de cabega preocupacio | fé

No primeiro mapa, com exce¢ao do termo razao, nenhuma das outras con-
cepgoes de nimeros fraciondarios foi explicitada, embora algumas palavras possam
ser associadas a elas. Por exemplo, as que associamos a concepgao de medida, ndo
acreditamos que tenham o sentido de fraciondrios como resultado de medicao.
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Por outro lado, tanto a palavra pizza como a maioria das palavras associa-
das a concep¢do de razio mantém-se nos dois mapas, enquanto a palavra ope-
rador que ndo fazia parte do vocabulario do primeiro mapa, foi mencionada
no segundo.

Entendemos que a associagdo da concepcio parte-todo, mobilizada de ma-
neira predominante pelos professores a situagdes que envolvem pizza da mesma
forma, que as palavras que se associam a concepc¢do de razio que se referem
as técnicas utilizadas no Ensino Fundamental, sdo de dificil mudanga para esse
grupo de professores, visto que sdo constantes de suas praticas para o ensino
de fraciondrios.

No primeiro mapa, foi dada grande énfase as palavras ligadas ao conteudo,
que classificamos como técnicas e nomenclatura que diminuiram no segundo.
Ja as palavras que classificamos como possiveis contextos para mobilizacio dos
numeros fraciondrios, sdo citadas praticamente na mesma quantidade, embora
se alterem em qualidade no segundo, provavelmente, motivadas pela formagao.

No segundo mapa, a palavra aluno foi lembrada, assim percebemos que as
palavras classificadas em aprendizagem e acdes: no primeiro mapa, referiam-se
aos alunos, no segundo, a prépria aprendizagem dos professores. Isto porque, no
inicio da formagao, descreviam os ndo saberes do aluno e em seu decorrer perce-
beram suas préprias dificuldades, como veremos mais a frente.

3.1.1.1. 1° mapa conceitual

Grupo 1

Este grupo foi formado pelas professoras Fabiana e Gina e por uma profes-
sora que por problemas de satde, teve pequena participacdo nos trabalhos e sera
identificada em alguns dialogos por X.

Criaram as seguintes categorias:

— Sentimentos. — Cotidiano.
— Escola. — Linguagem comum.
— Termos técnicos.

Elaboraram a seguinte frase:

A “missdo” de compartilhar conhecimentos sobre fragoes envolve uma gama
enorme de sentimentos e apesar do cotidiano estar ligado integralmente a esse
conceito, a escola mesmo usando uma linguagem comum néo atinge seus objeti-
VOS portanto os ficam apenas entre os docentes.
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E o mapa conceitual da figura 29.

SENTIMENTOS

COTIDIANO

ESCOLA

termos técnicos linguagem comum

Figura 29 — Mapa conceitual 1, grupo 1.

Embora o mapa nos lembre um diagrama de Venn, ndo pode ser interpretado
dessa forma. Para esse grupo acreditamos que a escola, envolta por sentimentos
esta inserida no cotidiano de alunos e professores, compartilhando, tanto lingua-
gem comum como termos técnicos. A categoria “sentimento” surgiu por ideia de
uma das professoras e provocou o seguinte didlogo:

X: poderiamos colocar algo de sentimento

Gina: repartir é termo técnico ou sentimento?

Fabiana: no dia-a-dia, vamos precisar repartir. O conhecimento também, a
gente reparte conhecimento.

Este grupo, além do contetddo e do professor, lembrou da escola e embora a
palavra “aluno” ndo tenha sido citada, o aluno foi lembrado em varios momentos
da elaboragdo do mapa por seus ndo saberes:

Fabiana e X: o aluno ndo entende fator comum nem proporgao.

X: denominador e numerador ele sabe, s6 confunde quem é quem.

Gina: meus alunos sabem regra de trés, mdc, mmc.

Fabiana: ele ndo sabe o que € fra¢ao equivalente.

X: eles ndo sabem dividir, mas sabem o que é.

Gina: o termo funcio ele conhece, mas o conceito nao.

Quanto a frase, as cores para algumas palavras foram escolhidas pelo grupo,
ja a palavra missdo que ndo constava nem das palavras citadas, nem das catego-
rias elaboradas, foi colocada durante a construcdo. Entendemos que a “missao de
compartilhar conhecimentos”, tanto pode se referir as relacoes entre professores
e formadores como as relacdes entre professores e seus alunos.
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Embora apresentem uma visao poética do ato de ensinar, acreditam que en-
sinar fracGes consiste em transmitir termos técnicos, mesmo que, sem sucesso,
como confirma a professora Gina: “Tudo estd envolvido pelo sentimento. Os ter-
mos técnicos que gostariamos de compartilhar com eles a gente vé que s6 fica
entre os docentes”.

Percebemos que o ensino de nimeros fracionarios para esse grupo esta cen-
trado na transmissdo de termos técnicos, da mesma forma, ensinar, para eles é
transmissao de conhecimentos.

Grupo 2

Este grupo era composto pelos professores Antonio, Bruno, Edson e por uma
professora que s participou esporadicamente que denominamos de Y e categori-
zou as palavras da seguinte forma:

— fragoes — cotidiano
— natureza humana - conceitos matematicos
— ferrramenta — orientador

Apresentou a seguinte frase:

Para interpretar os conceitos matemadticos que fazem parte do nosso coti-
diano utilizamos ferramentas, ndo esquecendo que todos temos nossos conceitos
proprios, isto é a natureza humana, para isso devemos buscar auxilio de nos-
sos orientadores.

O mapa conceitual elaborado com base nessas categoriais foi o seguinte:

|| FRACOES
NATUREZA
COTIDIANO | AT
CONCEITOS
MATEMATICOS

FERRAMENTA ORIENTADOR

Figura 30 — Mapa conceitual 1, grupo 2.

No mapa elaborado, nem durante sua producio, este grupo nao se referiu
aos alunos. No entanto fez comentdrios a respeito de suas proprias dificuldades,
como podemos ver no seguinte didlogo:
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Edson: O problema é que o professor estd preso a muitos conceitos e precon-
ceitos e para mudar é muito dificil.

Bruno: E para isto que estamos aqui.

Edson: Na btpc' da minba escola, a gente discute textos e vamos trazendo
para a escola tudo o que a gente tem ld de fora.

Bruno: Eu ja passei por oito escolas e nunca fiz nada nas htpc.

Bruno: Nio é préprio da natureza humana ser orientado. E ter dificuldade, a
resisténcia a orientagdo esta por tras de tudo.

Edson: Na minha htpc, ndo dd todo este tempo para fazer o trabalho. S6 trés
minutos e acabou.

Antonio: Mas é que aqui é diferente.

Notamos que o termo fragdes ndo teve lugar na frase elaborada, embora
apareca no mapa. Para esses professores, provavelmente, o emprego de ferramen-
tas que permitem interpretar os conceitos matemadticos, levando em conta que
cada pessoa tem seus proprios conceitos, e estes sio identificados como algo da
natureza humana. Explicitam a necessidade de orientadores para auxilia-los na
interpretacdo de seus proprios conceitos em relagio aos conceitos matematicos.
Na realidade, eles ultrapassam as fragdes referindo-se ao ensino e a aprendizagem
da Matematica, de forma geral.

Grupo 3

Formado pelo professor Davi, por uma professora que abandonou a forma-
¢do por problemas pessoais que chamaremos de Y e pela aluna que frequentava
nossos encontros. Esse grupo criou as seguintes categorias:

— fragoes - cotidiano - basico
— utilitario — essencial

A frase elaborada foi a seguinte:

Para obter conhecimento comecamos com o basico, encontrando seu essen-
cial para utilizi-lo, onde aplicaremos em nossas competéncias postas no cotidiano.

O grupo ndo se refere a fragdes em sua frase nem coloca todas as categorias
selecionadas, o sentido da palavra “utilitario”, provavelmente, ficou implicito a
“utiliza-lo” na frase. De certa maneira, acredita que o conhecimento interfere na
vida cotidiana dos individuos, desde que estes aprendam o essencial para empre-
gar no cotidiano e torna-los competentes.

1 Hora de Trabalho Pedagdgico Coletivo.

155



156

Investigando saberes de professores do ensino fundamental com enfoque em nimeros fraciondrios

O mapa conceitual elaborado pelo grupo esta na Figura 31.

o Eg
&\© Sg,
& Y,
o FRACOES $

J

»
'(oa O‘*‘y

Figura 31 — Mapa conceitual 1, grupo 3.

A preocupagio esta centrada no contetdo, pois ndo se refere a sentimentos
ou a figura do professor.

O grupo considera o ensino como se fosse um ciclo em torno do conteido
que, parte do basico para o essencial, o util é atingir o cotidiano, como podemos
perceber no comentario do professor Davi: “Muitas vezes, em sala de aula, nés
podemos usar panfletos de mercado para trabalhar niimeros decimais™.

A dificuldade para realizar o mapa foi externada pelo mesmo professor
quando fala: “Nés tivemos dificuldades. Tem duas pessoas novas (no grupo), e
isso é uma tempestade cerebral”.

Notamos que, enquanto um grupo explicita a necessidade de orientacdo para
sua pratica de ensinar, o outro envolve toda a tarefa de ensinar fra¢des em senti-
mentos, e o terceiro foge de qualquer aprofundamento, focando o ensino baseado
no cotidiano.

3.1.1.2. 2° mapa conceitual

O segundo mapa aconteceu, logo ap6s a formacao especifica sobre niimeros
fracionarios e os professores passavam por um momento de angustia, que eles
mesmos explicitavam como sendo um momento de desequilibrio.

Nas palavras citadas, vimos que muitas se referem exatamente as emogoes e
sentimentos. Embora mudancas sejam percebidas na qualidade das palavras que
se relacionam a palavra-chave “fragoes”. Os mapas e as frases elaboradas nio
tratam do tema nem dos conceitos a ele relacionados.

O Grupo 1 formado pelas professoras Fabiana, Gina e Carla elaborou a “frase”:
H + S + R = C, habilidade + sentimento + relacionamento = conhecimento. Com
variagOes do tipo: “se do conbecimento vocé tirar o relacionamento e tirar a
habilidade s6 sobra o sentimento de frustracio™.
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O Grupo 2 formado pelo professor Bruno e por dois professores da escola
que durante o semestre compareceram esporadicamente, criou uma frase que foi
alterada durante a apresentacdo e tomou a seguinte forma:

“Para falarmos de miimeros precisamos de organizacdo e sequéncia utilizan-
do ferramentas adequadas, onde o aluno passa a irradiar suas emocées concre-
tas e abstratas”.

De certa forma, o grupo mostra que o conhecimento advém de interacdes e
emogOes e apresenta a necessidade de uma certa organizacao do conteudo a ser
ensinado, que optou por nimeros em vez de fracdes.

O Grupo 3 formado pelos professores Edson e Davi e, por uma professora da
escola que comparecia de vez em quando elaborou a seguinte frase:

“A comunidade, em geral, tem o sentimento e a expectativa de que através do
raciocinio o aluno possa compreender os conteudos estudados”.

Para esse grupo, notamos que o “conhecimento” é a compreensao dos con-
teudos que o aluno adquire por seu raciocinio. A palavra sentimento n3o tem a
conotacdo de “emog¢do”, mas, sim, de “entendimento” pois percebemos na frase
que a “comunidade entende e espera que o aluno aprenda”, e o contetdo € o cen-
tro do processo de ensino e aprendizagem.

No final das apresentagdes, os professores externaram suas opinides a res-
peito das atividades desenvolvidas no semestre, referindo-se sobretudo ao traba-
lho em grupo e ao desequilibrio que sentiram, temas que voltaremos a discutir
mais a frente.

Neste segundo mapa, realizado ap6s a formacgao especifica, observamos que
nas frases elaboradas nem a palavra fracao, nem qualquer concepg¢io de fracio-
narios foram citadas, embora duas delas priorizem o contetido e uma o conhe-
cimento; provavelmente, porque no momento da elaboracdo seus sentimentos
de angustia eram explicitos de modo claro. O grupo mostrou-se confuso com a
constata¢do de nao saber um assunto que acreditava conhecer profundamente.

Entre os dois mapas, a mudanca mais sensivel notada foi em relag¢do as pala-
vras citadas. Sobretudo, as que se referem as emogdes, pois, no inicio das ativida-
des os professores esperavam receber ajuda para fazer com que seus alunos apren-
dessem a tratar com fraciondrios. Mas, durante a formagao, perceberam que, eles
proprios, precisavam construir novos significados para esse contetdo, este fato fez
com que as emogoes fluissem durante quase toda a formagao. A palavra tempestade
desta categoria refere-se a “tempestade cerebral”, citada em alguns encontros.

3.1.2 Estudo da organizagao diddtica elaborada na formagao

Nesta parte de nosso trabalho, foram analisadas as sequéncias elaboradas
pelos professores, durante a formacdo, para o ensino de nimeros fracionarios
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para a quinta série que serdo consideradas, como Organizagdes Didaticas (OD)
construidas em uma institui¢ao escolar. Para Bosch e Gascon, as OD e OM esco-
lares tornam-se transparentes para os sujeitos da institui¢ao que as assumem e as
transmitem por meio de suas praticas institucionalizadas, que:

podem ser descritas e evidenciadas empiricamente sustentadas por uma
metodologia que considere as praticas e os discursos existentes na ins-
titui¢do considerada, bem como as «opinides» explicitas desses sujeitos.

(BOSCH e GASCON, 2002, p. 9, traducio nossa)

De acordo com Chevallard (1999), convém aprofundar o estudo das Praxeolo-
gias, mediante um estudo empirico com analise dos dados recolhidos de observacao.
Assim, uma Organizag¢io Didatica de uma institui¢do escolar articula-se, segundo o
autor, em tipos de tarefas (geralmente, cooperativas), em técnicas, em tecnologias,
em teorias mobilizadas para o estudo concreto de um determinado tema, em uma
institui¢do concreta. Em outras palavras, estudar uma OD é o como estudar a OM
desse tema, identificando as acdes que podem ser vistas como didaticas.

Para Chevallard (1999), qualquer que seja o caminho do estudo escolhido
constata-se que, certos tipos de situacdes, estio sempre presentes, de maneira vari-
avel, tanto no plano qualitativo como no quantitativo. A esses tipos de situagoes,
o autor denomina de Momentos de Estudo ou Momentos Diddticos.

A maneira que uma determinada Organizac¢ao Didatica coloca em pratica
uma certa Organizacdo Matematica pode ser analisada, primeiramente,
se interrogando a maneira que realiza os diferentes momentos do estudo.
(Chevallard, 2002, p. 12, traducdo nossa)

Os momentos didaticos sdo caracterizados mais por uma realidade funcio-
nal do estudo, do que por uma realidade cronologica que permite descrever uma
construcdo elaborada por ensaios, retoques, paradas e avancos, segundo Che-
vallard (1999).

Assim, empregando a defini¢io que o autor da para cada um desses momen-
tos, faremos a analise das OD elaboradas pelos professores durante a formagio,
identificando a OM que mobilizaram por meio dos tipos de tarefas e técnicas que
apresentam nessas OD.

3.1.2.1. 1° momento

E aquele do primeiro encontro (ou reencontro) com a Organizacio Mate-
mdtica que estd em jogo. Consiste em encontrar a OM por meio de, pelo menos,
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um dos tipos de tarefas constitutivas dessa Organizacdo que ndo determina com-
pletamente a relacdo com o objeto, pois se constroi e modifica-se no processo
de estudo.

3.1.2.2. 2° momento

E o da exploracio do tipo de tarefas e da elaboracio de uma técnica relativa
a esse tipo de tarefa, pois o que estd no centro da atividade matemdtica é mais a
elaboracdo de técnicas do que a resolucio de problemas isolados. O estudo de um
problema particular, de um tipo estudado, aparece, assim, ndo como um fim em si
mesmo, mas, como um meio para a constru¢do de uma técnica de resolucio que, a
seguir, serd o meio para resolver de maneira quase rotineira os problemas desse tipo.

Identificaremos os tipos de tarefas que os professores apresentaram, na pri-
meira OD elaborada individualmente e na construida no final da formagio es-
pecifica, em grupo, para analisar os dois primeiros momentos do estudo, visto
que se torna mais facil perceber as técnicas diretamente relacionadas as tare-
fas apresentadas.

No primeiro encontro, depois do primeiro mapa conceitual, a maioria dos
professores apresentou, como previamos, um plano de aula, entendendo-o por
uma sequéncia de ensino que tinha mais o sentido de “relembrar” o conteudo que
os alunos deveriam saber do que ensinar nimeros fraciondrios. Dessas, apenas
duas se apresentavam com alguma estrutura sequencial, a maioria apresentou
apenas uma atividade que provavelmente, ocuparia uma aula. Nos trabalhos,
identificamos os seguintes tipos de tarefas:

1° tipo — Associar fraciondrios a figuras dadas

As tarefas deste tipo apresentam figuras planas divididas inteiramente em
partes congruentes, sendo uma delas precedida de exemplos. A técnica consiste na
dupla contagem das partes.

2° tipo — Dividir um infeiro em partes iguais

Nestas foram apresentadas figuras de superficies para serem divididas em
partes “iguais”. Uma delas solicita a constru¢do com régua e compasso de um
triangulo equildtero e a seguinte constru¢ao para dividi-lo:

Tarefa: Dividir os lados de um triangulo equildtero, com auxilio de bar-
bante, em cinco partes iguais e por meio de retas paralelas dividir o tri-
angulo em 25 triangulos menores, mostrando que esses segmentos estao
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paralelos. A seguir, identificar figuras geométricas no interior do triangulo
maior: dois losangos azuis, um trapézio vermelho, dois hexagonos amare-
los e seis tridngulos verdes. Finalizando, preencher uma tabela que associa
a cada figura a parte do todo. (Prof. Fabiana, OD individual)

Logo a seguir, a professora recomenda:

Comentar com os alunos que, para obter uma fragio de um todo con-
tinuo, significa dividi-lo em partes com medidas iguais, enquanto, para
obter uma fracdo de um todo discreto, é preciso dividi-lo em partes iguais
que tenham a mesma quantidade de objetos, pessoas, elementos.

Nessa tarefa, a a¢do do aluno estd centrada na construcido do tridngulo e
suas divisoes baseadas no Desenho Geométrico e emprego de ferramentas de de-
senho. A recomendagdo da professora sugere a técnica da dupla contagem das
partes para a identificacgdo de um fracionario, tanto em grandezas continuas
como em discretas.

3° tipo — (omparar partes de grandezas continuas associadas a nomeros fraciondrios

As tarefas solicitam dobradura e recorte de circulos e retingulos de papel,
além de pedacos de barbante. Uma outra sugere o emprego de material mani-
pulativo com retangulos de cartolina coloridos, segundo a divisio em partes de
cada retangulo. O objetivo desse tipo de tarefas é a comparagao dos fracionarios
obtidos, para que os alunos percebam fracionarios equivalentes.

A professora Fabiana orienta o professor para a tarefa referente ao circulo:

Pecga aos alunos para sobreporem as pecas e escreverem todas as relagoes
possiveis entre as diferentes pegas que foram cortadas. Espera-se que os
alunos descubram todas as relacdes possiveis e associem escritas simboli-
cas a cada uma das descobertas que fizeram.

A tarefa referente aos pedagos de barbante é apresentada pelos seguin-
tes procedimentos:

Distribuir cinco pedagos de barbantes que possuam o mesmo comprimento.
Pedir aos alunos que dobrem um dos pedacos do barbante ao meio e
cortem. Repita o procedimento com os outros pedagos, dividindo-os e
cortando-os em trés, quatro e cinco partes iguais.
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Colar no caderno cada pedaco e escrever a fragao correspondente a cada
parte.

Tragar um segmento de reta no caderno, utilizando a régua nao gradua-
da e representar as fragodes 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, 1/8 e 2/3 nesse segmento.
(Prof. Fabiana, OD individual)

Nos procedimentos sugeridos pela professora, percebemos concretamente a
discretizacdo do continuo provocada pelo corte do pedago do barbante e, ainda,
a perda do referencial do inteiro, porque depois do corte dos barbantes do aluno
passa a ter dois, trés ou mais pedagos de barbante. A atividade com o segmento de
reta aparece, como uma tentativa de evitar que esses fatos acontegam.

4° tipo — Determinar medidas de objetos

Apresenta duas tarefas solicitando medidas de comprimento e de area das
faces das caixas.

A prof. Gina, com o objetivo de: conscientizacio quanto ao problema do
lixo que afeta o planeta Terra e utilizar sucatas para demonstrar que as fracoes
correspondem a partes iguais, independentes do objeto, solicita a leitura do texto:
Reciclar é preciso® para se valer de seis caixas de papel (sucatas), com diferentes
dimensoes, em algumas tarefas.

Embora solicite a medi¢ao do comprimento e da medida da area das faces
das caixas, estas sdo feitas pela contagem, visto que o aluno utilizaria a
régua para determinar as medidas e a divisdo dessas medidas para de-
terminar a fracdo que corresponde as partes congruentes das faces das
embalagens.

5° tipo — Determinar a quantidade que corresponde a partes do infeiro

Mobilizando a concep¢ao de operador, uma das tarefas deste tipo solicita o
calculo de partes dos ingredientes de uma receita de bolo.

Uma outra solicita o calculo de parte da distancia entre duas cidades. Nesta
ultima, o professor sugere que a medida seja encontrada por um esquema de me-
dida (segmento) com a mobilizacdo da concepgio parte-todo.

2 O texto a que se refere faz parte da Cole¢io Meio Ambiente da Editora Novas Ideias, a
que ndo tivemos acesso.
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6° tipo — Determinar uma razio

A tarefa solicita a razdo entre as medidas das areas das partes e da face da caixa
em que essas partes estdo contidas, empregando os resultados de tarefas anteriores.

Nas tarefas com as caixas, a prof. Gina sugere a necessidade de discutir com
o aluno: o que cada parte representa na face que a contém e no final recomen-
da que encaminhem as sucatas para reciclagem. O diferencial na proposta desta
professora € relacionar as tarefas que apresenta, além de associar a uma mesma
situac@o as concepgoes de fragio, como parte-todo, medida e razio.

7° tipo — Determinar fracdes por pares de nimeros inteiros de 2 a 9

Em uma situagdo, estritamente numérica e mecanica, sem parametros in-
clusive para definir o que seria numerador e denominador, um professor sugere
um jogo com cartas de baralho, na qual o aluno, utilizando somente as cartas
que apresentam numeros, sorteia quatro dessas, para relacionar seus numeros
formando fragdes. Ganha a jogada quem formar fracdes maiores e o jogo, o que
possuir maior quantidade de cartas no final da partida.

Provavelmente, o professor tenha pretendido durante a aplicagio do jogo,
encaminhar o aluno a perceber a melhor maneira de obter “fracdes maiores”
com os numeros sorteados. Entretanto, o aluno nio conseguira perceber que o
fracionario é um nuimero, porque a tarefa leva-o a registrar fracionarios com base
em dois naturais quaisquer que se coloca um acima e outro abaixo de um trago.

O professor Antonio justifica assim esta tarefa:

Saber conceituar numerador e denominador, divisao de fracGes, nimeros
decimais, simplificagdo de fragdo, fracdes proprias e improprias, fazendo
uso da metacognicdo, podendo, assim, o professor estabelecer o conheci-
mento cognitivo em seus alunos, alcancando suas expectativas, sabendo
lidar com as questoes de aprendizagem.

Notamos incoeréncia entre a tarefa e a justificativa que o professor apre-
senta, pois, enquanto esta apresenta um discurso de preocupac¢do com a aprendi-
zagem do aluno, a tarefa em si provoca obstaculos didaticos dificeis de superar
depois, como ja citado anteriormente.

8° Tipo — Pesquisar o significado da palavra fragio

A técnica apresentada pela professora X é a de busca em dicionarios, livros
didaticos e paradidaticos, para tratar do assunto: compreensdo do significado da
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palavra fracdo e o que representa em nosso cotidiano. Sugere que, na aplicacio,
se coloque no quadro uma lista de todos os significados sobre fragoes e que cada
aluno fale sobre uma das palavras encontradas, concluindo faz uma observagio:
observe se cada aluno fala satisfatoriamente sobre cada palavra.

Percebemos que apenas duas professoras apresentaram tarefas que se rela-
cionam e mobilizam outras concepg¢des, além de parte-todo; os outros mostraram
xérox de diversos livros didaticos em atividades isoladas sem conseguir alguma
estrutura organizacional. E, ainda, a técnica para resolver as tarefas apresentadas,
de maneira predominante, é a dupla contagem das partes, embora uma das tarefas
solicite a medicdo, sendo feita também pela contagem, visto que o aluno utilizaria
a régua para determinar partes congruentes das embalagens que seria a mesma
técnica utilizada nas tarefas que envolvem grandezas discretas.

Em vista dessas constatagoes, decidimos que o trabalho em grupo seria o ide-
al para a troca das coletas individuais e elabora¢io de uma sequéncia por grupo.

Dessa forma, apds a apresentacdo dos trabalhos individuais, sugerimos em
continuidade a formag¢ao que elaborassem, em grupos, uma sequéncia para o ensi-
no de fracionarios para uma quinta série. Foi sugerido que elaborassem um plano
determinando os passos que deveriam seguir, para que os alunos aprendessem
numeros fracionarios, pois isto permitiria melhor escolher as atividades que iriam
a sala de aula. Ap6s alguns encontros e muitas reflexdes concluiram que o melhor
caminho era o seguinte:

e Dar significado,
e Relacionar o que foi feito nessa parte com situagoes da realidade e
® Apresentar problemas de aplicagio.

Essa decisdo, como consenso de todos os grupos, colocou a questio de como
dar significado aos fracionarios, como prioritaria, embora nio tivessem clareza
sobre o assunto e nao conseguissem explicar, o que fazer, para que os alunos des-
sem sentido aos fracionarios.

Sugerimos aos grupos que buscassem respostas na histéria da Matematica,
imediatamente um dos professores manifestou-se a respeito do livro de Historia
da Matematica do Boyer, afirmando: “Eu li o Boyer. Eu preciso ler mais umas dez
vezes. [...] Eu tive dificuldade para entender” (Prof. Bruno, obs. 22/8/03, p. 3).

Em continuidade a discussdo, outro professor, sugeriu que um bom caminho
seria utilizar o dicionario. O entendimento de que a consulta do dicionario € su-
ficiente para garantir a compreensao dos diversos significados para fracionarios,
perseguiu-os até a quinta etapa da formagao.

No encontro seguinte, trouxeram os dicionarios da prépria escola e varios
livros de Histéria da Matemadtica que serviram de plano de fundo para amplas
discussoes e a conclusio de que as concepgoes, retiradas do dicionario, garanti-
riam que os alunos construissem significados aos numeros fracionarios:

163



164

Investigando saberes de professores do ensino fundamental com enfoque em nimeros fraciondrios

1) pedaco de um todo  2) partes iguais de um todo
3) unidade de medida  4) distribuicao
5) )

divisdo 6) razao
7) propor¢ao 8) porcentagem
9) cota 10) quota.

Algumas falas da discussdo que ocorreu na consulta ao dicionario sdo revela-
doras das dificuldades dos professores em justificar as concepgoes de fraciondrios
que encontraram no diciondrio no dia 22/8/03:

A fracdo do pao é uma das partes mais importantes da missa. (Prof. Gina, p. 4).
A hora que o padre tira o primeiro pedago do pao, ele tira uma fragio. De-
pois o segundo pedago, o padre também tira uma fragdo. (Prof. Gina, p. 5).
Eu acho que temos uma fragao no primeiro pedago. Depois, temos outra
fragdo para tirarmos o segundo pedaco. (Aluna, p. 6)

Cada vez que eu vou tirar um pedaco, eu tenho que dividir em partes
iguais. (Prof. Gina, p. 6).

Um pedago de pao para ter uma relagio com a fragio que a representa
¢ necessario saber o quanto pesa o pedago de pio e o peso do piao todo.
(Prof. Gina, p. 14).

Durante a formagao especifica, os professores comportaram-se mais como
receptores de informagdes do que como aprendizes, lancando poucas questdes ou
davidas, provavelmente, pelo entendimento de que, naquele momento, estavam
“assistindo” a aula. A grande novidade para eles foi a concepcao de operador que
ndo apareceu explicitamente durante todo o trabalho.

No dia da apresentacgao, alguns professores pronunciaram-se sobre a no-
vidade: “Vou chegar em casa e pegar alguns livros para verificar esse novo
conceito”. (Prof. Fabiana, 17/10, p. 16). A professora Gina logo identifica um
problema e afirma que ele pede para encontrar o operador e conclui: “gostei
do operador”. Os professores afirmam que nunca haviam pensado no papel
transformador dos nimeros fracionarios e que, por isso, ele ndo apareceu nas
discussdes anteriores.

Na segunda fase do projeto, que tinha como objetivo a produ¢ao em gru-
pos de uma Organiza¢ao Didatica que considerasse os passos que determinaram
para essa elaboracdo: dar significado, relacionar o que foi feito nessa parte com
situacoes da realidade e apresentar problemas de aplicagio, bem como as dez
concepgoes que selecionaram no diciondrio, percebemos que o grande desafio
dos grupos era decidir quais atividades selecionar para dar significado aos fra-
ciondrios. Para solucionar essa dificuldade, apoiaram-se em livros diddticos e nos
Experiéncias Matemadticas.
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Ainda, no final desta fase, os grupos nao tinham uma sequéncia preparada,
mas um esbog¢o da elaboracdo pretendida, um plano de agdo. Na apresentagao
desses planos, pedimos que identificassem com os nimeros correspondentes as
concepgdes que seriam mobilizadas em cada etapa, de acordo com a numeracao
apresentada na pagina anterior deste trabalho:

Grupo 1

Formado pelos professores Antonio e Bruno e por uma professora que vinha
eventualmente, apresentou o seguinte planejamento:

1. Pesquisa.
2. Dobradura. Operacoes simples, propriedades simples de figuras geo-
métricas. (1 e 2 para dar significado)
3. Colorir figuras geométricas ja divididas, comparar novas figuras.
4. Fornecer fragbes numéricas para representar na forma geométrica.
5. Apresentar figura para ladrilhamento (nova divisdo para sobreposi¢do).
6. Criar situagOes para representar.
7. Problematizacdo: relacionar conceito de fragio com situacoes de divisao.
8. Tangran — generalizar. (obs. 12/9/03, p. 6-7)
Grupo 2
Formado pelos professores Davi e Edson e pela aluna concluiram o seguinte:
1. O que sabe sobre fracao (D).
2. Pesquisar no dicionario o significado e origem (C).
3. Criar frases com a palavra e
4. Representar tudo sobre fra¢ao (exercicios) (B — ensino) (1,2 e 5).
5. Demonstrar o que aprendeu e tirar seu proprio conceito (A).
6. Ficha de acompanhamento.

(Aplicar através de passo a passo).

No final, medir o nivel de conhecimento em:
a) Representac¢io e formagio de conceito.
b) Representac¢io (tudo sobre fragio).
c) Pesquisar o significado.
d) Conhecimento prévio. (obs. 12/9/03, p. 7)

Grupo 3

Formado pelas professoras Carla, Fabiana e Gina que, no momento da
apresentagao, estavam em um impasse: utilizar drea para razdo e receita de bolo
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para propor¢do, pois estavam preocupadas em relacionar fragio com divisdo e
com decimal.
Como ja tinham um plano mais estruturado, apenas o complementaram:

1. Pesquisa (livros didaticos, dicionarios, Internet) individual, em peque-

nos grupos e no grupo todo (a sala). (A principio, pensaram nessa
pesquisa em casa, mas isso pode ndo dar certo. Preferiram usar a
biblioteca da escola e a Internet em casa.)

2. Dobraduras: retangulos, circunferéncias (1 e 2). (o objetivo é mostrar
que meio € meio, seja no retangulo, na circunferéncia, em qualquer figura.
Usando circunferéncia, fardo recortes para mostrar equivaléncia.).
Recortes da circunferéncia para trabalho com equivaléncia (1, 2 e 4).
4. Barbante — medida (1, 2 e 3). (Meio é meio tanto na circunferéncia

como no barbante).
5. Ladrilhamento do tridngulo equilatero (1, 2 e 4) com tridngulos e
outras figuras geométricas.

O8]

6. Unidades discretas para conceito de fragao (4)

7. Area para trabalho com razio (6).

8. Receita de bolo e outras para propor¢io (7)

9. Como relacionar fragio, divisdo e decimais (8). (obs. 12/9/03, p. 7)

As propostas apresentadas tém em comum levar os alunos a pesquisar sobre
numeros fraciondarios, provavelmente, isto se justifique pelo primeiro objetivo do
trabalho que realizavam ser “conduzir o aluno a construir significados para os
numeros fraciondrios™.

No entanto, ainda nesse momento da formagdo os professores estavam ten-
tando reproduzir na formacao que pretendiam, o que haviam vivenciado em um
de nossos encontros: a busca de significados para fracionarios no dicionario.
Como a questdo do significado surgiu durante as discussdes e de imediato procu-
raram respostas no diciondrio que, de alguma forma, levou-os a ter contato com
aspectos desconhecidos da palavra “fracao”, pretendiam reproduzir a experiéncia
com os alunos.

Enquanto os Grupos 1 e 3 preocuparam-se em considerar as concepgoes con-
sideradas antes para fazer parte da sequéncia, o Grupo 2 apresenta uma proposta
que coloca o aluno, buscando sozinho sua aprendizagem e o professor no papel
de simples avaliador, usando uma ficha de acompanhamento. Da criagdo de fra-
ses com a palavra fragdo, passam imediatamente para ensinar “representar tudo”
sobre fracdo e, logo para “demonstrar o que aprendeu”.

Este Grupo durante a elaboragio da OD mostrou-se inseguro em buscar
qualquer caminho que nao fosse o livro diddtico para o ensino de fraciona-
rios e, por isso, optou por uma proposta de ensino que tinha como ponto for-
te, a ficha de acompanhamento que permitiria identificar os alunos que nao
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aprenderam para serem “trabalhados” de imediato. Para eles, isto seria uma
avaliacdo constante.

A proposta do Grupo 1 justifica-se pela concepg¢ao parte-todo e sua relagio
com a concepg¢ao de quociente e com a mudanga de registro tanto do figural para
o numérico como no sentido contrario. No entanto, toda a proposta é para o
tratamento de superficies.

Ja o Grupo 3, embora privilegie o trabalho com superficies, apresenta a pro-
posta do trabalho com grandezas discretas. Por outro lado, mostra o interesse em
relacionar a concepcdo parte-todo com a de razdo por meio de equivaléncia e me-
didas de dreas e a concep¢ido parte-todo com a de quociente, relacionando fragio,
divisdo e decimais. Demonstra a inten¢do de trabalhar com a mudanga de registro
figural para o numérico, bem como da escrita fraciondria a decimal.

Durante essa fase dos trabalhos, um fato importante foi constatado. A cola-
bora¢do que havia entre esses professores, como aprendizes de Geometria, agora,
estava ausente. Enquanto a coleta, de situacdes para o ensino de fraciondrio, rea-
lizada individualmente ndo apresentasse qualquer problema, o uso desse material
para uma produ¢io em grupo trouxe uma exigéncia para esses professores que
ndo estavam habituados a enfrentar.

Acreditamos que, para esses professores, uma formacdo continuada tradu-
z-se em voltar a ser aluno, ele participa para aprender alguma coisa, s6 que este
aprender resume-se em obter exemplos do saber-fazer, em obter um modelo de
como trabalhar algum assunto que seja discutido com eles, como alunos, para so,
entao, transformar-se em alguma mudanca de pratica. Mudanca essa que nao se
garante, porque as formagdes continuadas, geralmente, ndo preveem a elabora-
¢do, pelo proprio professor de algum material para ser aplicado em sala. Quando
se preocupam com alguma mudanga, esperam que os professores apliquem o ma-
terial recebido para uma discussao posterior baseada em seus depoimentos.

Em vista da dificuldade em transpor suas decisées, para a Organizagao Di-
datica que elaboravam e, do predominio de tarefas isoladas que, em sua maioria,
associa s6 a concepg¢ao parte-todo. Iniciamos a formagio especifica acreditando
que, as vezes, € necessario o formador tentar superar as dificuldades no lugar do
aluno. Essa formag¢ao constou de uma retrospectiva historica focando os tipos de
tarefas que estao na razao de ser dos numeros fraciondrios, pois estio na sua gé-
nese, além do desenvolvimento das teorias algébricas que justificam toda a cons-
trucdo do campo dos nimeros racionais. Esperivamos que eles se apropriassem
dessas informagdes e esbogassem nas escolhas das tarefas alguma relacio com o
desenvolvimento dos conhecimentos de medida, comparagio e distribui¢do, apre-
sentado no esquema da pagina 97 deste trabalho.

Em seguida, uma discussido mais tedrica a respeito das concepcoes de nimeros
fracionarios, explicitando tipos de tarefas que associam cada uma das concepgdes,
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e as possiveis técnicas que as resolvem, baseando-nos na OM construida como re-
feréncia. O material utilizado nesta parte da formagdo encontra-se no Apéndice A,
deste trabalho.

Elaboramos a formagao especifica sobre as concepg¢oes de fraciondrios ini-
ciando por uma discussdo rapida sobre a relacdo entre construgao de significados
e concepgdes, sobre a quantificagdo de grandezas discretas e continuas e ainda a
respeito de representacdes.

Tratamos as concepgdes de fracionarios parte-todo, medida, quociente, razdo
e operador, destacando as caracteristicas de cada uma, diferentes representagdes e
possiveis dificuldades associadas as resolugdes de algumas tarefas. Nio tratamos
todos os tipos de tarefas apresentados em nossa OM de referéncia, mas seleciona-
mos aqueles mais importantes para enfatizar as caracteristicas de cada concepgao.

Para se familiarizar com as novas ideias ao final dessa apresentacdo entre-
gamos uma lista com 26 tarefas, envolvendo fracionarios, em situacdes que po-
deriam ser utilizadas em todo o Ensino Fundamental, para que determinassem a
série mais propicia para ser aplicada a concep¢do que estava associada, bem como
as solugoes possiveis.

Essas discussdes foram até o dia 14/11 e intercaladas com leituras e discus-
soes do PCN, da Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud, Teoria das Situa-
¢oes Didaticas de Brousseau e Aprendizagem Significativa em material elaborado
pela formadora.

Ao ter como referéncia essas teorias, tinhamos como objetivo da formacio
especifica levar os professores a compreender que o conjunto de situacdes esco-
lhido para trabalhar em sala de aula permitiria aos alunos construir seu proprio
significado para nimeros fracionarios. Por sua vez, uma boa escolha dessas situ-
acoes reflete-se na criacdo de um ambiente propicio a aprendizagem, que poderia
ser obtido pela constatagdo de que muitas situacdes, embora associadas a mesma
concepgao, pedem a mobilizagdo de técnicas diferentes dependendo dos tipos de
tarefas selecionados.

A orientagdo pretendida com a formagao especifica era, para que os profes-
sores mobilizassem diversas concepcdes de fraciondrios que, de certa forma, o
dicionario explicitou sem contudo dar exemplos de situagdes que poderiam estar
presentes em um ambiente de formagio. Com relag¢do a aprendizagem dos alunos,
enfatizamos a Teoria das Situagdes de Guy Brousseau que preveem as fases de
acao, formulacao, validacio e institucionaliza¢do, como sendo:

Em uma situagio de a¢ao é dado para o aluno um problema em cuja so-
lugdo aparece o conhecimento que se deseja ensinar, por sua vez, o aluno
age e julga o resultado de sua a¢ao, abandonando ou melhorando seu mo-
delo, além de expressar suas escolhas e decisdes pelas agdes. Na situacdo
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de formulagdo o aluno troca informagdes com uma ou mais pessoas, é
o momento em que o aluno ou grupo de alunos explicita, por escrito ou
oralmente, as ferramentas que utilizou e a solugdo encontrada. Na etapa
de valida¢io o aluno deve mostrar porque o modelo que criou é vélido.
As situacdes de institucionalizacdo sdo aquelas em que o professor fixa
convencionalmente e explicitamente o saber, tornando-o oficial (SILVA,
MANRIQUE, ALMOULOUD, 2004, p. 9).

No final da formacao, os grupos retornaram ao trabalho de elaboracio da
Organizag¢ao Didatica, buscando o material que tinham da etapa anterior. Quan-
do, mais tarde, os questionamos sobre a nio utiliza¢io do material da formacgao
na elabora¢io da OD, disseram-nos que nio queriam copiar nosso trabalho, em-
bora tenham utilizado livros.

A presenga do livro didatico e seu ndo questionamento € tao forte na pratica
desses professores que nos levou a inferir que, a ndo utilizagao do material da for-
magao na elaboragao das OD, possa ser justificada por falta de habito de leitura e
mesmo compreensao desses professores de textos que fogem do padrio dos textos
didaticos apresentados nos livros.

As Organizacoes Didaticas finais foram entregues a formadora, no dia
12/12/2003, para que fossem analisadas e devolvidas para novas discussdes no
primeiro encontro do ano seguinte. Como parte desse momento de reencontro
com a OD em construcdo e exploragao de técnicas, apresentamos, a seguir, 0s
tipos de tarefas da Organiza¢ao Didatica elaborada por cada grupo.

3.1.3ODI

Esta organizagio foi elaborada pelas professoras Carla, Gina e Fabiana com
as atividades apresentadas com objetivos, conhecimentos envolvidos (conteu-
dos), recursos necessdrios e respostas esperadas que continham os seguintes tipos
de tarefa:

1° tipo — Pesquisar o significado da palavra fracio

Tarefa:

a) Pesquisar em diciondrios, livros didaticos e paradidaticos, Internet o signi-
ficado da palavra fragao.

b) Registrar pesquisa
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¢) Formar grupos com quatro alunos para troca de informagdes e conclusio
sobre o significado da palavra fracgio.

d) Cada grupo deve expor suas defini¢cdes sobre a palavra “FRACAO”. (OD1,
12/12/03)

Acrescentam, “Espera-se que o aluno defina o significado da palavra fracio,
por meio de pesquisas e trocas de informagdes e conhecimentos, socializando-os”.

2° tipo — Comparar partes de grandezas continuas associadas a nomeros fraciondrios

Uma das tarefas solicita dobradura de papel sulfite e a relagio de nimeros
fracionarios a cada uma das partes. Uma outra atividade solicita o desenho de
circulos para serem dobrados e recortados em 2, 4, 8, e 16 partes para posterior
comparagao, tendo como objetivo conduzir os alunos a perceber como os circulos
sao diferentes “as pecas correspondentes a mesma fracdo ndo sdo do tamanho
que a do seu colega”. Esperam também que os alunos associem escritas simbélicas
do tipo: l:gxi ou 1_8, 1=z=i= ce 1=l+l+l=4xl=l+4xl-

2 16 2 16 2 4

Além de explicitar que o objetivo é apresentar a no¢ao de numeros fraciona-
rios, como a parte de um todo dividido em partes iguais, na tarefa com os circulos,
alertam os alunos para alguns detalhes como:

Chamamos de centro da circunferéncia o ponto onde o compasso fez o
“furo” e nomeamos esse ponto com letra maiuscula, pois todo ponto é
nomeado com letra maitscula de preferéncia do nosso alfabeto. E cir-
cunferéncia é o traco deixado pelo compasso e chamamos de circulo o
objeto formado.

Naio deixam claro o que significa “partes com medidas iguais” que poderia ser
interpretado, como sendo as medidas dos lados das partes e sugerir congruéncia.

3° tipo — Identificar partes de um inteiro

Esta tarefa fazia parte da OD individual da prof. Gina que se referia a divi-
sdo de um triangulo equilatero em 25 tridngulos congruentes. Nesta nova versio,
elas orientam o aluno a construir com régua e compasso, o triangulo equilate-
ro e dividi-lo em triangulos, losangos, hexdgonos e trapézios que serdo recor-
tados para serem comparados e permitir o preenchimento de um quadro com
fragoes equivalentes.
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Em outra tarefa desse tipo, agora envolvendo os alunos da classe, isto €,
tratando de grandeza discreta, solicitam que metade, um ter¢o, um quarto e um
quinto dos alunos permanegam em pé. No final, sugerem variacdes da tarefa, su-
pondo que a classe tenha 40, 48 e 51 alunos.

Para essa tarefa, provavelmente, utilizariam a técnica de dividir a quantidade
de alunos pelo denominador da fracdo unitaria e mostrar a questio do campo
numérico, na qual o problema estd sendo trabalhado com a impossibilidade de
resolu¢do de uma das situagoes. Esse assunto foi alvo de discussdes durante a for-
magio, pois um dos professores afirmou que resolveu um problema com os alu-
nos que resultava em “4,5 torneiras”, fato que se lembrou no final da formagio
com a frase: “quanta besteira, estou lembrando das 4,5 torneiras!”

Em outra tarefa desse tipo, solicitam a confec¢io de uma bandeirinha de Sao
Jodo para determinar a parte de papel que foi descartada, esperando que os alu-
nos “confeccionem bandeirinhas de formas diversificadas, originando diferentes
respostas”. Nesta afirmacdo, podemos inferir uma possibilidade de que esperam
a construcao de diferentes técnicas para resolver a tarefa proposta, embora nio
explicitem, quais seriam essas possibilidades.

Um dos objetivos dessa tarefa é o “desenvolvimento (pelo aluno) de racioci-
nio proporcional, abordando a relacdo das fracdes com o conceito de razdo”, que
ndo seria possivel com os dados apresentados nas tarefas.

4° tipo — Comparar nimeros fraciondrios

Na tarefa, é pedido que o aluno pinte 1/7 de uma folha de papel sulfite e
1/5 de outra folha idéntica, sem dobrar ou recortar, para decidirem qual fracao
¢ maior. A técnica para pintar a parte da folha solicitada associa a medi¢ao das
dimensoes da folha para dividi-la em partes congruentes. Embora tenham ex-
plicitado como objetivo tratar medidas de comprimento e de area, nio pedem
esta ultima.

5° tipo — Resolver problemas relacionados d razéio

Uma das tarefas é igual a OD anteriormente apresentada e trata da receita de
massa de torta. As outras sdo:

a) Se numa sala de aula tem 40 alunos e metade desses alunos nio gostam de
Matematica, quantos alunos gostam de Matematica? E se a classe tivesse 48
alunos? E se fossem 60 alunos?

b) Célia comeu 1/4 de um pacote com 20 biscoitos. Quantos biscoitos desse
pacote ela ainda tem para comer? E se o pacote tivesse 24 biscoitos? E se o
pacote tivesse 12 biscoitos?
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c) Por causa da greve de Onibus, 2/3 dos alunos faltaram na escola. Se compa-
receram 60 alunos, quantas pessoas estudam nessa escola?

Nesta tarefa, esperam que os alunos utilizem estratégias diferentes na reso-
lug¢ao dos problemas, o que indica a possibilidade da construgio de técnicas dife-
rentes para uma mesma tarefa; no entanto, nao explicitam quais seriam possiveis
e pedem que os alunos construam tabelas para resolver cada um dos problemas.
Provavelmente, em detrimento a utilizagao da regra de trés, visto que a prof. Gina,
integrante do grupo, tem comprovadamente preferéncia pela utilizagao dessa téc-
nica, como podemos ver nas afirmacdes:

Eu tinha um monte de exercicios de regra de trés na graduagao, que resol-
via tudo e me achava inteligente. (Prof. Fabiana, 17/10/03, p. 24).

Eu uso (regra de trés) porque quando eu fiz o primario eu tinha aritméti-
ca e quando fui para o ginasio e veio a algebra, eu achei muito mais facil
para resolver. (Prof. Fabiana, 7/11/03, p. 3)

Fabiana nao vive sem régua, nem regra de trés. (Prof. Gina, 14/11/03, p. 25)

De acordo com os critérios de completitude, apresentados anteriormente,
entendemos que esta OD apresentou uma certa integracdo de tipos de tarefas,
buscando relacionar as concepgoes parte-todo, medida e razio, embora nio mo-
bilize Organizacdes Locais para as diversas concepcdes tratadas na formagio. A
OD, de certa forma, permite o desenvolvimento de critérios de escolha de técnicas
na medida que os alunos podem identificar um fracionario por dobradura, por
uma construcdo geométrica ou por agdes de medi¢iao. No entanto, ndo apresenta
tarefas reversiveis, embora mostre situagdes que envolvem grandezas discretas
que nao possuem solugio.

3.1.4 OD2

Esta foi elaborada pelos professores Y, Bruno e Antonio.

1° tipo — Dividir figuras em partes iguais

As tarefas apresentam circulos, retingulos, quadrados, tridngulos, estrela,
hexagono (convexo e ndo convexo), para serem recortados e divididos em
duas, trés, quatro, ...partes iguais, sem associar o fraciondrio correspon-
dente, outras o associam os fraciondrios, mas, com o objetivo de trabalhar
a equivaléncia de fracionarios.
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2° tipo — Associar fraciondrios a figuras dadas

A primeira tarefa apresenta 15 figuras que representam grandezas continuas
e discretas; as primeiras divididas em partes congruentes e as outras em agrupa-
mentos convenientemente apresentados; solicita a identificacdo das fracdes meio,
um ter¢o, um quarto, ..., a quinta parte, etc. nas figuras.

Em outra tarefa deste tipo, apresentam quatro retingulos divididos em qua-
tro partes congruentes e a representa¢ao simbélica dos fracionarios: 1/2,2/4,3/4 e
4/4 para serem pintadas. Em outra, colocam dois retangulos iguais aos anteriores
para que o aluno pinte 5/4 e outros dois para que identifique 6/4.

Em uma outra tarefa desse tipo, apresentam figuras divididas em partes ndo
congruentes (na forma de bandeirinhas), solicitando que “assinale as bandeiri-
nhas, cuja drea colorida corresponde a metade da drea total”.

Uma dessas tarefas associa a medicdo para recortar tiras de papel que permi-
te trabalhar a equivaléncia de fracionarios.

Percebemos que, embora muitas discussdes tenham ocorrido a respeito da
ndo coeréncia da concepgao parte-todo para fragdes maiores que a unidade, ela
aparece nesta organiza¢ao. Durante a elaboracdo da organizacdo, o prof. Bruno
faz a seguinte sugestao: “podiamos comecar com uma atividade sem que seja exa-
tamente de fracao, mas que leve a fracao” (Prof. Bruno, 5/9/03, p. 5).

No entanto, além de nido perceber que sua sugestio conduziria a razdo de
ser dos numeros fraciondrios, ndo consegue transformar sua ideia em tarefas reais
para serem aplicadas. Nesse processo de elaboragdo da organizagao desse grupo,
a dificuldade pode ser sentida no seguinte didlogo do dia 26/9/03:

Vamos montar (a sequéncia). Davi, vocé tem mais figura ai? Podemos
xerocar? (Prof. Bruno, p. 2)

Eu vou xerocar. Este aqui podemos usar para dobradura e eles identificam
meio nas figuras de tamanhos diferentes. (Prof. X, p. 2).

Davi eu fui tirar xérox e me perdi. (Prof. Bruno, p. 2)

Davi: Tinha muita coisa?

Na semana seguinte, discutindo sobre o emprego de dobradura ou tangran, o
professor Antonio comenta: “Eu achei neste livro como construir o tangran, mas
estd em Geometria” (12/9/03, p. 3), o que nos leva a perceber o quanto esse pro-
fessor estd submetido a organizagdo curricular apresentada nos livros didaticos e
a falta de autonomia para relaciona-los.

Em termos de completitude, esta organizac¢do é muito rigida, nio cumprindo
praticamente nenhuma das condi¢des para ser eficiente em sala de aula. Consta-
tamos que s6 utilizaram a técnica da dupla contagem das partes justificadas pela
concepgao parte-todo. Além disso, ela ndo foi apresentada com uma sequéncia
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clara entre as escritas dos professores, muitos xérox de paginas inteiras de livros
e do Experiéncias Matemadticas.

3.1.50D3

Esta Organizac¢do Didatica foi elaborada pelos professores Davi, Edson e
pela aluna e apresenta um unico tipo de tarefas: associar fracionarios a figuras,
retiradas de livros didaticos, que representam tanto grandezas discretas como
continuas, desta ultima aparecem além de figuras planas, algumas no espaco, mas
todas apresentam divisdes em partes congruentes.

Este grupo, no dia 5/9/03, na davida sobre introduzir ou nio letras para de-
finir as fracdes, decide que tal introdu¢do pode ser feita com letras por intermédio
da defini¢ao formal, utilizando o conjunto dos naturais. Apds a decisdo tomada,
o Prof. Edson faz a seguinte afirmacdo: “Essa discussdo é que é importante, para
montar a atividade ¢é simples” de imediato o prof. Davi responde: “ndo ¢ nada
facil escrever sobre o que fazer na sala de aula” (5/9/03, p. 15).

Este didlogo mostra a dificuldade do grupo em transformar em acdes suas
decisoes, pois, embora tenha decidido iniciar pela defini¢do, foi buscar no livro,
o que lhe era familiar, apresentando um unico tipo de tarefa baseada em figuras
totalmente divididas em partes congruentes.

Constata-se que as OM mobilizadas nas OD apresentadas sio pontuais, mui-
to rigidas, mostrando pouca coordenacio entre os tipos de tarefas, o que dificulta
a reconstrucao de OD que mobilize OM locais relativamente mais completas. As
OD2 e OD3 codeterminam OM, cujas tarefas sdo resolvidas pela técnica da du-
pla contagem das partes e justificadas basicamente pela concepgao parte-todo. S6
na OD1 percebemos uma OM que permite mobilizar diferentes técnicas e algum
critério de escolha, o que nao acontece com as outras.

Nenhuma delas apresenta tarefas reversiveis e apenas uma situagao sem so-
lu¢ao. Mas, notamos a interpretacao do resultado da aplicacao das técnicas mo-
bilizadas e a incidéncia do elemento tecnoldgico sobre a pratica, como veremos
na analise do préximo momento de estudo.

Do ponto de vista cognitivo, as Organiza¢des Matematicas mobilizadas nes-
sas Organizacoes Didaticas ndo permitiriam minimamente que o aluno constru-
isse significados para a concepg¢ido parte-todo em comparagdo com nossa Or-
ganizagio Matematica de referéncia; pois, como vimos é preciso um trabalho
com figuras de tipos variados para a percepc¢do da limitagao da técnica de dupla
contagem das partes e, consequentemente, o desenvolvimento de outras técnicas
para a construgdo desses significados.

Podemos concluir que, diante da sucessao de situagoes e discussdes que fo-
ram exploradas durante a formagio, era de se esperar que mobilizassem OM mais
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ricas em tipos de tarefas que associassem sobretudo as concepcdes de fracionarios
que foram tratadas. Acreditamos que a dificuldade apresentou-se em razio do
peso que foi para esses professores perceber o proprio ndo saber relacionado a um
assunto que tinham certeza dominar, como podemos constatar por comentarios
ocorridos durante a formacgao:

As fracoes estao fazendo meu cérebro se dividir. Se nem nés sabemos to-
dos os significados de fragao, como nds queremos que nosso aluno saiba?
... Quando eu era crianca, para mim, fra¢io era divisdo. (Prof. Fabiana,
22/8/03, p. 5)

Eu tenho muita dificuldade em fracdo. E li que a fragao é em partes iguais.
Entdo a fragdo nao é partes iguais? (Aluna, 22/8/03, p. 5)

Quando eu falo de razao (20/200) eu posso dar significado de parte/todo.
(Prof. Gina, 22/8/03, p. 6).

Quando eu estou falando de razdo trigonométrica, eu estou falando de
razdo, eu nao estou falando da divisao (Prof. Bruno, 22/8/03, p. 7)
(Ficamos angustiados) porque percebemos nossa dificuldade (Prof. Fabia-
na, 5/9/03, p. 1)

Quanto mais nés estudamos, mais nds percebemos que precisamos apren-
der (Prof. Gina, 5/9/03, p. 1)

Percebo quanta coisa eu fiz de errado. (Prof. Bruno, 5/9/03, p. 1).

Talvez a afirmacdao de Nacarato ajude a entender tal quadro:

O livro didatico no Brasil sempre esteve no monopdlio das editoras.
Os autores de livros didaticos de Matematica mantinham suas mesmas
ideias durante décadas; os livros raramente sofriam alteracoes. Esses
autores ignoravam completamente as propostas curriculares estaduais,
mantendo o mesmo padrdo de livro didatico. Com isso cristalizou-se
uma certa pratica de aulas de Matemadtica. O professor reproduziria

uma série de contetidos sem, 0 menor questionamento das razdes pelas
quais os ensinava. (NACARATO, 2004b, p. 4)

No dia 14/11/03 percebemos que os professores apresentavam dificuldades
em técnicas que acreditivamos dominadas, por serem estritamente algoritmicas,
como a que apresentaremos a seguir. Durante a discussao de uma série de tarefas
para identificar a mais adequada e as concepcdes que estavam associadas, uma
delas pedia que se determinasse x e y em 2<x<y<+ que foi seguida da seguinte
discussao, registrada nas paginas 6 a 8 das observacdes desse dia:
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Prof. Carla: cadé a realidade, ai?” Nao tem.

Prof. Gina: Localizacao de racionais.

Prof. Bruno: Comparagio.

Prof. Gina: Era isto que eu queria dizer.

Prof. Fabiana: Ordem.

Prof. Antonio: Eu estou pensando distancia. O que esta mais proximo ou
mais longe de zero.

A formadora interfere dizendo que estamos tratando de fracionarios enquan-
to numero, no conjunto dos racionais, e que qualquer esquema seria valido para
a solugao do problema.

Prof. Bruno: £+i= 2. Dai, fiz 2 EXT 2(2), y é o ponto médio. Dai, fiz 2< <2
eoxéo ponto medlo ’ %
Prof Gina: Eu fiz de outra manelra Pensei denominador 3, 3 estaria entre
% ¢ 4. Pensei denominador 4 -1 Z que € o x. A formadora interfere colo-
cando no quadro um esquema de medida, para que percebessem que um
fracionario maior que %: com denominador 3 nio resolveria a questdo
porque tanto 3/3 quanto 5/5 sio maiores que 4/5
Prof. Fabiana: Eu pensei em nimero decimal: ——066 e ——08 entdo, x pode
ser 0,70. Questionada a respeito do frac1onar1o complementa
Prof. Fabiana: Eu flz uma equivaléncia. Usei mesmo denommador se —,
1 10 115 »
15 estd entre 5 e — e fiz também —=
Prof. Bruno: E esta certo escrever
Como mnguem respondeu, a formadora foi ao quadro e escreveu:
& % % 1z ordenando os fracionarios e, incluindo o que provocou a dis-
cussao seguida de sua transformac¢dao em um equivalente que justificasse a

ordenacio feita: 15 _115 > que esta entre 10 120,
T 150 150

I]s;

3.1.5. 1 3° momento

E o da constituicio do ambiente tecnoldgico-teérico que, geralmente, estd em
estreita relacdo com os outros momentos, pois, desde o primeiro encontro com
um tipo de tarefa se tem relacoes com um ambiente tecnolégico-tedrico anterior-
mente elaborado ou a ser criado.

Observamos que o discurso tecnoldgico-tedrico que utilizam atém-se a técni-
ca da dupla contagem das partes, justificado pela concep¢do parte-todo, visto que
ndo se arriscaram, por exemplo, a buscar figuras associadas a essa concep¢do, em
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que a dupla contagem fosse insuficiente para associar o nimero fraciondrio, nio
possibilitando que novas técnicas fossem construidas.

O fato justifica-se, provavelmente, pela ndo disponibilidade de tais concep-
¢oes por parte dos professores, como foi o caso, por exemplo, da concepgdo de
razdo que com a no¢do de propor¢do e a operagdo de divisao e relacoes, entre
elas, gerou a duvida de ser a razdo sempre divisdo ou nio, que se iniciou no dia
19/8/03.

Solicitamos, entdo, que pensassem sobre o assunto para o encontro seguinte,
quando a professora Gina disse que pesquisou e concluiu que razdo é o quociente
de dois numeros. O que desencadeou varias discussoes:

Razdo é o mesmo que propor¢ido, sé6 que expressa de forma diferente.
(Prof. Antonio, p. 2).

No dicionario esta uma relacdo entre grandezas de mesma espécie. (Prof.
Bruno, p. 2)

Eo quociente entre dois niumeros. (Prof. Gina, p. 2).

Proporg¢ao é uma comparagao, por isso € que sao necessarias duas razoes.
(Prof. Fabiana, p. 2).

Razio nao é divisdo. Eu lembrei da razao de uma PA. (Prof. Bruno, p. 2)
A razao pode ser encarada como comparagio. (Prof. Antonio, p. 2)
Quando leio que a razdo é o quociente de dois numeros, transporto para
a divisdo, mas sei que ndo sdo sindnimos, porque nao é toda divisio que
¢ igual a uma razdo. (Prof. Gina, p. 2)

Razao é uma comparagio e a divisao é uma reparticdo. (Prof. Fabiana, p. 2)
A divisdo de cinquenta reais entre duas pessoas e a comparagio entre
meninos e meninas de uma sala. (Prof. Gina, p. 2).

A relacdo entre duas grandezas nem sempre € divisdo. (Prof. Bruno, p. 2)
Tem que clarear bem estas coisas (razdo, proporcio, divisdo). Prof. Edson,

p-2)

Percebemos que mesmo tendo trabalhado, durante a formagao especifica,
com uma retrospectiva historica com o intuito de mostrar os tipos de tarefas que
caracterizam a razdo de ser dos nimeros fraciondrios, os professores apresentam
em seus discursos frases como “fragio € divisio” ou “razdo é quociente” que sao
tipicas da historia mais recente dos fracionarios, como pudemos constatar em
nosso estudo epistemologico. A génese e o desenvolvimento anterior nao fazem
parte do discurso dos professores.

A aluna, que fazia parte do grupo, trouxe no encontro seguinte uma sintese
a respeito do significado da palavra razdo e a apresentou aos professores, mesmo
assim as duvidas continuaram. Nao chegando a um acordo, a angustia tomou
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conta do grupo e, muito acentuada foi a constatacdo de suas proprias dificulda-
des. Notamos que os professores nao escolheriam numeros fraciondrios como
tema de um projeto de formagao continuada, por ndo questionarem o modo como
ensinam nem o dominio de validade de seus conhecimentos, pois acreditavam que
tinham pleno dominio do assunto e a constatacdo de uma visdo limitada sobre
ele, fez vir a tona suas emog¢oes e com elas alguma resisténcia em reelaborar seus
significados para ntimeros fracionarios.

Algumas situagdes foram discutidas pela formadora para esclarecer as du-
vidas entre razdo e propor¢io que, por sua vez, geraram novas questoes sobre
representacao fraciondria e adi¢do em casos desses tipos, o tratamento de grande-
zas discretas e continuas e ainda de situagdes em que se pode afirmar ou nio que
razdo ¢ sempre divisdo.

3.1.5.2 4° momento

E o de tornar a técnica mais eficaz e confidvel. E o momento em que se
coloca a prova a técnica, supondo um ou mais conjuntos de tarefas adequadas
qualitativa e quantitativamente.

Durante a formacdo, mostramos aos professores a limitacio do dominio da
técnica da dupla contagem das partes, escolhendo representaces apropriadas
para que novas técnicas pudessem ser construidas, de acordo com nossa OM de
referéncia. Sentiamos que este era o ponto central de nossa formagio, porque
acreditivamos que poderiam reestruturar suas concepgoes e interioriza-las, pois
nio percebem, por exemplo, que uma simples mudanca de figuras que utilizam
para mobilizar uma técnica, pode representar uma modificagao importante da
atividade matematica. Outro ponto de discussdes, como ja vimos, foram as re-
ferentes a concepcao de razao, em que alguns professores apresentavam chavoes
do tipo “razdo é divisdo”, sem o minimo de percepc¢do das situacdes a que elas
se referiam.

Algumas situagdes da formacdo foram angustiantes aos professores e pro-
vocaram um desequilibrio em suas verdades que promoveu um retrocesso e
percebemos que nas OD elaboradas em grupo, os tipos de tarefas foram me-
nos abrangentes em termos de representagdes e técnicas do que as apresenta-
das individualmente.

Provavelmente, provocada pela escassa incidéncia do bloco tecnoldgico-te-
orico nas organizagdes matematicas que mobilizaram nas OD apresentadas, per-
ceptiveis nas dificuldades de justificar as escolhas feitas, pois dificilmente se exige
interpretar o resultado da aplicacdao de alguma técnica para verificar se foi utili-
zada de modo correto. E provavel que essa exigéncia, por parte da formacio, seja
um dos motivos que os levou a constatar seu ndo saber.



O dispositivo experimental

No encontro de 3/10/03, durante a apresentagdo da concepcdo de quo-
ciente para fraciondarios, a Prof. Fabiana justifica assim a distribui¢cao de nove
bolinhas para cinco criangas: “Dd uma bolinha para cada crianca e depois di-
vide cada bolinha em cinco partes”. (3/10/03, p. 4). A partir dai discutimos a
diferenca de tratamento de grandezas discretas e continuas com outro exemplo:
cinco flores para trés pessoas, o prof. Edson justifica: “matematicamente pode
e no dia-a-dia tem situacées como essa, mas ndo em linguagem matemdtica”
(3/10/03, p. 5).

A reversdo de técnicas correspondentes, também foi uma novidade, tanto
nas tarefas que associam a concepg¢io de operador (outra novidade) como nas de
reconstitui¢ao do inteiro, quando estas tltimas foram discutidas, a Prof. Fabiana
fez o seguinte comentario:

Quando ele (o aluno) esta fazendo esses exercicios, ele ja conseguiu assi-
milar quase tudo. (3/10/03, p. 16).

O prof. Bruno comenta logo em seguida:

Tem hora que da né, tem hora que desfaz, tem hora que doi. (3/10/03, p. 4).

Notamos na pratica desses professores que utilizam técnicas isoladas justi-
ficadas por um unico discurso tecnologico-tedrico (apoiadas em livros didaticos)
que nio permite duas técnicas diferentes para um mesmo tipo de tarefas e, conse-
quentemente, o aluno nido podera decidir qual das duas (ou mais) técnicas é mais
pertinente para uma determinada tarefa, pelo contrario, uma delas transformar-
-se-4 na “maneira” de resolver a tarefa.

Naio acreditamos que tenhamos conseguido grandes avancos no que se refere
ao discurso tecnologico-teorico, e, até o final da elaboragio das Organizacoes
Didaticas em grupo, os professores ainda nao tinham agregado a seus conheci-
mentos que o trabalho com a contagem garantiria o acerto em algumas situagoes,
e a falsa sensacdao de compreensio, embora algumas mudangas tenham sido per-
cebidas, como veremos na parte que trataremos da formacao.

3.1.5.3 5° momento

E o da institucionalizacio, que tem por objetivo definir o que é exatamente
a Organizacdo Matemdtica elaborada, distinguindo por um lado, os elementos
que concorreram para sua constru¢do, mas, que ndo foram por ela integrados e,
por outro lado, os elementos que entraram de maneira definitiva na Organizacdo
Matemadtica pretendida. Neste momento de oficializacido, a OM entra na cultura
da instituicdo que abrigou sua génese.
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Quando retomamos os trabalhos no ano seguinte, discutimos as Organi-
zacdes Diddticas que os professores entregaram no ultimo encontro que foram
justificadas em alguns comentarios:

Tentamos fazer uma reforma no trabalho e nao conseguimos. (Prof. An-
tonio, 5/3/04, p. 11).

Nosso trabalho comecava e voltava. (prof. Davi, 5/3/04, p.1).

Mas todos (do grupo) faltaram muito. (Aluna, 5/3/04, p. 1).

Eu me senti incapaz! Mas eu ndo acho que eu sou incapaz. No final eu
colei aquelas figuras e nio fiquei satisfeito. (Prof. Bruno, 5/3/04, p. 1).
Faltou experiéncia. (Prof. Davi, 5/3/04, p. 1).

Imediatamente, comeg¢aram a falar de alunos e dos problemas da escola.
A formadora encaminhou a discussdo para as OD que elaboraram e ao desen-
volvimento de autonomia pontuando, sobretudo, as discussdes ocorridas sobre
“significado”. A seguir, apresentou a OD por ela elaborada, aproveitando ao ma-
ximo as situagdes desenvolvidas pelos professores em suas produgoes. Foi como
se tivessem tido um insight: “Ab! Agora estamos entendendo!”. Era um alivio,
como se enfim encontrassem o que estavam procurando desde o inicio.

Esta organizacdo consiste de nove fichas de atividades para alunos de quin-
ta série, que se encontram no Apéndice B e foram elaboradas no contexto desta
formagao. A primeira apresenta oito tarefas associadas a concepcdo de quociente,
tratando de grandezas discretas e continuas que solicitam a mobilizagao da técni-
ca da divisdo, exata ou nio, de nimeros naturais.

Uma delas solicita a distribuicao de ovelhas que obriga a ocorréncia de resto
se a distribui¢do for igualitaria. A dltima tarefa solicita a medi¢do do comprimen-
to, da largura e da drea de pedacos de folhas coloridas, medindo 20 cm x 8 cm,
18cmx 8cm, 18 cm x 6 cm e 13 cm x 8 cm; utilizando uma superficie quadrada
de lado 4 cm, como unidade de medida com o objetivo de mostrar a necessidade
de subdivisao da unidade para que se concretize a medi¢ao.

A Ficha 2 apresenta nove tarefas que associam a concepgao de medida ou
parte-todo. A primeira solicita a medi¢ao do comprimento e da largura da cartei-
ra por cada um dos elementos do grupo de alunos, cada um deles utilizou uma de
trés réguas apresentadas, uma de polegadas e duas sem subdivisoes, medindo 12 e
16 cm cada uma. As réguas sio empregadas também em outra tarefa que solicita
a medicao de segmentos. Algumas tarefas que pedem a localizagio de ntimeros
fracionarios em esquemas de medi¢do e comparagao de fracionarios também fa-
zem parte dessa ficha. Trata também de situagdes que pedem a mobiliza¢iao da
concepgao parte-todo em situacgdes de identificagdo de fraciondrios em figuras, da
divisdo de figuras planas e uma situagao-problema.
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A Ficha 3 trata de nove tarefas que solicitam a mobilizacdo da concepcio
parte-todo e a identificacio dos nimeros fraciondrios correspondentes as pegas
de um quebra-cabecas baseado em divisdes nio congruentes de um triangulo
equildtero. As outras tarefas solicitam a identificacdo de fracionarios em figuras
que representam grandezas discretas ou continuas, além da divisdo de figuras
para identificar um fracionario dado. Uma delas retoma a concep¢do de medida
associada a distancia entre dois pontos em um esquema de medida.

A Ficha 4 apresenta dez situacdes que solicitam a mobilizacdo da concepcio
parte-todo, medida, quociente, operador e razdo tratando de grandezas discretas
e continuas. Uma das tarefas associadas a concep¢do parte-todo solicita a dobra-
dura de superficies retangulares e circulares em partes “iguais”. Quatro dessas
tarefas solicitam a comparacdo de nimeros fracionarios.

A Ficha 5 com 13 situagoes e a Ficha 6 com 11 situacoes associadas as mes-
mas concep¢oes da ficha anterior, das quais algumas ja apresentam um tratamen-
to estritamente numérico, solicitando fracdes equivalentes e alguma comparacio.

As Fichas 7, 8 e 9 tratam de tarefas para o ensino das quatro operacdes fun-
damentais com numeros fracionarios, objetivando a compreensio e determinag¢ao
das regras operatorias pelos proprios alunos. Estas tarefas apresentam essencial-
mente esquemas de medidas e superficies planas, como suporte para a percepgao
das operacoes pretendidas.

Iniciamos um processo de discussio dessa Organizagdo Didética enfatizando
as escolhas e o planejamento em fichas de trabalho com alguma previsio para
o tempo de aplicagdo. As discussoes das fichas que iriam para a sala de aula,
deixaram os professores aliviados e livres para vdrias sugestdes, inclusive, a de
que preparassemos fichas para trabalhar com equivaléncia, ordem e operagoes
de fracionarios. Queriam saber como encaminhar esse ensino; como nio havia
tempo para outros procedimentos, essas fichas foram acrescentadas a OD. Enfim,
conseguiram identificar as concepgoes de fracionarios associadas as tarefas e dis-
cutir as possiveis técnicas que as resolveriam, embora alguns ainda apresentassem
certas incompreensoes.

Discutiram a nova OD até o dia 2/4/04, até a Ficha 5, fazendo varias suges-
toes, que foram respeitadas e integradas a OD que foi aplicada em uma sala de
aula de quinta série da escola e pode ser vista no apéndice B, deste trabalho. No
dia 12/3/04, o Prof. Bruno faz o seguinte comentario: (Este trabalho) “ndo tem
nada a ver (com o que fizemos). Diferente daquilo que eu pensava. O nosso tra-
balbo nao foi criativo™.

Escolheram o professor que assumiria a sala de quinta série, enquanto os
outros assumissem o papel de observador, com a professora da classe e os obser-
vadores do projeto.
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Embora as criangas estivessem muito animadas com um trabalho “diferen-
te”, a professora Gina, escolhida para aplicagao, sentiu-se insegura para discutir
com os alunos e pediu que a formadora prosseguisse com o trabalho com as crian-
cas. De certa forma, ao mesmo tempo que eles queriam ver a formadora, atuando
com uma quinta série, talvez tivessem duvidas sobre sua atuacio.

Em razdo do planejamento da professora da sala, aplicamos a sequéncia
durante duas semanas em cinco aulas dobradas, terminando no dia 14/4/04. Du-
rante essas aulas, a professora da classe teve acesso a todo o material utilizado
e, no final, solicitou o material restante para dar continuidade ao trabalho com
a ajuda dos professores da escola vinculados ao projeto. Segundo a Prof. Gina, a
professora da sala ficou encantada e até mudou de postura.

Enfim, vimos uma OM empirica que, segundo Chevallard (1999) esta viva
em uma instituicdo concreta, em um momento histérico concreto, com algumas
caracteristicas e restricoes especificas, que se institucionaliza, de alguma forma,
em uma institui¢ao escolar, embora ndo tenha sido possivel avaliar sua aplicacio
na integra, pois isto seria outra pesquisa.

3.1.5.4 6° momento

E o da avaliacio que se articula no momento da institucionalizacio. Na
prdtica, é o momento em que se faz um balanco para se examinar, o que valeu e
o que se aprendeu.

Naio pudemos avaliar o efeito da aplicacdo dessas fichas na aprendizagem das
criangas, mas, durante a aplicagdo como se fez necessario algumas reunides rapidas
para discutir as acoes em sala de aula e definir estratégias. Em uma delas, em 6/4/04,
a professora Gina justifica que sentiu panico na hora do trabalho com os alunos
e, por isso, pediu para a formadora continuar. Aproveitaram, também, o momento
para discorrer sobre o que observaram do aluno durante a aula, percebendo, que é
necessario ensinar as criangas a trabalhar em grupo e ter autonomia para resolver as
tarefas apresentadas; além do quanto € dificil gerenciar os momentos de impasse € o
trabalho coletivo, visto que os alunos nao estavam habituados a trabalhar em grupo.

No final da reunido, constatamos que os professores precisavam “ver”
para “aprender”:

A gente estd aprendendo muito. (Prof. Fabiana, 6/4/04, p. 10)
Tirar coisas dos alunos. (Aluna, 6/4/03, p. 10)
Puxar de dentro. Eu tiro muitas coisas para mim. (Prof. Fabiana, 6/4/03, p. 10)

Ja tinhamos percebido essa necessidade durante a discussdo para a aplicacao
da OD em sala, quando o professor Bruno afirmou: “Depois que vocé (formadora)
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fala, fica tao fdcil! Se eu ndo consigo resolver um exercicio do aluno, como vou
explicar para ele?”

O encontro do dia 16/4 foi dedicado a avaliagdo da aplicacio da OD
e da propria formacdo e as falas dos professores dizem, por si s6, o resultado
desse encontro:

Eu acho que o fato de eles usarem o material colaborou para compreen-
der. Se a gente desenha na lousa ndo é a mesma coisa que trabalhar com o
material. O aluno que entendeu que dobrando a figura, ele via a solugio,
ele comecou a ensinar os outros. (Prof. Antonio, 16/4/04, p. 1)

Eu participei os cinco dias e nos primeiros dias fiquei desesperada. Na se-
gunda semana, foi mais tranquilo o trabalho. E, também, adoraram usar a
régua de polegadas. Eu achei maravilhoso ver o aluno aprendendo. (Prof.
Gina, 16/4/04, p. 2)

Como vamos mudar a consciéncia dos professores, que este tipo de traba-
lho é muito mais importante. (Prof. Bruno, 16/4/04, p. 2)

Eu achei que eu ia aprender alguma coisa sobre fracao, mas que nio me-
xeria com os alunos. E eu vi que mexe com a aprendizagem dos alunos,
sim. Eu vi que eu s6 sabia colocar um nimero sobre o outro. Acho que
eu aprendi muito e que ainda tenho muito que aprender. (Prof. Bruno,
16/4/04, p. 3)

Ficou muito forte foi a minha reflexdo sobre o exercicio que vou escolher
para comecgar um determinado assunto. Qual meu objetivo? O que quero
do aluno? Sera a melhor forma de comegar um assunto novo? (Prof. Gina,
16/4/04, p. 3)

Eu achei interessante pensar sobre a pratica. Temos que mudar o que
sabemos. Refazer. E é muito dificil. Tenho até vergonha da sequéncia que
montei. (Prof. Davi, 16/4/04, p. 4)

O nosso medo é nio saber uma pergunta do aluno. Meu medo é ensinar
errado, acreditando que estd certo. (Prof. Bruno, 16/4/04, p. 4)

Este é meu medo também. [...] Eu estou na fase de conflito. Estou enxer-
gando meus erros. (Prof. Hilda, 16/4/04, p. 4)

Esta analise constata, o que Chevallard (1999) afirma sobre as atitudes nor-
malmente encontradas em um professor quando prepara sua obra a respeito de
uma determinada matéria:

Decide-se a “observar” um ou varios livros didaticos (de maneira mais
ou menos sistemadtica), a “analisar” (superficialmente) seu conteudo, a
“avaliar” (de maneira as vezes pouco combinada) este conteudo, por fim
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a “desenvolver” (as vezes rapidamente) sobre esta base, seu proprio “pro-
duto”, suas aulas. (CHEVALLARD, 1999, p. 256)

Por outro lado, Bosch e Gascon acreditam que algumas tarefas do professor
sdo rotineiras e bem definidas, ndo colocando, em principio, grandes problemas.
Entre elas citam:

escolher um livro, preparar um curso, organizar o programa, realizar as
aulas, escolher os exercicios que os alunos deverdo realizar, propor um
exame parcial, corrigir os deveres, participar de reunides, etc. (BOSCH e
GASCON, 2001, p. 1)

Constatamos que, com nosso grupo de professores, nao foi bem assim, para
eles essas tarefas podem ser rotineiras para uma agao sem reflexao, embasada na
reproducio de livros didaticos e ndo em situacdes de aprendizagem que, de certa
forma, ja haviam tido contato, na primeira fase do projeto, foi explicitado que
tanto as sequéncias como sua aplicacao estavam embasadas na Teoria das Situa-
¢oes de Guy Brousseau.

Contudo, mesmo concordando em elaborar uma sequéncia para o ensino de
fracionarios para quinta série, nesta formagdo, os professores apresentaram em
suas produgdes planos de aula, com orientagdes para aplicacdo, no sentido de
rever o conteudo. Acreditivamos que pudessem transferir a experiéncia anterior
para elaboracao de uma sequéncia ao ensino de um conteudo que, aparentemente,
dominavam com a colaboragio da formadora, pois as queixas eram sempre em
relacdo ao ndo saber do aluno sobre o assunto.

Algumas das dificuldades para essa realizagdo ficaram claras, no decorrer
da formacdo, entre elas as de fazer relacdes de forma geral, elaborar e seguir um
plano de trabalho, pois recuavam e modificavam decisdes ja tomadas, a cada im-
pedimento que encontravam, sem perceber que o estavam fazendo.

Um dos motivos provaveis para tais dificuldades pode ser o fato de nao te-
rem sido formados para tomar decisdes desse tipo em sua pratica, pois, de acordo,
com Bosch e Gascon (2001) as tarefas didaticas de cada professor, bem como as
técnicas diddticas e as nogdes e principios que utiliza para interpretar e justificar
sua pratica docente, ndo sdo criadas pelo préprio professor. Entretanto, fazem
parte de um conjunto de tarefas, técnicas, no¢des e principios disponiveis na ins-
tituicao escolar que aparecem em momentos historicos diferentes e apoiam-se em
diversas estruturas com funcdes que permanecem desconhecidas aos professores
e mudam ao longo do tempo.

Para esses autores, as tarefas didaticas de um professor sao descritas pe-
las nog¢oes que tém sentido na institui¢ao escolar em um determinado momento
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historico e, da mesma forma, as técnicas que usam para realizar tais tarefas, assim
como os discursos didatico-matematicos para justificar e interpretar estas técnicas
ndo sdo criacdes “pessoais”, mas, adaptagdes de técnicas e discursos tecnologicos
disponiveis nessa institui¢do.

Cabe aqui um parénteses a respeito da escolha do tema de estudo, pois alguns
autores que defendem a pesquisa acdo como metodologia de formacao referem
como decisdo dos professores a escolha do tema a ser tratado, porém constatamos
que se fosse dada a oportunidade, naquele momento, aos professores, eles fariam
escolhas mais proximas de novas exigéncias que lhes estio sendo feitas, como
afirmou a prof. Fabiana:

Eu pensei que vocé ia trabalhar com fragdo para ensinar a gente a montar
projeto. A escola pede para a gente montar um projeto em dois dias, e a
gente nao sabe como fazer. Mas, eu achei legal vocé pedir a atividade da
aula, pois a gente foi pesquisar. (Prof. Fabiana, 8/8/03, p. 5)

Os outros professores concordaram com o comentario da colega, de imedia-
to, explicitando a necessidade de alguma “receita” para aprender o que acreditam
nio saber.

Julgamos, sim, que os professores devem ser ouvidos e externar suas neces-
sidades nas formagdes que participam; no entanto, sabemos que nem sempre tém
dominio de contetidos basicos necessarios para garantir a aprendizagem de seus
alunos e que, de alguma forma, devem ser conduzidos a refletir sobre eles.

A esse respeito, percebemos que os comentdrios sobre o ndo saber dos alu-
nos, constantes no inicio das atividades, foram por terra e deram lugar a uma
angustia que permeou toda a formag¢ao, mostrando-se presente com muita forca
no segundo mapa conceitual e, ainda, no ultimo dia da formagio: “Foi dolorido,
eu perceber que eu ndo sabia fracio” (Prof. Gina, 16/4, p. 10), bem como em seus
relatorios finais: “[..] e os conteiidos que imaginava dominar um pouco, logo
percebi que ndo dominava absolutamente nada”. (Prof. Bruno, relatério final).

Estas constatagdes dos professores podem ser justificadas por Balachef
(1995), quando afirma que observou em muitas situacdes a coabita¢ao, em um
mesmo ser humano, de conhecimentos que parecem contraditorios aos olhos de
um observador que tem a capacidade de relacionar situagdes que sdo vistas como
distintas pelo préprio sujeito.

[...] que resolvendo um problema especifico, em um momento preciso, e
interagindo com um meio dado, quando a a¢do dos sujeitos é racional, ela
€ necessariamente coerente. Mas nada impede que globalmente, as con-
cepcoes do sujeito sobre um conceito matematico dado sejam mutuamente
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incoerentes. o conhecimento de um sujeito sobre um objeto matematico
diz respeito a suas diferentes concepgoes, mobilizadas em diferentes mo-
mentos, na resolu¢do de diferentes problemas e, nio apenas pode, mas é,
em geral, globalmente incoerente. (BELLEMAIN e LIMA, 2002, p. 21)

Por outro lado, como as concepg¢des tém uma natureza essencialmente cog-
nitiva e, a0 mesmo tempo, em que sdo indispensaveis para estruturar o sentido
que damos as coisas, segundo Ponte (1992) atuam também como uma espécie de
filtro que pode bloquear novas realidades ou problemas, limitando possibilidades
de atuacdo e compreensio.

Para o autor, as concepg¢des formam-se em um processo simultaneamente indi-
vidual (resultante da elaboracdo sobre a propria experiéncia) e social (resultante do
confronto das proprias elaboracdes com as dos outros) que fazem com que nossas
concepgOes sobre a matematica sejam influenciadas, tanto pelas experiéncias que
estamos habituados a reconhecer como pelas representacoes sociais dominantes.

Assim, temos, de um lado, os bloqueios provocados pela tentativa de mudan-
¢a de concepgoes a respeito de numeros fracionarios:

Estou chegando a uma conclusio: que quando vocé briga com vocé mesmo,
sobre mudanga, como romper aquilo que ja se sabe é duro, s6 quem ganha
com isso € vocé mesmo, e isto também ndo é do dia para a noite, demora
um pouco. (Prof. Davi, rel. final)

Esse momento (de desequilibrio) é muito importante, é nele que paramos
para reconstruir ou continuar com nosso erro. E por esse motivo que
muitos professores recuam, pois preferem ficar com o que ja foi constru-
ido. Agora, posso perceber porque eu tinha tanto medo de errar. (Prof.
Fabiana, rel. final)

Por sua vez, destacamos a exigéncia do dominio da Matematica a ser ensina-
da em autores, como Schulman (1987), quando afirma que um professor precisa
saber uma matematica relacionada ao saber pratico-pedagogico, em que as ques-
toes epistemoldgicas da matematica e de seu ensino-aprendizagem sejam tratadas
no contexto da ac¢do, devendo compreender:

a fundo a matéria especifica que ensina, [...] tendo especial responsabili-
dade ao conhecimento dos conteidos da aula, ao qual opera como a fonte
principal da compreensdo da matéria por parte do aluno. [...] Frente a di-
versidade do alunado, o docente deve ter uma compreensao flexivel com
varias faces, adequada para explicar alternativas deferentes dos mesmos
conceitos ou principios. (Ibid, p. 176)
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Embora ndo tenhamos o quadro ideal citado por Shulmann, pudemos per-
ceber a acdo de filtro de suas concep¢oes, como observado por Ponte, quando os
professores constataram a limitagdo do dominio de validade dos conhecimentos
que tinham a respeito de fraciondrios e tomaram consciéncia de um certo desequi-
librio em sua prépria relacdo com o saber que foi explicitado em varios momentos.

O que ficou forte para mim foi o desequilibrio. Na escola particular eu
procuro me manter equilibrado e desequilibrar o grupo [...] percebi que
algumas pessoas que, aparentemente, sdo fortes, ndo tém tantos argumen-
tos assim. (Prof. Bruno)

Aconteceram muitos desequilibrios, mas apesar de tudo aprendemos as
etapas de uma analise a priori. (Prof. Gina, rel. final)

Dessa forma, cremos na assertiva de nossa escolha do tema, porque pode nos
revelar que esses professores ndo esperavam perceber seus ndo saberes e sentir
“desequilibrio” porque acreditavam ter pleno dominio do campo dos racionais.
Desse modo, quando notaram que o dominio de suas concepcdes a respeito de
fracionarios era muito restrito, apresentaram um bloqueio para novas realizac¢oes
que encaminharam, a nosso ver, a producdes de Organizacoes Didaticas mobili-
zando Organizacdes Matematicas mais rigidas no trabalho em grupo, do que as
que realizaram individualmente no inicio da formacao.

Com uma certa superagao desses momentos de angustia, percebemos algu-
mas mudancas em suas proprias relacdes com o saber:

Eu trabalhava muito em funcdo da regra e agora eu estou trabalhando
diferente e eu até aprendi algumas coisas aqui de manha e a tarde eu ja
apliquei, entdo estou mudando porque eu percebi que trabalhava errado.
(Prof. Antonio)

Isto ndo é suficiente para garantir que esse professor tenha efetivamente mu-
dado suas concepgoes a respeito de fraciondrios na abrangéncia necessaria. Para
Shulman (1987), o comportamento docente esta estreitamente ligado a compre-
ensdo e a transformacdo da compreensao, visto que as técnicas de instrucao flexi-
veis e interativas que empregam se tornam de modo simples inaplicaveis, quando
nao entende bem a matéria que deve ensinar.

Em particular, de acordo com Thompson (1997) a consisténcia observada
entre as concepcOes de Matematica professadas por professores e o modo pelo
qual eles tipicamente apresentam o conteudo, sugere de modo acentuado que as
visoes, crengas e preferéncias dos professores sobre a Matematica influem sobre
sua pratica docente.
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Nesse momento, cabe perguntar, entdo, o porqué do “desequilibrio” provo-
cado pela necessidade de mudanca de suas proprias relacdes com o saber. Se esses
professores, como alunos, foram receptores de informagdes e sua pratica, como
profissionais, ndo permite que reflitam sobre possiveis incoeréncias no tratamen-
to com os conteudos, como podemos complementar sua formagao?

A mudanga de concepgdes a respeito de conhecimentos matemadticos a
nosso ver, passa por dois pontos: a formagao de adultos e o desenvolvimento
de autonomia.

Para discutir a primeira, reportamo-nos a Andragogia que, segundo Caval-
canti (1999), é a arte e ciéncia de orientar adultos a aprender que difere da Peda-
gogia, porque esta estuda a educagio e ensino de criangas. Para o autor, os adultos
“se sentem motivados a aprender quando entendem as vantagens e beneficios de
um aprendizado, bem como as consequéncias negativas de seu desconhecimento”
(Ibid, 1999, p. 3).

Esta afirmagdo levou-nos a pensar em um provavel motivo para algumas
dificuldades de aprendizagem de professores: perceber as vantagens — o sistema
normalmente ndo valoriza os bons trabalhos, os alunos nio se motivam para
aprender, a remunerag¢io nio se altera, ... Consequéncias negativas? Nio ha. Pois
normalmente ndo se sabe o que acontece em sala de aula e os alunos ndo apren-
dem, porque ndo querem.

Para Cavalcanti (1999), as motivacdes mais fortes dos adultos sdo internas,
relacionadas com a satisfacao pelo trabalho realizado, melhora da qualidade de
vida e elevagdo da autoestima. Quanto a qualidade de vida, ndo ha o que falar,
mas, a respeito de autoestima, compreendemos que a participagao em nossos en-
contros tenha contribuido para melhora-la, como podemos observar nos depoi-
mentos de alguns professores:

Eu me sinto 14 em cima, todos querem assistir minha aula, mas estou
criando inimizades na escola (com outros professores). antes eu nao abria
a boca nas reunides, agora eu pergunto: por qué? (Prof.Y)

Essa historia do desequilibrio me deixa cheio de argumentos, antes o meu
discurso estava vazio, eu falava, falava, falava, ... (Prof. Bruno)

Fica, entdo, a pergunta de como conduzir uma formag¢ao continuada de pro-
fessores que, como adultos, precisam ver alguma vantagem em aprender novos
enfoques para os conteudos que ensinam ou, pelo menos, perceber alguma conse-
quéncia negativa desse ndo saber.

Quanto a autonomia, embora os professores que participam de nosso proje-
to, hd alguns anos, sintam-se diferenciados dos demais e crescendo, entendemos
que ainda nao tém autonomia suficiente para reflexdes tedricas que permitam



O dispositivo experimental

um conhecimento pedagdgico® da matemadtica mais eficiente, isto é que provoque
aprendizagem por meio de uma pratica docente de producio, retraducio, selecdo,
adaptacado e, também, caréncia de saberes.

Como impedimento para o desenvolvimento da autonomia, Linard (2000)
destaca, entre outros tipos de auséncia, a de tipo cognitivo, que é a capacidade de
se distanciar da prépria acdo para se conscientizar dos mecanismos de seu proprio
pensamento, o que permitiria melhora-los e dirigi-los de maneira auténoma.

Conforme a autora citada, a autonomia consiste em além de saber dar conta
sozinho de situagoes complexas, saber, também, colaborar, orientar-se nos deveres
e necessidades multiplas, distinguir o essencial do acessorio, nio naufragar na
profusao das informagdes, fazer as boas escolhas, segundo boas estratégias, além
de gerir corretamente seu tempo e sua agenda. Acrescenta que um modelo, mais
coerente e inspirador para organizar uma formacgao, seria:

o de considerar que os aprendizes, criangas ou adultos, sejam agentes in-
tencionais que desempenham um papel ativo essencial nos acontecimen-
tos e atividades de que participam, pois o processo de aprendizagem é, em
parte, intencional e se auto-organiza a partir de seu préprio funcionamen-
to e de seus proprios resultados. (LINARD, 2000, p. 6)

Acrescenta, ainda, que um professor transforma-se com base em suas atitu-
des com o conhecimento e a aprendizagem, que se transformam com novas aber-
turas e restricoes que o levam, aos poucos, a se dedicar menos tempo a exposi¢ao
de conhecimentos e mais a criagiao de condi¢oes que possibilitem aos alunos de-
senvolver seus proprios meios de construir conhecimentos que, segundo a autora,
leva tempo, muito tempo.

Compreendemos, entdo, porque alguns professores, mesmo estando em nos-
so projeto por alguns anos, ainda ndo desenvolveram uma certa autonomia em
suas relagdes com o conteudo, tendo em vista que tratamos de um assunto muito
presente nas aulas de Matematica do Ensino Fundamental. Provavelmente, esta
dificuldade deve-se a formag¢do matematica que possuem que, de acordo com
Becker (2001, p. 31) conserva o professor prisioneiro de epistemologias do senso
comum, tornando-o incapaz de tomar consciéncia das amarras que aprisionam o
seu fazer e o seu pensar.

Consideramos nossa primeira questdo respondida por Organizag¢des Didati-
cas que mobilizam Organizacbes Matematicas muito rigidas, com relagio a OM
de referéncia, para atender a série de exigéncias que a conceituagao de nimeros

3 Segundo Shulmann (1987, p. 174) é um amadlgama entre matéria e pedagogia que consti-
tui uma esfera exclusiva dos professores, sua propria forma de compreensio profissional.
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fracionarios faz para a quinta série. Quanto as concepgdes associadas aos tipos
de tarefas vimos que mobilizam com predominancia da concepgao parte-todo em
contextos que envolvem superficies em tarefas que sio resolvidas pela técnica da
dupla contagem das partes, seguida pela concepc¢ao de razio que, para eles, inde-
pendente da situacdo, sempre poderia ser associada a divisao. De modo timido,
apresentam algum tipo de tarefa que solicite a relagdo entre duas ou mais concep-
¢oes para fracionarios.

As dificuldades apresentadas pelos professores, talvez se justifiquem por uma
formagao inicial pouco consistente em matematica elementar que é agravada por
uma formacgio profissional que de modo aparente niao desenvolve a autonomia
necessaria para que se aperfeicoem. Pelo contrario, as aberturas proporcionadas
para novas compreensdes tendem a levar esses professores ao senso comum de
sua pratica, por ndo conseguir se distanciar o suficiente para refletir sobre seu
proprio conhecimento e o que estd a sua volta.

Por outro lado, a nosso ver, a auséncia de autonomia faz com que a percep-
¢do pelos professores de incoeréncias que expdem seus proprios ndo saberes do
conteudo, os conduzem a se sentirem bloqueados ao ponto de nio conseguirem
se apropriar da formagado recebida, transformando-as em possiveis acoes para a
formacao de seus alunos.

Enquanto a formacao inicial ndo der conta de instrumentar o professor para
exercer sua profissio criticamente, julgamos que tenhamos de abordar conteu-
dos matematicos nas formacgoes continuadas, mesmo aqueles que os professores
acreditam dominar. Essas formagdes teriam como um de seus objetivos ampliar
o dominio de conhecimentos e o desenvolvimento de um nivel de autonomia que
permitam ao professor identificar, o que nao sabe e quando pode aprender sozi-
nho ou quando precisa de ajuda.

S6 assim, as formagdes continuadas poderiam assumir seu carater efetivo de
atualizacdo desse professor a respeito de resultados de pesquisa que o auxiliem a
se aprimorar cada vez mais como profissional.

3.2 Concepgdes dos professores sobre seus alunos

Em nossa problematica, propusemo-nos a responder a seguinte questao:

E possivel encaminbar professores de matemdtica a reflexoes que possibili-
tem mudangas nas concepcoes que tém de seus alunos, proporcionando-lhes um
novo lugar na instituicao escolar?

Na realizagdo do primeiro mapa conceitual e na formagao anterior, percebe-
mos que os professores sempre afirmavam que os alunos ndo sabiam tratar com
os numeros fraciondrios, resolvemos que, enquanto coletavam individualmente
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as situagdes para elaborar a sequéncia de ensino, discutimos com eles um ques-
tionario que haviam respondido antes a respeito de possiveis respostas de alunos
para algumas questdes que envolviam fracionarios. A ideia era leva-los a refletir a
respeito de provaveis dificuldades dos alunos para que pudessem ser consideradas
durante a elaboracdao da Organiza¢ao Didatica.

Constatamos que a grande preocupacdo desses professores era com as di-
ficuldades que os alunos tém no calculo com fraciondrios e suas técnicas, apon-
tando, sobretudo as dificuldades com: adi¢ao com denominadores diferentes, en-
contrar denominadores comuns, achar mmc, divisdo, equivaléncia, comparagio,
transformacoes e até a tabuada, sendo a divisdo a mais lembrada. Os professores
ainda citaram a perda de referéncia do inteiro e a dificuldade no tratamento com
grandezas discretas, como pudemos observar nas seguintes frases:

O que é fragdo, o aluno nio imagina que é pegar o todo e dividir em par-
tes. (Prof. Y, 15/8/03, p. 9)

O aluno nao relaciona que metade é em qualquer coisa. (Prof. Fabiana,
15/8/03, p. 9)

O aluno nio consegue enxergar a fragio como divisdo e se vocé der uma
figura e pedir 1/3, o aluno consegue, mas nao consegue pintar, por exem-
plo 4/3, colocar outro inteiro. (Prof. Y, 15/8/03, p. 8)

Na multiplicagio e divisdo ele quer tirar o mmc. (Prof. Gina, 15/8/03, p. 9)
Ele sabe dividir pelo de baixo e multiplicar pelo de cima. (Prof. Gina,
15/8/03, p. 9)

O aluno ndo consegue transferir o tamanho da barra de chocolate para a
reta. Ele ndo consegue localizar. (Prof. Bruno, 15/8/03, p. 5)

Nos primeiros encontros, frases desse tipo foram constantes ,embora a prof.
Fabiana, ja no segundo, tenha percebido que: “a gente ajuda o aluno a ficar mais
confuso, ensina que tem que dividir a figura inteira” (p. 2).

Em outros momentos, solicitamos que previssem possiveis a¢oes de seus alu-
nos perante algumas situagdes como, por exemplo, a distribuicao de dez bolinhas
para trés criangas que foi seguida do seguinte dialogo:

Eu acho que ele daria como resposta trés bolinhas, pois ndo saberia o que
fazer com a bolinha restante. (Prof. Gina, 15/8/03, p. 3)

Os alunos estao acostumados com um objeto e agora ele esta em conjun-
to. Eu acho que o aluno nio ia responder. (Prof. Edson, 15/8/03, p. 4)

Eu acho que o aluno ia desprezar uma bolinha. (Prof. Y, 15/8/03, p. 4)
Pegaria trés bolinhas mais 1/3 da outra. (Prof. Edson, 15/8/03, p. 4)
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Questionados sobre a possibilidade de resolu¢do da questdo, todos afirma-
ram, que € possivel, mas nenhum justifica de imediato que se trata de um problema
de divisdo com resto, porque deve ser tratada no campo dos naturais, fato este que
passou despercebido pelos professores sendo, entdo, explicitado pela formadora.

Pudemos perceber, assim, que os professores, sem se dar conta, explicitavam
os mesmos ndo saberes que creditavam a seus alunos. O professor que cita a
transferéncia da “barra de chocolate” para um esquema de medida, utiliza esse
procedimento para solucionar algumas situa¢ées de medida mostrando sua pre-
feréncia pela concep¢ao parte-todo associada a superficies. No dia 17/10/03, esse
mesmo professor perguntou sobre como explicar para o aluno que na divisio
de duas fracoes, multiplica-se a primeira pelo inverso da segunda, provocando o
seguinte didlogo:

Eu aplicaria a regra direto. (Prof. Gina, p. 13)

Como a gente explica a divisao? Quantas vezes cabe um certo nimero
dentro do outro? (Prof. Fabiana, p. 13)

Podemos usar fracdes equivalentes? (Prof. Gina, p. 13)

Depois de varios explicacbes da formadora, a prof. Gina afirma: “Podem
achar um denominador comum! Quando os alunos fazem isso, eu digo que
nio pode.”

Ao perceber a incoeréncia entre o discurso que os professores fazem sobre o
dominio do contetdo pelos alunos e seu proprio dominio, tentamos encaminha-
-los a percebé-la e procurar explicagdes para as causas desse olhar do professor
para seu aluno.

Um desses momentos ocorreu, em outubro, no inicio da formagao especifica,
quando o Prof. Edson comenta que os alunos acumulam defasagens. Perguntados
sobre como o professor inicia suas aulas na quinta série, a Prof. Fabiana imedia-
tamente respondeu que era da primeira pagina do livro e que ia até onde desse.
Questionada entao sobre a sexta série, a resposta foi a mesma. E assim, para a
sétima e oitava.

Nesse momento, perceberam como acontecia parte das defasagens dos alu-
nos, justificaram que a culpa € do sistema, pois o “projeto pedagdgico da escola
tem que ter todos os professores, direcdo e pais envolvidos, ndo pode ser s6 um
professor” (Prof. Edson, 3/10/03, p. 17). E, também, do sistema de empréstimo
de livro didatico para o aluno, que nao permite que os alunos da sexta série, por
exemplo, terminem o livro da quinta, pois este ja estaria em outras maos, o que
certamente ndo exime o professor de colaborar com essa defasagem.

Observamos que na falta de um olhar objetivo para os problemas que enfren-
ta, que permitam analisar suas proprias ac¢oes, o professor disfarca sua angustia e
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apresenta até uma atitude de defesa, atribuindo a falta de aprendizagem do aluno
a sua propria falta de interesse ou ao professor do ano anterior por ndo ensinar
adequadamente, ou permitir a aprovagao do aluno sem condi¢des, argumentan-
do, inclusive, que os alunos tém trauma sobre fracdo e que, para eles, o assunto é
um bicho de sete cabecas.

Isto ndo quer dizer que nao houve momentos em que olhassem objetivamen-
te suas agoes:

Acho que o aluno vai pegar a régua que tem graduagdo. E vai sentir a
mesma dificuldade que estou sentindo. (Prof. Hilda, 12/3/04, p. 25)

Como um circulo vicioso, essas justificativas que, ultimamente, vém mu-
dando o foco para a progressdo continuada, impedem o professor de perceber
que ele também faz parte desse circulo e é provavel que sera responsabilizado,
por um outro professor, do ndo saber de seu atual aluno, mais que isso, ndo o
leva a perceber que os ndo saberes de seus alunos sio também seus e, como uma
bola de neve bloqueia-o a desenvolver, pelo menos, a autonomia para refletir
sobre suas agoes.

No entanto, constatamos que tal atitude é detectada também em Portugal, na
afirmagao de Ponte (1994):

Para os professores, as causas do insucesso dos seus alunos sdo frequen-
temente a sua “ma preparacdo” em anos anteriores. Por um raciocinio
recorrente chega-se rapidamente ao 1° ciclo, dai as insuficiéncias da edu-
cagao pré-escolar... Apontam igualmente o facto de muitas familias terem
um nivel sécio-econdmico e cultural muito baixo — ou terem um nivel
aceitavel mas nio incentivarem suficientemente os alunos. Os professores
indicam que os alunos nao se esforcam, nio prestam aten¢io nas aulas
nem estudam em casa. [...] Responsabilizam assim, os alunos, as familias,
os professores dos anos anteriores, os curriculos e as caracteristicas pro-
prias da disciplina. (Ibid, p. 1)

Os PCN (1998) esperam que esses professores desenvolvam a autonomia
do aluno em relacdo a construcdo de seu conhecimento, levando o aluno a saber:
0 que quer saber, como buscar informagoes, como desenvolver um dado conhe-
cimento, como manter uma postura critica, comparando diferentes visdes e re-
servando para si o direito de conclusdo. Esta autonomia depende sobretudo do
desenvolvimento da autonomia moral e emocional, que envolve autorrespeito,
respeito mutuo, seguranga e sensibilidade. Acrescentam que a aprendizagem da
autonomia inclui a nog¢ao de responsabilidade pelos proprios atos, pois, ao optar
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por determinadas atitudes diante de situagdes concretas, a pessoa se faz responsa-
vel pela escolha assumida.

Cremos ser dificil que um professor possa cumpri-lo, pelo fato de viver mo-
mentos de conflitos provocados pela percepcio de nio saber algo que acredi-
tava ter dominio e que nao se apresentou durante a formagio de Geometria,
pois afirmou nio dominar o conteudo. Esta constatagdo exigiu agdes formati-
vas que conduzissem os professores a transferir o foco dos alunos, para suas
proprias agdes, provocando algumas situagoes delicadas, com reacoes dificeis de
serem refutadas no sentido de evitar constrangimentos maiores. Por exemplo,
quando afirmaram que:

O aluno s6 vé a regra do mmc, mas nao vé a equivaléncia. (Prof. Gina,
15/8/03, p. 2)

A fatoracdo, a decomposi¢ao, para ele é s6 mmc. Ele sabe dividir pelo
debaixo e multiplicar pelo de cima. (Prof. Bruno, 15/8/03, p. 2)

Os professores quando foram questionados sobre a causa dessa predileciao
dos alunos por regras, o prof. Bruno expressou a seguinte reacdo: “quando eu
estava no ensino fundamental, eu sempre aprendi s6 a regra. Eu sé aprendi a mal-
dita regra e sempre passei de ano” sem perceber que se refere a “passar de ano” e
ndo a aprender. Outros professores prosseguem com outros comentarios:

Serd que essa crianga questionadora (de hoje) aprende mais que os an-
tigos? Os alunos que aprendem mais, sio os que tém interesse proprio.
(Prof. Edson, 15/8/03, p. 2)

Eu parei a aula e deixei como exercicio 4/3. Durante a semana, apenas
um aluno discutiu comigo para tentar entender o significado de 4/3. (Prof.
Bruno, 15/8/03, p. 2)

Como deixar claro para o aluno o significado de numerador e denomina-
dor? (Prof. Edson, 15/8/03, p. 2)

Um dos pontos que julgamos estar por trds dessas falas dos professores,
pode ser a propria compreensao que tém sobre o que é aprendizagem. Esta supo-
sicdo se faz por detectarmos que reproduzem alguns chavoes inconsistentes em
seus discursos e por varias citacdes a respeito de desequilibrio, como a da Prof.
Fabiana quando afirma: “agora eu entendi, o que é desequilibrio”. Constatamos,
entao, que muito do discurso desses professores baseia-se na memorizagio e nao
na compreensao.

Para Lalanda e Abrantes (1996) embora a memoriza¢do seja importante
para a aprendizagem intelectual, é preciso compreender antes de memorizar, pois,
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se ndo forem compreendidas e apreendidas as relacdes que existem entre elas por
meio de uma constante reflexdo sobre o sentido do que é estudado, a memoriza-
¢do serd inutil, porque ndo pode se transformar em corpo de conhecimentos.

Nio temos duvidas de que o enfoque da formacao inicial desses professores
foi o da aprendizagem por memorizagao pelo seguinte:

Mesmo quando eu estudei, eu decorava tudo. Eu fiz uma prova de analise
e nao sei o que eu analisei, mas eu passei. (Prof. Gina, 7/11/03, p. 5)
Quando a professora pedia para calcular juros compostos sem a férmula,
eu usava a formula, via quais eram as passagens e apagava. (Prof. Fabia-
na, 7/11/03, p. 5)

Outro momento que nos mostrou a incoeréncia de seu discurso, foi quando
mesmo afirmando, na andlise do questionario, que os alunos ndo “sabem signi-
ficados” e perguntem como fazer para ensini-lo, tomaram a iniciativa de que o
primeiro objetivo da sequéncia de ensino que iriam elaborar, seria: dar significado
as fragoes. Perguntados sobre como percebemos que o aluno construiu algum
significado a respeito de fracionarios, responderam:

Se ele responder, o que vocé pediu na avaliagio. (Prof. Edson, 15/8/03, p. 5)
Se eu pedir para o aluno resolver 1/5 + 2/5 e ele souber dar o resulta-
do e explicar porque ndo da 3/10, usando qualquer recurso. (Prof. Gina,
15/8/03, p. 5)

A partir do momento que vocé der uma figura uni, bi, tridimensional e vocé
der a fragdo e o aluno souber identificar. (Prof. Fabiana, 15/8/03, p. 5)

Ele tem que saber abstrair. Ele tem que saber que é uma divisdo. (Prof. Y,
15/8/03, p. 5)

Eu acho que tem que ensinar o significado. (Prof. Gina, 15/8/03, p. 6)

Podemos inferir que, embora se preocupem em “dar” significado ao con-
ceito de nimeros fraciondrios para os alunos, eles ndo tinham percep¢io do que
realmente tal tarefa significava. Para eles foi dificil observar que faz parte de suas
tarefas realizar um processo de sele¢ao de situagdes, notacdes, etc. que se traduzi-
rdo em um significado restrito para o assunto que pretendem ensinar e que sao os
responsaveis pela organiza¢ao das experiéncias de aprendizagem de seus alunos.

O grupo de professores, embora se preocupe em dar significado aos concei-
tos, ndo percebe que:

sdo as situagoes que dao sentido aos conceitos matematicos, mas o sen-
tido ndo esta nas situagdes nem nas representacdes simbolicas. E uma
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relagao do sujeito com as situagdes e os significados. Mais precisamente,
sa0 os esquemas evocados no sujeito por uma situagao ou um significante
o que constitui o sentido desta situacdo ou este significante para o indi-
viduo, de acordo com Vergnaud. (1990, p. 158 apud Godino e Batanero,
1994, p. 339-340)

Falta-lhes, também, alguma noc¢io sobre aprendizagem significativa, de
acordo com Brito (2001) refere-se a organizacido e integracdo do material a
ser aprendido na estrutura cognitiva, que é um conjunto organizado de fatos,
conceitos e generalizacdes que o individuo ja aprendeu, pois ndo se deseja que
a crianga simplesmente saiba coisas, mas sobretudo, que pense competentemen-
te sobre as mesmas e se capacite para elaborar o conhecimento que se espera
ser alcancado.

Por outro lado, entendemos que atividades exigindo dominio de conteido
e certa autonomia para pessoas que tém como referéncia a aprendizagem por
memorizagao, nao sao de facil concretizagio, além de serem dificultadas pelos
problemas que enfrentam e pela posi¢ao que a maioria dos professores da rede
publica do Estado de Sdao Paulo se encontra na institui¢ao escolar. Ademais, tanto
pais como alunos, realmente, contribuem para consolidar as incertezas profissio-
nais desses professores, como pudemos constatar em alguns depoimentos:

Se der uma situagdo problema que os alunos ndo saibam responder,
eles irdo dizer que ndo ensinei e havera uma guerra na sala. (Prof. Gina,
29/8/03, p. 13)

Na escola do meu filho, uma mae foi assistir a aula e disse que o filho dela
€ um anjo e que a professora é muito devagar. (Aluna, 24/10/03, p. 1.)
Muitos pais nio comparecem nas reunioes e com outros nao da para con-
versar, pois eles defendem seus filhos. (Prof. Davi, 24/10/03, p. 9)

Os alunos falam que nao precisam estudar para ganhar mais que a gente.
(Prof. Fabiana, 24/10/03, p. 21)

Os pais hoje preferem ndo cobrar obediéncia. Fazer obedecer tem que ter
autoridade, e as pessoas veem isso como autoritarismo. Nem sempre o pai
entende isso. (Prof. Davi, 14/11, p. 32)

Naio bastando pais e filhos, o sistema contribui com uma grande carga de
tensdo para o trabalho do professor com o nivel de violéncia permitido, prova-
velmente, pela permissdo de grandes defasagens na faixa etdria nas salas de aula,
além de alunos da Fundag¢ido Estadual para o Bem Estar do Menor (FEBEM) em
liberdade vigiada, como se a escola tivesse a estrutura apropriada para recuperar
esses menores.
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Certamente, tais condi¢des colaboram com a dificuldade do professor em
distanciar-se o suficiente para analisar suas praticas e melhor observar seus alu-
nos. Entendemos que estes também sejam, em parte, os motivos que podem justi-
ficar as afirmacdes que tecem a respeito dos alunos, pois, segundo Estrela (1994):

O professor “olha” para a sua classe, mas ndo a vé. Nao dispde de ins-
trumentos nem de metodologia de observacdo que lhe permita detectar
fenomenos de ordem pedagdgica. Conhece alguns problemas, mas de for-
ma subjetiva, pois ndo sabe dar-lhes uma expressiao objetiva. (ESTRELA,
1994, p. 13)

O que pode ser percebido nos seguintes depoimentos:

Tem um aluno que nio faz nada e foi o melhor aluno da turma no ENEM
(80%) e os que sdo considerados bons tiveram s6 50%. (Prof. Bruno,
21/11/03, p. 13)

Eu estou tentando, quando os alunos nao entendem, eu leio de novo, mas
ai nao anda, nio desenvolvem.

Vocé consegue trabalhar com dois ou trés alunos, os outros trinta e cinco
sao problema. (Prof. Gina, 21/11/03, p. 13)

O professor nao esta preparado para detectar o que os alunos ja sabem.
E como fazer, com essa carga de trabalho que temos? (21/11/03, p. 21)

A gente subestima o aluno. (Prof. Bruno, 28/11/03, p. 7)

Encontramo-nos em um quadro de formagio, no qual os professores mistu-
ram sentimentos de angustia pela percep¢ao de seus proprios ndo saberes, pelas
condicoes de trabalho que o sistema escolar lhes impoe e pelos proprios alunos que,
por si s6, caracterizam-se em obstdculos a essa formagio. SO alteramos esse qua-
dro quando aplicamos parte da Organiza¢do Didatica final em uma sala de quinta
série. Embora o grupo tenha decidido que a professora Gina seria a formadora das
criangas, ja na primeira aula ela solicitou que a formadora assumisse, porque estava
nervosa, o que foi feito em quase todas as atividades com as criancas.

Constatamos que esses dias de aplicacdo foram bastante produtivos para a
formacdo dos professores, porque perceberam finalmente, o objetivo do trabalho
e a importancia da observacdao dos alunos em a¢iao, quando se pretende que cons-
truam seus proprios conhecimentos, fato verificado nos seguintes depoimentos:

Naio achei tanto barulho porque tenho quintas séries e fiquei surpresa
porque a gente quando vé os exercicios pensa que eles nao vao resolver e
a gente percebe que eles podem resolver. (Prof. Hilda, 16/4/03, p. 7)
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E maravilhoso ver o aluno aprendendo.(Prof. Gina, 16/4/03, p. 12)
Vendo a formadora em sala de aula e vendo como ela entra dentro da ca-
beca do aluno e tira de 14 de dentro o conhecimento que estda adormecido,
aprendi que ndo pode dar a resposta diretamente para o aluno e sim fazer
ele pensar, discutir o problema com outros, buscar seu proprio caminho e
sua solugio, sempre o professor deve mostrar que tem varias maneiras de
resolver um exercicio. (Aluna, rel. final)

A aplicagdo na sala de aula concretizou todo o nosso aprendizado. Tive-
mos a oportunidade de observar, o que cada aluno conseguiu desenvolver
e progredir. Um ponto interessante foram as demonstragdes coletivas de
humor, definidas pela ruptura de um contrato estabelecido com a profes-
sora da sala. (Prof. Gina, rel. final)

Em um dos dias da aplicacdo da série de exercicios uma das criangas com
dificuldade de fala (diccdao) e que, aparentemente, havia um preconceito
sobre ela, toma destaque no grupo, pois lhe foi dada a oportunidade de
mostrar seu valor e seus colegas perceberam. (Prof. Bruno, rel. final)
Descobrimos que ndo é a quantidade de exercicios que faz com que o alu-
no entenda o significado e sim as vdrias etapas (passos) para a resolugao.
(Prof. Edson, rel. final)

Observamos que o ponto marcante do trabalho em sala de aula foi exata-
mente a percep¢ao do aluno. Para Estrela (1994, p. 26) o professor, para poder
intervir no real de modo fundamentado, tera de saber observar e problematizar,
isto é, interrogar a realidade e construir hipoteses explicativas que lhe permitirdo
intervir e avaliar.

Quando os professores ou alunos professores tém oportunidades de uma
pratica que € seguida de analises adequadas, ha muita probabilidade de eles mu-
darem ou modificarem seus padrdes de comportamentos de ensino.

Nesse sentido, para Davis e Oliveira (1990) a interpretacdo que o professor
faz do comportamento dos alunos, é fundamental para que a interacdo professor-
-aluno possa levar a construgao de conhecimentos, estando atento ao fato de que
existem muitas significagdes possiveis ao comportamento de seus alunos e bus-
cando verificar, quais delas melhor traduzem as interagdes originais. O trabalho
intelectual feito sobre materiais ou contetudos significativos é sempre mais pro-
dutivo, porque se houver compreensdo a respeito da importancia de determinada
tarefa, ela passarad a adquirir significagdo e a atividade intelectual se agilizar-se-4.

Nesse sentido, se entendermos a observagdo do aluno em acdo, a preocu-
pacdo com a aprendizagem dele como conhecimentos profissionais, saberemos
que estes exigem. Segundo Tardif (2000), sempre uma parcela de improvisacdao
e de adaptacdo a situacbes novas e unicas, as quais o profissional necessita de
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reflexdo e discernimento, ndo s6 para compreender o problema, como também
para organizar e esclarecer os objetivos almejados e os meios a serem utilizados
para atingi-los.

Mas, ndo resta a menor duvida de que tais conhecimentos profissionais ndo
podem ser construidos se o professor nao tiver confianga e desenvolver suas con-
cepcoes em relagdo a Matematica. Para isso, segundo Serrazina (1998, apud Sa-
raiva e Ponte, 2003), é necessario que o professor consolide, além do conhecimen-
to sobre os conteudos matematicos, também, sua didatica. O autor sugere como
meios para esse desenvolvimento a confrontagido de formas diferentes de abordar
os contetdos e a observagio e discussdo de aulas de outros colegas.

Dessa forma, consideramos nossa segunda questao respondida com base na
constatacdo de que os professores podem mudar o discurso a respeito da apren-
dizagem de seus alunos, pretendendo dar-lhes efetivamente o lugar de constru-
tores de seus proprios saberes, embora nio acreditemos que estejam prontos
para promover com autonomia acdes que, efetivamente, envolvam o aluno em
sua aprendizagem.

No entanto, para essa confirmagao foi preciso que a formagao os levasse a
uma situa¢ao real de ensino, em uma sala de aula real, observando alunos reais
que possibilitou agucar o olhar desses professores para a observa¢ao do aluno em
acao e sua consequente aprendizagem.

3.3 Possiveis mudangas provocadas pelas agdes formativas

Em nossa problematica, propusemos-nos a responder uma terceira questao:

E possivel em uma formacio continuada promover acoes que permitam aos
professores alguma mudanca em sua prdtica de ensino de niimeros fraciondrios
para uma quinta série?

Empenhados ha alguns anos, na formagao continuada de professores, nosso
grupo de pesquisa dedicou-se, durante dois anos a Geometria, trabalhando com
dois grupos de professores da rede publica estadual com o propésito de propor-
cionar alguma aprendizagem sobre o assunto.

Nesta, que estamos denominando de segunda fase, mudamos nosso enfoque
para pesquisar o Pensamento Matematico, visto que os proprios professores nos
apontavam, explicita ou implicitamente, a necessidade de outros temas de estudo.
Para esta fase, apenas um dos grupos de professores manteve-se, mostrando-nos
um problema a ser encarado por todos: as condi¢des necessarias para o compro-
metimento do professor com sua propria formacao.

Observamos que a auséncia desse compromisso foi a causa da desisténcia
do outro grupo, embora tivéssemos alterado nossos horarios para atendé-los
e o diretor da escola apoiasse o trabalho que se realizaria, alguns professores
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categoricamente negaram-se a participar de qualquer formacdo e os outros que,
aparentemente, estavam interessados, queriam participar no tempo de seus HTPC,
isto é, uma, uma e meia ou duas horas, o que nao pode ser atendido, pois inviabi-
lizaria qualquer tipo de formagao.

Além disso, a falta de compromisso pessoal faz com que os professores agre-
guem-se ou desistam de participar do projeto pelos mais variados motivos, além de
faltar sempre que achar necessario, o que motiva o truncamento do andamento dos
trabalhos. Em nossa pesquisa, um desses casos foi o do Prof. Edson que colocou a per-
der todo o trabalho do seu grupo por conta de suas faltas, embora estas tenham sido
provocadas por motivos de doenga. Professor mais velho e com grande ascendéncia
sobre o grupo, faltava e no encontro seguinte fazia com que o trabalho retornasse ao
ponto em que havia deixado, ndo respeitando o que o grupo havia elaborado duran-
te sua auséncia. Talvez estas sejam consequéncias do que Cavalcanti (1999) afirma
sobre os adultos necessitarem perceber as vantagens e beneficios de um aprendizado.

Quando iniciamos as atividades com numeros fracionarios, um conteudo
que o professor acredita piamente que domina, sabiamos que precisariamos de
acoes diferentes das utilizadas durante a formacdo de Geometria, na qual os pro-
fessores colocavam-se, efetivamente, como aprendizes e declaravam desconhecer
os contetidos sobre o tema de estudo.

Dessa forma, decidimos adotar como a¢oes formativas que chamaremos glo-
bais, com o objetivo de encaminhar os professores a construgao de novos conhe-
cimentos de forma coletiva e a considerar a constru¢do de conhecimentos pelos
proprios alunos, as seguintes etapas:

a) Produgio individual de uma sequéncia didética para o ensino de fraciondrios
para uma quinta série.

b) Producdo em grupo de sequéncia didatica com base nas individuais com
mesmo objetivo.

c) Construgao de Organizacdo Didatica pela formadora com base nas produ-
¢oes dos professores e sua analise coletiva.

d) Aplicagio da OD construida durante a formag¢ao em uma sala de quinta série.

Estas acbes mostram a busca de um caminho de formagdo continuada que
efetivamente conduza os professores a refletir sobre suas agoes, ja adotado em
nosso Projeto de Pesquisa. De acordo com Almouloud e Manrique (2001) a ca-
pacita¢do dos professores pode ser vista sob trés aspectos: comteudo, formagio
didatica e uma analise critica da pratica de ensino, observando, orientando e ana-
lisando suas ag¢oes. Esse caminho é, em parte, compartilhado por Ponte (1992)
quando considera como elementos fundamentais em um processo de formagao:

a) o quadro tedrico geral, necessariamente com referéncia a Didatica da
disciplina;
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b) a dinamica do processo, envolvendo trabalho de grupo e uma saudavel
relacdo entre todos os participantes, incluindo aqueles que tém respon-
sabilidades na formagao;

c) as atividades, proporcionando uma intera¢do com as praticas do pro-
fessor e solicitando as oportunidades adequadas de reflexao. No entan-
to, a formacdo ndo deve ser vista como podendo sé por si conduzir a
mudancga das concepgoes e das praticas, sendo o seu alcance dependen-
te do contexto geral em que se desenvolve. (PONTE, 1992, p. 34)

Contudo, o desenvolvimento desse quadro de a¢des ndo tem por objetivo
somente eliminar dificuldades, pelo contrario, as vezes, é necessario provoca-las
para que se atinja os objetivos propostos. Nesse sentido, algumas que foram de-
tectadas, na primeira fase do projeto pelo outro grupo de professores, também
se apresentam para estes como, por exemplo, as citadas por Manrique, Silva e
Almouloud (2002):

Os professores participantes do projeto embora tenham mudado de pos-
tura perante algumas situagdes, parecem ter mais facilidade em lidar com
o concreto. O que podera se tornar um entrave para atingir e conduzir
seus alunos a um pensamento mais genérico e mais formal.

O fato de estarmos tratando com adultos ndo significa que tenham ra-
ciocinios abstratos, pelo contrario, vimos que a formacdo que receberam
nao se preocupou provavelmente em lhes proporcionar situagdes que os
fizesse desenvolver compreensao de enunciados, vocabulario préprio, tra-
tamento de informagoes, ... 0 que muitas vezes os impossibilitam de solu-
cionar um problema com sucesso. (Ibid, p. 15-16)

O novo enfoque da formacdo, no entanto, fez com que outras dificuldades
surgissem, fazendo com que varias acoes que chamaremos pontuais, tivessem que
ser revistas. Uma delas diz respeito ao trabalho em grupo, embora estivessem
acostumados a esse tipo de relacionamento para estudar Geometria, nao sabiam
como agir para obter uma produgio coletiva.

Assim, enquanto uns acreditavam que poderiam cumprir rapido a tarefa in-
dividualmente e que estavam perdendo tempo com o trabalho em grupo: “Se eu
estivesse fazendo sozinha jd estava pronta a ideia” (Prof. Fabiana, 12/9/03, p. 8).
Outros habituados a liderar suas salas de aula tentavam colocar seus colegas na
posi¢ao de alunos obrigando-os a aceitar sempre suas decisoes.

Nesse grupo de professores, pudemos constatar que existe uma diferenca
entre se agrupar para estudar Geometria e para produzir uma sequéncia de au-
las para o ensino de algum contetido, embora tenha superado as dificuldades,
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transformando-se em um grupo de trabalho cooperativo, como podemos notar
nas declaragoes dos professores que mais sentiram essa dificuldade:

Para mim, foi 6timo trabalhar em grupo. Passei por uma reforma intima e
ainda preciso aprender muito. (Prof. Fabiana, 12/12/03, p. 4)

Sou muito mandona e trabalhando com a Fabiana, tive que me policiar.
(Prof. Gina, 12/12/03, p. 4)

Eu acho que eu e a Fabiana conseguimos superar a dificuldade de traba-
lhar em grupo. (Prof. Gina, 5/3/04, p. 1)

Por outro lado, o PCN sugere para o professor que o sucesso do projeto
educativo depende de um convivio em grupo que seja produtivo e cooperativo
permitindo situa¢des em que:

se possa aprender a dialogar, a ouvir o outro e ajuda-lo, a pedir ajuda,
aproveitar criticas, explicar um ponto de vista, coordenar acdes para ob-
ter sucesso em uma tarefa conjunta etc. E essencial aprender procedimen-
tos dessa natureza e valoriza-los como forma de convivio escolar e social.
(PCN, 1998, p. 91)

Complementa, afirmando que: “trabalhar em grupo de maneira cooperativa
¢ sempre uma tarefa dificil, mesmo para adultos convencidos de sua necessidade”.
PCN, 1998, p. 91) e acrescentamos o desabafo do Prof. Bruno, em seu relatério
b bl b
final: “nao basta ouvir e ler belos discursos, passar tanta teoria aos professores
bl
sendo que a grande maioria ndo tem a oportunidade de viver isso de perto”. O
que caracteriza o enfoque que, segundo Imbern6n (2002), considera:

o professor como um mero executor do curriculo e como uma pessoa
dependente que adota a inovagao criada por outros. [...] Talvez por isso
os professores tenham visto a inovagdo como uma determinagao exterior,
artificial e separada dos contextos pessoais e institucionais em que traba-

lham. (Ibid, p. 20)

Em contrapartida, a constatacdo de ndo saberes ligados a um conteido que
acreditavam saber gerou algumas situagoes de conflito em que a formadora teve
DE buscar estratégias para intermedia-los, como ag¢des formativas pontuais.

Uma delas ocorreu depois de um encontro em que ndo conseguiram chegar
ao consenso de como trabalhar com situagoes associadas a concepcdo de razao.
Percebemos a angustia do momento em falas como: “Quanto mais estudo mais eu
ndo sei” da Prof. Fabiana e “Quanto mais estudo, mais penso em quanta bobagem
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eu jd fiz” do Prof. Bruno. A formadora anotou algumas palavras-chave no qua-
dro: inseguranca, maturidade, dificuldade, estudar, bobagens, falta de conheci-
mento e evolu¢do, convencimento do colega, medo da mudanca.

No final, destacou uma por uma das palavras, colocando-as dentro de um
quadro de normalidade, para quem busca aprender, procurando melhorar a auto-
estima e tranquilizando-os para prosseguir seus trabalhos.

Para Davis e Oliveira (1990), as emogoes estao presentes quando se busca
conhecer, quando se estabelecem relagoes com objetos fisicos, concepg¢des ou ou-
tros individuos. Afeto e cognicdo constituem aspectos inseparaveis, presentes em
qualquer atividade, embora em propor¢des variaveis.

Segundo as autoras, a afetividade e a inteligéncia estruturam-se nas agdoes
e pelas agdes dos individuos, podendo o afeto ser entendido como a energia ne-
cessaria, para que a estrutura cognitiva passe a operar. O afeto influencia a velo-
cidade com que se constrdi o conhecimento, pois, quando as pessoas sentem-se
seguras, aprendem com mais facilidade. Por outro lado, o afeto é um regulador
da ag¢do, porque influencia na escolha de objetivos especificos e na valorizacdo de
determinados elementos, eventos ou situagoes pelo individuo.

Por outro lado, de acordo com Linard (2000), a autonomia ndo é uma simples
qualidade, mas um modo superior de conduta integrada que, para a maior parte
dos individuos, ndo faz parte de seu repertorio e, por isso, deve ser aprendida. Para
a autora, o conhecer e o aprender se fazem por uma interagio intencional e signi-
ficativa entre sujeitos e objetos, com base em um processo interativo e intencional
de estruturacdo reciproca entre sujeitos e um meio que se desenvolve lentamente no
tempo e se auto-organiza partindo de seu proprio funcionamento e de seus proprios
resultados. Para ela, a autonomia compreende pelo menos dois niveis distintos:

® O nivel elementar, de reflexos e automatismos de autorrregula¢io funcional,
comum a todos os sistemas fisicos, vivos ou ndo, que lhe permite controlar
e manter por seus proprios meios, sua identidade e sua propria atividade no
curso de suas interagdes com o exterior.

* O nivel superior, da conduta intencional, abre o campo restrito do primeiro
nivel a liberdade de decisdo da acdo voluntaria, da inteligéncia e do pensa-
mento reflexivo, mas também as tensoes e conflitos de emog¢oes e sentimen-
tos, que fornecem ao sistema uma maior amplitude de andlise, de escolhas e
de iniciativa na determinagio de possiveis, objetivos e estratégias de sua acdo
em fungao de seus proprios valores.(LINARD, 2003, p.1).

No entanto, percebemos que as rea¢des dos professores sio uma tentativa
de esconder suas dificuldades em lidar sozinhos com situagdes complexas e com
suas proprias emogdes, por nio possuirem instrumentos adequados para cons-
truir alguma autonomia para suas a¢des, embora no relatorio final alguns falem
do assunto, mostrando a presenca de alguma mudanca nesse sentido:
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Eu verifiquei que adquiri mais autonomia, principalmente quando pro-
curo atividades em livros, sinto que posso, melhora-los, adequa-los e até
mesmo criar com grande seguranga. (Prof. Davi)

(A formadora) fez a sequéncia que era para ser feita por nds, os professo-
res, quando eu peguei me surpreendi, pois eu tinha todo o material para
fazer, mas eu nio tive autonomia e coragem para rever o que me foi dado
para pesquisar. (Aluna, rel. final)

A analise da sequéncia elaborada pela formadora foi compondo um pen-
samento, fomos capazes até de sugerir variaveis “pedagdgicas”. (Prof.
Gina, rel. final)

Estas afirmagdes nos levam a concluir que as situacdes delicadas e de angus-
tias sdo necessarias em uma formacdo que pretenda ensinar alguma autonomia,
pois, de acordo com Day (1999 apud Saraiva e Ponte, 2003) é preciso apoiar as
ansiedades que acompanham as dificuldades inerentes a mudanca e dar tempo
para os professores refletirem, porque um dos obstaculos a mudanga é a insegu-
ranca pessoal.

Desse modo, quando este trabalha com uma determinada orientacdo cur-
ricular, j4 ha algum tempo, domina-a, sente-se confiante para resolver qualquer
problema que lhe possa surgir. E natural que o professor tenha relutincia e receio
em abandonar sua base de seguranga, mostrando que a mudanga nao € apenas um
processo cognitivo, mas envolve, também, emogoes.

Vimos ja algumas mudangas nas relagdes do professor com o contetdo e
com seus alunos, mas também a resisténcia desse grupo perceber que, na realida-
de, os ndo saberes imputados a seus alunos eram também seus e, provavelmente,
provocados por suas dificuldades em observar seu aluno em acio. Foi nesse pon-
to que alguns professores testemunharam mudangas em sua pratica, a partir da
terceira etapa da formacao, relacionadas com os contetidos discutidos, ndo sé os
numeros fracionarios:

O aluno na sala pediu para eu fazer uns exercicios sobre regra de trés, ai
eu mostrei que ndo precisava de regra para resolver exercicios desse tipo,
resolvi tudo por tabela. (Prof. Davi, 24/10/03, p. 16)

Para trabalhar equacdo do segundo grau, comecei com fatoragdo, os
alunos acharam dificil, mas fizeram. Quando dei a féormula de Bhaska-
ra, os alunos disseram que preferem o outro método. (Prof. Antonio,
24/10/03, p. 16)

Os alunos sabem fazer a regra de trés, mas ndo conseguem fazer exerci-
cios. Peguei a tabela que discutimos aqui na semana passada e fui buscar
de onde vem a regra. Peguei também um exercicio com lacunas na tabela,
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um aluno disse que é melhor ensinar o caminho das pedras. E interessante
pegar os exercicios e deixar os alunos pensarem, depois voltar para dis-
cutir, repetindo os exercicios e mostrar que tem um caminho mais rapido.
(Prof. Bruno, 24/10/03, p. 16)

Eu ja estou pegando seu (formadora) reflexo também. Porque eu pergun-
to para o aluno porque ele fez assim, eu questiono o aluno, nio falo que
ele esta errado. E eu acho tdo bom. Eles conseguem até explicar o que
fizeram. (Prof. Carla, 28/11/03, p. 8)

As nossas aulas depois dessas discussdes sdo outras. (Prof. Edson,
5/12/03, p. 12)

Eu vi que ndo é s6 a gente chegar na sala de aula e mostrar para o alu-
no como faz, mas devemos induzir o aluno a pensar como resolver um
determinado problema. Para mim, isto ficou muito forte e mudou minha
concepgao de ensino. (Aluna, 16/4/04, p. 1)

Este tipo de trabalho é que faz com que os professores percebam a neces-
sidade da progressdo continuada, porque ela mostra que nao ha necessi-
dade da reprovacgio. (Prof. Bruno, 16/4/04, p. 8)

Conforme Saraiva e Ponte (2003), em uma sociedade em mudanca e, conse-
quentemente, em uma escola em mudanga, o professor vera a si mesmo de modo
permanente como um aprendiz, um agente ativo no seu local de trabalho e um
interveniente disposto a colaborar com os colegas, seja quanto a pratica letiva,
seja em relagdo a problemas educacionais mais amplos.

A mudanga nao € algo que possa ser for¢ada, pois é o professor que se desen-
volve (ativo) e ndo é desenvolvido (passivo). A mudanga para ser efetiva deve ser
interiorizada e, em niveis cada vez mais profundos, envolvendo a modificagao ou
transformacao de valores, atitudes, emogdes e percepcdes que orientam a pratica
que s6 ocorrem quando o professor sente-se dentro das situagdes com sentido de
posse dos processos de tomada de decisao, de acordo com Day (1999, p. 97-98,
apud SARAIVA e PONTE, 2003, p. 4).

H4 ainda um obstaculo para alguma inovag¢ao na institui¢ao escolar que € o
da opinido dos colegas, pois, mesmo que um professor tenha conquistado algu-
ma mudanga pessoal, a pressao dos colegas pode condicionar sua pratica, o que
realca a importancia que as institui¢oes desempenham na mudanga das praticas
e também, as maneiras de ser e de estar do professor, pois, mesmo pressionado
pelos colegas, ele pode fazer de forma diferente, segundo Saraiva e Ponte (2003).

A mudancga, entao, deve ser o cerne das formagoes continuadas, levando em
conta que o formador deve, de acordo com Lalanda e Abrantes (1996), orientar
na concepgao e implementacdo de situagdes experimentais significativas, capa-
zes de fornecerem material para reflexdo e criar nos formandos disposi¢dao para

205



206

Investigando saberes de professores do ensino fundamental com enfoque em nimeros fraciondrios

refletirem criticamente sobre a forma como ensinam, em uma perspectiva de de-
senvolvimento profissional permanente. Para as autoras, o pensamento reflexivo
requer uma prova ou testemunho que lhe sirva de garantia, pois a ideia nasce da
inferéncia e deve ser confrontada com o que é observado e real para poder ser
aceita ou rejeitada. Além disso, a mudanca é um processo que leva tempo e passa
por alteracdo de crencas, conhecimentos e formas de trabalho do professor que
sO acontecerdo se ele confrontar o novo com o velho e poder refletir sobre os
respectivos méritos.

A verdadeira capacitagio de um professor s6 ocorre caso ele tenha a
oportunidade de participar de um projeto como esse, que lhe da chance
de refletir sobre seu trabalho, chorando, sorrindo, tendo insonia, ficando
nervoso e na maioria das vezes, satisfeito com o resultado final. (Prof.
Bruno, rel. final)

Para Perrenoud, do ponto de vista cognitivo:

a investigacao é uma sequéncia de desequilibrios e equilibrios, de desorga-
nizacdes e reestruturagdes, de momentos de generalizagao, de diferencia-
¢do, de coordenacdo dos conhecimentos e dos esquemas de pensamento
adquiridos. (PERRENOUD, 1993, p. 120, apud PONTE, 1998, p. 14)

Como estratégia formativa que toma como referéncia mais os processos cog-
nitivos no processo investigativo, do que os rituais das comunidades académicas,
de acordo com Ponte (1998) a investigacdo tem quatro principios fundamentais:

® ainvestigacdo ndo € a recusa da teoria, mas a busca de uma permanente

articulagdo entre teoria e pratica;

e no trabalho investigativo, é decisivo dar especial aten¢ao as fases mais

conceituais e nao os métodos e técnicas;

® a propria experiéncia de investigacao deve ser transformada em objeto de

analise e de reflexdo;

® ainvestigacdo ndo deve ser encarada, ela prépria, como a solugao univer-

sal para a formagao dos docentes, mas como uma pega de um dispositivo
de formag¢ao multifacetado e dinamico. (Ibid, p. 14)

O ponto central da formagao de professores, em sintese, é leva-los a pensar
criticamente sobre o que os rodeia para tornad-los mais reflexivos que, segundo
Lalanda e Abrantes (1996, p. 45) “¢ algo que acontece naturalmente e de pouco
vale tentar ensinar a outro como fazé-lo exatamente”. De fato, exatamente é im-
possivel, mas, pelo menos, podemos tentar fazé-lo:
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Em resumo, o trabalho com fragdes de alguma maneira denunciou nossas
fraquezas, nao s6 o desconhecimento sobre o assunto, algumas manias, des-
confiangas, atitudes, necessidades, posicionamentos, objetivos e a mais dolo-
rosa das denuncias € ter que admiti-las e supera-las. (Prof. Bruno, rel. final)

Mais que leva-los a pensar é necessario vé-los como produtor de saberes,
que, segundo Nacarato (2004, p. 4), “os projetos de formacdo melhor sucedidos
mostram a mudanca de foco: das pesquisas sobre professores passa-se a pesquisa
com os professores”. Acrescentando que:

Fala-se na necessidade do professor desenvolver-se continuamente [...].
Fala-se da importancia do professor estar sempre se atualizando; no en-
tanto, os baixos salarios ndo lhes permitem nem mesmo adquirir livros e
bons periddicos na drea de atuacdo para que se mantenha atualizado. Fa-
la-se na importancia do trabalho coletivo na escola, mas o pouco espaco
que é dado ao professor — quando dado — geralmente é preenchido com
os problemas burocraticos da escola. Qual o significado em se falar em
professor reflexivo e/ou investigador, com classes numerosas, carga desu-
mana de trabalho e o stress da profissio? (Nacarato, 2004a, p. 6)

Alguns desses principios sdo considerados nas exigéncias que o governo do
Estado de Sdo Paulo faz as institui¢oes de ensino superior que contrata para o Pro-
grama de Formacdao Continuada “Teia do Saber”. Assim, um de seus objetivos é:

a investigacdo e a busca de solugdes para problemas praticos dentro e fora
do espago da sala de aula: a experimentagao e os trabalhos de campo na
aprendizagem dos conhecimentos cientificos e tecnologicos” e também
que “as agoes formativas terdo como fundamentos os principios da agio-
-reflexdo ac¢do, do aprender fazendo e da resolu¢io de problemas. (SAO
PAULO, SEE, p. 3)

Contudo, este discurso ndo atinge o professor nem o impede, em uma for-
magao como a que propusemos com tantas emocdes aflorando, de tecer proprias
opinides a respeito de suas formacdes iniciais ou continuadas anteriores:

Como estou na faculdade ainda ndo tenho experiéncia em sala de aula, eu
apliquei as atividades na faculdade e notei que eles tém dificuldades nas
leituras das frag¢oes. A maior dificuldade d6i quando chegamos na equiva-
léncia de fragoes, eles nio compreendem. (Aluna, 5/9/03, p. 15)
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Depositaram na gente, e agora nds depositamos no aluno. Como nés va-
mos nao ser um depositador? (Prof. Edson, 15/8/03, p. 4)

Na faculdade, o professor também usa a lousa e o fiz. (Prof. X, 15/8/03, p. 4)
Eu acho que eu nunca aprendi na faculdade. (Prof. Y, 15/8/03, p. 4)

O que eu aprendi na graduacdo, eu nio aplico na sala de aula. (Prof. Gina,
29/8/03, p. 1)

Eu ja fiz muitas capacitagdes e nunca ninguém discutiu isto profundamen-
te. (Prof. Bruno, 24/10/03, p. 7)

Eu aprendi muitas coisas que eu nio sabia e que eu nao acreditava que
fosse possivel fazer aprender e que o problema estd no corpo docente. E
que eu nao sabia nada de fragdo e que tem muita coisa para aprender.
(Prof. Bruno 16/4/04, p. 8)

Eu estou me sentindo numa oficina pedagogica. (Prof. Bruno)

E isto que deveria ser nossa HTPC. (Prof. X)

Os comentdrios dos professores remetem-nos a dois pontos cruciais: a for-
macao inicial e o caminho que deve tomar a formagao continuada.

Para as duas entendemos que cabe o ponto de vista de Day (1999 apud
Saraiva e Ponte, 2003) quando afirma que os adultos aprendem, quando lhes
sao fornecidas oportunidades para refletir com base em sua experiéncia vivida e
aprendem fazendo, tirando partido das situa¢des que combinam acio e reflexao.

Conforme Saraiva e Ponte (2003), a reflexdo mais do que uma simples to-
mada de consciéncia da propria experiéncia e do proprio conhecimento (reflexao
sobre os contetidos), envolve a critica sobre como estamos percebendo, pensando,
julgando e agindo (reflexdo sobre os processos), bem como sobre as razoes do
porqué termos feito o que fizemos (reflexdo sobre as premissas).

Assim, recorremos a reflexao, quando queremos uma orientagao para a ne-
gociacdo de um passo em uma série de a¢oes ou quando nos debatemos com uma
dificuldade na compreensdo de uma nova experiéncia. Os autores concluem que
a reflexdo é um processo pelo qual os professores estruturam e reestruturam seu
conhecimento pratico e pessoal, que envolve olhar para trds, bem como olhar
para a frente, tornando-se mais critica quanto mais préximo da resolugio do pro-
blema em aberto, sendo essencial para o desenvolvimento das competéncias do
professor e como um processo, no qual ele ganha confianga nas suas capacidades
para fazer e ensinar Matematica.

De acordo com Cardoso e outros (1996) formar professores reflexivos ga-
rantiria, entdo, a formagao de profissionais capazes de promover sua autonomia,
pois seriam auténomos em sua atividade, dado que sdo criticos em relacido aos
papéis que desempenham. E, ainda, que a atitude reflexiva do professor permitiria
desenvolvé-la também nos alunos, por meio de propostas de trabalho que seriam
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feitas em sala de aula, do modo como sio apresentadas e de sua avaliacado e refle-
xa0 sobre as acoes desenvolvidas.

Mas, formar professores reflexivos em uma investigacao colaborativa envol-
ve muitos aspectos criticos que, de acordo com Boavida e Ponte (2002), tém algu-
mas caracteristicas que tornam este tipo de trabalho particularmente vulneravel:

1. A colaboragio é marcada pela imprevisibilidade, pois é um processo dinimi-
co, criativo e mutdvel.

2. E preciso saber gerir a diferenca pois os participantes tém de “desaprender”
o modo como se relacionavam de forma a estabelecer uma nova relagao de
trabalho marcada pelo didlogo e a confianga.

3. E preciso saber gerir os custos e beneficios pois a complementaridade de
formagoes, experiéncias e perspectivas € um recurso para o trabalho colabo-
rativo e deve ser considerada no desenvolvimento do trabalho conjunto de
modo a que sejam ultrapassadas diferencas de estatuto no interior do grupo
e os seus beneficios governem o processo de colaboragao.

4. E preciso estar atento em relacio a autossatisfagio confortivel e complacen-
te e ao conformismo, pois € por isso que a colabora¢ao nao é um valor em si
mesma, mas um meio que € possivel e desejavel utilizar para ajudar a resolver
problemas concretos e reais.

A partir do exposto, a formadora posicionou-se como um assessor de for-
magdo para professores de Matematica, dentro da institui¢io escolar, como nos
sugerem os autores citados, no sentido de provocar alguma reflexdo sobre sua
pratica. Por outro lado, o papel de assessor deveria estar presente na formagao
inicial na prética de ensino.

Os resultados das atuais formacdes, tanto inicial como continuada mostram
que nao estao cumprindo minimamente seu papel de formar profissionais aptos
a enfrentarem as mudangas que o mundo globalizado exige. Entendemos que a
participacdo de professores e futuros professores em projetos de pesquisa seja um
caminho para diminuir a distancia entre a pratica profissional dos professores e
a pesquisa em Educacdo Matematica, bem como entre a escola e a universidade,
enfim, entre teoria e pratica, conforme nos sugerem Saraiva e Ponte (2003).

Dessa forma, seriam possiveis atividades com assuntos que os professores acre-
ditam dominar e construir uma nova cultura. A valoriza¢io da escola, como a propria
palavra diz, passa pela redefini¢do de valores da institui¢do escolar, mas para que
certos valores fagam parte da escola devem ser criadas novas culturas, por exemplo,
a maioria dos projetos que a escola desenvolve (lixo, agua, ...), dura apenas um ano,
o que ndo € suficiente para fazer parte da cultura da institui¢do escolar. O mesmo se
aplicaria as mudangas das praticas pedagogicas e didaticas dos professores.

Assim, resta buscar o caminho de uma formacdo continuada que propicie
um razoavel dominio do contetido a ser ensinado, uma adequada compreensao
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do lugar do aluno no processo de ensino e aprendizagem e professores capazes
de refletir com autonomia sobre como prover a aprendizagem. Essa formagao
deslumbra-se nas falas do professor Bruno:

Essa discussdo deve ser feita junto do professor na escola, como é que
podem exigir do professor se esse conhecimento esta surgindo agora, de-
pois de muita discussdo (se referindo ao tempo que estio demorando em
construir as atividades). (12/9/03, p. 18)

Outros (professores) que acreditam nas capacitacoes acabam se desentu-
siasmando pelo pouco tempo que tem para se dedicar e o apoio pedago-
gico que acaba nao existindo (relatério final).

As afirmacoes nos sugerem um novo personagem nas formagoes, tanto ini-
cial quanto continuada, a do assessor de formag¢ao, que também foi lembrada no
primeiro mapa conceitual, em que um dos grupos cita a necessidade de orientado-
res. Este papel é citado por Becker (2001) que os professores precisam encontrar
parceiros na escola para introduzir mudangas na sala de aula e, também, por
Imbernén (2002) quando defende um assessor de formagao:

que intervenha a partir das demandas dos professores ou das institui-
¢oes educacionais com o objetivo de auxiliar no processo de resolver os
problemas ou situacdes problematicas profissionais que lhes sao proprias
e subordinando eventuais contribui¢des formativas a problematica num
processo de compromisso de reflexdo na acio. (Ibid, p. 89)

Para o autor, o papel de guia e mediador entre iguais ajuda a encontrar so-
lugdes gerais para todos, dando pistas para transpor obstaculos pessoais e insti-
tucionais e para gerar um conhecimento compartilhado, mediante uma reflexio
critica, como intelectual comprometido com a pratica, devendo envolver-se em
um trabalho de inovacdo das praticas educativas, nas quais ele também pode ex-
perimentar e aprender com os demais.

Acreditamos na possibilidade de um trabalho com formadores experientes que
atuem nas escolas, diretamente com os professores de Matemdtica, no sentido de
promover, acima de tudo, a aprendizagem dos alunos. Esses formadores que ja exis-
tem em algumas escolas da rede particular, no papel de assessor de disciplina, podem
possibilitar mudangas conscientes, feitas por etapas, que colocariam em um primeiro
momento, todos os professores da escola, em busca de solugdo para a aprendizagem
dos alunos da quinta série, para depois, ano a ano, preocuparem-se com as demais.

No entanto, um dos impedimentos para essa proposta € a rotatividade de pro-
fessores nas escolas do Estado de Sdo Paulo. Enquanto nao tivermos professores
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designados para uma determinada escola, ndo conseguiremos mudancas signifi-
cativas, pois 0s poucos professores que as promovem, levam-nas consigo quando
mudam de escola.

Na realidade, sabemos que o sistema educativo precisa ser valorizado, em
relacdo a sua qualidade, para voltar a ter seu papel fundamental de formador de
opinido e transformacdes sociais e, assim, ser respeitado pela populacdo, em geral,
que daria ao professor seu devido valor, como profissional necessirio a qualquer
sociedade que pretenda algum desenvolvimento, evitando as atuais sensacdes de
derrota por alguns professores:

Naio acredito que exista alguma solugdo para o ensino publico. (Prof.
Bruno, 22/8/03, p. 8)

Na escola particular também, no ensino como um todo. (Prof. Fabiana,
22/8/03, p. 8)

Um aluno diz: “sé tem dois professores que querem fazer a gente pen-
sar, vocé e o de Biologia”.Um outro diz que fica oito anos aprendendo

Inglés e nao sabe nada. E eu pergunto, mas é s6 Inglés? (Prof. Bruno,
21/11/03, p. 25)

Mas, nao resta a menor davida que a qualidade do sistema escolar, passa
primeiro, por professores bem formados e conscientes de seu papel social em de-
trimento do quadro que atualmente se detecta:

frequentemente, o professor estd desatualizado em relagdo a discussdo
sobre a educagdo, a profissao e seu papel social, escreve e 1é€ pouco, tem
uma enorme dependéncia do livro diddtico — quando leciona no ensino
fundamental — e uma visdo bastante utilitaria do aperfeicoamento pro-
fissional. E que desenvolve seu trabalho solitariamente e sem ajuda dos
que teriam a fun¢ao de apdia-lo profissionalmente. (BRASIL, MEC,
1999, p. 15)

Professores bem formados, que pensem criticamente, certamente, saberao rei-
vindicar direitos com muito mais propriedade, se fazendo ouvir, tanto por 6rgaos
institucionais, quanto por seus alunos e familias, além de colaborar na promogao
da qualidade da institui¢ao educativa que, segundo Imbernon (2002) depende da
qualidade dos alunos por meio de suas contribuicoes a sociedade, da qualidade do
que se aprendeu e da forma de aprendé-lo.

Assim, acreditamos respondida nossa terceira questao de pesquisa, visto que
pudemos constatar alguns sinais de mudangas no discurso dos professores, agre-
gando as concepcdes de numeros fraciondrios, uma observacao mais sensivel da
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acao de seus alunos que foram conquistadas por a¢des formativas, tanto globais,
quanto pontuais, bem determinadas e susceptiveis de “uma parcela de improvisa-
¢do e de adaptacdo a situagdes novas e tnicas, necessarias ao conhecimento pro-
fissional e que exigem, ndo s6 compreender o problema, como também organizar
e esclarecer os objetivos almejados e os meios a serem utilizados para atingi-los”,
de acordo com Tardif (2000, p. 7).



Consideracoes finais

Ao encerrar este estudo, acreditamos ter respondido as questdes de pesquisas
apresentadas, além de ter contribuido para o planejamento de acdes formativas
para professores em exercicio.

Nossa pesquisa teve como objetivo pratico a formag¢do de um grupo de pro-
fessores do segundo ciclo do Ensino Fundamental no sentido de encaminha-los
a constru¢ao de uma sequéncia didatica para o ensino de numeros fracionarios
para a quinta série do Ensino Fundamental. O trabalho tem por objetivo verificar
se nossas estratégias para uma formacio continuada, baseada em resultados de
pesquisas a respeito do ensino e aprendizagem de nimeros fracionarios, permiti-
riam efetivamente um novo olhar dos professores para suas praticas, provocado
por mudangas em suas concepgdes, tanto sobre o conteudo matematico como a
respeito da aprendizagem de seus alunos.

Nestas consideracoes finais, discorreremos sobre a fundamentagio tedrica
e metodoldgica, do ponto de vista matemdtico e das acdes formativas; sobre os
principais resultados, as questoes de pesquisa, nossas hipoteses e novas perspec-
tivas de estudo.






Fundamentacdo teérica e
metodologica

Tendo em vista o trabalho anterior realizado com esses professores e a cons-
tatacdo de algumas dificuldades no tratamento com numeros fracionarios deci-
dimos em nosso grupo de pesquisa, iniciar uma ampla discussdo sobre esse tema,
considerando resultados que mostram as dificuldades que esse conteido apre-
senta para seu ensino e aprendizagem, além de sugestdes e propostas para novos
enfoques de ensino.

Considerando os resultados e as sugestdes como os de Behr e outros (1983,
1992) que trataram a conceituagdo de nimeros racionais baseados nas interpre-
tagdes: parte-todo, medida, quociente, razdo e operador, deparamos-nos com o
desafio de escolher situagdes que fossem pertinentes ao ensino desse assunto para
a quinta série.

Optamos, ainda, como escolha tedrica, entender tais interpretagdes como
concepgoes, de acordo com Artigue (1990). Segundo a autora, as concepgdes tém
a fun¢do de evidenciar uma variedade de pontos de vista para um mesmo objeto
matematico, além de diferenciar o saber que o ensino quer transmitir e os conhe-
cimentos efetivamente construidos pelos alunos, entre outros.

Nos pressupostos da Teoria Antropolégica do Didatico (TAD) de Chevallard
(1999), encontramos os elementos necessarios para modelar o conteido de nime-
ros fraciondrios para a quinta série.

Esta teoria permite-nos que analisemos determinado contetido, como produ-
¢dao de uma institui¢do, de acordo com os tipos de tarefas que os membros dessa
institui¢ao devem cumprir, das técnicas que mobilizam para resolver essas tarefas,
da tecnologia que utilizam para justificar tais técnicas e da teoria que justifica
essas tecnologias.

Para Chevallard (1999), uma Organizac¢iao ou Praxeologia Matematica (OM)
para o conteudo que se pretende ensinar, orienta o professor ou pesquisador na
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escolha de situacoes propicias para seu ensino, bem como as técnicas possiveis de
serem mobilizadas em suas resolucdes. Estas técnicas serdo explicadas e conside-
radas como corretas por tecnologias que, por sua vez, sdo justificadas por teorias
pertinentes ao tema em estudo.

Neste trabalho, justificamos as técnicas mobilizadas na resolucio das tarefas
pelas concepgdes de nimeros fraciondrios: parte-todo, medida, quociente, razio e
operador associadas a cada uma das situagoes.

Dessa forma, a escolha de uma OM consiste na decisao de o que se deve
ensinar para os alunos, em nosso caso, o que de nimeros fraciondarios o aluno de
quinta série deve aprender. Esta escolha implicara diretamente na elaboragao de
uma Organizacao Didatica (OD) que consiste em como colocar em pratica, na
sala de aula, o ensino da Organiza¢io Matematica (OM) em jogo.

Por outro lado, Artigue (1990) sugere uma andlise epistemoldgica baseada
em estudos historicos, para que o pesquisador liberte-se de possiveis representa-
¢Oes errOneas que possa ter de seus saber.

Mediante essas escolhas tedricas, realizamos alguns estudos preliminares
para a formagio de professores pretendida. O primeiro tratou da questio da
terminologia utilizada para se referir ao objeto matematico em discussio: fra-
¢oOes, numeros racionais ou numeros fraciondrios que nos levou a adotar o termo
“numeros fraciondrios” para nos referir a qualquer expressao escrita na forma de
fragao, inclusive, aquelas que envolvem nimeros complexos ou polindmios.

Um estudo epistemolégico apoiado na TAD com a inten¢do de identificar
os tipos de tarefas que se encontravam na razao de ser dos numeros fracionarios
pautados nas concepgdes que poderiam ser associadas a essas tarefas foi realizado
e mostrou, conforme sintese apresentada na pagina 87 deste trabalho que, basi-
camente, trés necessidades provocaram o surgimento dos nimeros fracionarios: a
de medir, a de distribuir e a de comparar que encaminharam ao desenvolvimento
de tarefas para medi¢do, distribui¢io e comparacdo. A evolug¢do das sociedades
e o surgimento de outras necessidades como as de registrar e calcular com os
resultados de medicoes, distribuicdes e comparacdes conduzem a necessidade de
transmissdao desses novos conhecimentos.

Considerando, em nosso estudo, as producoes que tinham como finalidade
o ensino desses conhecimentos, encontramos em referéncias da Antiguidade até
os tempos modernos tipos de tarefas que associam, sobretudo, as concepgoes de
medida, quociente e razao, mas, que solicitam em suas técnicas de resolucdo a
mobiliza¢do das concepgoes parte-todo ou operador.

Outro estudo preliminar foi a escolha da Organizacao Matematica que ser-
viu como referéncia para a formagio dos professores e elaboracdo e andlise das
Organizagoes Didaticas que os professores em formacdo apresentaram para o
ensino de fracionarios na quinta série.
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Esta organizacdo considerou, tanto os resultados do estudo epistemoldgico
como alguns resultados de pesquisa a respeito de numeros fracionarios, mos-
trando que a TAD contribui de forma impar na organiza¢io do que se pretende
ensinar, sendo uma vantagem da escolha de uma OM evitar, durante a elaboracdo
da OD correspondente, a escolha de tarefas de mesmo tipo s6 permitam a mo-
bilizagio de uma técnica, o que caracterizaria a repeticao do mesmo saber-fazer.

Como instrumento de andlise das OD, utilizamos os Momentos Didaticos
apresentados por Chevallard (1999) que permitem descrever a constru¢do de uma
OD que se caracteriza por ensaios, reformulacdo, paradas e avangos. Assim, de
acordo com a defini¢cao de cada um dos seis momentos, descritos neste trabalho,
a partir da pagina 168, analisamos as OM possiveis de serem mobilizadas nas OD
apresentadas pelos professores.

Utilizamos ainda como auxiliar para a analise dessas OD, a no¢ao de Grau
de Completitude de uma OM definidos por Bosch, Fonseca e Gascon (2004).
O Grau de Completitude permite avaliar o grau de rigidez de uma OM obser-
vando, em especial se apresenta tipos de tarefas que permitam mobilizar dife-
rentes técnicas, além de tarefas reversiveis ou abertas e a incidéncia ou nio do
elemento tecnologico.

O emprego da TAD mostrou que é possivel evitar, na elaboracao de uma OD,
a escolha de tarefas de mesmo tipo ou de tarefas que solicitam a mobilizagao da
mesma técnica que representariam o mesmo saber-fazer que caracterizaria uma
acdo repetitiva para os alunos.

Dessa forma, entendemos que a OM escolhida para a formacdo é uma contri-
bui¢do para a instituicdo escolar no sentido de explicitar uma variedade tal de tipos
de tarefas e técnicas que permitam a conceituagdo de fraciondrios para a quinta
série. A OM permite ainda que o professor analise suas proprias escolhas, a fim de
verificar que tipos de tarefas ou técnicas precisa modificar, acrescentar ou retirar.

O método de pesquisa utilizado considera alguns pressupostos da pesquisa-a-
¢do que postula a explicita interacdo entre pesquisadores e sujeitos da situagio de
investigacao para estabelecer a prioridade dos problemas a serem tratados, prevendo
o acompanhamento das decisoes, acoes e de toda atividade intencional no processo.

Nesse sentido, os professores participaram ativamente dos trabalhos e de
algumas decisbes, como a escolha da sala de quinta série em que o trabalho seria
desenvolvido, a professora que conduziria esses trabalhos, a escolha de variaveis
didaticas para a OD que seria aplicada, entre outras que faziam parte das discus-
soes de cada encontro em particular. No entanto, o tema de estudo nio foi esco-
lhido pelo grupo, porque percebemos que nio o fariam, visto que acreditavam nas
dificuldades dos alunos e em seu pleno dominio do assunto.

Partimos do principio que estivamos realizando uma formagio continuada
planejada e desenvolvida em uma institui¢ao universitaria que, do ponto de vista
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pragmatico, promoveu reflexdes sobre a maneira como o professor orienta suas
proprias acoes. Nesse sentido, buscamos desencadear processos de mudangas de
atitudes, concepgoes e praticas em um ambiente de colaboracdo entre os partici-
pantes que acreditamos cria condi¢oes para a reflexdo individual e coletiva,

Colocamos em pratica a formagio por meio de a¢des que foram planejadas,
prevendo a elaboragio de uma Organizagdo Didatica para o ensino de numeros
fraciondrios para a quinta série do Ensino Fundamental para ser aplicada em sala
de aula. Com esse objetivo, elegemos como prioridade as seguintes agdes forma-
tivas globais:

* Producdo individual de uma sequéncia para o ensino de fraciondrios para a
quinta série.

Esta agdo faz parte da primeira etapa da formagio e permitiu caracterizar o
problema de estudo para os professores, além de ser responsavel pelos primeiros
contatos com seus ndo saberes sobre nimeros fraciondrios.

®  Producdo em grupo de sequéncia com base nas individuais com mesmo objetivo.

Esta agdo permeou trés etapas da formacdo: uma que constou da elaboracio
em grupos da sequéncia; na outra, foi desenvolvida a formagio especifica sobre
numeros fracionarios e, finalmente, a tltima etapa, na qual foram retomados os
trabalhos para elaboragio coletiva da sequéncia de ensino. Cada uma pontuando
acoes decorrentes de avaliacdes e decisdes tomadas durante todo o processo.

No desenvolvimento desta acdo formativa, varias agdes pontuais tiveram
de ser decididas para permitir a continuidade das atividades. Uma delas ocorreu
quando da percepcao, pelos professores, de seus ndo saberes fazendo com que as
emogOes aflorassem, mediante queixas dos alunos, pais e de sua formagio etc.,
solicitando acdes formativas rapidas para reverter esse quadro.

® Aundlise coletiva da OD elaborada durante a formacao.

A OD analisada foi elaborada pela formadora e tal a¢do justifica-se pela mo-
bilizacdao, por parte dos professores, de OM rigidas e pouco abrangentes para o
ensino pretendido. Acreditamos que talvez a OD poderia ter sido elaborada pelos
proprios professores se o conteido matematico efetivamente fosse por eles domi-
nados. Desse modo, a OD foi discutida na quinta etapa da formagao e apresenta-
-se em fichas de atividades para o ensino de fraciondrios para uma quinta série,
considerando ao maximo as sequéncias de ensino elaboradas pelos professores. A
discussao desta OD permitiu que os professores explicitassem alguns resultados
da formagao na forma de sugestdes de alteragdes pertinentes, inclusive, a sugestao
de incluir atividades para as operagdes com fraciondrios.

e Aplicacdo da OD construida durante a formacao em uma sala de quinta série.

Esta a¢do, desenvolvida na sexta etapa da formagio, foi, em parte, a respon-
savel por um novo olhar do professor para o aluno, que foi possivel com base
na observacao da atua¢ido da formadora no comando da sala de aula, aplicando
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algumas fichas da OD elaborada. Assim, a liberdade dada aos alunos, para se
expressarem e produzirem, isto €, coloca-los como agentes de sua propria apren-
dizagem, fez com que os professores descobrissem a importancia da observacao
objetiva dos alunos em agao.

Embora se planejem agdes formativas globais, esse tipo de formagio pode
apresentar alguns momentos criticos, como angustia e desequilibrio provocados
pela constatacdo de seus ndo saberes, que a tornam vulnerdvel e imprevisivel, so-
licitando decisoes e agdes imediatas caracterizadas por a¢bes pontuais.

Essa formagao, que durou meses, foi analisada baseada no registro de obser-
vagoes feitas durante todos os encontros por, pelo menos, trés observadores focan-
do a construgio pelos professores de dois mapas conceituais com a palavra-chave:
fragoes e as Organizacdes Didaticas que elaboraram no decorrer da formagao.

Acreditamos que contribuimos com um método de formag¢io continuada que
pretendia desenvolver a autonomia do professor, tanto em relacio a contetidos
matematicos como ao ensino desses contetdos, que o leva a produzir novos co-
nhecimentos e nao apenas a reproduzir. Parece-nos que durante a producio eles
podem apresentar seus ndo saberes, enquanto estes podem ser camuflados pelo
discurso em situagoes de reprodugio.
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Principais resultados, questoes de
pesquisas e nossas hipoteses

Tentamos responder nossas questdes de pesquisa e validar ou ndo as hip6-
teses, sem perder de vista a participagdo dos professores durante as atividades, a
heterogeneidade de suas formacdes anteriores, bem como suas historias de vida.

Em busca de respostas para nossa primeira questao de pesquisa: Que Orga-
nizacdo Diddtica os professores constroem para o ensino de nitmeros fraciondrios
para a quinta série do Ensino Fundamental durante a formacao?

Constatamos pela andlise dos mapas conceituais, realizados com base na
palavra-chave fragdes que, no primeiro mapa, realizado no inicio da formagio,
os professores enfatizaram técnicas e nomenclaturas referentes aos fracionarios.
No segundo, realizado depois da formacao especifica sobre fracionarios a palavra
fra¢ao ndo foi citada nem qualquer concep¢do de nimeros fracionarios, embora
duas delas priorizem o contetido e uma o conhecimento.

Assim, acreditamos que os sentimentos de angustia provocados pela consta-
ta¢ao do ndo saber de um conteido matematico que julgavam dominar, impediu-os
de explicitar, tanto conceitos anteriores quanto os resultantes da formagao.

Dessa forma, nossa questdo é respondida por OM rigidas que focam a mo-
bilizacdo da concepgdo parte-todo em contextos que envolvem superficies, em
situagoes que sdo resolvidas pela técnica da dupla contagem das partes. Além da
concepgao de razdo, que foi mobilizada como sin6nimo de divisao com o predo-
minio da técnica da regra de trés, justificada por raciocinios algébricos apoiados
em nog¢oes de proporcionalidade.

A busca da resposta para esta questao levou-nos a observar algumas dificul-
dades dos professores em formacdao. Embora tivessem acesso a situagdes que asso-
ciavam as vdrias concepgOes por meio de diversos tipos de tarefas e técnicas, eles
apresentaram dificuldades em tomar decisdes e colocd-las em pratica para obter
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OD que mobilizassem OM mais amplas e, assim pudessem favorecer a constru¢dao
de conhecimentos pertinentes as diversas concepgoes de fracionarios pelos alunos.

Outro ponto a ser considerado foi a dificuldade em produzir em grupo, em-
bora estivessem acostumados a trabalhar dessa forma como aprendizes de Geo-
metria, na primeira fase de nosso projeto. Um dos impedimentos para essa pro-
dugdo em grupo pareceu-nos ser a dificuldade em colocar em pratica decisdes
tomadas para a elaborag¢do da OD.

Além disso, viram-se bloqueados pela percep¢ao de seus ndo saberes, de for-
ma tdo profunda, que ndo conseguiam elaborar a sequéncia de ensino que pre-
tendiam. SO foram se sentir a vontade para contribuir, de maneira consistente,
quando a formadora apresentou a OD por ela elaborada. Era como se soubessem
o que deveriam fazer, mas nao como.

Mas, a maior dificuldade apresentada no tratamento do conteudo e, de for-
ma geral, foi fazer relagdes entre tarefas ou entre técnicas mostrando, muitas
vezes, na falta de um olhar critico para as situagdes, o nio desenvolvimento de
capacidades para construir ou analisar com certo objetivo.

Entendemos que essas dificuldades e a producdo para o ensino baseado em
regras prontas, localizadas em desenvolvimentos historicos mais recentes, devem-se
a crenga na aprendizagem por memorizacdo. O que fica evidente quando afirmam
que “razdo é quociente”, mesmo que na situac¢ao a divisao nio faca sentido ou
quando se surpreendem com a resoluciao de uma regra de trés por tabela, sem ex-
plicitar uma letra como incégnita ou, ainda, quando procuram justificativas para
a regra de divisdo de numeros fracionarios.

De forma geral, nossas andlises permitiram indicar algumas mudangas nas
concepgoes de nimeros fracionarios, ndo tanto por garantir que estejam aptos
a promover ag¢Oes formativas eficazes com autonomia para a aprendizagem do
assunto por seus alunos, mas, por percebermos a conscientiza¢do do grupo da
limitacdo do dominio que tinham desse contetido, além da nio eficicia de um
ensino baseado em regras, sem compreensdo. Nao acreditamos que possam voltar
as antigas praticas para tratar de fraciondrios.

Embora iniciassem o processo buscando saidas para a aprendizagem dos
alunos e afirmassem que estes nada sabiam a respeito de nimeros fracionarios,
percebemos, no decorrer das atividades, a compatibilidade dessas afirmacoes com
seus proprios ndo saberes que explicitados tornaram-se conscientes e os conduzi-
ram a momentos de angustias, incertezas e insegurancas.

Mesmo sendo necessarios para a aprendizagem, tanto do contetido como de
autonomia esses momentos nos revelaram que a reflexdo a respeito do contetado
provocada pela formacdo deve se aprofundar a ponto de perceber possiveis ndo
saberes dos professores, para que esses possam ser tratados efetivamente e garan-
tir alguma aprendizagem. Caso contrario, podemos correr o risco de provocar
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discussdes superficiais que, momentaneamente, parecem surtir efeito, mas, que
nio produzem mudangas de praticas a longo prazo.

No entanto, essas formagdes precisam de tempo, muito tempo, para que re-
almente possam ser proveitosas para o professor e, consequentemente, para o alu-
no. Por isso, talvez seja mais coerente pensar no papel de um assessor de matema-
tica que esteja em contato com os professores discutindo suas necessidades diarias
que o ajude a analisar e preparar suas proprias a¢des formativas e nio formagoes
esporadicas e curtas que discutam, muitas vezes, assuntos que os professores nao
estdo envolvidos naquele momento.

Bosch e Gascon (2001) consideram as tarefas que solicitamos na formacdo
como rotineiras; percebemos que, para esses professores a preparagdo de aula
ocorre basicamente pela reproducdo de livros didaticos sem reflexdes profundas
a respeito das escolhas que podem fazer em seu papel ativo para promogio da
aprendizagem de seus alunos.

Embora tendo contato anterior com teorias preocupadas com a aprendiza-
gem e com situagoes didaticas, diferentes das apresentadas nos livros didaticos
durante a formacdo, apresentaram dificuldades em mudar suas praticas.

Constatamos que, conforme os professores avangcavam em seus estudos, mais
percebiam a fragilidade de seus conhecimentos sobre fracionarios, mostrando a
necessidade de uma formagao que discutisse amplamente as concepcoes de fra-
ciondrios, tipos de tarefas associadas a elas e possiveis técnicas mobilizadas nas
resolucdes dessas tarefas de acordo com a OM de referéncia.

No entanto, o retorno a producdo da sequéncia mostrou a caréncia de auto-
nomia desses professores, em idas e vindas estéreis para a concretizacdo do que
pretendiam por um bloqueio, tipico como reagao de adultos que percebem conhe-
cimentos tidos como efetivos serem ameacgados.

Na busca de respostas para nossa segunda questio: E possivel encaminhar
professores de matemadtica a reflexdes que possibilitem mudancas nas concepgoes
que tém de seus alunos proporcionando-lhes um novo lugar na instituicdao escolar?

Constatamos a possibilidade de mudanca no olhar dos professores para seus
alunos, quando permitimos que o professor observasse a pratica de métodos de
ensino flexiveis e interativos que deram para o aluno o lugar efetivo de aprendiz.

Assim, as discussoes a respeito dos alunos, durante toda a formacao, apon-
tavam para sua falta de interesse e seus ndo saberes como impedimento de novas
aprendizagens. A reflexdo dessa deficiéncia na aprendizagem dos alunos como
provocada pelo ensino ministrado, s6 ocorreu durante a aplicagio da OD em
uma sala de quinta série. Como previamos, os professores acreditavam que uma
revisao do contetdo seria suficiente.

No decorrer da formacdo, tivemos depoimentos de mudanca de atitudes,
tanto em relagdo ao conteudo em jogo como nas relagdes desses professores com

223



224

Investigando saberes de professores do ensino fundamental com enfoque em nimeros fraciondrios

seus alunos. Eles tinham prazer de comentar durante os encontros cada pequeno
avango que percebiam construir em suas salas de aula, o que talvez tenha permiti-
do que se mantivessem motivados para continuar participando do projeto.

Com certeza, esses avangos ocorreram de maneira diferente em cada pro-
fessor, alguns se mostraram mais propicios as mudangas e arriscaram-se tentar
implanta-las em suas aulas, outros, mais resistentes, testemunharam igualmente
algumas mudangas, mas, com muito mais reservas.

Outro resultado significativo, também, em maior ou menor grau de inten-
sidade, foi a constatagdo, por esses professores, da possibilidade de um trabalho
que permita dar aos alunos alguma autonomia na construcao de seus proprios co-
nhecimentos. Esta percep¢ao foi possibilitada pela observagao objetiva de alunos
em acdo na sala de aula por esses professores.

Este tipo de mudanga deve-se, provavelmente, a possibilidade de ver um pro-
fessor mais experiente, do ponto de vista matematico e didatico, atuando na sala
de aula, interagindo, prevendo e solicitando a participagdo do aluno, bem como
concluindo e institucionalizando os contetidos de nimeros fraciondrios traba-
lhados. Era como se esses professores soubessem, o que deveriam fazer, mas nao
como fazer.

Alids, esta é uma necessidade que todos gostariam de ver satisfeita em suas
formagdes, pois como afirmaram o discurso tedrico que recebem cai no vazio por-
que nio sabem como transformd-los em pratica. Nesse aspecto merece a critica
aos estagios supervisionados das formagoes iniciais que, em sua maioria, nao tém
tal preocupacio e a possibilidade de o professor em exercicio ter um assessor que
possa cumprir esse papel, para que haja uma efetiva mudanca nas praticas dos
professores em exercicio.

Por outro lado, observamos que esses professores usavam os ndo saberes dos
alunos, mais como um escudo de defesa do que pela observacdo e avalia¢do coe-
rente desses alunos. Embora ndo possamos afirmar que lhes dio um novo lugar
na instituicdo escolar, porque interferéncias externas (pais, escola, sistema escolar,

..) ainda nd3o o permitem, vislumbram a possibilidade de uma aprendizagem
efetiva dos alunos.

Nossas constatagdes sao confirmadas por Estrela (1994), quando afirma que
o professor, geralmente, “olha” para sua classe, mas ndo a vé, porque nio sabe
observar de forma objetiva seus alunos. Davis e Oliveira (1990) afirmam que é
importante a interpretagio que o professor faz do comportamento dos alunos,
para que, de fato, exista a interacdo professor-alunos e estes possam construir
seus conhecimentos.

Pretendendo responder nossa terceira questio: E possivel em uma formacio
continuada promover acbes que permitam aos professores alguma mudanca em
sua prdtica de ensino de nimeros fraciondrios para uma quinta série?
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Percebemos que a falta de formagdo para tomadas de decisao que se apre-
sentariam com o desenvolvimento de alguma autonomia, concorre como uma das
provaveis causas das dificuldades apresentadas pelos professores.

Isso, provavelmente, porque estio acostumados a desempenhar seu papel,
baseados em nogoes e principios disponiveis na institui¢ao escolar que nao foram
criadas por eles e, muitas vezes, sio desconhecidas, porque foram instituidas em
momentos histéricos diferentes.

Constatamos que a formagao inicial ndo os preparou nem para ensinar con-
teidos matematicos basicos, nem para desenvolverem autonomia suficiente para
aprofundar esses conhecimentos ou se apropriar de resultados de pesquisa, que
lhes poderiam auxiliar a melhor ensinar.

As emogdes e sentimentos explicitados claramente no segundo mapa concei-
tual foram o ponto chave para as mudancas dos professores, da percepcao de de-
sequilibrio de seus conhecimentos de fracionarios ao entusiasmo de ver os alunos
trabalhando em grupo e gostando da régua de polegadas, que haviam rejeitado
durante a elaboracdo do material. O fato é que esse desequilibrio foi necessario
para promover a aprendizagem do contetdo e de alguma autonomia.

As concepgdes que os professores tinham no inicio da formagio a respeito de
fraciondrios funcionaram na realidade como um bloqueio a novas realidades, nao
permitindo diferentes possibilidades de atua¢ao e compreensao. Um tema consi-
derado de pleno dominio pelos professores, quando colocado para uma reflexao
mais profunda deixa-os embaracados, tanto do ponto de vista emocional como
em relacdo ao discurso que fazem sobre o ndo saber de seus alunos.

Entendemos que a possibilidade de mudanga na pratica de ensino de fracio-
narios de professores em exercicio pode ser conquistada com ag¢des formativas
planejadas, para que os professores possam refletir profundamente nao s6 sobre
as praticas, mas também sobre seus conhecimentos desse conteudo.

No entanto, nio podemos afirmar categoricamente que nossa formagao pro-
piciou tal resposta, visto que ndo os acompanhamos ensinando em suas proprias
salas de aula, embora varios depoimentos apresentados revelem alguns indicios
de mudancas de atitudes ndo, necessariamente, relativas ao tema de nosso estudo.

De qualquer forma, o material de ensino produzido durante a formacao foi
aceito pela professora da classe de quinta série onde foi aplicado e ela mostrou
interesse em adota-lo, mesmo sem fazer parte do grupo em formacgao. Esse querer,
logo foi incorporado pelos professores do grupo no sentido de auxilid-la no que
fosse preciso, para que o material pudesse ser utilizado nio sé por essa professora,
mas também por outros professores de quinta série. No entanto, esta é uma pers-
pectiva de mudanga que ndo pudemos acompanhar em nossos estudos.

Outro resultado mostrou-nos que uma formacido colaborativa deve ser pla-
nejada por a¢oes formativas globais que conduzam os professores a agir e refletir,
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tanto sobre suas acbes como sobre suas caréncias didaticas e pedagdgicas. Esse
planejamento inicial é modificado, de acordo com as necessidades que se apre-
sentam, por decisdes que se traduzem em ag¢des pontuais que devem ser toma-
das de imediato, pois sem elas, provavelmente, estas conclusdes poderiam nao
ter acontecido.

No entanto, o formador deve estar preparado para agir em momentos difi-
ceis, tanto no sentido de manter a confianga do professor no formador, sem a qual
nada pode ser feito como para mostrar sensibilidade aos percal¢os que enfrentam,
sem perder a dire¢ao e os propésitos da formacao.

Do ponto de vista tedrico, nossos resultados confirmam as afirmacoes de
Chevallard (1999) a respeito das agdes do professor, quando se prepara para
ensinar um conteudo “observando” um ou varios livros didaticos, “analisando”,
geralmente, de maneira superficial o conteido, “avaliando” esse contetido para
finalmente, “desenvolver” sua propria obra.

Da mesma forma, confirmam os estudos de Balacheff (1995) quando afirma
que € possivel a coabitacio em um sujeito de conhecimentos contraditérios aos
olhos de um observador que relaciona as situagdes como aos olhos do sujeito es-
tas sdo vistas como distintas, o que talvez justificaria a dificuldade dos professores
fazer relagoes de forma geral.

Por outro lado, as concepgoes dos professores a respeito de fracionarios fun-
cionaram como filtro de acordo com Ponte (1992) bloqueando novas realidades
e novas possibilidades de atuacdo. Provavelmente, na medida que as reflexoes
explicitam os conhecimentos contraditorios citados por Balacheff, os professores
utilizam-nos como escudo no sentido de evitar provaveis desequilibrios. Por outro
lado, Schulmann (1987) afirma que o professor deve compreender a fundo a ma-
téria que ensina, pois, esta € a fonte principal da compreensao por parte do aluno.

Mas, para Davis e Oliveira (1990) afeto e cognicdo constituem aspectos in-
separaveis que estdo presentes em qualquer atividade e o afeto é a energia, para
que a estrutura cognitiva passe a operar. Nesse sentido, Day (1999, apud Saraiva
e Ponte, 2003) acredita que é preciso apoiar as ansiedades que acompanham as
dificuldades provocadas pela mudanga e dar tempo, para que os professores re-
flitam porque um dos obstaculos a mudanga é a inseguranga pessoal. Mudanga
esta que, para Saraiva e Ponte (2003) é possivel quando o professor se desenvolve
e ndo ¢é “desenvolvido”, pois a mudanga deve ser interiorizada em niveis cada vez
mais profundos.



Implicacoes e perspectivas futuras

Entendemos que nossos resultados implicam a busca de novos caminhos
para a formagdo continuada de professores em exercicio na dire¢ao de suas rela-
¢oes com o saber que pretendem ensinar, de suas relagdes com os alunos voltadas
para a aprendizagem e suas relacdes com seu aperfeicoamento profissional.

Do ponto de vista do saber a ser ensinado as formagoes, geralmente, pro-
curam tratar os ndo saberes que os professores alegam ter, quando lhes dao essa
oportunidade ou assuntos que os formadores acreditam que os professores ndao
sabem, por pequenos periodos.

Assim, ao contrario, mostramos que os professores precisam também de for-
magao para conteidos que acreditam saber, nio para constatar que seu dominio
€ restrito, mas, para se apropriarem de resultados de pesquisa e novos enfoques
para seu ensino. Por outro lado, observamos que a formac¢ao deve dar o tempo
necessario, para que possam se apropriar de novos conhecimentos, o que nao
pode ser realizado em apenas alguns encontros..

A atencdo para as relagdes com os outros participantes do grupo de professo-
res em formacdo, também, deve fazer parte das acdes formativas, pois como per-
cebemos nio estao habituados a participar de produgoes coletivas; pelo contrério,
estao acostumados a decidir suas acoes didaticas e pedagdgicas solitariamente.

O fato leva a reforgar a questao do tempo de formagao, visto que esta deve
propiciar as trocas necessarias com os colegas e com o saber, até que mudangas
que possibilitem um ensino mais significativo possam ser observadas em suas pra-
ticas. Esse tempo, certamente, devera variar de acordo com o grupo em formacao.

Entendemos que tanto a questao do tempo de formacdo como a necessidade
explicitada por esse grupo de professores de observar alguém atuando em sala de
aula em atividades colaborativas, sugerem o papel de um assessor de Matematica
que os auxilie no cumprimento satisfatorio de suas tarefas docentes diariamente.
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Por outro lado, reafirmamos a exigéncia do dominio da Matematica a ser
ensinada, para que o professor possa compreender e empregar métodos de ensino
flexiveis e interativos, visto que seus pontos de vista, suas crencas e escolhas in-
fluenciam sua pratica que deveria ser considerada ja na formacao inicial. Quando
isto ndo acontece, nao faz sentido a formacdo continuada tratar os professores
como alunos, atuando sobre situa¢des elaboradas por outros, mas, como adultos
que podem analisar e refletir sobre suas praticas e compreender assim as vanta-
gens de muda-las e o beneficio decorrente para seus alunos.

Nesse sentido, a Andragogia apresenta-se, segundo Cavalcanti (1999), como
uma teoria que estuda a aprendizagem de adultos. Para essa teoria, os adultos
sentem-se motivados a aprender, quando percebem vantagens e beneficios de um
aprendizado ou, ainda, consequéncias negativas para seu nao conhecimento.

Em nosso trabalho, observamos que o comprometimento com as atividades
desenvolvidas é um fator importante para a formac¢ao. Como vimos poucos se en-
gajaram e efetivamente, participaram da totalidade dos trabalhos, outros vinham
de modo exporadico e a maioria dos professores da escola negou-se a participar.
Podemos entender que isso acontece pelo professor ndo perceber vantagens ou
consequéncias negativas em sua participagao. Para Cavalcanti (1999) as moti-
vacoes mais acentuadas dos adultos sdo internas, relacionadas com a satisfacao
pelo trabalho realizado, melhora da qualidade de vida e elevagdo da auto estima
que acreditamos devem ser levadas em conta no planejamento de uma forma-
¢ao continuada.

Sabemos que cada grupo tem suas caracteristicas e sao estas que determinam
seus caminhos de formagio; no entanto, acreditamos que os professores precisam
aprender a analisar objetivamente suas praticas e ter autonomia para se apropriar
de forma colaborativa na escola de resultados que permitam mudar o quadro
atual da aprendizagem.

Em termos de futuras perspectivas, nosso estudo deixa em aberto algumas
questdes. Uma delas, relativa a nameros fracionarios, seria a escolha de uma Pra-
xeologia Didatica para as operagdes com fracionarios. Outra seria a escolha de
uma Praxeologia Didatica que permitiria a institucionalizagio do Conjunto dos
Numeros Racionais, além de Praxeologias Matematicas mais amplas, para o es-
tudo de fraciondrios em outros contetidos do Ensino Fundamental, como fracoes
algébricas, por exemplo.

Estes estudos vislumbram, entdo, a constru¢ao do campo conceitual dos ra-
cionais para esse nivel de ensino. Estudos desse tipo envolvendo nimeros comple-
x0s e polindomios no Ensino Médio permitiriam, entdo, a constru¢ao do campo
conceitual dos niameros fraciondrios.

Uma outra perspectiva que vemos, seria um estudo mais aprofundado a res-
peito do professor como observador de seus alunos em acdo em sala de aula. Esse
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estudo, certamente, contribuiria para a formagao inicial e continuada no sentido
de melhor prepara-los para buscar a aprendizagem de seus alunos.

Esta sugestdo é feita por constatar que os professores queriam que a forma-
¢do dos alunos, tratada neste trabalho, tivesse mais tempo, além de permitir a
avaliagao dos alunos para verificar ou ndo a aprendizagem.

Um outro estudo seria o que permitisse encontrar o perfil de um assessor de
Matematica. Entendemos que esse assessor teria a fung¢ao de atender os profes-
sores de matematica de uma ou mais escolas de uma regiao, assessorando-os nas
escolhas didaticas e pedagogicas pertinentes para cada conteido a ser ensinado,
nas quais os professores organizados por série pudessem colaborar nas decisoes
tomadas e apropriar-se de novos enfoques para privilegiar a aprendizagem.

Além disso, o assessor pode atuar como formador no sentido de encami-
nhar os professores a compreenderem sugestdes e novos enfoques, tendo como
foco a aprendizagem dos alunos. Nio resta duvidas, o aluno tem mais facilidade
em responder, satisfatoriamente, a a¢Oes positivas que mostrem interesse por sua
real aprendizagem.

Mas, quem pode ser esse assessor? Seria essa atuacdo a ideal para esse asses-
sor na escola? Como e onde formar esse assessor? Acreditamos que deva dominar
a Matematica e seus aspectos didaticos e pedagogicos, além de estar preparado
para tratar com o professor em exercicio, ajudando-o em um ambiente colabora-
tivo e de respeito as diferencas.

Assim, concluimos nosso trabalho esperando que tenham sido revélados no-
vos caminhos para a formacgao (inicial ou continuada) de professores e a neces-
sidade de trabalhos que permitam uma melhor compreensio dos mecanismos de
mudancga de concepgoes e atitudes dos professores.

Na realidade, concordamos com Ponte (1992), quando cita que é necessaria
uma outra atitude da sociedade em relacio a escola e, outra atitude da escola em
relacdo a si mesma.

Esta renovagio passara, certamente, por uma dinamica de projetos inovado-
res que colocardo novos desafios aos professores, exigindo uma outra forma de
estar na profissio, com uma maior disponibilidade de investimento, maior curio-
sidade intelectual (tanto no que diz respeito ao dominio curricular como as novas
correntes pedagogicas e metodologia de ensino), isto €, uma capacidade mais efe-
tiva de trabalhar em grupo aberta a critica e com sentido de autoavaliagio.
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Apéndice A

Material da formacao especifica:
as concepcoes de nUmeros
fracionarios

1 Introducao
1.1 Significado

Em nossas atividades para elaboracio de uma sequéncia de atividades que
desse conta do ensino dos nimeros fraciondrios, para a quinta série, o primei-
ro ponto importante levantado foi a necessidade de que as criangas dessem sig-
nificado a esse conhecimento. Vimos também que muitas situagbes permitiam
interpretacdes diferentes para os nuimeros fraciondrios e o quanto seria impor-
tante trabalhar com essas interpretagdes seria importante para o aprendizado da
crianga. Chamamos essas interpretacdes de concepgoes e as discutiremos conside-
rando suas principais caracteristicas em situagdes que as associam, bem como o
tratamento necessario para a resolu¢ao de cada uma dessas situacdes. Veremos as
seguintes concepgoes parte/todo, medida, quociente, razao e operador.

1.2 Quantidades

Quantificar significa associar um ntimero, por meio de contagem ou medi-
¢do, a alguma grandeza. Historicamente o conjunto dos nimeros naturais surge
para quantificar grandezas discretas e o conjunto dos niimeros reais para quanti-
ficar grandezas continuas. Boyer (1974, p. 52) diz que:

Originalmente, nos circulos pitagoricos, as grandezas eram representa-
das por pedrinhas, [...] mas na época de Euclides surge completa mu-
danca de ponto de vista. As grandezas ndo sdo associadas a niameros ou
pedras, mas a segmentos de reta. Em Os elementos os proprios inteiros
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sdo representados por segmentos. O reino dos nimeros continuava a ser
discreto, mas o mundo das grandezas continuas [...] era algo a parte dos
numeros e devia ser tratado por métodos geométricos.

Ainda, de acordo com Boyer (1974), isso se deve, provavelmente aos para-
doxos de Zeno e outros. O mais conhecido é o da corrida de Aquiles com a tar-
taruga. Como esta sai com vantagem Aquiles por mais depressa que corra nunca
a alcancara. Os pitagoricos tinham assumido que o espaco e o tempo podem ser
pensados como consistindo de pontos e instantes; mas o espago e o tempo tém
também uma propriedade, mais fdcil de intuir do que de definir, conbecida como
“continuidade” (p. 51).

1.3 Representagdes

Além, da linguagem natural que utilizamos normalmente para descrever as
situagdes, duas representagdes visuais se apresentam: o simbolo a/b que repre-
senta numericamente a situagao e a figura, de regides ou conjuntos divididos em
partes de mesma quantidade, que ajuda a entender ou pesquisar a solu¢do da
situacdo. Observe os seguintes exemplos:

Dois tergos do retdngulo é verde Quatro sextos das bolinhas sdo vermelhas

N

oo%%

W |

2 Concepcoes

2.1 Parte/todo

1) Pintar dois tercos da figura abaixo.

2) Que fracdo da figura esta pintada?
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3) Pintar dois tercos das bolinhas abaixo.

0l0]010]00]010100]0)0.

2.2 Caracteristicas

As situacdes, que associam essa concepgao evidenciam partes de alguma
quantidade, que é considerada como um todo ou inteiro, presentes em todas as
discussdes que envolvem o desenvolvimento do conceito de niimero fraciondrio.
Esta interpretacdao depende da divisdo de uma quantidade continua (area, massa,
tempo, ...) ou de uma quantidade discreta (colecao de objetos) em partes ou sub-
conjuntos de mesma quantidade.

O numero a/b é usado para descrever uma divisdo em que o inteiro ou todo
foi dividido em b partes e dessas foram consideradas a partes. Desse ponto de
vista o0 nimero a nao pode exceder o namero total de partes b, isto é, a fracao a/b
deve ser menor ou igual a 1.

Nas situacdes que associam a concepgdo parte-todo, trés pontos merecem
atencdo: a natureza do inteiro, como ele pode ser dividido e o que sera considera-
do uma parte, pois remetem a diferencas de tratamento da situacio.

2.3 Caso discreto

Aqui o inteiro (todo) pode ser representado por um conjunto de objetos
idénticos, e neste caso, a situacdo parte/todo é tratada por niimeros naturais que
representam as quantidades de objetos que podem ser contados, agrupados ou
distribuidos. Podemos considerar trés tipos de situagoes.

a) Situagdes de contagem

Que fragdo das bolinhas é vermelba?

X X X JOI®

Quando efetuamos essa pergunta consideramos o conjunto das cinco boli-
nhas como um inteiro e pedimos a representacio pelo numero 4/6 da relaciao que
existe entre o numero de bolinhas vermelhas e o nimero total de bolinhas. En-
tendemos entdo que “quatro sextos das bolinhas sdo vermelhas” e que para obter
a resposta, primeiro contamos o total de bolinhas e depois as bolinhas que sdao
vermelhas. Este procedimento é chamado de dupla contagem das partes.
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b) Situagdes de agrupamento

Se Pedro tem trés bolinhas de gude, Jodo tem 4 e Marcos tem § bolinbas, qual
a fracdo do total de bolinhas que cada um possui?

Nesta situac¢do o inteiro passa a ser o conjunto formado pelas bolinhas dos
trés meninos e as fragcoes obtidas: 3/12,4/12 e 5/12 representariam a relag¢do entre
a quantidade de bolinhas de cada um dos meninos e a quantidade total de boli-
nhas. Para chegar a resposta foi necessario obter a soma 3 + 4 + 5 e relaciona-la
com o numero de bolinhas de cada um.

c) Situagdes de distribuicéo

Pintar 3/4 das bolinhas abaixo.

0lG]0]010i0I0]010]0100

Nesta situagao, o numero que representa a quantidade total de bolinhas de-
vera ser dividido em quatro partes, de mesma quantidade, para que dessas sejam
consideradas trés para serem pintadas.

Para resolver o problema contamos o total de bolinhas e efetuamos sua dis-
tribui¢do em 4 grupos ou dividimos o total por quatro, percebendo que cada
parte contém 3 bolinhas, isto é um quarto das bolinhas corresponde a trés. Como
queremos trés quartos teremos entao que pintar 3 dessas partes, ou seja, 9 boli-
nhas. Na verdade as situagdes que envolvem a concepcao parte/todo no discreto
nos remetem diretamente a divisdo nos naturais ou ainda a concepgao de razao se
entendermos que “de cada quatro bolinhas temos que considerar trés”.

Cabe destacar que:

Existem situagdes que associam a concep¢do parte-todo em contextos discre-
tos que ndo tém solugio. Por exemplo, nio podemos dividir igualmente quinze
bolinhas em quatro partes, porque o numero de bolinhas ndo é um maultiplo de
4. Aqui, a linguagem fracionaria é inadequada porque a situacdo se encaixa nas
divisdes com resto dos nimeros naturais, pois nao podemos dividir uma bolinha
de gude. E importante perceber que uma flor, ou um carro, ou um botio etc.
ndo podem ser divididos porque caso o fizéssemos esses objetos perderiam suas
caracteristicas, por exemplo, o botdo deixaria de ser botdo e isto ¢é inerente as
grandezas discretas que sdo tratadas por nimeros naturais e nao por fracionarios.

Por outro lado, temos situacdes em que impropriamente utilizamos a fra-
ciondria para objetos diferentes. Por exemplo, quando dizemos que metade dos
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peixinhos do aquario é vermelho, na realidade ndo estamos nos referindo a fra-
ciondrios, mas a divisio de nimeros naturais.

2.4 Caso continuo

Quando apresentamos uma superficie, previamente dividida em partes con-
gruentes, para identificar o nimero fraciondrio que corresponde a alguma parte
dessa superficie, s6 precisamos contar duas vezes, uma para identificar o total de
partes e outra para contar as partes que serdo consideradas. Na verdade estamos
discretizando o continuo para utilizar somente a contagem, da mesma forma que
fizemos no caso discreto.

Um ponto a ser discutido, neste caso, é o que entendemos por igualdade das
partes. As apresentacdes de superficies totalmente divididas em partes congruen-
tes induzem ao entendimento de que a igualdade das partes implica na igualdade
da forma e da 4rea (partes congruentes) o que nio é verdade.

2.5 Forma das partes

Como o ensino enfatiza nas situagdes que associam a concepgao parte-todo
em contextos continuos a contagem das partes de figuras previamente divididas
em partes congruentes, ndo possibilita discussoes a respeito de area e forma.

Em situacdes de divisdes nao usuais, como as apresentadas abaixo, é co-
mum a alega¢do da nio possibilidade da identificacdo da fragio que representa
a parte pintada da figura, sob o argumento de que a figura ndo estd dividida em
partes “iguais”.

N =
| o

Por outro lado, em figuras como as abaixo, pode acontecer o contririo. A
contagem das partes enfatizada no ensino pode conduzir a ndo percep¢iao de que
as partes nao sao “iguais”, nem em forma, nem em drea e, a identificacdo das
partes pintadas pelas fracdes 3/5 e 2/6, respectivamente.
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Com certeza esses tipos de erros, poderiam ser evitados se o enfoque para
a construcao da concepgio parte-todo em contextos continuos, nao se resumisse
a contagem das partes de figuras ja divididas, mas sim na relagio entre areas, a
partir de tarefas que solicitassem a divisdo de figuras, que conduziriam natural-
mente também a percepcdo da equivaléncia tanto de areas, quanto dos nimeros
fracionarios que as representam.

2.6 Diviséo do inteiro

Se tomarmos um retangulo para dividir em duas partes de mesma drea, por
exemplo, existiriam varias possibilidades para essa divisdo. Entre elas podemos
considerar, por exemplo, as possiveis por um Gnico trago.

Ou, as possiveis com mais tragos ou linhas curvas.

A tarefa de solicitar a divisdo de inteiros encaminha para a necessidade de um
planejamento e tomada de decisdo para desenhar os tracos que dividirao a figura.

Embora o circulo seja, normalmente, usado para representar fracionarios e
muitos materiais manipulativos desenvolvidos para o ensino empregam essa forma,
dividi-lo em partes iguais ndo € tarefa simples, pois exige a identificacdo de seu cen-
tro e algumas técnicas de desenho geométrico para decidir onde desenhar as linhas,
a nao ser que utilizemos essa forma para ser dividida por meio de dobraduras.

Cabe destacar que:

Em muitos casos, o aluno, ao observar as divisdes e utilizar a contagem para
identificacdo de partes, perde a referéncia do inteiro, principalmente em situacoes
de comparagio.

Observe, nas duas primeiras figuras abaixo que, embora a parte pintada de
ambas possa ser representada pelo mesmo nimero, a drea ndo é a mesma, porque
a area dos inteiros é diferente. Nas outras figuras, acontece o contrario, embora
a area pintada seja a mesma, o numero fraciondrio que as representa ¢ diferente
porque a area dos inteiros é diferente.
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E frequente, em livros didéticos, aparecer ilustragdes com divisio de frutas,
pdes, bolos etc. em “partes iguais”, considerando uma divisdo visual supostamen-
te de “mesma area”. No caso de um bolo, a igualdade ndo pode ser a “drea” de
cada pedago, mas sim a quantidade de bolo que tem em cada pedaco que s6 pode-
ria ser determinada pelo seu “peso” (massa). E o caso também da pizza, exemplo
classico do ensino de fragdes. Nao estamos aqui, descartando esses modelos, que
sdo uteis para que as criangas deem significado a necessidade dos novos nimeros,
mas questionando a igualdade das partes tdo enfatizada no ensino. Nesses casos
temos que supor e ndo afirmar que as partes sao iguais.

2.7 Medida

1) Qual a distancia entre o ponto A e o zero?

0
0 A 1

2) Qual a distancia entre os pontos A e B?

L 2 L 4 . 2 . 4 > 4 . 4 . 2 . 2 +
0 A B 1

Nesta concepgio a fragio a/b é associada a uma unidade de medida que foi
dividida em b partes de mesma medida, das quais foram consideradas a partes.
Podemos, por exemplo, associar a fracdo a/b a um ponto de um segmento de
reta tomado como unidade, que foi dividido em b partes congruentes (ou em um
multiplo de b), dos quais foram consideradas a partes. Na verdade, a divisao da
unidade caracteriza uma relacdo parte-todo no continuo.

2.8 Caracteristicas

A principal caracteristica da concep¢do de fraciondrios como medida, é a
utilizag¢ao repetida da fracao 1/b para determinar uma distancia. Normalmente,
solicita-se a medida da distancia entre dois pontos usando 1/b como unidade de
medida e utiliza-se a representacdo da figura de uma reta numérica ou de uma
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régua. Para essas representacdes é necessario algum conhecimento de escala, a
presenca do zero como ponto de partida e intervalos de medidas iguais. O prin-
cipal desafio sera entender que a fragdo 1/b é uma unidade de medida que deve
ser usada repetidamente para determinar o comprimento desejado e que este, no
final, pode ser representado por uma fragao a/b que, por sua vez, representara ax%,
ou seja, a vezes a ocorréncia da unidade 1/b.

Nas situacdes de medida, é preciso a determinagdo de uma unidade de me-
dida invariavel, a especificacio dos pontos de inicio e de final da medigao a ser
realizada e nameros fraciondrios para que se concretize o ato de medir.

Tomando um segmento com mais de uma unidade podemos obter a ocor-
réncia da fragdo efetivamente como um numero e perceber que 3/5 ¢ um numero
entre 0 0 e 0 1 e, ainda, que 1%, por exemplo, é um nimero entre 1 e 2. Além disso,
entender que o conjunto dos niimeros racionais ¢ uma extensiao do conjunto dos
numeros naturais observando que os nimeros racionais preenchem os “vazios”
entre 0s numeros naturais.:

Ef
5

3
1+—=1
5

| W

=
5

Outro ponto importante das situagdes que associam a concep¢ao de medida,
que ndo ocorre satisfatoriamente na concepc¢do parte-todo, é a ocorréncia, de
forma natural, de fra¢des maiores que a unidade, da notagdo de nimeros mistos
e da soma de duas medidas, o que favorece a percepcao da equivaléncia no reco-
nhecimento de que a mesma medida recebe nomes diferentes em fung¢ao de novas
divisdes da unidade.

Cabe destacar que:

Historicamente muitos povos sentiram a necessidade de outros niimeros, que
ndo os naturais, para poder representar resultados, principalmente de medig¢oes,
conduzindo-os a buscar uma unidade que ndo exigisse a representacao fraciona-
ria, no entanto, diante da impossibilidade de realizar essa tarefa cada construiu
suas proprias unidades. Um consenso parcial ocorreu somente em 1792 com a
criagdo do sistema métrico decimal que se consolidou, principalmente, para faci-
litar as relagdes comerciais entre povos diferentes.

A concepciao de medida é necessdria no ensino porque ajuda os alunos a
perceber a necessidade dos numeros fracionarios, a lhes dar significado e a cons-
truir um novo campo de conhecimentos. Mas, isto s6 acontecera se eles puderem
escolher unidades de medidas ndo padronizadas e a perceber a necessidade de sua



Material da formagédo especifica: as concepcdes de nimeros fraciondrios

subdivisdo para poder associar um nimero a grandeza que estd sendo medida.
Em medidas de comprimento isto pode ser facilmente obtido a partir de tiras de
papel consideradas como unidade. O uso de réguas, neste caso, seria desaconse-
lhdvel, em um primeiro momento, porque como as divisdes ja estdo explicitas as
criangas niao percebem as subdivisdes da unidade voltando a tratar as situacoes
de medi¢do somente com a contagem.

2.9 A reconstituicdo do infeiro

Podemos apresentar aos alunos tarefas em que as figuras representem partes
e solicitar que o inteiro seja reconstituido. Uma boa compreensio de fragdes deve
permitir que a partir do inteiro se identifique qualquer parte desse inteiro, mas
também, que a partir de partes se reconstruia o inteiro. As duas concepgdes estu-
dadas nos permitem elaborar atividades desse tipo:
1) Se a figura abaixo é um ter¢o do inteiro, desenhe o inteiro.

2) Se 2/7 das bolinhas de Sérgio sdo brancas e ele tem 12 bolinhas brancas, qual
o total de bolinhas que Sérgio possui?
3) Se o desenho abaixo representa 2/3 da unidade qual é a unidade?

&
v

0

Wl ¢

Este caminho de volta permitird a constatacao de que no caso da concepgio
parte/todo associada a superficies podemos obter inteiros com formas diferentes
como resposta, 0 que nio acontecerd no caso discreto ou na concep¢dao de me-
dida, em que encontramos uma tnica solu¢ao. Além disso ajuda a desenvolver a
percepcao visual de figuras e seu tratamento a partir da composi¢ao, aprofunda a
compreensao das concep¢oes envolvidas e da reversibilidade de situacoes.

2.10 Quociente

1) Se temos trés pizzas para distribuir igualmente entre quatro criangas, quanto
cada uma vai receber?

2) Se temos nove bolinhos para distribuir igualmente entre cinco criangas,
quanto cada uma vai receber? Qual a sentenca matemadtica que representa
essa acao?
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3) Joao tem 25 bolinhas de gude e quer distribui-las entre seus trés sobrinhos.
Quando cada um ira receber?

4) Tenho trés pizzas e quero dar metade de cada uma delas para cada crianca.
Para quantas criangas posso distribuir as pizzas.

2.11 Caracteristicas

Historicamente alguns povos associaram os fracionarios diretamente a divi-
sdo de naturais em situacdes de distribuicdo desenvolvendo técnicas para obter
tais resultados.

A concepgdo de fraciondrios enquanto quociente € associada diretamente a
atos de distribui¢ao ou de divisio em que a fragdo a/b representa que a foi distri-
buido ou dividido em b partes. Nesta concep¢ao o numerador @ nio representa
partes do inteiro ou da unidade, mas algo que serd dividido em um numero b de
partes. Nestes casos o nimero a pode ser menor, maior ou igual a b.

Nas situacdes que associavam as concepgdes anteriores estivamos quantifi-
cando e trabalhando com uma tnica variavel: o inteiro ou a unidade de medida,
agora podemos ter duas varidveis, por exemplo: pizzas e criangas, embora a con-
cepcao parte-todo seja mobilizada na distribuicdo solicitada. A principal caracte-
ristica das situagdes que associam a concepg¢ao de quociente seja a representagao
do fracionario pela operagio de divisio.

2.12 Caso discreto

A distribui¢do de 12 bolinhas entre 3 meninos, por exemplo, implica na mes-
ma quantidade de bolinhas para cada um e pode ser representada por 12 + 3.
Na realidade, trata-se de uma situagao que envolve a divisdo de niimeros naturais.

Cabe destacar que:

Situagdes que associam a concepgao de quociente em contextos discretos
solicitam, na realidade, a mobiliza¢io da divisdo euclidiana, no exemplo (3) teria-
mos: 25 = 3 x 8 + 1, cada crianga recebe oito bolinhas e sobrara uma. As criangas
provavelmente determinardo algum critério para distribuir a bolinha que resta,
pois com certeza ndo tentardo partir a bolinha porque sabem que obterdo peda-
¢os de vidro e nao bolinhas.

As criancas, normalmente, realizam com facilidade tarefas de divisio em
contextos discretos, porque estas podem ser realizadas por procedimentos diretos
de contagem, como € o caso da divisio em seu aspecto partitivo: dada a quan-
tidade de inteiros e o numero de partes em que se quer dividir essa quantidade,
solicita-se a quantidade de cada parte. Algumas dificuldades podem surgir se a
tarefa apresentada se relacionar ao aspecto da divisdo por cotas: quando é dada
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a quantidade de inteiros e a quantidade de cada parte e solicita-se a quantidade
de partes possiveis.

2.13 Caso continuo

Como as situagdes na concep¢ao de quociente solicitam uma divisdo, as di-
ficuldades na procura de partes que tém mesma drea, ja vista na situagdo parte/
todo, permanecem, sendo necessario um plano de acdo com procedimentos de
estimativa, de tentativa ou mesmo de operagdes aritméticas para determinar a
solucdo do problema.

As situagOes que associam esta concepgao em contextos continuos se pres-
tam satisfatoriamente a divisio de varias regides ao mesmo tempo, cCOmo por
exemplo: Dividir cinco pizzas igualmente entre quatro pessoas. Este é um tipo de
problema que pode apresentar, entre outros, dois caminhos de solucdo: a divisdo
de cada pizza em quatro, destinando para cada pessoa cinco partes ou a distribui-
¢do de uma pizza inteira para cada uma e a divisdo de uma das pizzas em quatro
partes. As duas solugdes nos levam ao mesmo resultado, mas podem ser represen-
tadas de maneiras diferentes. O c6digo misto e a operacdo de divisdo aparecem na
equivaléncia com a fracio maior que um encontrada na distribuigio.

Ja para dividir trés barras de chocolate igualmente entre cinco criancas é
necessaria a divisao dos trés chocolates, sendo que uma das possibilidades pode
ser representada por:

| —
b | e | =
W | —

253



254

Investigando saberes de professores do ensino fundamental com enfoque em nimeros fraciondrios

Nas duas situagoes podemos perceber que a partir da divisdo satisfatoria
de uma das pizzas ou de um dos chocolates, o processo pode ser repetido para a
divisdo dos restantes.

Essas situacoes favorecem a constru¢do de significados diferentes, pois a
acao de dividir uma unidade em cinco partes e tomar trés delas (3/5 como parte/
todo ou medida) é diferente da acdao de dividir trés inteiros em cinco, embora as
duas sejam representadas pelo mesmo nimero fraciondrio.

Cabe destacar que:

Quando utilizamos pizzas, chocolates, bolos, ... para as situagoes de ensino
pretendemos que a partir delas as criancas deem significado as novas quantidades
encontradas. Quando dividimos uma pizza em quatro partes e associamos a cada
uma a fragio 1/4 estamos considerando apenas o aspecto visual da igualdade das
partes pois esta s6 poderia ser obtida a partir do “peso” da pizza inteira e das
partes o que ndo faz sentido algum na realidade. O mesmo acontece nas situagoes
que envolvem chocolates pois a maioria destes ja sdo fabricados dividido em par-
tes “iguais”.

2.14 Razdo

Diferente das situagOes anteriores, as que associam a concep¢ao de razdo nio
sdo representadas por uma parti¢io ou medi¢ao ou distribui¢do, mas pela compa-
racdo de duas quantidades (do mesmo objeto ou de objetos diferentes), isto €, as
razoes podem ser utilizadas como um indice comparativo entre duas quantidades.

2.15 Algumas situacdes

1) Uma receita pede 2 copos de aglicar para 3 copos de farinha. Quanto de
farinha é necessario para fazer uma receita utilizando 15 copos de agticar?
Quantas receitas poderiam ser feitas?

2) Em um saco existem quatro bolas pretas e cinco bolas brancas. Tirando ale-
atoriamente uma bola qual é a probabilidade de que seja preta?

3) Em uma caixa existem trés bolas vermelhas e duas azuis. Qual é a razdo das
bolas vermelhas para as bolas azuis?

4) Qual a fracdo do retangulo abaixo que estd pintada?

3 cm

2 cm
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5) Que fracdo das bolinhas é vermelha? Qual a razao das bolinhas vermelhas
para o total de bolinhas?

X X X JOI®

6) Se um jogador de basquete acerta uma bola em cada duas que arremessa em
um jogo e trés em cada quatro no jogo seguinte. Qual é a sua performance
nos dois jogos?

7) Se em uma sala de aula temos dois meninos para cada trés meninas qual a
porcentagem de meninos nessa classe?

8) Qual a velocidade em km/h de um carro que percorre 4 km em 6 minutos?

2.16 Caracteristicas

Uma das caracteristicas dos niimeros fracionarios enquanto razdo é a predo-
minancia da ideia de par ordenado de nimeros naturais, descrito de acordo com
a situagao por um fraciondrio a/b ou por a : b. Por sua vez, esta razdo determina
uma propor¢ao, visto que qualquer alterag¢do feita em a provocard uma mudanga
previsivel em b.

Por exemplo, se identificamos em uma situagdo a razdo 3/4 (ou 3 para 4)
teremos consequentemente as razoes 6/8 ou 9/15 e assim por diante, que nos
permite definir a propor¢ao como a igualdade entre duas razdes e representa-la
genericamente por a/b = c/d ou a : b :: ¢ : d, que se |é “a esta para b, assim como
c esta para d”. A descric¢do inicial obtida da situacdo apresentada pode ser enten-
dida como uma constante que se conserva na proporcionalidade.

Sob este ponto de vista nem sempre se pode identificar um inteiro, embora
nas comparagoes realizadas além da relagido parte/todo podem ser detectadas re-
lagdes do tipo todo/todo ou parte/parte.

O trabalho com razoes pode encaminhar os alunos a perceber a equivaléncia
de niimeros fracionarios, a desenvolver o pensamento proporcional, além de po-
der se tornar uma excelente ferramenta para a resolu¢ao de problemas.

Cabe destacar que:
A importancia da razdo esta na quantidade de situacoes da realidade em
que aparecem:

— A razdo pode transmitir uma no¢ao de grandeza relativa quando define uma
nova grandeza a partir de duas outras grandezas apresentadas, como por
exemplo, a velocidade média que relaciona espago e tempo. Nestas situa-
¢cdes podemos ter situagdes que exigem simplesmente a comparac¢do entre
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0 espaco e o tempo ou a busca de valores adicionais para uma propor¢io
obtida (regra de trés).

— As escalas nos mapas planos e miniaturas sdo representadas por razdes que
relacionam as medidas utilizadas nos mapas (ou miniatura) com as medidas
reais.

—  As receitas culindrias e misturas de liquidos também envolvem diretamente a
ideia de razao.

— A densidade demogréfica também é um exemplo da utilizagdo de razdo, pela
comparagao da quantidade de habitantes por km? de uma regiao.

— Na probabilidade a utilizagdo da razao lhe da um carater de simples calculo
aritmético quando se compara a quantidade de casos favoraveis com a quan-
tidade de casos possiveis.

— Na porcentagem podemos estabelecer uma razio a partir da comparagio
entre um numero dado e conjuntos de 100 partes. Por exemplo, um desconto
de 15% em um objeto que custa 300 reais poderia ser entendido por:

YO0 J— 100,00
S0 J— 100,00
Y0 J— 100,00

O que leva a perceber que existe a mesma relacdo entrel5 e 100 e 45 e 300.
A diferenga entre a concepcao de razdo e a parte/todo é bastante sutil.

A razdo entre medidas de dreas permitira identificar uma relagio parte/ todo
em situagdes que a parte em questao do inteiro ndo permite o recobrimento total
desse inteiro considerado com partes congruentes a inicialmente dada do tipo do
exemplo 4, apresentado acima.

2.17 Dificuldades

Algumas situagdes que associam a ideia de razao apresentam obstaculos de
carater operatorio. Por exemplo, quando pensamos em triplicar a quantidade de
ingredientes de uma receita de bolo, podemos pensar em multiplicar a quantidade
de ingredientes por 3 ou somar trés vezes a quantidade dos ingredientes da recei-
ta. Tal interpreta¢do pode levar o aluno a operar de forma erronea com nimeros
fraciondrios e entender que 3%:3 ou que §+§+§=g.

Outra questao que surge com a concepgao de razdo € a possibilidade de re-
presenta-la pelo quociente de dois nimeros. Existem situagcdes em que a divisao
dos dois numeros envolvidos aparece de forma natural. Este é o caso de dizer
que um carro que percorre 300 km em 5 horas percorreu essa distincia a uma
velocidade média de 60 km/h. O mesmo nao acontece no caso da receita de bolo,

pois nao faz sentido dizermos que usamos aproximadamente 0,67 agucar/farinha.
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Existe uma crenga de que razdo é divisao, e em alguns casos isso é verdade e tem
significado, mas em outros casos isso nao se aplica.

Talvez por tais obstaculos houve um tempo em que as razdes e proporcoes
eram representadas somente por a : b : ¢ : d, provavelmente para assinalar que
temos uma ag¢ao especifica de comparagao entre dois niimeros e nio um nimero
fracionario, embora em outras situagdes a representag¢ao fraciondria para compa-
ragdes nao causem esse tipo de problemas.

2.18 Operador

1) Se 2/3 de 12 é 8, por quanto tenho que multiplicar o 8 para obter 12?2

2) Se minha receita de bolo pede 3 copos de leite mas eu s6 tenho 2, quanto
devo tomar dos outros ingredientes para fazer o bolo usando esses 2 copos
de leite?

3) Dado um retangulo com medidas 4 e 6 centimetros obter um novo retingulo
que tenha as medidas dos lados iguais a % das medidas originais.

2.19 Caracteristicas

Em situacbes que associam a concepgao de operador o nimero fraciondario
assume o papel de transformar uma situacdo inicial para produzir uma situa¢io
final adquirindo um carater funcional de transformagio.

Esta interpretagio pode nos conduzir a entender esse numero fracionario
como uma mdquina de transformacdo. No terceiro exemplo acima, a fracao %
atua sobre as medidas dos lados do retangulo assumindo o papel de transformar
as medidas iniciais do retingulo dado nas medidas dos lados do novo retangulo.
E como se tivéssemos uma maquina que transforma o que entra em seus %.

Essa ideia apresenta um contexto natural para o desenvolvimento da nogio
de composicao de transformagoes, de inverso de um fraciondario a partir do ope-
rador que reconstrdi o estado inicial e também da nogdo de identidade com o
operador que nao modifica o estado inicial.

Assim, percebemos que o numero fracionario é considerado como um nime-
ro e nio como um par de numeros e que as situagdes que associam o fracionario
como operador pode envolver:

— um operador que produz situacdes finais diferentes dependendo da situacdo
inicial;

— operadores diferentes que produzem a mesma situacdo final (operadores
equivalentes);

— operadores que voltam a situagado inicial (operador inverso);

— o operador que ndo altera a situacdo inicial (operador idéntico).
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Nessas situagdes podemos associar a operagao de multiplicacdo, tanto de um
inteiro por um fracionario, quanto entre fraciondrios, traduzindo por exemplo, o
dobro de 1/5 por 2><% ou ainda, a metade de dois ter¢os por 1?%, sendo que esta,
geralmente, é chamada de fragio de frag¢do e interpretada como a agio do fracio-
nario %2 sobre a fragdo 2/3 que produz o estado final de 2/6.

2.20 Caso continuo

Em contextos continuos, o fracionario a/b pode ser considerado um opera-
dor que reduz as medidas de uma figura (comprimento ou drea) se a < b e a am-
plia nos casos em que a > b. No exemplo, a seguir, o operador que transforma a
figura é 3, também, chamado de razao de semelhanga, embora a razdo que reduz
as medidas da figura inicial seja “de 4 para 3”.

Associando a esse exemplo uma maquina de transformagao que operara com
%. temos:

W 6 _X8=6
M

Utilizando razao temos:

8 4 para 3 6

Com as duas maneiras de proceder obteremos como situacao final, um qua-
drado com 6 cm de lado. Fica implicito nessa a¢do que primeiro atua a operacao
de divisdo (8 : 4 = 2) e depois a de multiplicagido (2 X 3 = 6) que serdo representa-
das por %x8 =6, porque queremos encontrar % de 8 cm”.

Com a razdo entendemos que para cada 4 cm da figura inicial consideramos
3 ¢m na nova figura. Assim, com o devido cuidado podemos, a partir das con-
cepcoes de operador e razdo desenvolver as nogdes de ampliacdo e redugio de
figuras, por exemplo.

2.21 Caso discreto

Nas quantidades discretas a fracdo a/b produz sobre a quantidade de elemen-
tos de um conjunto um efeito que resulta em a/b vezes a quantidade de elementos
do conjunto inicial, % de 16 bolinhas é um conjunto com 3¢ bolinhas, que

4
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resulta em 12 bolinhas. Se pensarmos na razdo entre o numero de bolinhas do
conjunto de partida para o numero de bolinhas do conjunto de chegada temos
que de 4 bolinhas do conjunto inicial foram tomadas 3. Mas, s6 podemos ter um
fraciondrio operando sobre o nimero de elementos de um conjunto se esse nime-
ro for maltiplo de b.

As porcentagens podem ter a caracteristica de operador se interpretarmos,
por exemplo, que 60% de 35 corresponde ao fraciondrio 60/100 atuando sobre
35 e representarmos tal acio por x3s.

O fracionério atuando como operador descreve um estado a partir da si-
tuagdo dada e uma ordem a partir da acdo realizada estabelecendo duas formas
de equivaléncia:

a) de operadores diferentes que atuam sobre o mesmo estado inicial produzin-
do o mesmo estado final.

Estado inicial Operador Estado final
12 ><2 8
3
12 xi 8
6
12 ><i 8
12

Esta infinidade de operadores serdo chamados de equivalentes porque pro-
vocam o mesmo efeito no objeto em que sdo aplicados e permitem estabelecer a
relacao CRCE_ .

b) de estados: quando o mesmo operador atua sobre estados iniciais diferentes
produzindo a mesma transformacgao.

Estado inicial Operador Estado final
12 ><2 8
3
24 ><E 16
3
54 ><E 36
3

A equivaléncia aqui surge na comparacdo do estado inicial e do estado final

e permite estabelecer a relagio 2-24_3% _

8 16 36
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Apéndice B

Material de formacao dos alunos

1 Ficha 01

1)

2)

Temos 9 bolinhos iguais para distribuir igualmente entre trés criangas. Quanto
cada crianga recebeu? Qual a sentenga matematica que resolve o problema?
Se os mesmos bolinhos tivessem que ser distribuidos igualmente para quatro
criangas, quanto cada crianga iria receber? Qual a sentenca matematica que
resolve o problema?

Cinco criangas foram a cantina da escola para comprar chocolates, mas s6
encontraram quatro barras do chocolate que queriam. Resolveram compra-
-los e dividir igualmente entre as cinco. Represente a sentenca matematica
que resolve o problema e responda qual parte do chocolate cada crianca
recebeu.

Quatro jovens depois de assistirem uma fita de video resolveram pedir cinco
pizzas para o lanche. Que parte das pizzas cada um ira receber?

Um idoso criador de ovelhas deixard de heranga para seus trés filhos 360
ovelhas. Quantas ovelhas cada um recebera quando o pai falecer? E se o
criador tivesse 361 ovelhas?

O Sr. Joao, visitando seus cinco sobrinhos, trouxe nove duzias de bolinhas
para distribuir igualmente entre eles. Quantas bolinhas cada sobrinho
recebeu?

Temos 28 balas e queremos distribuir de modo que cada crianga receba 7
balas. Para quantas criancas podemos distribuir as balas?

Usando o cartio quadrado que vocé recebeu, como unidade de medida de
area, dé a medida do comprimento, da largura e da 4rea das folhas coloridas
que vocé recebeu.
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Amarela: 8§ cm x 20 cm. Azul: 8 cm x 18 cm
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Rosa: 8 cmx 13 cm

Verde: 6 cm X 16 cm Unidade: 4 cm x 4 cm

2 Ficha 02

1) Cada elemento do grupo deve escolher uma régua e medir o comprimento e
a largura da carteira.
2) Com as réguas do exercicio anterior medir os segmentos abaixo.
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3) Determine a altura das figuras representadas abaixo.

0

4) Jodo trabalha na manuten¢ao de uma estrada e sabe que 6 latas de tinta ddo
para pintar um quilémetro da linha do meio da rodovia. Hoje ele recebeu 27
latas de tinta para fazer esse servico. Quantos quilometros ele podera pintar?
E se ele recebesse 28 latas?

5) Represente no segmento abaixo os nimeros % e % e identifique outros dois
ndmeros entre elas.

0

6) Associe um nimero a cada ponto das retas numeradas abaixo.

a) 0 1 2

Complete com dois desses numeros:
............ € menor que ..............

Complete com dois desses nimeros:
V4 TOOUR ¢ menor que

................... € maior que

S
0 2
6

Complete com dois desses nimeros:
.................. ¢ menor que
.................. € maior que
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7)

Que parte dos circulos desenhados abaixo é vermelho? E que parte deles é

9000000

Divida as figuras abaixo em trés partes iguais. Que relagio existe entre cada
parte encontrada e a figura dada?

[ )

Um agricultor fez uma plantagdo em parte de seu terreno retangular do se-
guinte modo: a metade do terreno foi plantada com feijao, na metade do
restante plantou milho e o restante foi dividido em duas partes iguais: uma
para o pomar e outra para construir a casa.

a) Faga uma figura representando a distribui¢do feita pelo sitiante em

seu terreno.
b) Que tipo de plantagdo ocupa a maior parte do terreno? E que tipo ocupa
a menor parte?
¢) Qual éamaiorregiao: a deixada para a constru¢ao da casa ou para o pomar?
d) Que parte do terreno ocupa a regiao plantada com feijao?
e) Que parte do terreno ocupa a plantacao de milho?
f) Que parte do terreno ocupa a parte onde fica 0 pomar?

A L L AL N L

0 1 2 3 4 5 6

|III|II| Tyt e et e I|I|III|

0 1 2 3 4 5 6

‘III|III ey e r e e III|III|

0 1 2 3 4 5 6
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12 cm

16 cm

3 Ficha 03

1) Monte o quebra cabegas que vocé recebeu e responda que parte do triangulo

representa:

um triangulo verde: trés losangos:

um losango: quatro trapézios:

um trapézio: cinco hexagonos:

um hexdgono: um hexdgono e dois losangos:
quatro hexagonos e um triangulo: seis trapézios, um losango e

cinco triangulos:
2) Que pegas do quebra-cabegas podem representar as fragoes abaixo:

L
5

W
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18
25

Circule, se possivel, trés quartos das drvores desenhadas abaixo.

A 2: AA AA

Colorir quatro sétimos do desenho abaixo.

E 3

Qual a distancia do ponto inicial ao ponto A?

0 A 1

Circule, se possivel, um ter¢o dos sapinhos desenhados abaixo.
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7) Identifique a fracdo que representa a parte pintada de cada um dos desenhos
abaixo:

8) Pinte dois ter¢os dos desenhos abaixo.

9) Quais das figuras abaixo tem um ter¢o pintado?




Material de formacdo dos alunos 269

4 Ficha 04

1y

Dobre as folhas retangulares e circulares que vocé recebeu da forma pedida
e determine a fragao que representa cada parte.

a) em quatro partes iguais

b) em oito partes iguais

c) em 16 partes iguais

d) Quantos 1/16 precisamos para ter % de cada folha?

Qual a distancia entre o ponto A e o ponto B?

0 A

B 1
Se o desenho abaixo representa % do desenho original, complete o desenho
para obté-lo.

2 . . . .
Se = das bolinhas de gude de Francisco sio brancas e ele tem 24 bolinhas
brancas, qual o total de bolinhas que Francisco tem?
Associe um numero a cada ponto da reta numérica abaixo.

a) 0 1
3
Complete com dois desses numeros:
A) cereeienenn. € MENOr QUE vevenvrnee veeeenennnn. € maior que ............
b) % 2 4

Complete com dois desses numeros:

a) ceenen. € menor que ......... b) ......... € menor que ............
........ € maior que ......... veeeen... € maior que .............
Inés pediu para Mdrcia sua receita para massa de torta. E Mdrcia passou a

seguinte receita:
Ingredientes

1 xicara de cha de leite
2 ovos

Y xicara (cha) de 6leo
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200 gramas de queijo tipo minas ralado grosso

50 gramas de queijo parmesio ralado.

1 xicara (cha) de aveia

15 xicara (chd) de farinha de trigo.

1 colher de sopa de fermento em po.

Como Inés sempre recebe visitas, preparou uma tabela com os ingredientes
da torta de acordo com o ntimero de pessoas que recebe.

a) Complete a tabela

. Parme- .
Re- . Ovos p Minas = . Fari- Fer-
Pes- . Leite . Oleo sdo Aveia
cei- , uni- i gra- ) nha | mento
soas Xicara xicara gra- | xicara |
tas dade mas xicara | colher
mas
1
] 2
2 ]
3 |14
4 2
5
6
7
8

b) Qual a relagdo que existe entre a quantidade de 6leo e de aveia?
¢) Qual a razdo entre a quantidade de farinha e aveia?
d) Qual a relagao que existe entre a quantidade de xicaras de farinha e de ovos?
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7) Se distribuirmos igualmente 5 chocolates para um grupo de 8 criancas e §
dos mesmos chocolates para um outro grupo com 6 criangas. Em qual dos
dois grupos as criangas comerdo mais chocolate?

8) Se distribuirmos igualmente 3 chocolates para um grupo de 5 criangas e 9
dos mesmos chocolates para um outro grupo com 15 criangas. Qual é o gru-
po em que as criangas comerao mais?

9) Se distribuirmos 3 tortas entre 4 criangas e 4 tortas iguais as primeiras entre
outras S criangas, quem comera mais?

10) Temos trés tortas iguais e queremos distribuir de forma que cada crianga
receba 5 de uma torta. Para quantas criangas podemos distribuir as tortas?
Dé a sentenca matematica que representa a solucdo do problema.

9cmx 16,5 cm

7,5 cmx 18 cm

m
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13,5 cm

10 cm
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Diametro: 14 cm

Diametro: 10 cm
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Diametro: 15 cm

Diametro: 8 cm
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5 Ficha 05

1)

2)

8)

9)

Na votagdo para o grémio de sua escola com 1000 alunos votantes, houve
240 votos para a chapa Azul. Qual a razdo entre o nimero de votos da chapa
azul e o numero de votantes?

Uma receita pede 3 copos de agucar para 10 copos de farinha. Se tenho 15
copos de agucar quantos copos de farinha preciso? Quantas receitas pode-
rei fazer?

Um carro faz, na estrada, 8 km com 1 litro de alcool.

a) Quantos litros de alcool sdo necessarios para esse carro percorrer 100 km?
b) Quantos km ele percorre com 45 litros de alcool?

Para fazer 10 camisas sdo gastos 25 metros de tecido. Quantos metros sio
necessarios para se fazer 30 camisas?

Desenhe um retingulo que tenha 3 da medida do comprimento e da largura
do retangulo abaixo. 4

Em um curral hd 69 vacas, dois tercos delas sao da fazenda vizinha. Quantas
vacas vieram da outra fazenda? Represente as operacdes que vocé fez com
uma sentenca matematica.

O ano tem 12 meses. Responda quantos meses corresponde a:

a) dois tercos do ano b) trés quartos do ano

¢) um ano e um ter¢o do ano.

A capacidade de % de um barril é 36 litros.

a) Qual a capacidade de 5 desse barril?

b) Qual a capacidade do barril?

a) Pinte a metade de um quinto das bolinhas abaixo.

O
0.P~00 0. 0.0°0

O O O

b) Que parte das bolinhas vocé pintou?

OO ©
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10)Pinte um quinto do retangulo desenhado abaixo. Depois pinte a metade da
parte que ja esta pintada com outra cor. Que parte do retangulo vocé pintou
duas vezes?

11)Se o desenho abaixo representa % do desenho original, complete-o para ob-
ter o desenho original.

12)Temos seis pizzas para serem distribuidas de tal forma que cada crianga
receba " de uma pizza. Para quantas criancas podemos distribuir as pizzas?
Dé a sentenca matematica que representa a solucdo do problema.

13)Identifique a parte de cada um dos desenhos abaixo que esta pintada:

Ll
(L Ly
£ WAL
A I
e AP,

SEEE AL
SAAEIS, LSS SE SIS S LSS,
Cei iy Ly iy
EIIEIESIS, AEISIEIIEESIETSISS,
AEEEETEES AL AL Lol LL
LLELLL LS (Ll VLl LIS

6 Ficha 06

1) Numa festa uma crianga comeu g dos doces de uma bandeja e outra crianca
comeu % de outra bandeja igual a primeira. Quem comeu mais?

2) Em uma pizzaria seis pessoas de uma mesa comeram quatro pizzas e numa
outra mesa trés pessoas comeram duas pizzas do mesmo tamanho. Em que
mesa as pessoas comeram mais pizza?
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3)
4)

5)

Se dividirmos trés bolinhos iguais entre quatro criangas e quatro bolinhos do
mesmo tipo entre outras cinco criangas quem come mais?

Se fizermos um café com 3 colheres de p6 e 4 xicaras de dgua e outro com 4
colheres de p6 e 6 xicaras de dgua, qual café ficara mais forte?

Identifique a fragao que representa cada um dos pontos marcados no desenho
abaixo e depois coloque outros cinco pontos com a fracao que o representa.

Que parte de cada figura estd pintada? Qual das duas tém maior parte pintada?

Associe a cada figura a fracdo que representa a parte que estd pintada. Qual
delas tém a maior parte pintada?

Associe a cada ponto um numero.

0 1
0 1
0 1

Dé um ntiimero fracionario que represente:

a) o nimero 1 com denominador 12.

b) o nimero % com denominador 12.

.~ 5 .
¢) o nuimero = com denominador 30

d) o ndmero ~ com denominador 30.
10

10) Em uma fabrica, para tingir uma calca comprida foram utilizados para cada

tubo de tinta branca trés tubos de tinta azul. O gerente quer fazer uma tabela
para conseguir a mesma cor em outras quantidades de calcas tingidas. Ajude
completando a tabela a seguir.
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Branca Azul
] 3
6
7
18
15

Que relagao podemos observar nessa tabela?

11) Quem é maior 2 ouL?
8

10

7 Ficha 07

1) Primeiro pinte 1/2 do retangulo desenhado abaixo, depois pinte 1/6 do mes-
mo retangulo de outra cor. Qual a parte do retdngulo que vocé pintou? Re-
presente a sentenga matematica que representa a solu¢do do problema.

2) Pinte % do segmento desenhado abaixo. Logo a seguir pinte, de outra cor, %
do mesmo segmento. Que parte do segmento vocé pintou?

3) Calcule ENE
2 6

4) Pinte % da linha desenhada abaixo. Logo a seguir pinte, de outra cor, 1/6
da linha. Que parte da linha vocé pintou:

0 1

5) Calcule 24 L.
46
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. 1 . A .
6) Se apagdssemos ; da parte pintada do retingulo abaixo, que parte desse
retangulo permaneceria pintada? Dé a sentenca matematica que representa o
que vocé fez.

7) Qual seria a parte pintada do retangulo desenhado abaixo se pintassemos

1,2 desse retangulo?
275

1 3 L. N
8) Represente 17+ huma reta numérica e dé a resposta com uma senteng¢a ma-
tematica.

Y

9) Calcule 12423,
4 4

10) Complete:
a)%:... + .. b)

11)Em uma classe metade das criangas sao meninos e em uma outra classe um
quarto das criancas é de meninos. Se colocarmos as duas classes juntas qual
a parte das criangas que sao meninos?

12) Efetue os calculos abaixo.

a) L, 1_ b)2,1_
2 5 3 6
ol 3_ dy2_1_
2 8 5 3
2 1
e)2+1+1+3= f)§+—+—=
9 9 6 3
1 2 3 2
2—+32= h)g2_72_-
g) 3 )5 -

8 Ficha 08

1) Dé a expressao matematica e calcule: ,
a) o dobro de - b) o triplo de 3
¢) o quadruplo de % d) o quadruplo de %
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2) Pinte a metade de dois ter¢os do retingulo desenhado abaixo. Que parte do
retangulo vocé pintou? Dé a sentenga matematica que representa o que voce fez.

3) Pinte um quarto de dois tercos do retangulo desenhado abaixo. Que parte do
retangulo vocé pintou? Dé a sentenga matematica que representa a operagao
que vocé efetuou.

4) Sabendo que a drea de um retangulo é dada pela multiplicagio das medidas
da altura e da largura do retangulo, calcule a area dos retingulos assinalados

abaixo.
a) b)
e
. S
L]
c) d)

1

5) Pinte um quinto da parte que esta hachurada na figura abaixo. Que parte da
figura vocé pintou? Qual a sentenga matemadtica que representa essa situacao?

6) Escreva uma regra para a multiplicacdo de ntimeros fracionarios.
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2
7) Quanto dd x7? E 2x=?
8) Por qual nimero tenho que multiplicar % para obter 1?
9) Efetue os calculos abaixo?

a) 7><l= b) L><l:
5 1076
C) g)<l: d) %XZ
53 7 4
1.1
e) —X—Xi_ f) lxl+ixl:
2 3 4 2 6 4 3
L Y GO h (Hl}{l_l):
8 (3+3)43-3) JeSTats
o
9 Ficha 09
1) Quantas metades cabem em um inteiro? Como vocé pode representar essa
situacao?
2) Quantos ter¢os cabem em um inteiro? Como vocé pode representar essa si-
tuagao?
3) Observe o desenho abaixo e complete:
Lia=
4
4) Calcule as divisoes abaixo:
a) 1+l: b) 2+l:
5 5
C) 3+l: d) 15+l:
7 3
e) Lo fyl.5_
4 4
1
g) Logo h) S+7=

5) Observe o desenho abaixo:

11
= Se um terco da metade é 5=

Se a metade de dois tergos é —x

[SSARN)

L
2
E]

~ ~ 1
Entdo podemos escrever que 3+2= Entdo podemosescrever que o
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6) Faca um desenho para representar a expressiao §+3? E escreva que namero

representa.
7) Calcule: (se precisar faga a figura)
a)§+2: b) §+4: C) §+7:
5 7 8

1 1 - . . . 3
8) Quantos § cabem em 2 Utilize a figura abaixo para ajudar na solugao.

9) Utilize a figura abaixo para ajudar a responder as questdes abaixo:

. 1 A ~ (o
I) Quantos oitavos cabem em ¢ D& a expressdo matematica que representa a

situagao.
II) Calcule:
1 2
a) $+2= b) g
c) 6. 1_ d)6.2_
16 8 16 8
JON- 1. f1o. 5
€) 16 8 ) 2=





