Proposta para o calculo da
frequéncia natural de vibracao
sob nao-linearidade geomeétrica

A formulacao analitica que leva em conta a rigidez geomé-
trica dos sistemas elasticos no calculo de suas frequéncias, e que
servira de referéncia neste trabalho, esta baseada no Método de
Rayleigh (1877). Aplicacoes da técnica de Rayleigh a problemas
de vibragdes de sistemas mecanicos sdo encontradas em Bianco-
lini, Brutti e Reccia (2005); Cheunga e Zhou (2003); Chiba e Su-
gimoto (2003), Hu et al (2004); Laura, Masidb and Avalos (2006);
e Kandasamy, Singh (2006).
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O conceito basico que estd por detras desse método € o Prin-
cipio da Conservacdo da Energia dos sistemas mecanicos (Clough,
1993) e, portanto, aplicavel a estruturas lineares ou nao. De acordo
com Temple (1933) o principio fundamental desenvolvido por Ray-
leigh é aplicado nao s6 a sistemas com um niimero finito de graus de
liberdade, mas também a sistemas continuos, e se destina tanto a de-
terminac¢ao do periodo fundamental de vibra¢do quanto as andlises da
estabilidade dos sistemas elasticos, com a precisdo demandada pelos
problemas da engenharia.

O Principio da Conservacdo da Energia estabelece que a ener-
gia mecanica total de um sistema em vibracdo mantém-se constante
e distribui-se por duas parcelas, correspondentes a energia cinética
e a energia potencial. Cada uma das parcelas é variavel no tempo.
Aos maximos e minimos da energia cinética correspondem respecti-
vamente minimos e maximos da energia potencial (RAVARA, 1969).

Fonseca (1964) relata que Rayleigh encontrou dificuldade para
aplicacdo do Teorema da Conservacao da Energia, quando se consi-
derava a massa distribuida da mola. Isso decorreu do fato de que, tan-
to a determinacdo da energia potencial quanto a da energia cinética
dependiam do conhecimento da configuracdo do sistema, a qual ndo
era previamente conhecida. Rayleigh, primordialmente, contornou
essa dificuldade admitindo, em primeira aproximacdo, que a energia
potencial ndo era afetada pela pequena mudanca de configuracio
ocasionada pela distribuicdo da massa da mola, calculava a energia
potencial de deformacido como se a mola fosse desprovida de mas-
sa, em seguida recalculava a energia cinética admitindo uma razoavel
configuracio para o sistema em vibracdo. Essa dificuldade deixa de
existir com a aplicacdo do Principio dos Trabalhos Virtuais, expresso
em termos de coordenadas generalizadas.

A energia potencial de qualquer sistema estrutural, em al-
guma configuracao real, é definida como o trabalho realizado por
todas as forcas atuantes, caso o sistema seja movido da configu-
racdo real para a configuracdo descarregada. Portanto, a energia
potencial é o trabalho realizado por todas as forgas atuantes quan-
do a estrutura é movida de sua configuracdo com carga para uma
posicdo sem carregamento.
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Na aplicacéo do Principio da Conservacdo da Energia, as forcas
atuantes na estrutura consistem em cargas externas e forcas inter-
nas, sendo as ultimas tensdes resultantes. A energia potencial das
forcas internas € a energia de deformacao, armazenada na estrutura
carregada. Se a estrutura for descarregada, a quantidade de trabalho
recuperado serd igual a energia de deformacao. O trabalho das forcas
externas € negativo porque a carga na estrutura realiza trabalho ne-
gativo caso retorne da posicdo carregada para a descarregada. Logo, o
trabalho virtual das forcas externas, realizado pelas cargas atuantes,
deve ser igual ao trabalho virtual das forcas internas.

No desenvolvimento da expressao para o calculo da frequéncia
fundamental ndo amortecida de estruturas em balanco, proposta nes-
te trabalho, o Principio dos Trabalhos Virtuais foi escrito em termos
da coordenada generalizada, convenientemente escolhida no topo
barra, e de uma funcédo de forma que descreve o primeiro modo de
vibracdo. A precisao obtida por esse método depende inteiramente da
funcao de forma assumida para representar o modo de vibracio livre,
Leissa (2005). Em principio, qualquer funcido que satisfaca as condi-
¢Oes de contorno pode ser escolhida. Ao final do processo, a equacgao
do movimento aparece em termos da coordenada generalizada e da
qual se podem extrair as propriedades eldsticas e geométricas gene-
ralizadas do sistema.

Considere-se o sistema contendo apenas o grau de liberdade
horizontal e em movimento livre nio amortecido, com os parametros
apresentados na Figura 4.1 . Admita-se que esse sistema seja compos-
to por uma barra prismatica, constituida de material eldstico-linear,
engastada na base, suportando, além do seu peso préprio, uma massa
na extremidade livre, representativa dos corpos fixados ao seu topo.
Considere-se também que o movimento do sistema nao altera a orien-
tacdo da forca normal F(x).

A estrutura representada pela Figura 4.1 constitui uma barra em
flexdo. Assim, o trabalho virtual da forcas internas oW, € realizado pelo

GZV(X)} n

momento fletor M(x, t), agindo sobre a curvatura virtual o { >

barra. O Principio dos Trabalhos Virtuais requer que o trabalho virtual
das forcas externas seja igual ao trabalho virtual das forcas internas.
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Figura 4.1 — Parametros do modelo para desenvolvimento do
método.
O trabalho virtual das forcas externas é
L
SW, =—[£,(x)8Vv(x)dx + F(x)3e, (4.2)
0
onde f;(x)=m,(x) {/(x, t) representa a forca inercial.
O trabalho virtual das forcas internas é dado por
(4.3)

L
SW, = [M(x,0)8V"(x)dx ,
0
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o*v(x
onde 6v"(x) = 8X(2 ).
Para encontrar o deslocamento axial e(t) é preciso tomar um
elemento infinitesimal ds da curvatura da barra, logo o encurtamento

do eixo devido ao deslocamento axial sera

2
ds—dx=\/dx2—dvz—dx:dx‘/lﬁ{j—v] —dx. 4.4)
X

Pelo desenvolvimento binomial tem-se que

8] 88

dx 2 8 16

dv

2
Como os termos de ordem superior a (—j sdo muito peque-

dx
nos comparados a unidade, pode-se fazer

2

dv)’

)

(1+(ﬁj] :1+L,
dx

permitindo reescrever a Eq. (4.4) de forma a ter-se

2 2
ds—dx =dx 1+l(ﬁj —dx=l(d—vj . 4.5)
2\ dx 2\ dx

Integrando a expressao (4.5) sobre toda a viga, obtém-se
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c :l}(ﬁj ix. 4.6)
2 0 dx

Como os parametros necessarios a solu¢ao do problema podem
ser expressos em funcdo da coordenada generalizada g, e de uma
funcao de forma ¢(x), tem-se

v(x,t) = p(x)qs(t) OV(X,1) =9(x)0q5(t)

V(x,1) =¢'(x)q5(1) OV'(x,t) = ¢(x)'q(t)

V'(x,t) = ¢"(x)qs (1) SV'(x,t) = 9(x)"8qs(t) 4.7)
V(X,1) = d(x)q;(t) o ,

P00 = "0 () oe= _([V (x,t)oVv'(x)dx

as quais, sendo substituidos nas Eq. (4.2) e (4.3), chega-se a equacao
do movimento livre ndo amortecido em termos da coordenada gene-
ralizada:

qu (t)+ Koqs Ok Kqu (=0, (4.8)

onde M, K, e Kg sdo a massa e as rigidezes generalizadas, que sido
apresentadas a seguir.

A funcdo trigonométrica (4.9), ora arbitrada, pode ser encon-
trada em Clough (1993) e Timoshenko (1936), representa, de forma
exata, o primeiro modo de flambagem do modelo, o que sugere que a
sua validade esta restrita a vizinhanca da configuracao de referéncia.
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Tome-se a funcao de forma da expressao (4.9).

$(x) =1—cos(%j, (4.9)

A massa generalizada M sera dada por
M=m,+m, (4.10)

com
m, = [m$(x)’, @.11)

onde m, € a massa por unidade de comprimento e m € a massa con-
centrada no topo da barra.
A massa generalizada total, nesse contexto, € dada por

1 3r -8
M=m, +-Lm 2. (4.12)
2 Vs
que, simplificando, leva a
M =m, +0,227m,L (4.13)

A rigidez elastica generalizada é dada por
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Epx) )
Kg =|EIl 4.14
: j [ 5 (4.14)
e a matriz de rigidez geométrica, por sua vez, é dada por
do(x
K, jF( )( ul )j (4.15)

Para 0 modelo da Figura 4.1 F(x) = [mo +m, (L— x)]g, com
F(x) sendo a for¢ca normal interna distribuida produzida pelo carrega-
mento externo e pelo peso préprio da barra.

A rigidez generalizada total do sistema, considerando positiva a
forca axial de compressao, €, entdo,

K=K;-Kg (4.16)
com
n*El
T (4.17)
e

K.=—¢g (4.18)
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Calculando as expressdes anteriores, e simplificando a solu¢ao
para o grau de liberdade horizontal, chega-se a expressao da frequén-
cia que leva em conta a influéncia do esforco axial, em Hertz:

1

7" Bl | 7°(2m,+mLY) 1 2
— = —— |- m, |g
11321 |16 L 4!

f=—
2 m, Jr;Lrn1 37 -8

(4.19)

T

Na expressdo (4.19) E é o médulo de elasticidade do material,
L é o comprimento da barra, I € o momento de inércia da se¢do em
relacdo ao eixo perpendicular ao movimento e g € a aceleracao da
gravidade, cujo sinal coincide com o da forca de compressao.

Havendo massas localizadas m, ocupando posi¢oes X, ao longo
da altura, e ndo somente no topo da barra, como mostrado na Figura
4.2, a massa generalizada M deve levar em conta a influéncia dessas
outras massas, devendo ser representada pela expressao (4.20).

M
mu

mi+

Xi+l mi-1

Xi-1
V/////4

Figura 4.2 — Modelo de barra com distribuicao geral de massa.
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L
M= [mg(x)’ +> mg(x,)’, (4.20)
0
Nesse caso, a expressdo (4.19) deve ser escrita da seguinte forma
=" Bl |n’ (ZmR +mL) 1 :
P s LU )
1|32LC 16 L 4

2 mR+le1 3-8

f=

T

onde

me=Ym [l—cos(%ﬂ | (422)

com m. e X, sendo as massas concentradas e suas posi¢oes,incluindo
a do topo.
A rigidez da estrutura pode ser escrita como

(4.23)

16 L

B 7*FI |1 " 27°m, +(7r2 —4)m1L
320 ’
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que de forma mais simples é

o ! E, R
K=3,0445 —(1,234f +0,367 fj : (4.24)

com F,=myg e E=mLg.

A carga critica de flambagem € obtida fazendo nula a rigidez na
Eq. (4.23), 0 que leva a

4
F, =25l 0,207m,Lg. 4.25)

cr 2

que representa a solucdo de Euler com 5,85% de defasagem, confor-
me os dados presentes na Tabela 3.1.

Para uma comparacdo com o Método dos Elementos Finitos,
Eq. (3.31), é preciso recordar que no MEF os esfor¢os sdo relaciona-
dos aos nés do elemento. Esse tratamento € semelhante, no presente
método, a considerar na expressio (4.15), F(x)=Mg, sendo M a
massa generalizada da Eq.(4.12). Logicamente F sera nodal, pois é o
resultado da extrapolacdo, ou generalizacdo, da forca axial distribu-
ida, obtida pela Eq. (4.11), mais a forca aplicada no correspondente
né da coordenada generalizada.

Resolvendo a expressao (4.15) com a condicao anterior, obtém-se

F
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que é 1,7% diferente da expressao desenvolvida pelo MEF
para a rigidez geométrica. Ja a rigidez elastica, primeira parcela
da Eq. (4.24), esta 1,6% acima da parcela correspondente da Eq.
(3.31).

E possivel reescrever a equacio (4.19) como uma funcio
do comprimento e calcular as frequéncias naturais dos sistemas
estruturais levando em conta apenas o produto de rigidez e as
massas envolvidas. Na aplicacdo direta da expressao (4.19) a ace-
leracdo da gravidade sera tomada com o mesmo sinal adotado
para a forca de compressao.

Adotando-se os parametros eldsticos e geométricos dos
corpos-de-prova utilizados nos ensaios de laboratério (espessu-
ra de 1/8 da polegada (12,7 mm) e largura de 1/2 da polegada
(3,175 mm); massa especifica de 8190 kg/m? moédulo de elasti-
cidade longitudinal de 205 GPa; massa concentrada no topo da
barra de 1,695 Kg; e fazendo-se variar o comprimento de 0,15 m
a b m, em pequenos intervalos, foi possivel tracar os graficos rela-
tivos as frequéncias, em Hertz, para as trés situacdes de mudan-
ca de rigidez que foram investigadas em laboratério. A primeira
trata dos efeitos da for¢a normal de compressdo, a segunda dos
efeitos da forca normal de tracdo e a ultima investiga a auséncia
de esforco normal.

Reunidas no grafico da Figura 4.3, as frequéncias obtidas
pela Eq. (4.19) permitem conhecer a influéncia do esforco axial
na frequéncia natural do primeiro de vibracao dos sistemas.
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Figura 4.3 — Analise pela solucao analitica proposta.

O aspecto relevante dessa simulacdo estd em notar a con-
dicdo critica de estabilidade, que ocorre quando a frequéncia
tende a zero. A condi¢do critica, admitindo-se a influéncia do
esforco de compressdo, acontece quando o comprimento atinge
1,01 m. A correspondente carga critica obtida pela Eq. (4.25) é
de 15,823 N, enquanto que pelo Método de Euler-Greenhill essa
carga é de 15,766 N, 0,36% abaixo.

Se fosse desconsiderado o efeito da forca de compressao
sobre a rigidez geométrica da barra, a curva seguiria assintoti-
camente ao eixo horizontal, como pode ser observado no traca-
do “Linear” da Figura 4.4a. Isso revela que os sistemas estrutu-
rais sob compressao possuem um limite definido de estabilidade
quando se considera o efeito da carga axial.

No caso do esforco de tracdo (Figura 4.4b) é diferente, ja
que esse esforco age favoravelmente na rigidez, estabilizando o
sistema. Na auséncia do esforco normal, a rigidez da estrutura
nao é modificada (Figura 4.4c), como esperado.
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Figura 4.4 — Frequéncias dos modelos pelo método proposto.





