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Resumo

Por uma escolha política e economicamente pragmática, o Bra-
sil optou por desenvolver a telefonia celular, com intenção de abreviar 
uma etapa de desenvolvimento. Tomada a decisão, a implantação foi 
feita num ritmo explosivo a partir da década de 1990, com instalação 
de dezenas de milhares de estações. Apesar da disparidade de custo 
entre os sistemas eletrônicos e as obras civis, pouco se investiu na en-
genharia estrutural envolvida, resultando em projetos e construções 
realizados com metodologia duvidosa e na herança de uma grande 
quantidade de problemas estruturais. Represada por considerações 
de ordem ambiental e estética, a instalação indiscriminada de torres, 
vive-se uma nova demanda para a engenharia estrutural na análise do 
aproveitamento dos locais existentes para suporte de novas cargas. 
Nesse sentido, o que se observa, via de regra, são estruturas com-
postas apenas de um poste em balanço de análise enganosamente 
simples. O que se esquece, quase sempre, é a extraordinária esbelteza 
desses elementos, que ao engenheiro deveria sugerir a imediata ne-
cessidade de considerar a não-linearidade geométrica forçosamente 
existente. Além disso, o carregamento mais importante e dominante 
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é o do vento, de características eminentemente dinâmicas e aleató-
rias, desaconselhando análises estáticas ou dinâmicas determinísti-
cas, preconizadas em Normas. Assim que, o objetivo deste trabalho 
é avaliar a influência da rigidez geométrica na resposta dinâmica de 
estruturas esbeltas sujeitas à excitação de vento. Para tanto, foi de-
senvolvido um modelo matemático simplificado, com características 
dinâmicas estabelecidas por uma técnica tipo Rayleigh, que evidencia 
a presença significativa da não-linearidade geométrica devida à esbel-
teza das peças. Para a validação dos resultados teóricos foi realizado 
um conjunto de ensaios dinâmicos em laboratório com modelos de 
barras e monitorada uma estrutura real em campo. A formulação pro-
posta também foi aferida por métodos analíticos e numéricos como a 
solução de Euler para a carga crítica de flambagem e o Método dos 
Elementos Finitos. Os resultados obtidos validaram a proposta para 
o cálculo da frequência fundamental de vibração de estruturas em 
balanço. A influência da rigidez geométrica na resposta das estruturas 
sob ação de vento foi também avaliada por meio de cálculos com-
parativos utilizando os modelos preconizados pela norma brasileira. 
Verificou-se que, dependendo das cargas existentes, a consideração 
da rigidez geométrica pode ter significativo efeito redutor na capaci-
dade de os postes de telecomunicações possuírem área de exposição 
ao vento para a instalação de antenas.

Palavras-chave: Dinâmica das estruturas. Análise experimental 
de estruturas. Análise numérica. Rigidez geométrica.  Ação do vento 
nas estruturas. Método de Rayleigh.



Abstract

Due to a politically and economically pragmatic decision, Brazil 
has chosen to intensely develop its cellular phone system, in order 
to bypass a stage of development. Once the decision has been taken, 
implementation was set in an explosive pace in the 1990’s decade 
by installing tens of thousands of stations. As the electronic systems 
are usually more expensive than the civil constructions, very little 
has been invested on the involved structural engineering, resulting 
in designs and constructions done with doubtful methodologies and 
in the heritage of great amounts of structural problems.  Impounded 
by esthetical and environmental considerations, the indiscriminate 
installation of towers occurs. Thus, there is a new demand for the 
structural engineering in the analysis of the utilization of existing ins-
tallation sites for bearing new loads. In this manner, what it can usu-
ally be observed are structures composed of just one cantilever pole 
of misleading simple analysis.   What it is quite often ignored is the 
extraordinary slenderness of these elements, which should suggest to 
the designer the immediately necessity to consider the intrinsic exis-
ting geometric nonlinearity. Moreover, the wind is the most important 
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and dominant load, of dynamic and random nature, misadvising ei-
ther static or deterministic dynamic analysis, usually recommended 
by Codes and Standards. In doing so, the objective of this thesis is 
to evaluate the influence of the geometric stiffness on the dynamic 
response of slender structures subjected to wind excitation. As a first 
step, a simplified analytical model was developed, with dynamic cha-
racteristics established by a Rayleigh type technique, which enhances 
the intrinsic existing geometric nonlinearity due to the slenderness 
of the elements. As a second step, for validating the theoretically ob-
tained results, a series of dynamic tests was carried out in laboratory, 
using models of cantilever bars, and a real structure was monitored 
in the field. The proposed analytical model was also checked by other 
analytical and numerical methods, such as the Euler’s solution for the 
critical buckling load and the Finite Element Method. The influen-
ce of the geometric stiffness in the structure response to wind loads 
was also evaluated by comparative calculations among the different 
models recommended by the Brazilian Wind Code.  It was verified 
that, depending on the existing loads, the consideration of geometric 
stiffness can have significant reductive effect on the capacity of the 
telecommunication poles have exposition area to wind for installation 
of antennas. 

Keywords: Structural dynamics. Experimental analysis of 
structures. Numerical analysis. Geometric stiffness. Wind action on 
the structures. Rayleigh`s Method.



Introdução

Na natureza todos os fenômenos são intrinsicamente dinâmi-
cos, isto é, variam com o passar do tempo. A dinâmica, na definição 
de Newton, estuda os movimentos dos corpos provocados por forças 
a eles aplicadas e as forças que provocam esses movimentos.

Representar os fenômenos dinâmicos em toda a sua complexi-
dade na área da engenharia de estruturas tem sido um grande desafio 
para os engenheiros. Por essa razão, e devido às dificuldades existentes 
para a inserção de carregamentos variantes no tempo e posterior ve-
rificação das respostas estruturais, várias hipóteses siplificadoras são 
assumidas. A mais corrente é a que trata a aplicação dos esforços como 
feita de maneira lenta, com velocidades desprezíveis, sendo usual não 
levar em conta o aparecimento de forças de inércia. O estudo de es-
truturas com essa condição é feito de forma quase estática, e na maior 
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parte das vezes desconsiderando o efeito dos movimentos em torno da 
configuração de equilíbrio, constituindo a conhecida Análise Linear. No 
entanto, podem resultar movimentos oscilatórios em torno da configu-
ração de referência ocasionando efeitos indesejados. Os movimentos 
oscilatórios, nesse caso, podem levar a reações e esforços internos soli-
citantes diversos dos determinados estaticamente.

Um caso clássico representativo são os efeitos provocados pe-
las rajadas de vento, nos quais a adoção de carregamentos estáticos 
equivalentes representam a hipótese geralmente adotada. Não obs-
tante, existe uma penalidade associada à adoção de tal hipótese: há 
efeitos dinâmicos importantes capazes mesmo de causar acidentes 
que não podem ser verificados. Os postes de telecomunicações são 
exemplos de estruturas sensíveis aos efeitos dinâmicos da ação do 
vento. Esses postes são estruturas de elevada esbelteza, razão pela 
qual há a necessidade de se considerar a não-linearidade geométrica 
forçosamente existente. Assim sendo, a verificação mais precisa de 
seu comportamento é de suma importância. 

O objetivo deste trabalho é investigar a influência da rigidez 
geométrica no comportamento dinâmico de estruturas esbeltas sob 
ação de vento, e estabelecer um método simplificado de cálculo para 
a determinação da frequência fundamental de sistemas estruturais 
que levem em conta a presença da não-linearidade geométrica. Para 
isso, é proposta uma expressão para a obtenção da frequência do pri-
meiro modo de vibração e desenvolvidas atividades experimentais e 
análises numéricas que permitiram avaliar o efeito da rigidez geomé-
trica nas frequências naturais de vibração dessas estruturas.

O trabalho de investigação foi conduzido primeiramente esta-
belecendo um modelo matemático simplificado com características 
dinâmicas baseadas em uma técnica tipo Rayleigh, que evidenciou a 
presença significativa da não-linearidade geométrica devida à esbel-
teza das peças.

A formulação desenvolvida por esse método foi constantemente 
aferida por outros métodos analíticos e numéricos como as soluções 
de Euler-Greenhill, para a carga crítica de flambagem, e o Método 
dos Elementos Finitos. As soluções matemáticas desses métodos são 
sucintamente apresentadas nos capítulo 3.
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Experimentalmente, o método proposto para o cálculo da fre-
quência foi avaliado por meio de ensaios em laboratório e pela medi-
ção da frequência de uma estrutura real. Para o primeiro, executou-
-se um programa de ensaios dinâmicos em laboratório, realizados nas 
dependências do Gabinete de Dinâmica Não-linear do LEM/EPUSP, 
instalado com recursos de projetos de pesquisa do Orientador, obtido 
junto à FAPESP. Para o segundo, foi prospectada uma estrutura des-
tinada ao serviço de telefonia móvel celular.

A validação experimental da formulação desenvolvida neste 
trabalho, com os testes de laboratório, permitiu apreciar a sensibili-
dade dos sistemas estruturais ao efeito da força normal sobre a frequ-
ência natural de vibração do primeiro modo.

É de especial interesse destacar que a investigação de campo, 
conduzida sobre um poste metálico de telefonia móvel celular, situado 
na cidade de Aracajú, Estado de Sergipe, mostrou a adequabilidade 
dessa solução para o cálculo da frequência fundamental de estruturas 
reais da engenharia civil. Os resultados do trabalho de campo podem 
ser vistos no capítulo 7, destinado à investigação de estruturas reais.

As análises numéricas realizadas sobre as estruturas reais 
permitiram verificar que a expressão proposta neste trabalho para 
o cálculo da frequência fundamental pode ser facilmente entendida 
a estruturas de seção variável, bastando, para isso, empregar algum 
critério de ponderação para geometria do corpo e, em seguida, aplicar 
um fator de correção que ajusta o resultado ao valor correto.

Para a avaliação da influência da rigidez geométrica sobre a 
resposta dinâmica sob ação de vento, foram feitas aplicações com-
parativas a cinco postes de telecomunicações, com e sem a inclu-
são da rigidez geométrica, seguindo-se os modelos preconizados na 
NBR6123/88 – Forças devidos ao vento em edificações. Excepcio-
nalmente, foi introduzida a não-linearidade material do concreto por 
meio do produto de rigidez.

Não constitui escopo da Tese a discussão dos modelos norma-
tivos para o cálculo da ação de vento. Salienta-se, no entanto, que a 
abordagem presente neste trabalho pode fornecer interessante subs-
trato ao processo de discussão e revisão da NBR 6123/88, ao apresen-
tar uma expressão para a determinação da frequência fundamental 
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das estruturas esbeltas em balanço, compatível com a que seria ob-
tida empregando-se recursos computacionais sofisticados, que pode 
facilmente ser utilizada pelos engenheiros.



2

Tema e relevância

Muitas estruturas do mundo da engenharia civil são sensíveis 
aos efeitos da não-linearidade geométrica. As construções destina-
das às telecomunicações, como postes de telefonia móvel celular, 
são exemplos de estruturas civis cuja influência desses efeitos afe-
tam diretamente a determinação de suas frequências. Para iniciar a 
compreensão dos aspectos da não-linearidade geométrica na dinâ-
mica das estruturas é imprescindível, para o momento, entender que 
a matriz de rigidez de estruturas sujeitas a cargas axiais elevadas é 
diferente da matriz de rigidez elástica. Dessa forma, a introdução de 
aspectos não-lineares na dinâmica das estruturas, sob determinado 
contexto, pode ser convenientemente feito por meio do conceito de 
rigidez geométrica. 
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Embora de forma sutil, seu emprego é uma consideração não-
-linear, já que a rigidez geométrica depende do estado de tensões in-
ternas, ou esforços internos, na estrutura, que só se consegue deter-
minar a partir das deformações causadas pelos deslocamentos que 
ela sofre. Claro que se esses esforços internos forem mantidos cons-
tantes a partir daí, estar-se-ia ignorando os deslocamentos adicionais 
que ocorrem a partir desse estado de deformações inicial. É, pois, 
uma linearização de um problema não-linear a partir de uma certa 
configuração que não é a inicial descarregada.

Analisando pelo Método dos Elementos Finitos, Cook (1974) 
se refere à rigidez geométrica como forças de membrana existentes 
em barras ou em elementos planos, como placas e cascas. O termo 
membrana é usado por ele para denotar uma força interna agindo na 
direção tangente à superfície do elemento. Para investigá-las, Cook 
(1974) conclui que se faz necessário introduzir uma nova matriz de 
rigidez, denominada de “matriz de tensões inicias”, “matriz de rigi-
dez geométrica” ou “matriz dos coeficientes de estabilidade”. Esses 
nomes derivam de suas aplicações e do fato que independem de 
propriedades elásticas, sendo função exclusiva da geometria e das 
forças internas dos elementos, presumidas conhecidas e constantes 
(forças nodais).

É de especial importância a investigação dos efeitos decor-
rentes da não-lienaridade geométrica para as estruturas esbeltas 
submetidas à ação de vento. Um caso de particular interesse, sem 
perda de generalidade, são os postes usados no sistema de telefonia 
móvel celular. 

O vento não era problema em construções baixas e pesadas de 
grossas paredes, mas passou a ser, e em medida crescente, quando 
as construções foram-se tornando mais e mais esbeltas e as estru-
turas usando cada vez menos material. O perigo de o vento produzir 
acidentes é particularmente importante para torres de transmissão 
de energia elétrica, torres de rádio, televisão e microondas, antenas 
de radar e outras estruturas semelhantes, é o que afirma Blessmann 
(2001). Os efeitos de ventos sobre postes esbeltos e torres são parti-
cularmente enfatizados por Simui; Scalan (1996), Sachs (1972), Ko-
lousek et al (1984) e Navara (1969).
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 Acidentes com torres de transmissão elétrica, alguns deles en-
volvendo a queda de mais de 10 torres consecutivas no Estado de São 
Paulo, foram relatados por Blessmann (2001). Alem desses acidentes, 
Blessmann (2001) menciona o estudo feito sobre furacões em Miami 
em 1950 e relata a destruição completa de 11 torres metálicas de 
rádio por flambagem individual de barras. A ocorrência de acidentes 
com postes de telefonia móvel celular são mencionados por Brasil e 
Silva (2006).

Levando em consideração esses aspectos, é oportuno mencio-
nar que a NBR 8681/03 – Ações e segurança nas estruturas, norma 
brasileira que fixa os requisitos exigíveis na verificação da segurança 
das estruturas, recomenda que, no projeto de estruturas, devem ser 
considerados os estados limites últimos de perda de equilíbrio, global 
ou parcial, admitida a estrutura como um corpo rígido; e o de insta-
bilidade dinâmica. Quando menciona os estados limites de serviço, 
a NBR 8681/03, prescreve que devem ser observados, os que pos-
sam afetar a sua utilização normal, entre eles o de vibração excessiva. 
Além da NBR 8681/03, outras duas normas que se relacionam dire-
tamente com o projeto de postes de telecomunicações são as NBR – 
6118/04 – Projeto de estruturas de concreto armado e a NBR 8800/96 
- Projeto e execução de estruturas de aço de edifícios, que fazem 
restrições quanto à esbeltez dessas estruturas.

Para efeitos deste trabalho, postes são estruturas de barra, 
alongados e de seção circular ou poligonal circunscrita com grande 
número de lados. Já as torres são estruturas reticuladas, constituídas 
por perfis metálicos ou tubos, podendo ser estaiadas ou não.

No Brasil, uma profunda reforma do aparato legal que regulava 
o setor tornou possível a reestruturação das telecomunicações. O tra-
ço fundamental foi a transformação do monopólio público, provedor 
de serviços de telecomunicações, em um novo sistema de conces-
são pública a operadores privados, fundado na competição e orien-
tado para o crescimento da universalização dos serviços. Em 1998 o 
Governo Federal vendeu as 12 holdings criadas a partir da cisão do 
Sistema Telebrás, representando a transferência à iniciativa privada 
das Empresas de Telefonia Fixa e de Longa Distância, bem como das 
Empresas de Telefonia Celular.



30 Ação do vento em estruturas esbeltas com efeito geométrico

Essa foi uma escolha política e economicamente pragmática, 
através da qual o Brasil optou por desenvolver a telefonia celular, com 
intenção de abreviar uma etapa do desenvolvimento. 

A privatização do Sistema Telebrás ocorreu no dia 29 de julho 
1998 por meio de 12 leilões consecutivos na Bolsa de Valores do Rio 
de Janeiro, configurando a maior operação de privatização de um blo-
co de controle já realizada no mundo.1 A partir daí foram implantadas 
em todo o Brasil milhares de estações para transmissão do sinal de te-
lefonia. A implantação foi feita num ritmo explosivo com a instalação 
de milhares de estações em todo o país. Dada a disparidade de custo 
entre os sistemas eletrônicos e as obras civis, pouco se investiu na en-
genharia estrutural envolvida, resultando em projetos e construções 
realizados com metodologia duvidosa e na herança de uma grande 
quantidade de problemas estruturais. 

Brasil e Silva (2006) afirmam que durante a implantação do 

sistema de telefonia celular no Brasil mais de 10.000 estruturas de 

telecomunicações foram projetadas, fabricadas e construídas. Dessas, 

2000 eram poste de concreto armado.  Como relatam, no início dos 

anos 90 havia poucas companhias e técnicos para atender à demanda. 

Companhias especializadas em outros produtos adaptaram sua linha 

de produção para o mercado das telecomunicações. Nesse contexto, 

os engenheiros de estruturas, muitos dos quais especializados em ou-

tras aplicações, adaptaram seus modelos matemáticos ao projeto das 

estruturas de telecomunicações. O modelo adotado por muitos deles, 

continuam Brasil e Silva (2006), estavam baseados em modelos está-

ticos, nos quais a carga de vento era calculada como carga estática, 

desconsiderando os efeitos dinâmicos do vento e as características 

da localidade onde seriam instaladas essas estruturas. Os resultados 

desse distorcido e caótico processo apareceram em pouco tempo, 

com as estruturas apresentando uma série de problemas estruturais 

e com a ocorrência de alguns acidentes.

Os engenheiros de estruturas poderiam encontrar amparo 
para a manutenção de seus procedimentos nas prescrições da nor-
ma brasileira que trata da ação do vento em edificações, pois nela há 
expressões para o cálculo da frequência que, em alguns casos, lhes 

1  Fonte BNDES (http://www.bndes.gov.br)
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dispensariam da obrigação de levar em conta os efeitos dinâmicos 
da ação de vento. Nessas expressões, a altura da edificação é o fator 
preponderante de cálculo.

Represada por considerações de ordem ambiental e estética, 
a instalação indiscriminada de torres, atualmente vive-se uma nova 
demanda para a análise do aproveitamento das estruturas existentes 
para aplicação de novas cargas. 

As estruturas usadas como suportes do sistema de transmissão 
do sinal de telefonia são, em boa, parte constituídas apenas de um 
poste em balanço (Figura 2.1), metálico ou de concreto armado, de 
análise estrutural enganosamente simples.

Figura 2.1 – Poste usado no sistema de telefonia celular.

O que deve ser levado em consideração, e por vezes esqueci-
do, é a extraordinária esbelteza desses elementos, que ao engenheiro 
lhe deveria sugerir, de imediato, a necessidade de considerar a não-
-linearidade geométrica forçosamente existente. Além disso, o car-
regamento transversal atuante é o do vento, de características emi-
nentemente dinâmicas e aleatórias, distintas daquelas preconizadas 
em Normas, quando de naturezas predominantemente estáticas ou 
dinâmicas determinísticas. Em decorrência da sua elevada esbelteza, 
essas estruturas estão passíveis de comportamentos diversos dos bá-
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sicos esperados, pois, dependendo do carregamento, ou ainda devido 
às características próprias das estruturas da realidade, podem ocor-
rer fenômenos de instabilidade local ou global.

Mazzilli (1979) afirma que, à primeira vista, poderia parecer 
que a segurança das estruturas esbeltas estivesse perfeitamente sal-
vaguardada desde que os materiais estruturais, nos cálculos mecâ-
nicos, não revelassem esgotamento de suas capacidades resistentes. 
No entanto, essas estruturas, como afirma, são sensíveis a pequenas 
perturbações mecânicas. Para as estruturas de telecomunicações o 
vento é o fator determinante de projeto.

As ações exercidas pelo vento tornam-se particularmente impor-
tantes em estruturas esbeltas e de grande altura. Quanto mais esbeltas, 
mais sensíveis às ações dinâmicas do vento (BLESSMANN, 1989).

A verificação dos esforços provenientes da ação do ven-

to apresenta dificuldades à análise de estruturas devido à gran-

de variabilidade e à aleatoriedade do carregamento. Calcular os 

deslocamentos e esforços internos provocados por carregamento 

de vento não é tarefa das mais fáceis porque as cargas mudam 

constantemente ao longo do tempo. Por essa razão, usualmente 

se adota uma simplificação importante de cálculo com a adoção de 

carregamentos estáticos equivalentes, considerando-se uma velo-

cidade característica do vento. 

Para muitas estruturas esse é um critério válido, onde as vi-
brações produzidas pelo vento podem ser desprezadas e os cál-
culos das tensões e deformação podem ser realizados como se o 
esforço do vento agisse sobre a estrutura como uma força estática, 
sem a necessidade de observar seus atributos dinâmicos. No en-
tanto, para estruturas esbeltas e flexíveis, e no caso específico dos 
postes de telefonia móvel celular, o vento, incidindo na estrutura, 
nas antenas e nos demais dispositivos construtivos (Figura 2.2), 
introduz efeitos dinâmicos importantes, que não devem ser des-
prezados. A turbulência do vento causa uma carga flutuante que 
acarreta vibração na estrutura, daí decorre a necessidade da veri-
ficação da reposta dinâmica.

Um problema de dinâmica estrutural difere de seu equivalen-
te estático em dois importantes aspectos. A primeira diferença a ser 
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notada, por definição, é a característica de variação temporal do pro-
blema dinâmico, devido ao fato de que o carregamento e a reposta va-
riam com o tempo. É evidente que um problema dinâmico não possui 
uma única solução, como é o caso de um problema estático. A análise 
dinâmica deve, ao contrário, estabelecer uma sucessão de soluções 
para todos os instantes. Assim, a análise dinâmica é claramente mais 
complexa que a análise estática. 

Figura 2.2 – Antenas e anteparos típicos de um poste de 
telefonia. 

Existe, no entanto, um segundo aspecto que diferencia fun-
damentalmente problemas estáticos e dinâmicos. Trata-se do sur-
gimento de forças de inércia, associadas às acelerações, e forças 
de dissipação, usualmente associadas às velocidades, além, é claro, 
das forças restauradoras. Consequentemente, a solução do proble-
ma dinâmico difere consideravelmente de seu equivalente estático, 
sendo necessário o desenvolvimento de soluções para as equações 
diferenciais no tempo.

Como expõe Ravara (1969), para realizar a análise dinâmica de 
uma estrutura é preciso quantificar as solicitações aplicadas; definir 
um modelo estrutural; definir um modelo matemático que represente, 
sob os pontos de vista de deformabilidade e absorção de energia, o 
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comportamento da estrutura; e aplicar as teorias de vibrações mecâ-
nicas ao estudo do comportamento do modelo matemático. Uma vez 
definido o modelo matemático, como por exemplo, um oscilador com 
número discreto ou infinito de graus de liberdade e quantificadas as 
solicitações dinâmicas que atuam sobre ele, constitui um problema 
da Teoria das Vibrações determinar a resposta da estrutura, ou seja, 
os deslocamentos, velocidades e acelerações que se desenvolvem nos 
seus elementos. 

Os graus de liberdade representam o número escolhido de fun-
ções temporais que, uma vez conhecidas, determinam univocamente 
o movimento de cada elemento estrutural. Uma estrutura contínua 
tem infinitos graus de liberdade.

A solução de problemas de vibração para sistemas contínuos 
pode ser obtida empregando-se técnicas de discretização ou por mé-
todos variacionais. Como afirmam Géradin e Rixan (1998), sistemas 
contínuos são casos limites de sistemas discretos.

Embora os graus de liberdade representem o número de parâ-
metros necessários para definir a posição de qualquer parte do sis-
tema, para muitas estruturas a carga dinâmica na direção do vento 
pode ser calculada com razoável precisão admitindo-se que a estru-
tura tenha um único grau de liberdade e apenas a componente da 
ação flutuante na direção do vento necessita ser levada em conta na 
verificação da vibração considerada (DYBEYE & HANSEN, 1996).

Para estruturas com modos de vibração, cujas primeiras fre-
quências encontram-se abaixo de 1Hz, os efeitos dinâmicos do vento 
tornam-se importantes e a consideração desses efeitos como estáticos 
ou de natureza determinística é uma aproximação por demais grossei-
ra. A importância da consideração da ação do vento nas estruturas é 
destacada por Durbey, C. & Hansen, O S. (1996) quando afirmam que 
estruturas com rigidez moderada podem vibrar de diferentes formas 
quando sujeitas à ação do vento, e salientam que, quando se trata de 
estruturas esbeltas, o efeito dinâmico produzido pela ação do vento 
pode, ainda, entrar em ressonância com a estrutura.

Navara (1969) destaca a relevância da consideração da estabili-
dade aerodinâmica para construções metálicas e de concreto armado 
de grande altura, como torres auto-resistente destinadas a telecomu-
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nicações, tendo em vista que, além da frequência dessas estruturas 
situarem-se normalmente abaixo de 1 Hz, são fracamente amorteci-
das e, em geral, são muito expostas ao vento.

O vento age conjuntamente com a força normal proveniente do 
peso próprio da estrutura e das cargas em serviço. Na presença do 
esforço axial a estrutura modificada sua rigidez e, consequentemente, 
a maneira de como responde aos estímulos do vento, isso significa 
dizer que modelos lineares não conseguem descrever precisamente o 
comportamento estrutural.

A norma brasileira que orienta o cálculo de edificações sub-
metidas à ação do vento é a NBR 6123/88 – Forças devidas ao 
vento em edificações. Nela há três maneiras de se considerar os 
efeitos produzidos pelo vento, para fins de cálculo. Todas os tra-
tam como uma carga estática equivalente à ação real, dinâmica, do 
vento (BLESSMANN, 1989).

A opção dada ao engenheiro de escolher entre uma ou outra 
forma de calcular está relacionada à frequência do modo fundamental 
de vibração e à altura da edificação.

No primeiro modelo, a influência da resposta flutuante é levada 
em conta por meio do Fator de Rajada para o cálculo da velocidade 
característica do vento, porém sem considerar as características dinâ-
micas do problema em estudo, e admitindo que a estrutura não entre 
em ressonância com o vento.

Os dois outros modelos tratam especificamente da resposta di-
nâmica na direção do vento médio, e estão estipulados no capítulo 9 
da NBR 6123/88. Neles se admite que a flutuações do vento se dêem 
nas frequências naturais da estrutura. Esses processos se iniciam 
com a obtenção das frequências naturais de vibração das edificações, 
necessárias à determinação dos correspondentes coeficientes de am-
plificação dinâmica. Portanto, o cálculo da frequência natural das 
estruturas é o fator primordial para o cálculo dos efeitos dinâmicos 
devidos à turbulência atmosférica.

As sugestões contidas na NBR 6123/88 para a determinação da 
frequência do primeiro modo de alguns tipos de estruturas não se 
aplicam confortavelmente às estruturas de telecomunicações, o que 
pode conduzir a equivocadas interpretações.
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Neste trabalho, desenvolveu-se uma expressão para o cálculo 
da frequência fundamental das estruturas de telecomunicações, ou 
de qualquer outra estrutura em balanço que possa ser modelada como 
elemento de barra, que leva em conta a não-linearidade geométrica, 
importante para os sistemas esbeltos, e na qual pode ser incluída a 
não-linearidade do material, caso exista.



3

Rigidez geométrica e aspectos 
da estabilidade estrutural

Uma vez que o efeito da força axial de compressão é o de 
reduzir a rigidez dos membros da estrutura, a abordagem dos 
aspectos que envolvem o conceito de rigidez geométrica está re-
lacionada, ao mesmo tempo, à análise da estabilidade elástica dos 
sistemas estruturais. A rigidez geométrica é uma função do esfor-
ço normal presente nos elementos estruturais. Expressões que 
deixam clara essa relação são apresentadas mais adiante nesta 
seção e no capítulo destinado à proposta de cálculo da frequência 
com a consideração da não-linearidade geométrica, apresentado 
no item 4. Excluindo-se a possibilidade de uma apresentação por-
menorizada da teoria das vibrações, fez-se a introdução da não-
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-linearidade geométrica na dinâmica estrutural no que concerne 
aos objetivos deste estudo.

As considerações sobre estabilidade são preponderantes na 
análise de muitas estruturas da engenharia porque essas são normal-
mente projetadas para suportar cargas com pequenas e limitadas de-
formações. Souza Lima e Venâncio Filho (1982) afirmam que as con-
siderações da não-linearidade geométrica interessam a dois tipos de 
problema, aos que se prendem ao cálculo dos esforços de segunda or-
dem em estruturas de rigidez reduzida e aos que se ligam diretamente 
aos fenômenos de perda de instabilidade do equilíbrio por flambagem 
ou aparecimento de ponto limite na configuração de equilíbrio.

Importantes nomes da Física e da Matemática se sentiram atra-
ídos por investigar o tema da estabilidade. Os primeiros estudos estão 
ligados a Aristóteles e Arquimedes. Nomes como os de Euler, Tor-
ricelli, Baldi, Timoshenko, Lagrange, Lamarle, Baushinger, Considè-
re, Tetmajer, Liapunov, Hellinger, Bryan e Nicolai também aparecem 
como cientistas que aportaram significativas contribuições, APUD 
Mazzilli (1979). Mais recentemente, Ratzersdorfer (1954) apresentou 
abrangente estudo sobre o assunto.

A estabilidade é entendida como a tendência de um sistema 
estrutural em persistir em determinado estado, quando estiver sob a 
influência de pequenas perturbações externas agindo no sentido de 
encorajá-lo a abandonar tal estado. Uma configuração que não é está-
vel é dita instável. A perda de estabilidade depende das propriedades 
do material, da configuração estrutural e das condições do carrega-
mento. A instabilidade que ocorre sob ação de carga compressiva é 
comumente conhecida como flambagem. 

A falência por flambagem é potencialmente perigosa e pode ini-
ciar a ruína de muitos tipos de estruturas da engenharia, podendo 
dar-se em relação a toda a estrutura ou localmente em relação a com-
ponentes individuais, e, mesmo nesses casos, induzir a estrutura ao 
colapso. Para Gambir (2004) é importante destacar que a carga para 
a qual ocorre a flambagem depende mais da rigidez da estrutura do 
que da resistência dos materiais. Fusco (1981) acrescenta que para 
os materiais estruturais como o concreto e o aço, o estado limite de 
flambagem é um estado limite último.
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A análise da estabilidade consiste em se determinar o modo da 
perda da estabilidade e a correspondente carga crítica. A estrutura 
permanece em repouso antes e depois da flambagem, exceto nos ca-
sos nos quais a flambagem ocorre devido à transição do estado de re-
pouso para o movimento, chamada instabilidade cinética ou dinâmica. 

As primeiras postulações analíticas para o entendimento do fe-
nômeno da flambagem em barras comprimidas axialmente devem-se 
a Euler, APUD Timoshenko (1936), que considerou o pilar como uma 
barra prismática de eixo reto, submetida a uma força axial aplicada 
no centro de gravidade da seção. Dessa maneira, Euler resolveu o 
problema das barras comprimidas tomando como referência um pilar 
ideal, i.e., uma barra sem imperfeições geométricas nas suas condi-
ções iniciais, comprimida por uma carga aplicada no seu eixo e cujo 
material fosse perfeitamente elástico-linear.

As formulações analíticas da estática desenvolvidas por Euler 
representam a solução exata para o problema da estabilidade e, por 
conseguinte, têm servido de aferição às formulações desenvolvidas 
por outros métodos. Elas abordam o problema levando em conta duas 
hipóteses. A primeira restringi-se aos pequenos deslocamentos, en-
quanto que a segunda admite que o equilíbrio se dê na configuração 
deformada, a qual pode diferenciar-se consideravelmente da confi-
guração de referência. Nesse caso, a carga crítica é aquela capaz de 
manter tal configuração. Os estudos feitos no presente trabalho limi-
tam-se ao primeiro caso.

Considere-se o caso de uma barra prismática esbelta engasta-
da na base e carregada axialmente na extremidade superior, como 
indica a Figura 3.1. Para valores de P abaixo da carga crítica a confi-
guração reta de equilíbrio permanece (Figura 3.1a), porém quando é 
atingida a carga crítica de flambagem o equilíbrio torna-se instável e 
uma pequena força lateral poderá produzir um deslocamento que não 
desaparecerá com a causa que o produziu. A carga crítica é, então, 
definida como a carga axial suficiente para manter a barra estável com 
a forma levemente fletida (Figura 3.1b).

Nesse caso, a carga crítica é calculada pelo emprego da equa-

ção aproximada da linha elástica 
M

EI

d y

dx
=

2

2
, na qual E é o módulo de 
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elasticidade do material, I é a menor inércia, e M é o momento fletor 

em qualquer seção transversal mn dado por P yδ −( ) . O desenvol-

vimento da expressão anterior conduz a uma equação diferencial a 
coeficientes constantes.

Resolvendo a equação diferencial da linha elástica resultante 
da introdução de M, com a observância das condições de contorno do 
problema, chega-se à conhecida expressão da carga crítica de Euler 
(Timoshenko,1936).

P
EI

Lcr =
π 2

24
, (3.1)

Figura 3.1 – Carga crítica de Euler - Timoshenko (1936).

A análise da estabilidade pelo método estático com a conside-
ração do peso próprio dos elementos estruturais foi discutida inicial-
mente por Euler, que não teve sucesso na obtenção de uma solução 
satisfatória, sendo resolvido definitivamente por Greenhill em 1881 
(TIMOSHENKO, 1936).

Para introduzir a ação de uma carga axial distribuída tome-se a 
barra da Figura 3.2 engastada na extremidade inferior e livre na su-
perior. A obtenção da equação diferencial da curvatura para o caso de 
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uma força compressiva uniformemente distribuída não é tão simples 
quando comparada à equação diferencial a coeficientes constantes. 
Nesse caso, a solução normalmente exige a aplicação de séries infi-
nitas ou baseia-se em métodos aproximados, como por exemplo, o 
método da energia.

Se a barra da Figura 3.2, tida no início como verticalmente reta, 
estiver sob a ação de uma força uniforme axialmente distribuída, a 
equação diferencial da curvatura será dada por:

EI
d y

dx
q y d

x

L2

2
= −( )∫ η ξ , (3.2)

onde a integral do lado direito da equação representa o mo-
mento fletor em uma seção qualquer devido à carga uniformemente 
distribuída q.

Figura 3.2 – Consideração do peso próprio da barra - 
Timoshenko (1936).

Nesse caso, para a barra da Figura 3.2, pode ser tomada, como 
uma primeira aproximação para o cálculo dos deslocamentos laterais, 
a seguinte expressão:
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y
x

L
= −






δ

π
1

2
cos , (3.3)

que representa o valor exato para o caso de uma força concentrada 
de compressão aplicada na extremidade da barra e que conduz à ex-
pressão (3.1).

Embora a solução do problema de uma barra sujeita a seu peso 
próprio seja mais complicada, a equação (3.3) satisfaz às condições 
de contorno, sendo, por essa razão, apropriada para a maioria das 
situações práticas da engenharia. 

Aplicando o Princípio da Conservação da Energia chega-se à 
expressão (3.4), que representa uma primeira aproximação do valor 
da carga crítica devido ao peso próprio

qL
EI

Lcr
( ) =

7 89
2

, , (3.4)

A expressão (3.4) representa uma diferença de 0,77%, quan-
do comparada à solução obtida pelo método de séries infinitas, 
equação (3.5).

qL
EI

L

EI

Lcr
( ) = =

( )
7 837

1 122
2

2

2

,

,

π
, (3.5)

De fato, a carga axial distribuída reduz o valor da carga crítica 
que pode ser aplicada na extremidade da barra. Fazendo-se
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P
EI

L

mEI

Lcr = =
π2

2 24
, (3.6)

verifica-se que o fator m, menor que n = π
2

4
, gradualmente diminui com 

o aumento de qL, se aproxima de zero quando qL se aproxima do va-
lor dado em (3.5). Usando a notação

n
qL

EI
L

=
π2

24

pode-se calcular m para os vários valores de n. Timoshenko (1936) apre-
senta na Tabela 3.1 os valores de m calculados pela expressão (3.5) .

O interesse em mostrar o desenvolvimento apresentado por Ti-
moshenko (1936) para o caso de uma barra sujeita a seu peso próprio 
está em verificar que, pela Tabela 3.1, é uma aproximação satisfatória 
assumir que o efeito do peso próprio, na magnitude da carga crítica, 
corresponde a 0,315qL aplicado na extremidade da barra. Isso implica 
em dizer que a carga crítica de Euler (3.1) será reduzida desse valor 
quando for levado em conta o peso próprio na determinação da carga 
crítica de flambagem.

Tabela 3.1 – Relação entre o peso próprio e carga de Euler – 
Timoshenko (1936).

n 0 0,25 0,5 0,75 1,0 2,0 3,0 3,177 4 5 10

m 2,47 2,28 2,08 1,91 1,72 0,96 0,15 0 -0,69 -1,56 -6,95

Quando se analisa, sob a hipótese de pequenos deslocamentos, 
a influência do peso próprio na carga crítica de flambagem, verifica-
-se que quando o valor qL supera o valor dado pela expressão (3.5), 
P

Cr
, de (3.1), torna-se negativo, o que implica em dizer que uma força 
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axial de tração deve ser aplicada para evitar a flambagem da barra. 
Na hipótese de comportamento linear, o gráfico da Figura 3.3 permite 
acompanhar a variação da carga crítica de Euler, com e sem o peso 
próprio, em função do comprimento da barra.

Figura 3.3 – Carga crítica levando com o peso próprio e carga 
crítica de Euler.

Nessa simulação foi adotado o mesmo módulo de elasticidade 
e a geometria da barra usada nos ensaios de laboratório, que serão 
apresentados na seção 5. Observa-se que devido à influência do peso 
próprio, a barra atinge a situação crítica da carga de compressão no 
comprimento de 2,56 m.

Na abordagem da estabilidade pelo Método dos Deslocamentos 
em formulação matricial Gambir (2004) se refere à influência da for-
ça axial como aquela que diminui a rigidez dos membros estruturais. 
Com isso, o efeito das cargas aplicadas sobre a estrutura aumenta, 
aumentando também as forças nos elementos, e a capacidade de re-
sistência da estrutura a qualquer perturbação de natureza aleatória 
diminui. Para a carga de flambagem, a estrutura não oferece resistên-
cia a nenhuma perturbação que ocorra sobre ela e, em ocorrendo tal 
perturbação, os deslocamentos na configuração seguem aumentan-
do sem a necessidade do acréscimo de cargas adicionais. Isso sugere 
que, quando se atinja esse instante, os deslocamentos da estrutura, 
para a carga crítica, crescerão indefinidamente, significando que, por 
outro lado, a rigidez da estrutura tornou-se nula.
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O critério da estabilidade elástica pelo Método dos Desloca-
mentos em formulação matricial pode ser entendida pela exposição 
que se segue.

A relação entre as forças externas aplicadas e os deslocamentos 
nodais é dada por

F K Q{ } =  { } , (3.7)

onde

F K Q{ } =  { }é o vetor de cargas nodais

F K Q{ } =  { }é a matriz de rigidez da estrutura

F K Q{ } =  { } é o vetor deslocamento

Os deslocamentos nodais tornam-se então

Q
Adj K

K
F{ } =  










{ } , (3.8)

onde

Adj K   é a matriz adjunta da matriz de rigidez, e
Q

Adj K

K
F{ } =  










{ }

 é o determinante da matriz de rigidez.

Pela equação (3.8) para que os deslocamentos cresçam indefi-
nidamente é preciso que o determinante da matriz de rigidez tenda a 
zero. Portanto, o critério de instabilidade é a condição de

K = 0 , (3.9)

o que significa que matriz de rigidez seja singular.
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A equação característica resultante de (3.9) deve apresentar 
mais de uma solução para o critério de instabilidade, mas a menor 
deles, logicamente, é o que corresponderá à carga crítica de esta-
bilidade. A matriz de rigidez deve ser vista como composta por dois 
termos, sendo um deles o correspondente à parcela da rigidez geomé-
trica. Dessa forma, a análise da carga crítica de flambagem envolve a 
solução de um problema de autovalores na forma de

K K rr g0 0[ ]−  ( ) =λ ψ( ) , (3.10)

onde os termos entre colchetes representam as parcelas da matriz de 
rigidez, l

r
 são os autovalores associados aos autovetores y correspon-

dentes à força r. Os autovalores devem ser entendidos como um fator 
de multiplicação da carga r para que se atinja a flambagem. Com isso, 
a interpretação dada aos autovalores é a de um fator de segurança em 
relação à força analisada, podendo ser maior ou menor que a unidade 
e até assumir valores negativos. Os autovalores mais altos correspon-
dem às diversas condições de restrições externas e, portanto, inváli-
das caso essas restrições não existam.

Com a Equação (3.10) fica claro que a matriz de rigidez para es-
truturas com elementos sujeitos às cargas axiais é diferente da matriz 
de rigidez elástica, e que a matriz apresentada em (3.7) deve incluir 
seus efeitos, quer seja para minorar, como no caso da força de com-
pressão, ou majorar, como no caso da força de tração, a rigidez dos 
sistemas estruturais.

Já na análise dinâmica da instabilidade, a carga crítica é obtida 
a partir da equação do movimento por meio de uma solução não-tri-
vial por autovalores. Quando ocorre a perda da estabilidade a frequ-
ência de vibração natural da estrutura tende a zero. A investigação 
dinâmica da instabilidade é mais abrangente do que outros métodos 
de análise nos quais as forças de inércia são desprezadas, como na 
análise estática. Assim, uma vez que o método dinâmico leva em con-
ta as forças de inércia na formulação da análise da estabilidade das 
estruturas, torna-se importante a maneira como se dá a distribuição 
de massa e a rigidez dos sistemas elásticos (GAMBIR, 2004).
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Clough (1993) ratifica a ideia de que a força axial ou qualquer 
força que tenda a produzir flambagem pode interferir significativa-
mente na rigidez da estrutura. Segundo ele, a componente de uma 
força agindo paralelamente ao eixo originalmente vertical de elemen-
tos estruturais pode produzir efeitos adicionais nos deslocamentos 
nodais, ou nos extremos, desses elementos, e, portanto, a matriz de 
rigidez da estrutura deve ser composta por duas parcelas, uma elásti-
ca e outra geométrica. A partir daí, os modos e frequências de vibra-
ção de uma estrutura que esteja sujeita a um carregamento axial de-
vem ser calculados exatamente da mesma forma como para sistemas 
que não levam em conta esses efeitos.

Levy (1994) apresenta um teorema que representa, em termos 
da teoria das estruturas, a importância da não-linearidade geométri-
ca: “Na presença de tensões iniciais, não-linearidades geométricas 
são da mesma ordem de grandeza dos efeitos elásticos na estrutura”. 

Esse teorema implica em afirmar que, na maioria dos casos, e 
para todos os casos de análise incremental, os efeitos decorrentes das 
não-linearidades geométricas devem ser levados em consideração; e 
que problemas envolvendo flambagem de colunas, cabos e estruturas 
esbeltas exigem a inclusão de hipóteses que levem em conta a não-
-linearidade geométrica do comportamento estrutural.

Na consideração dessas hipóteses na análise da estabilidade dos 
sistemas estruturais, desde que a análise não dependa das condições 
da configuração de inicial ou de referência, Levy (2004) constrói uma 
formulação utilizando o conceito de operadores geométricos. Nesse 
caso, a equação de equilíbrio para um sistema deve ser escrita como

C F PT = , (3.11)

onde P representa as cargas aplicadas, F representa as forças ou ten-
sões internas, e C representa um operador que descreve o equilíbrio 
do sistema.

Essa equação pode também ser escrita através de equações 
matriciais de equilíbrio relativas aos nós de um sistema discreto. Se 
o sistema é perturbado com uma carga dP a sua resposta é dada por
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dC F C dF dPT T+ = , (3.12)

O primeiro termo da equação (3.12) descreve a não-linearidade 
geométrica e o segundo termo diz respeito à teoria linear. Para um 
sistema discreto pode-se converter com relativa facilidade a equação 
anterior à forma conhecida do método dos deslocamentos

( )K K dPE G+ =δ , (3.13)

onde K
E
 e K

G
 são as matrizes de rigidez elástica e geométrica e δ re-

presenta o deslocamento do sistema. Com essa aproximação análises 
não-lineares tornam-se simples aplicações do Método de Newton, que 
tem a vantagem de oferecer uma rápida convergência e as soluções 
das equações não-lineares podem ser obtidas com certa facilidade, 
continua Levy (1995).

Pauletti (2003) quando estuda estruturas retesadas ratifica a 
concepção de que o comportamento das estruturas são em maior ou 
menor grau não-linear. A importância da não-linearidade depende do 
tipo de estrutura e da fase de análise.

Para ampliar o entendimento do comportamento não-linear e 
a influência da rigidez geométrica é válido apresentar o trabalho que 
Pauletti (2003) desenvolve para uma corda (Figura 3.4), que nada 
mais é que um elemento de barra, estendido entre dois pontos fixos 
que suporta exclusivamente a força normal de tração F

0
 dada por

F EA
L

L L k L L
r

r r0 = − = −( ) ( ) ,

onde E é o módulo de elasticidade do material, A é área de sua 
seção transversal, L é a distância entre os pontos fixação, igual ao 
comprimento deformado, na configuração retilínea e L

r
 é o com-

primento indeformado do cabo. A constante k EA
Lr

=  é chamada 

constante de mola.
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Figura 3.4 – Corda de comprimento indeformado Lr, 
tracionada entre dois apoios fixos distantes L>Lr – 
Pauletti (2003).

Como a rigidez transversal da corda em torno da sua configura-
ção retilínea não depende de deformações adicionais impostas, mas 
sim de sua relutância em alterar a geometria, diz-se que essa é exclu-
sivamente geométrica.

Desprezando-se o peso próprio e demais cargas externas, a con-
figuração retilínea inicial (Figura 3.5) é uma configuração de equilíbrio 
sob a ação da força de tração. Se, porém, como é usual na análise linear 
de estruturas, tentar-se expressar a deflexão da corda, decorrente da 
imposição de um carregamento transversal, em termos da configuração 
inicial, retilínea, chega-se obviamente a uma indeterminação. 

Figura 3.5 – Para a corda carregada transversalmente, 
o equilíbrio só é possível na configuração 
deformada – Pauletti (2003).
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Para entender o conceito de rigidez geométrica e elaborar a 
formulação da hipótese não-linear é preciso definir a força desbalan-
ceada g(u) como a diferença entre a resultante das forças internas 
restauradoras e um carregamento externo W, de modo que se tem 
g(u) = f(u) - W.

Em muitas ocasiões é interessante decompor a força desbalan-
ceada em um esforço interno F = F(u), e um operador geométrico  
C = C(u), aplicado sobre F, sendo ambas as grandezas função de um 
parâmetro de configuração u. Assim, f(u) = F(u)C(u) e g = FC - W, cuja 
diferenciação leva a

dg
du

k C dF
du

F dC
du

dW
dut= = + − , (3.14)

onde

dg
du

kt=  é a rigidez tangente,

C dN
du

ke= é a rigidez elástica,

N dC
du

kg=  é a rigidez geométrica, e

dW
du

kext= ,

permitindo escrever a equação (3.14) como

k k k kt e g ext= + − , (3.15)

A expressão (3.14) admite uma possível variação de W em 
função de u. Em problemas conservativos, como é o caso desta pes-

quisa, 
dW
du

= 0  e portanto kext = 0 . Em problemas em que as varia-
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ções geométricas são desprezíveis para efeitos da decomposição dos 

esforços internos, 
dF
du

= 0 , ou seja, kg = 0 , e o problema é geome-

tricamente linear. Para um material de comportamento linear, dF
du

 

é constante. Sob estas três últimas hipóteses, portanto, recair-se-ia 

em um problema linear.

Venâncio Filho (1975) afirma que os problemas da não-lineari-

dade geométrica conduz, como consequência, à análise da estabilida-

de ou cálculo da carga crítica das estruturas. Venâncio Filho (1975) 

realiza a construção da matriz de rigidez geométrica optando por uma 

formulação baseada no Princípio da Conservação da Energia via Mé-

todo dos Elementos Finitos.

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é uma contribuição 

original da engenharia de estruturas, que remonta aos estudos de Ar-

gyris, em 1954; Turner, Clough, Martin e Topp, em 1956; Clough, em 

1960, entre outros, que utiliza o Princípio dos Trabalhos Virtuais. O 

MEF nada mais é que uma técnica de discretização de sistemas contí-

nuos e aproximação numérica de suas equações diferenciais. Enraíza-

-se nos procedimentos do tipo Trial function utilizados nos métodos 

variacionais de Rayleigh (1870) e Ritz (1909) e nos de resíduos pon-

derados de Galerkin (1915), (BRASIL, 1995).

As estruturas reais constituem um meio contínuo de difícil 

equacionamento. Assim, usualmente, são utilizadas técnicas de dis-

cretização. Nelas, os deslocamentos da estrutura passam a ser des-

critos em função das coordenadas generalizadas adotadas. Em várias 

situações, um modelo adequado para representar sistemas contínuos 

e complexos é obtido utilizando-se um número finito de componentes 

simples, criando os chamados problemas discretos.

Na técnica de discretização por elementos finitos, os domínios 

são divididos em regiões pequenas, porém finitas, de formato sim-

ples, unidas por nós, cujos deslocamentos generalizados se tornam as 

incógnitas do problema. Reside aqui a diferença entre o Método dos 

Elementos Finitos e técnica desenvolvida neste trabalho, desenvolvi-

da na seção 4. Enquanto que no primeiro, as funções de interpolação 
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são válidas para pequenas regiões ou referências locais, no segundo, 

as funções de interpolação são válidas para todo o domínio. 

Os deslocamentos calculados pelo Método dos Elementos Fini-

tos multiplicam funções de interpolação de integração relativamente 

simples que assumem valor unitário em um dos nós, zero nos demais 

e no restante do domínio. Com isso, consegue-se um procedimento 

facilmente programável, capaz de resolver problemas de grande com-

plexidade, sendo limitado apenas pela capacidade computacional. 

Venâncio Filho (1975) aborda o problema não-linear geométri-

co no âmbito do Método dos Elementos Finitos da seguinte forma.

Considere-se a barra da Figura 3.6, de seção transversal cons-

tante, com momento de inércia I e comprimento L, referida aos eixos 

locais x, y, com os deslocamentos nodais indicados. 

Figura 3.6 – Barra em flexão - Venâncio Filho (1975).

Para uma barra em flexão, a matriz das deformações é consti-

tuída pela curvatura do eixo da barra, à qual se associa o momento 

fletor. A curvatura é dada a partir do deslocamento v por

− =
1 2

2ρ
d v
dx

, (3.16)

Os deslocamentos u e v podem ser expressos pelos desloca-
mentos nodais
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, (3.17)

ou seja:

δ{ } = [ ]{ }H q , (3.18)

onde δ{ }  é a matriz dos deslocamentos u e v, H[ ]  é a matriz que 

abriga as funções de interpolação e δ{ } = [ ]{ }H q é a matriz coluna com os des-

locamentos nodais do elemento.

A relação não-linear entre deslocamentos e deformações unitá-
rias é, para este caso,

ε =
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂








u
x

v
x

y v
x

0
2

2

21
2

, (3.19)

sendo u
0
 o de valor de u para y = 0. A energia de deformação é, neste 

caso,

U E dV
V

= ∫2
2ε , (3.20)

onde V é o volume do elemento.

Introduzindo e da equação (3.19) na equação (3.20),
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obtém-se
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Desprezando o termo de ordem elevada 
1
4

4∂
∂








v
x

 e tendo em 

vista que ydA
A
∫ = 0  e y dA I

A

2∫ =  obtém-se, efetuando a integração 

sobre a área na equação (3.21),

U EA u
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∂
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, (3.22)

Da equação (3.17), por outro lado, obtém-se
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(3.23)

A introdução das equações (3.23) na equação (3.22) fornece, 
depois de efetuada as integrações,
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(3.24)

Considerando a força axial de compressão positiva, a força 
normal F é

F AE
L

q q= −( )1 4 , (3.25)

Introduzindo a Eq. (3.25) na terceira parcela da Eq. (3.24) 
e escrevendo-a sob forma matricial, tendo em vista que a energia 
de deformação de um elemento estrutural, de um modo geral, é 
expressa por

U q k qT= { } [ ]{ }1
2

, (3.26)

que, para o caso geométrico não-linear, torna-se

U q k k qT
g= { } [ ]−   { }1

2 0 , (3.27)

sendo q q q q q q q{ } = { }1 2 3 4 5 6 , k0[ ]  a matriz de rigi-

dez elástica e kg   a matriz de rigidez geométrica da barra em flexão 

dadas por
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e
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L L
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, (3.29)

A matriz da Equação (3.29) denota a dependência da rigidez 
geométrica com o esforço normal que age em seus extremos e com o  
comprimento do elemento.

Para uma primeira aproximação dos efeitos da não-linearidade, 
os postes de telefonia celular podem perfeitamente ser modelados 
por um sistema composto por uma barra engastada na base.
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Considere-se uma barra livre em uma extremidade e engastada 
na outra, com os deslocamentos nodais indicados na Figura 3.7.

Figura 3.7 – Graus de liberdade de um elemento de barra.

Para se analisar o comportamento dinâmico sob não-linearidade 
geométrica desse sistema, nas proximidades da configuração indefor-
mada, ou original, a matriz de rigidez, com base em (3.28) e (3.29) é
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(3.30)

onde E é o módulo de elasticidade do material, A é a área da 
seção transversal, L é o comprimento da barra, I é o momento de inér-
cia da seção em relação ao eixo perpendicular ao plano que contém a 
figura e F é o esforço normal de compressão tomado como positivo.

É possível realizar uma simplificação da matriz de rigidez, atra-
vés da condensação estática, onde a rotação é expressa em termos da 
translação na direção do movimento, e considerar exclusivamente o 
grau de liberdade livre horizontal, o que reduz o sistema a um grau de 
liberdade e a matriz a um único termo:
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K EI
L

F
L

= −
3 1 1253 , (3.31)

As matrizes elástica e geométrica, apresentadas em (3.28) e 
(3.29), foram desenvolvidas no sistema local do elemento. Quando se 
trata de estruturas com sistema discreto de coordenadas generaliza-
das é preciso referi-las ao sistema de referência global obedecendo 
à correlação existente entre os deslocamentos nos dois sistemas. As 
técnicas desse procedimento podem ser encontradas em Cook (2002) 
e Bathe (1996). 

Quando excitados, os sistemas estruturais estarão sujeitos a 
forças conservativas e forças dissipativas em maior ou menor grau 
dependendo de suas características geométricas, materiais e do meio 
onde se encontra inserido. Desprezando-se os atritos, intrínseco do 
material e do meio, e uma vez cessada a excitação, os únicos movi-
mentos possíveis, nessa situação, devem-se às condições iniciais de 
deslocamento e de velocidade.

Simiu; Scalan (1996) afirmam que um sistema estrutural com 
baixo amortecimento, quando excitados pelo vento, irão vibrar em 
ressonância com as formas definidas por suas frequências naturais. 
As formas (modos) e as frequências naturais de vibração são proprie-
dades da estrutura, independem da excitação, estão relacionados à 
maneira de como se dá a distribuição de massa do sistema e à rigidez 
da estrutura.

As equações de movimento livre não amortecido de um sistema 
com vários graus liberdade, referidas ao sistema discreto de coorde-
nadas generalizadas, podem ser escritas na forma:

M x K x[ ]{ }+[ ]{ } = 0 (3.32)

onde
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M[ ]  é a matriz de massa;

x{ } é o vetor aceleração;

K[ ]  é a matriz de rigidez, compreendida por K K Kg= +0  
que introduz a não-linearidade geométrica na equação do movimen-
to ( K0  é matriz de rigidez à elástica e Kg é a matriz de rigidez ge-
ométrica);

x{ }  é o vetor deslocamento;

A Eq.(3.32) é uma equação diferencial homogênea, cujas so-

luções são formas Φ{ }, que representam os modos de vibração em 

que todas as coordenadas do sistema variam na mesma frequência e 

harmonicamente no tempo. Escrevem-se, portanto, os deslocamen-

tos nodais como

x  = cos Ét-¸{ } { } ( )Φ (3.33)

A Eq. (3.33) representa a vibração do sistema segundo um 

modo normal de vibração, o correspondente à frequência w. Derivan-

do essa solução duas vezes no tempo, substituindo na equação (3.33) 

e cancelando a função harmônica, recai-se no sistema de equações 

algébricas homogêneas

K -   = 0[ ] [ ]  { }ω2 M Φ (3.34)

Para que sejam possíveis soluções não-triviais, o determinante 

da matriz deve ser nulo

det K -  = 0[ ] [ ] ω2 M (3.35)

(wt-θ)
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resultando numa equação polinomial de grau n na variável w 2 , co-
nhecida como equação de frequência. As n soluções w i , neste caso, 
são reais e positivas e são as frequências naturais do sistema. Usual-
mente, denota-se por w 1  a menor delas e, pela ordem, até a maior w n . 
Assim, podem-se determinar os n modos de vibração e colecioná-los 

numa matriz modal n×n, cujas colunas são os n modos de vibração 
livres não amortecidos, normalizados (Brasil, 2004). Cada par de au-
tovalores/autovetores é conhecido como uma frequência e um modo 
de vibração do sistema. As frequências cíclicas em Hz serão

fi
i=

ω
π2

, (3.36)

cujos inversos são os períodos de vibração livres em segundos.

Para considerar todos os valores e vetores característicos em 
número igual ao de deslocamentos nodais do sistema, Venâncio Filho 
(1975) sugere escrever a Eq. (3.34) como 

Φ Φ[ ]  = [ ][ ] [ ]−ω2 1K M (3.37)

onde ω2   é a matriz diagonal de ordem n constituída pelas frequ-

ências naturais ao quadrado e Φ[ ]  a matriz nxn cujas colunas são os 

modos normais de vibração. A matriz K M[ ][ ]−1
 é chamada de matriz 

dinâmica, também mencionada por Blessmann (2005).

No caso de distribuição discreta de massa (“lumped mass”), a 
matriz de massa do sistema estrutural é simplesmente uma matriz 
diagonal constituída pelas massas e momentos de inércia concentra-
dos relativos aos deslocamentos nodais. Os problemas discretos cons-
tituem a base das análises realizadas para a determinação da resposta 
da estrutura à turbulência atmosférica.

Na determinação da resposta dinâmica das estruturas sob ex-
citação de vento, os modos naturais de vibração desempenham papel 
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fundamental. A solução desenvolvida para o cálculo da força estática 
equivalente à ação dinâmica do vento baseia-se em um tratamento 
estatístico sobre a equação do movimento escrita com os modos nor-
mais de vibração do sistema discretizado, para as quais tanto a matriz 
de massa quanto as de rigidez são diagonais.

Como explicitado em (3.32), fica claro que a diferença entre a 
determinação da frequência de sistemas lineares e não-lineares do 
ponto de vista geométrico se fundamenta na construção da matriz de 
rigidez. Enquanto que no primeiro caso apenas os efeitos elásticos 
da matriz de rigidez são levados em conta, no segundo a matriz de 
rigidez total depende da parcela geométrica, que é função do esforço 
normal atuante.

Wilson e Habibullah (1987) afirmam que a utilização da matriz 
de rigidez na dinâmica estrutural é uma técnica viável para o cálculo 
dos efeitos de segunda ordem, pois esse efeito é linearizado e a solu-
ção do problema é obtida diretamente, de forma exata, sem iterações. 
É válida para situações onde a força vertical devido ao peso próprio e 
sobrecargas permanecem constantes durante o movimento da estru-
tura e para aquelas situações, cujos deslocamentos laterais sofridos 
são pequenos quando comparados às suas dimensões.

Nesse contexto, somente o peso próprio da estrutura e as so-
brecargas verticais necessitam ser incluídas na parcela negativa da 
rigidez geométrica. Esse método se aplica tanto a cálculos estáticos 
quanto dinâmicos, consistindo em um processo que pode ser facil-
mente programável no ambiente do Método dos Elementos Finitos, 
exigindo reduzido esforço computacional. Medeiros e França (1989) 
utilizaram essa facilidade de programação e aliaram o Método dos 
Elementos Finitos à análise não-linear simplificada na solução de di-
versos problemas da engenharia, compararam os resultados obtidos 
a métodos analíticos e outros métodos de análise não-lineares, con-
cluindo pela eficiência do método.

Além do mais, como expõe Rutenberg (1982), as cargas gravita-
cionais sobre as colunas dos edifícios são relativamente baixas quando 
comparadas à carga crítica de Euler, assim como os efeitos adicionais 
de segunda ordem, permitindo que se aplique uma solução aproximada 
via matriz de rigidez geométrica, linearizando o problema. 
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As estruturas civis são corpos sujeitos a esforços aos quais de-
vem resistir para que a sua forma se mantenha razoavelmente próxi-
ma das configurações desejadas, durante os movimentos induzidos, 
ou seja, os movimentos de uma estrutura civil devem ser pequenos 
em torno de uma configuração projetada, portanto, a análise dinâmica 
sob não-linearidade geométrica realizada por meio da matriz de rigi-
dez é perfeitamente cabível.



4

Proposta para o cálculo da 
frequência natural de vibração 
sob não-linearidade geométrica

A formulação analítica que leva em conta a rigidez geomé-
trica dos sistemas elásticos no cálculo de suas frequências, e que 
servirá de referência neste trabalho, está baseada no Método de 
Rayleigh (1877). Aplicações da técnica de Rayleigh à problemas 
de vibrações de sistemas mecânicos são encontradas em Bianco-
lini, Brutti e Reccia (2005); Cheunga e Zhou (2003); Chiba e Su-
gimoto (2003), Hu et al (2004); Laura, Masiáb and Avalos (2006); 
e Kandasamy, Singh (2006).
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O conceito básico que está por detrás desse método é o Prin-
cípio da Conservação da Energia dos sistemas mecânicos (Clough, 
1993) e, portanto, aplicável a estruturas lineares ou não. De acordo 
com Temple (1933) o princípio fundamental desenvolvido por Ray-
leigh é aplicado não só a sistemas com um número finito de graus de 
liberdade, mas também a sistemas contínuos, e se destina tanto à de-
terminação do período fundamental de vibração quanto às análises da 
estabilidade dos sistemas elásticos, com a precisão demandada pelos 
problemas da engenharia.

O Princípio da Conservação da Energia estabelece que a ener-
gia mecânica total de um sistema em vibração mantém-se constante 
e distribui-se por duas parcelas, correspondentes à energia cinética 
e à energia potencial. Cada uma das parcelas é variável no tempo. 
Aos máximos e mínimos da energia cinética correspondem respecti-
vamente mínimos e máximos da energia potencial (RAVARA, 1969).

Fonseca (1964) relata que Rayleigh encontrou dificuldade para 
aplicação do Teorema da Conservação da Energia, quando se consi-
derava a massa distribuída da mola. Isso decorreu do fato de que, tan-
to a determinação da energia potencial quanto a da energia cinética 
dependiam do conhecimento da configuração do sistema, a qual não 
era previamente conhecida. Rayleigh, primordialmente, contornou 
essa dificuldade admitindo, em primeira aproximação, que a energia 
potencial não era afetada pela pequena mudança de configuração 
ocasionada pela distribuição da massa da mola, calculava a energia 
potencial de deformação como se a mola fosse desprovida de mas-
sa, em seguida recalculava a energia cinética admitindo uma razoável 
configuração para o sistema em vibração. Essa dificuldade deixa de 
existir com a aplicação do Princípio dos Trabalhos Virtuais, expresso 
em termos de coordenadas generalizadas.

A energia potencial de qualquer sistema estrutural, em al-
guma configuração real, é definida como o trabalho realizado por 
todas as forças atuantes, caso o sistema seja movido da configu-
ração real para a configuração descarregada. Portanto, a energia 
potencial é o trabalho realizado por todas as forças atuantes quan-
do a estrutura é movida de sua configuração com carga para uma 
posição sem carregamento.
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Na aplicação do Princípio da Conservação da Energia, as forças 
atuantes na estrutura consistem em cargas externas e forças inter-
nas, sendo as últimas tensões resultantes. A energia potencial das 
forças internas é a energia de deformação, armazenada na estrutura 
carregada. Se a estrutura for descarregada, a quantidade de trabalho 
recuperado será igual à energia de deformação. O trabalho das forças 
externas é negativo porque a carga na estrutura realiza trabalho ne-
gativo caso retorne da posição carregada para a descarregada. Logo, o 
trabalho virtual das forças externas, realizado pelas cargas atuantes, 
deve ser igual ao trabalho virtual das forças internas.

No desenvolvimento da expressão para o cálculo da frequência 
fundamental não amortecida de estruturas em balanço, proposta nes-
te trabalho, o Princípio dos Trabalhos Virtuais foi escrito em termos 
da coordenada generalizada, convenientemente escolhida no topo 
barra, e de uma função de forma que descreve o primeiro modo de 
vibração. A precisão obtida por esse método depende inteiramente da 
função de forma assumida para representar o modo de vibração livre, 
Leissa (2005). Em princípio, qualquer função que satisfaça as condi-
ções de contorno pode ser escolhida. Ao final do processo, a equação 
do movimento aparece em termos da coordenada generalizada e da 
qual se podem extrair as propriedades elásticas e geométricas gene-
ralizadas do sistema.

Considere-se o sistema contendo apenas o grau de liberdade 
horizontal e em movimento livre não amortecido, com os parâmetros 
apresentados na Figura 4.1 . Admita-se que esse sistema seja compos-
to por uma barra prismática, constituída de material elástico-linear, 
engastada na base, suportando, além do seu peso próprio, uma massa 
na extremidade livre, representativa dos corpos fixados ao seu topo. 
Considere-se também que o movimento do sistema não altera a orien-
tação da força normal F(x).

A estrutura representada pela Figura 4.1 constitui uma barra em 
flexão. Assim, o trabalho virtual da forças internas δ W

I
 é realizado pelo 

momento fletor M(x, t), agindo sobre a curvatura virtual δ
∂
∂











2

2

v x
x
( )

 da 

barra. O Princípio dos Trabalhos Virtuais requer que o trabalho virtual 
das forças externas seja igual ao trabalho virtual das forças internas.
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δ δW WE I= (4.1)

Figura 4.1 – Parâmetros do modelo para desenvolvimento do 
método.

O trabalho virtual das forças externas é

δ δ δW f x v x dx F x eE I

L

= − +∫ ( ) ( ) ( )
0

, (4.2)

onde f x m x v x tI ( ) ( ) ( , )
..

= 1  representa a força inercial.

O trabalho virtual das forças internas é dado por

δ δW M x t v x dxI

L

= ′′∫ ( , ) ( )
0

, (4.3)
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onde δ ′′ =
∂
∂

v x v x
x

( ) ( )2

2
.

Para encontrar o deslocamento axial e(t) é preciso tomar um 
elemento infinitesimal ds da curvatura da barra, logo o encurtamento 
do eixo devido ao deslocamento axial será

ds dx dx dv dx dx dv
dx

dx− = − − = + 





 −2 2

2

1 . (4.4)

Pelo desenvolvimento binomial tem-se que
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Como os termos de ordem superior a 
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são muito peque-

nos comparados à unidade, pode-se fazer 
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dv

dx

dv
dx ,

permitindo reescrever a Eq. (4.4) de forma a ter-se

ds dx dx dv
dx

dx dv
dx

− = + 


















− = 






1 1

2
1
2

2 2

. (4.5)

Integrando a expressão (4.5) sobre toda a viga, obtém-se
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e dv
dx

dx
L

= 





∫

1
2

2

0

. (4.6)

Como os parâmetros necessários à solução do problema podem 
ser expressos em função da coordenada generalizada q5 e de uma 
função de forma f( )x , tem-se

v x t x q t
v x t x q t
v x t

, ( ) ( )
( , ) ( ) ( )
( , )

( ) =
′ = ′
′′ =

φ

φ
5

5

               

′′′

=
′′ = ′′

φ
φ
φ

δ

( ) ( )
( , ) ( ) ( )
( , ) ( ) ( )

(

x q t
v x t x q t
v x t x q t

v x

5

5

5

 

 

,, ) ( ) ( )
( , ) ( ) ( )
( , ) ( ) ( )

t x q t
v x t x q t
v x t x q t

e

=
′ = ′
′′ = ′′

φ δ
δ φ
δ φ δ

δ

5

5

5

== ′ ′∫ v x t v x dx
L

( , ) ( )δ
0

. (4.7)

as quais, sendo substituídos nas Eq. (4.2) e (4.3), chega-se à equação 
do movimento livre não amortecido em termos da coordenada gene-
ralizada:

Mq t K q t K q tg5 0 5 5 0( ) ( ) ( )+ − = , (4.8)

onde M, K
0
 e K

g
 são a massa e as rigidezes generalizadas, que são 

apresentadas a seguir.

A função trigonométrica (4.9), ora arbitrada, pode ser encon-
trada em Clough (1993) e Timoshenko (1936), representa, de forma 
exata, o primeiro modo de flambagem do modelo, o que sugere que a 
sua validade está restrita à vizinhança da configuração de referência.



69Alexandre de Macêdo Wahrhaftig

Tome-se a função de forma da expressão (4.9).

φ
π( ) cosx x

L
= − 






1

2
, (4.9)

A massa generalizada M será dada por

M m m= +0 2 , (4.10)

com 

m m x
L

2 1
0

2= ∫ φ( ) , (4.11)

onde m
1
 é a massa por unidade de comprimento e m

0
 é a massa con-

centrada no topo da barra.

A massa generalizada total, nesse contexto, é dada por

M m Lm= +
−

0 1
1
2

3 8π
π

. (4.12)

que, simplificando, leva a

M m m L= +0 10 227, (4.13)

A rigidez elástica generalizada é dada por
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K EI d x
dx

dxE

L

=








∫

2

2

2

0

φ( )
(4.14)

e a matriz de rigidez geométrica, por sua vez, é dada por

K F x d x
dx

dxG

L

= 





∫ ( ) ( )φ 2

0
(4.15)

Para o modelo da Figura 4.1 F x m m L x g( ) = + −( ) 0 1 , com 

F(x) sendo a força normal interna distribuída produzida pelo carrega-
mento externo e pelo peso próprio da barra.

A rigidez generalizada total do sistema, considerando positiva a 
força axial de compressão, é, então,

K K KE G= − (4.16)

com

K EI
LE =

π 4

332
(4.17)

e

K g
m m L

LG =
+ −( )1

16
2 42

0
2

1π π
(4.18)
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Calculando as expressões anteriores, e simplificando a solução 
para o grau de liberdade horizontal, chega-se à expressão da frequên-
cia que leva em conta a influência do esforço axial, em Hertz: 

f

EI
L

m m L
L

m g

m Lm
=

−
+






 −











+
−



1
2

32 16
2 1

4
1
2

3 8

4

3

2
0 1

1

0 1
π

π π

π
π















1
2

(4.19)

Na expressão (4.19) E é o módulo de elasticidade do material, 
L é o comprimento da barra, I é o momento de inércia da seção em 
relação ao eixo perpendicular ao movimento e g é a aceleração da 
gravidade, cujo sinal coincide com o da força de compressão.

Havendo massas localizadas m
i
 ocupando posições x

i
 ao longo 

da altura, e não somente no topo da barra, como mostrado na Figura 
4.2, a massa generalizada M deve levar em conta a influência dessas 
outras massas, devendo ser representada pela expressão (4.20).

Figura 4.2 – Modelo de barra com distribuição geral de massa.
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M m x m x
L

i i= +∫ ∑1
0

2 2φ φ( ) ( ) , (4.20)

Nesse caso, a expressão (4.19) deve ser escrita da seguinte forma

f

EI
L

m m L
L

m g

m Lm

R

R

=
−

+





 −











+
−



1
2

32 16
2 1

4
1
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1
2

, (4.21)

onde 

m m x
LR i

i= − 















∑ 1

2

2

cos π . (4.22)

com m
i
 e x

i
 sendo as massas concentradas e suas posições,incluindo 

a do topo.

A rigidez da estrutura pode ser escrita como

K EI
L

g
m m L

L
= −

+ −( )











π π π4

3

2
0

2
1

32
1

16
2 4

, (4.23)
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que de forma mais simples é

K EI
L

F
L

F
L

= − +





3 044 1 234 0 3673

0 1, , , , (4.24)

com F m g0 0=  e F m Lg1 1= .

A carga crítica de flambagem é obtida fazendo nula a rigidez na 
Eq. (4.23), o que leva a

F EI
L

m Lgcr = −
π 4

2 14
0 297, , (4.25)

que representa a solução de Euler com 5,85% de defasagem, confor-

me os dados presentes na Tabela 3.1.

Para uma comparação com o Método dos Elementos Finitos, 

Eq. (3.31), é preciso recordar que no MEF os esforços são relaciona-

dos aos nós do elemento. Esse tratamento é semelhante, no presente 

método, a considerar na expressão (4.15), F x Mg( ) = , sendo M a 

massa generalizada da Eq.(4.12). Logicamente F será nodal, pois é o 

resultado da extrapolação, ou generalização, da força axial distribu-

ída, obtida pela Eq. (4.11), mais a força aplicada no correspondente 

nó da coordenada generalizada.

Resolvendo a expressão (4.15) com a condição anterior, obtém-se

K F
Lg =1 145, , (4.26)
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que é 1,7% diferente da expressão desenvolvida pelo MEF 

para a rigidez geométrica. Já a rigidez elástica, primeira parcela 

da Eq. (4.24), está 1,5% acima da parcela correspondente da Eq. 

(3.31).

É possível reescrever a equação (4.19) como uma função 

do comprimento e calcular as frequências naturais dos sistemas 

estruturais levando em conta apenas o produto de rigidez e as 

massas envolvidas. Na aplicação direta da expressão (4.19) a ace-

leração da gravidade será tomada com o mesmo sinal adotado 

para a força de compressão.

Adotando-se os parâmetros elásticos e geométricos dos 

corpos-de-prova utilizados nos ensaios de laboratório (espessu-

ra de 1/8 da polegada (12,7 mm) e largura de 1/2 da polegada 

(3,175 mm); massa específica de 8190 kg/m3; módulo de elasti-

cidade longitudinal de 205 GPa; massa concentrada no topo da 

barra de 1,595 Kg; e fazendo-se variar o comprimento de 0,15 m 

a 5 m, em pequenos intervalos, foi possível traçar os gráficos rela-

tivos às frequências, em Hertz, para as três situações de mudan-

ça de rigidez que foram investigadas em laboratório. A primeira 

trata dos efeitos da força normal de compressão, a segunda dos 

efeitos da força normal de tração e a última investiga a ausência 

de esforço normal. 

Reunidas no gráfico da Figura 4.3, as frequências obtidas 

pela Eq. (4.19) permitem conhecer a influência do esforço axial 

na frequência natural do primeiro de vibração dos sistemas.



75Alexandre de Macêdo Wahrhaftig

Figura 4.3 – Análise pela solução analítica proposta.

O aspecto relevante dessa simulação está em notar a con-

dição crítica de estabilidade, que ocorre quando a frequência 

tende a zero. A condição crítica, admitindo-se a influência do 

esforço de compressão, acontece quando o comprimento atinge 

1,01 m. A correspondente carga crítica obtida pela Eq. (4.25) é 

de 15,823 N, enquanto que pelo Método de Euler-Greenhill essa 

carga é de 15,766 N, 0,36% abaixo. 

Se fosse desconsiderado o efeito da força de compressão 

sobre a rigidez geométrica da barra, a curva seguiria assintoti-

camente ao eixo horizontal, como pode ser observado no traça-

do “Linear” da Figura 4.4a. Isso revela que os sistemas estrutu-

rais sob compressão possuem um limite definido de estabilidade 

quando se considera o efeito da carga axial. 

No caso do esforço de tração (Figura 4.4b) é diferente, já 

que esse esforço age favoravelmente na rigidez, estabilizando o 

sistema. Na ausência do esforço normal, a rigidez da estrutura 

não é modificada (Figura 4.4c), como esperado.
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Figura 4.4 – Frequências dos modelos pelo método proposto.



5

Investigação experimental  
em modelos

Para aferir a formulação proposta neste trabalho para o cálculo 
da frequência do primeiro modo de vibração, desenvolvida no capítu-
lo 4, foram desenvolvidos ensaios dinâmicos em laboratório utilizando 
modelos de barras. A investigação foi realizada nas dependências do 
Gabinete de Dinâmica Não-Linear de Estruturas da Escola Politécni-
ca da USP.

Dois conjuntos de testes foram conduzidos visando aferir a pro-
posta para o cálculo da frequência e avaliar a influência da rigidez 
geométrica na frequência de vibração dos sistemas estruturais em ba-
lanço. O primeiro grupo estava submetido, além do seu peso próprio, 
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a uma força normal aplicada na extremidade. O segundo grupo estava 
sujeito exclusivamente ao seu peso próprio.

Para acompanhar os cálculos analíticos e os resultados expe-
rimentais, foram feitas duas análises numéricas por meio do Método 
dos Elementos Finitos (MEF) utilizando o programa SAP2000. A pri-
meira foi realizada sob condições lineares (MEFL) e a segunda sob 
as condições de não-linearidade geométrica (MEFNL), essa última 
processada com base nos resultados provenientes de uma análise es-
tática não-linear. Essa análise pode ser realizada com objetivos com-
parativos, pois é possível especificar no programa SAP2000 para que 
se utilize do processo de cálculo que leva em consideração o efeito da 
força normal sobre a rigidez do sistema. Nos dois casos, as análises 
foram feitas por autovalores.

Para o segundo grupo de testes, acrescentou-se à análise dinâ-
mica, a análise estática da carga crítica de flambagem, pela formula-
ção numérica de autovalores e pela solução de Euler-Greenhill. 

Nas análises numéricas, os parâmetros empregados foram os 
referidos nos itens relativos aos corpos-de-prova, tendo sido lançadas 
nos modelos numéricos as características do material, geometrias e 
massas dos modelos físicos.

As análises numéricas e analíticas, mencionadas anteriormente, 
foram descritas no capítulo 3.

5.1 INSTRUMENTOS E SISTEMAS EMPREGADOS

Os instrumentos, entre eles os equipamentos eletrônicos, uti-
lizados foram: extensômetros elétricos; acelerômetros piezoelétri-
cos; sistema de aquisição de dados ADS-2000, com placa conversora 
AI-2161 e placa controladora AC-2122VA, e programas AqDados e 
AqDAnalysis para aquisição e análise de dados, da LYNX informática; 
microcomputador; pré-amplificadores para o sinal dos acelerômetros; 
calibrador manual de acelerômetro; paquímetro; régua metálica; ba-
lança eletrônica; grampos metálicos; nível de bolha com base magné-
tica e trena metálica.
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5.2 CARACTERÍSTICAS DOS SENSORES

Foram utilizados extensômetros elétricos de resistência de 120 
Ω e fator 2,1; fabricados pela Excel Sensores (Excel Sensores, 2006). 
O arranjo adotado para a ligação dos extensômetros ao sistema de 
aquisição de dados foi de ¼ de ponte a três fios. 

Foram também utilizados acelerômetros do tipo piezoelétricos. 
Os acelerômetros piezoelétricos foram de fabricação Bruel & Kjaer 
modelos 4393 e 4371, cujas características, respectivamente, são: 
sensibilidade - 3,1 pC/g e 10 pC/g, intervalo de frequência -  0,1 Hz à 
16.500 Hz e 0,1 Hz à 12.600 Hz, frequência de ressonância – 55 kHz 
e 42 kHz, nível de ruído residual – 0,52 g e 0,24 g, nível operacional 
máximo – 5000 g e 6000 g, massa 2,4 gramas e 11 gramas (BRUEL & 
KJAER, 2005). Os acelerômetros foram calibrados usando um cali-
brador excitador manual da Bruel & Kjaer tipo 4294. 

A ligação dos acelerômetros ao sistema de aquisição de dados 
foi precedida da ligação do acelerômetro ao amplificador modelo 2525 
da própria Bruel & Kjaer (SERRIGDE & LICHT, 1995).

5.3 O SISTEMA DE AQUISIÇÃO DE DADOS

O sistema de aquisição automático de dados empregado foi o 
ADS-2000 (AqDados) com placa conversora AI-2161 e placa contro-
ladora AC-2122VA, da LYNX informática, de 16 bits de resolução, cuja 
interface com microcomputador é feita através de rede Ethernet, 
(AqDados 7.02, 2003). A ligação dos sensores ao sistema de aquisição 
de dados é feita por meio dos conectores de entrada, que estão loca-
lizados na parte traseira do equipamento e obedeceram às seguintes 
configurações:

• extensômetros: ¼ de ponte a 120 Ω com 3 fios, ganho 2000, 
tensão de excitação de 5 volts;

• acelerômetros: tensão diferencial, ganho 1.

Durante a aquisição dos sinais foram usados filtros passa baixa 
de 20 Hz para os ensaios de maior frequência e 5 Hz para os demais.

Inicialmente usou-se uma taxa de amostragem de 1000 Hz para 
prospectar o experimento. Como as frequências mais elevadas fica-
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ram abaixo de 10 Hz, optou-se por baixar a frequência de aquisição 
para 100 Hz, em alguns casos a aquisição foi feita a uma frequência 
de 500 Hz. Os pré-amplificadores 2525 foram ajustados conforme a 
sensibilidade de cada acelerômetro.

5.4 ESQUEMA ESTRUTURAL

O esquema estrutural adotado para os ensaios foi o de uma bar-
ra engastada em uma extremidade e livre na outra, conforme visto na 
Figura 4.1.

5.5 CORPOS-DE-PROVA

O corpo-de-prova (CP) do primeiro grupo de testes era cons-
tituído por uma barra metálica chata de seção nominal de 1/2” 
(12,70 mm) por 1/8” (3,17 mm) ao qual foram fixadas, por pressão 
lateral, duas massas metálica na extremidade livre, que somadas às 
massas dos acelerômetros e suas bases magnéticas resultaram no va-
lor total de 1,595 gramas no topo da haste.

Por ser uma peça de aço, o módulo de elasticidade longitudinal 
do material foi assumido como sendo de 205 GPa. A determinação 
da densidade do material da haste foi feita experimentalmente no la-
boratório de materiais do PCC/USP usando a técnica de picnometria 
com gás Helio. A densidade relativa obtida foi de 8,19 (8190 kg/m3), 
conforme se vê no Anexo A. As demais massas envolvidas foram me-
didas na balança eletrônica do laboratório de materiais da USP. 

O corpo-de-prova foi instrumentado com três extensômetros e 
dois acelerômetros, conforme a disposição mostrada na Figura 5.1. Os 
extensômetros foram colados à superfície da barra, enquanto que os 
acelerômetros ficaram aderidos a essa por meio de bases magnéticas 
que fazem parte do seu estojo de acessórios.



81Alexandre de Macêdo Wahrhaftig

Figura 5.1 – Instrumentação do corpo-de-prova – medidas em 
centímetros.

O corpo-de-prova do segundo grupo ensaiado era constituído 
por um tubo metálico de diâmetro externo nominal de 3/8” (9,525 mm) 
e espessura da parede de 1,2 mm. Para esse corpo-de-prova, o mó-
dulo de elasticidade longitudinal do material foi também assumido 
como sendo de 205 GPa. Para esses ensaios, o corpo-de-prova foi ins-
trumentado com o acelerômetro modelo 4371 fabricado pela Bruel & 
Kjaer. Os ensaios do segundo grupo foram realizados apenas para a 
força normal de compressão devida ao peso próprio dos modelos.

5.6 DESCRIÇÃO DOS ENSAIOS

Com as massas metálicas adicionadas à haste foram adotadas 
três posições de ensaio para o primeiro grupo de testes, relativas às 
possíveis influências da carga axial na rigidez no sistema. A primeira 
posição considerou a influência da força axial de compressão, logo, 
posicionou-se o conjunto de forma ser comprimido pelo peso próprio 
da barra e pela carga vertical produzida pela massa no topo. A segunda 
posição considerou a influência da força axial de tração, de forma que o 
conjunto foi posicionado de maneira a gerar força de tração no sistema 
e o corpo-de-prova foi posto na posição inversa à anterior. A terceira 
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posição analisou a ausência da influência da carga axial na frequência 
fundamental do modelo, por essa razão, o conjunto foi instalado na po-
sição horizontal. Um quarto ensaio considerou exclusivamente a com-
pressão devido ao peso próprio da barra e será descrito mais adiante. A 
Figura 5.2 ilustra as posições empregadas nos testes do primeiro grupo.

Figura 5.2 – Posições adotadas nos ensaios.
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A realização dos ensaios obedeceu aos passos descritos a se-
guir. Antes do inicio dos ensaios, os acelerômetros foram calibrados 
com o calibrador excitador B&K modelo 4294 (Bruel & Kjaer, 2005). 
Os acelerômetros ficaram aderidos ao corpo-de-prova por meio das 
bases magnéticas com a disposição mostrada na Figura 5.3.

Figura 5.3 – Detalhe da fixação dos acelerômetros no CP.

Após serem fixados, tanto o aparelho de apoio quanto os mo-
delos foram nivelados horizontal e verticalmente com nível de bolha 
(Figura 5.4). 

Figura 5.4 – Nivelamento dos corpos-de-prova.

O corpo-de-prova foi fixado ao aparelho de apoio por meio de 
grampos metálicos conhecidos comumente como grampos tipo sar-
gento. Buscou-se manter o mesmo padrão de fixação para todos os 
modelos, como o tamanho e a posição dos grampos em relação aos CP 
e a pressão de aperto. 
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O comprimento experimental de referência foi controlado vi-

sualmente e a sua determinação foi feita por meio de uma trena me-

tálica. As mesmas referências foram mantidas para as diferentes po-

sições. Variou-se o comprimento de 5 cm em 5 cm até o limite físico 

de fixação possível ou até a posição de máxima estabilidade oferecida 

pelo conjunto. A Figura 5.5 mostra o sistema de fixação emprega-

do nos ensaios e as referências para controle do comprimento dos 

corpos-de-prova.

Figura 5.5 – Controle do comprimento dos modelos.

Os corpos-de-prova do grupo que estava submetido exclusiva-

mente ao peso próprio foram fixados a um pórtico metálico por meio 

de uma base e uma placa metálica que permitia a mudança do com-

primento ao aliviar-se a pressão exercida pelos parafusos. Buscou-se 

manter o mesmo padrão de aperto na fixação da barra com os diver-

sos comprimentos adotados. 

Antes de serem excitados os modelos eram verticalmente nive-

lados, operação que se tornava mais difícil à medida o comprimento 

dos modelos aumentava. O conjunto de apoio conferia uma condição 

inercial segura para a realização dos ensaios. 

A Figura 5.6 mostra o sistema de apoio e fixação utilizado e a 

verificação da verticalidade dos corpos-de-prova.
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Figura 5.6 – Sistema de fixação e nivelamento do CP – Ensaios 
com o tubo metálico.

Em todos os ensaios, os cabos dos acelerômetros foram fixados 
ao sistema de apoio com fita adesiva para evitar interferência na aqui-
sição dos sinais.

Em ambos os ensaios, os modelos, nas diversas posições e 
comprimentos, foram excitados por uma força aleatória com mag-
nitude necessária e suficiente para por o sistema em movimento 
oscilatório. Depois de excitados, os sistemas oscilavam em torno 
da sua posição inicial.

Os sinais, no domínio do tempo, foram então gravados e anali-
sados posteriormente.

5.7 ANÁLISE DOS RESULTADOS

Como afirma Lobo Carneiro (1993), as vibrações livres, exci-
tadas inicialmente a partir de um deslocamento inicial, são amor-
tecidas por efeito histérico, por atritos, ou pela resistência de um 
meio viscoso. A taxa de amortecimento é uma constante física ca-
racterística do material do corpo e/ou do meio que o cerca, propor-
cional à dissipação de energia por ciclo ou ao decréscimo relativo 
da amplitude de vibração.

Quanto se refere ao decréscimo da amplitude de vibração, Lobo 
Carneiro (1996) recomenda que o amortecimento crítico seja calcu-
lado pela Eq. (5.1).



86 Ação do vento em estruturas esbeltas com efeito geométrico

ζ
π

= ⋅
1

2
( )decréscimo relativo da amplitude por ciclo     . (5.1)

No caso de pequenas amplitudes, tanto a experiência quanto as 
soluções teóricas mostram que a influência do deslocamento inicial 
em relação ao comprimento do corpo é desprezível e que também a 
influência do amortecimento sobre o período de vibração pode, em 
geral, ser desprezado. O amortecimento relativo medido nos ensaios 
por decremento logarítmico de duas amplitudes consecutivas para o 
corpo-de-prova em compressão com 50 cm de altura foi de 0,00724 
(0,724%), corroborando as afirmações de Lobo Carneiro (1993).

É interessante mencionar que nos ensaios de compressão e 
sem a consideração da influência do esforço normal, os modelos mais 
longos apresentaram uma configuração inicial de equilíbrio estático 
bastante deformada em relação à posição reta do eixo da barra, che-
gando mesmo a ocorrer a plastificação localizada em alguns modelos. 
A Figura 5.7 ilustra a plastificação mencionada para o comprimento 
de 90 cm.

(L
exp

 = comprimento experimental de referência)

Figura 5.7 – Plastificação do material.

A situação descrita anteriormente está fora do escopo des-
te trabalho. No entanto, por tratar-se de atividades de prospecção, 
optou-se por conduzir os ensaios até onde fosse possível sua a rea-
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lização. A condição relatada anteriormente representa um caso de 
vibração a partir da configuração inicial deformada, sendo necessário, 
portanto, considerar que devido à grande deformação da peça, a força 
F inicialmente alinhada ou perpendicular ao eixo da barra, produz 
uma componente axial N e gera uma força tangencial V que variam ao 
longo do comprimento em função da seção considerada, conforme se 
vê na Figura 5.8.

Figura 5.8 – Componentes normal e tangencial devido à 
curvatura acentuada da barra.

A obtenção da frequência do modo fundamental de vibração 
dos modelos foi feita pela transformada de Fourier no programa 
AqDAnalysis 7 (AqDAnalysis 7, 2004). Para isso, a análise de auto-es-
pectro disponibilizada pelo programa foi configurada para uma janela 
de compensação do tipo Hanning, com uma janela de dados para o 
cálculo do espectro médio; zoom da FFT (Transformada Rápida de 
Fourier) igual a 1; e com a máxima resolução permitida para a quanti-
dade de amostras aquisitadas. A resposta apresentada pelos modelos 
representa o movimento harmônico, conforme se vê na Figura 5.9, 
que exemplifica os sinais dos sensores no domínio do tempo e a trans-
formada de Fourier correspondente ao acelerômetro B&K 4371. 



88 Ação do vento em estruturas esbeltas com efeito geométrico

Figura 5.9 – Resposta dinâmica experimental.

O comprimento máximo alcançado no ensaio de compressão foi 
de 85 cm, além do qual, o sistema não mais se manteve em equilíbrio. 
Os resultados dos ensaios serão discutidos mais adiante.

No que se refere às análises pelo Método dos Elementos Fini-
tos, é oportuno salientar que: 

• às frequências obtidas sob a hipótese de comportamento 
linear independem da natureza do esforço, pois não levam 
em conta a mudança na rigidez geométrica dos modelos, 
e, portanto, podem ser comparadas com os resultados ex-
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perimentais e com os da solução proposta neste trabalho 
para o esforço de compressão;

• a análise dinâmica não-linear esteve baseada na matriz de 
rigidez de uma prévia análise estática não-linear como des-
crito no início deste capítulo.

Para os modelos do primeiro grupo de testes, os resultados ob-
tidos na análise dinâmica não-linear pelo Método dos Elementos Fini-
tos foram os seguintes:

Tabela 5.1 – Resultados da análise não-linear por Elementos 
Finitos.

Análise não-linear - Frequências (Hz)

Comprimento (m) Compressão Tração Sem esforço axial

0,20 6,2810 6,5146 6,3989

0,25 4,4405 4,7022 4,5733

0,30 3,3281 3,6155 3,4749

0,35 2,5940 2,9053 2,7543

0,40 2,0783 2,4121 2,2517

0,45 1,6983 2,0536 1,8848

0,50 1,4077 1,7839 1,6073

0,55 1,1783 1,5751 1,3915

0,60 0,9925 1,4096 1,2198

0,65 0,8383 1,2760 1,0805

0,70 0,7073 1,1664 0,9657

0,75 0,5936 1,0751 0,8698

0,80 0,4924 0,9981 0,7886

0,85 0,3994 0,9325 0,7192

0,90 0,3104 0,8760 0,6593

Graficamente tem-se o comportamento apresentado na Figura 5.10.
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Figura 5.10 – Análise não-linear pelo Método dos Elementos 
Finitos.

As análises numéricas com a inclusão da não-lineridade geo-

métrica forneceram três diferentes resultados para a frequência de 

vibração dos modelos. Esses resultados revelam influência que a na-

tureza do esforço normal produz na frequência de vibração dos mo-

delos, tornam-se, para esses sistemas, mais evidente à medida que 

aumenta a esbeltez dos modelos e diminui a frequência de vibração.

Os resultados obtidos pela análise dinâmica dos modelos não-

-lineares pelo Método dos Elementos Finitos foram comparados aos 

resultados experimentais e aos da solução proposta para o cálculo 

da frequência, desenvolvida no capítulo 4, e serão apresentados no 

decorrer deste capítulo.

5.7.1 Análise dos ensaios para o esforço de 
compressão

As diferenças percentuais entre os valores experimentais e a 

solução de referência, Eq. (4.19), ficaram em torno de 3,17% nos 
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comprimentos iniciais, passando para 5,98% ao ser alcançado o com-

primento de 70 cm. A partir desse instante já se percebia uma confi-

guração estática de equilíbrio acentuadamente deformada, e a plasti-

ficação do material já se manifestava perceptível.

A média das diferenças entre o total dos resultados experimen-

tais e a solução proposta neste trabalho foi de 8,69%. Os resultados 

obtidos no ensaio de compressão estão dispostos na Tabela 5.2 com 

os correspondentes resultados da solução proposta neste trabalho, 

dados pela Eq. (4.19).

Tabela 5.2 – Esforço de compressão: resultados experimentais 
e solução proposta.

Esforço de compressão

Comprimento 
(m)

Frequências (Hz) Diferenças

Resultados 
experimentais

Solução 
proposta

Hz %

0,20 6,3477 6,3276 0,020 0,32

0,25 4,4556 4,4729 -0,017 0,39

0,30 3,2959 3,3520 -0,056 1,67

0,35 2,5024 2,6122 -0,110 4,20

0,40 1,9836 2,0925 -0,109 5,20

0,45 1,6479 1,7096 -0,062 3,61

0,50 1,3428 1,4167 -0,074 5,21
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Esforço de compressão

Comprimento 
(m)

Frequências (Hz) Diferenças

Resultados 
experimentais

Solução 
proposta

Hz %

0,55 1,1292 1,1855 -0,056 4,75

0,60 0,9155 0,9983 -0,083 8,29

0,65 0,7935 0,8429 -0,049 5,86

0,70 0,6104 0,7110 -0,101 14,15

0,75 0,4883 0,5965 -0,108 18,14

0,80 0,3662 0,4946 -0,128 25,95

0,85 0,3052 0,4011 -0,096 23,90

As respostas do ensaio de compressão revelaram o com-

portamento presente na Figura 5.11, na qual é possível ver que 

os resultados obtidos pela solução analítica do método proposto, 

Eq. (4.19), ajustam-se bem aos resultados experimentais.

Portanto, é possível afirmar, com os ensaios realizados, que 

dentro do intervalo de validade da equação (4.19), até o compri-

mento de 65 cm, os resultados experimentais confirmam o cor-

reto cálculo da frequência propiciado pela solução desenvolvida 

neste trabalho.
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Figura 5.11 – Compressão: Resultados experimentais e solução 
proposta.

As frequências obtidas pelo Método dos Elementos Fini-

tos, sob a hipótese de comportamento linear, são apresentadas 

na Tabela 5.3.

Tabela 5.3 – Comparativo dos resultados da análise linear pelo 
Método dos Elementos Finitos.

Frequências (Hz)

Comprimento 
(m)

Elementos Finitos 
Linear

Resultados 
experimentais

Solução 
proposta

0,20 6,3989 6,3477 6,3276

0,25 4,5733 4,4556 4,4729

0,30 3,4749 3,2959 3,3520
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Frequências (Hz)

Comprimento 
(m)

Elementos Finitos 
Linear

Resultados 
experimentais

Solução 
proposta

0,35 2,7543 2,5024 2,6122

0,40 2,2517 1,9836 2,0925

0,45 1,8848 1,6479 1,7096

0,50 1,6073 1,3428 1,4167

0,55 1,3915 1,1292 1,1855

0,60 1,2198 0,9155 0,9983

0,65 1,0805 0,7935 0,8429

0,70 0,9657 0,6104 0,7110

0,75 0,8698 0,4883 0,5965

0,80 0,7886 0,3662 0,4946

0,85 0,7192 0,3052 0,4011

Graficamente tem-se:
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Figura 5.12 – Análise linear por elementos finitos, 
experimental e proposto.

Quando comparados aos resultados da formulação proposta e 
aos valores experimentais, para o esforço de compressão, situação em 
que, na prática, se encontram as estruturas civis em estudo, a análise 
linear apresenta diferenças importantes nas primeiras frequências. 

As diferenças da análise linear pelo Método dos Elementos Fi-
nitos entre os valores experimentais e os da solução proposta podem 
ser encontradas na Tabela 5.4. 

Tabela 5.4 – Diferenças da análise linear pelo Método dos 
Elementos Finitos.

Esforço de compressão

Comprimento 
(m)

Com resultados experimentais Com a solução proposta

Hz % Hz %

0,20 0,0512 0,80 0,0713 1,11

0,25 0,1177 2,57 0,1004 2,20

0,30 0,1790 5,15 0,1230 3,54
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Esforço de compressão

Comprimento 
(m)

Com resultados experimentais Com a solução proposta

Hz % Hz %

0,35 0,2519 9,15 0,1421 5,16

0,40 0,2681 11,90 0,1592 7,07

0,45 0,2369 12,57 0,1752 9,30

0,50 0,2645 16,46 0,1907 11,86

0,55 0,2623 18,85 0,2060 14,80

0,60 0,3043 24,95 0,2215 18,16

0,65 0,2870 26,56 0,2377 21,99

0,70 0,3553 36,79 0,2547 26,38

0,75 0,3815 43,86 0,2733 31,42

0,80 0,4224 53,56 0,2940 37,28

0,85 0,4140 57,56 0,3181 44,23

Quando comparada aos resultados experimentais, a análise 
linear pelo Método dos Elementos Finitos alcança um máximo de 
57,56%. Para o mesmo intervalo de validade considerado para a vali-
dade da Eq. (4.19), essa diferença se aproxima de 13%.

Para melhor comparar os resultados obtidos, na Tabela 5.5 são 
novamente apresentadas frequências da análise não-linear pelo Méto-
do dos Elementos Finitos, para o esforço de compressão. 
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Tabela 5.5 – Resultados da análise não-linear pelo MEF para o 
esforço de compressão.

Análise não-linear - Frequências (Hz)

Comprimento (m) Compressão

0,20 6,2810

0,25 4,4405

0,30 3,3281

0,35 2,5940

0,40 2,0783

0,45 1,6983

0,50 1,4077

0,55 1,1783

0,60 0,9925

0,65 0,8383

0,70 0,7073

0,75 0,5936

0,80 0,4924

0,85 0,3994

0,90 0,3104
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No gráfico da Figura 5.13 são mostradas as frequências dos 

modelos não-lineares obtidas pelo Método dos Elementos Finitos, 

juntamente com os respectivos valores experimentais e analíticos da 

solução proposta. 

Na Figura 5.13, é possível ver a boa aproximação entre as cur-

vas dos três resultados: não-linear pelo MEF, experimental e propos-

to, confirmando o caráter não-linear do problema e a validade da so-

lução desenvolvida neste trabalho.

As diferenças existentes entre a análise não-linear por Elemen-

tos Finitos, com a análise linear, com a solução proposta e com os 

resultados experimentais são apresentadas na Tabela 5.6.

Em termos absolutos há uma significativa diferença entre a aná-

lise não-linear e a análise linear pelo Método dos Elementos Finitos, 

quando a primeira é superada em 0,4088 Hz. Em termos relativos, 

essa diferença representa um percentual de 44,46%.

Figura 5.13 – Compressão: elementos finitos não-linear, 
experimental e proposto.
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Tabela 5.6 – Compressão - Diferenças percentuais da análise 
não-linear pelo MEF.

Comprimento 
(m)

Com linear pelo 
MEF

Com 
experimental

Com 
proposto

0,20 1,88 1,05 0,74

0,25 2,90 0,34 0,72

0,30 4,22 0,98 0,71

0,35 5,82 3,66 0,70

0,40 7,70 4,77 0,68

0,45 9,89 3,06 0,66

0,50 12,42 4,83 0,63

0,55 15,32 4,35 0,61

0,60 18,64 8,41 0,58

0,65 22,42 5,64 0,55

0,70 26,76 15,88 0,51

0,75 31,75 21,57 0,48

0,80 37,56 34,46 0,44

0,85 44,46 30,88 0,40
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Em situação contrária à descrita anteriormente, os resultados 
da análise não-linear pelo MEF guardam desprezível diferença rela-
tiva com os resultados obtidos pela solução proposta. Nas análises 
realizadas pelo MEF, os resultados obtidos, tanto nos modelos line-
ares quanto nos modelos não-lineares, obedeceram à discretização 
mais densa presente na Tabela 5.7, na qual podem ser encontradas as 
diferenças de resultados para modelos com diferentes discretizações. 

Para avaliar a influência que a técnica de discretização dos mo-
delos pelo Método dos Elementos Finitos exerce sobra a frequências 
de vibração, foram processadas modelagens contendo 1, 10, 40, 100, 
500 e 1000 elementos. A simulação foi realizada para o esforço de 
compressão e os resultados estão na Tabela 5.7. A Tabela 5.8 apresen-
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Para o primeiro modo, a diferença entre a frequência do 

modelo mais simplesmente discretizado e o modelo mais densa-

mente discretizado aumenta continuamente, alcançando 2,28% 

quando a frequência é obtida de forma linear e 25,16% quando é 

calculada com a não-lineraidade geométrica. É importante reali-

zar a discretização com mais de um elemento para o cálculo da 

resposta da estrutura sob ação de vento, que pretendam incluir 

o segundo modo de vibração ou superiores, pois o segundo modo 

de vibração, para modelos discretizados com apenas um elemen-

to, é um modo axial de vibração.

Quando se trata de análises não-lineares as diferenças en-

tre as frequências do primeiro modo de vibração de modelos de 

discretização mais pobre para os de discretização mais rica vão se 

ampliando com a esbeltez.

5.7.2 Análise dos ensaios para o esforço de 
tração

Os resultados obtidos no ensaio de tração estão dispostos a se-

guir com os correspondentes da solução proposta. As respostas do 

ensaio de tração revelaram o comportamento apresentado no gráfico 

da Figura 5.14, no qual se verifica, novamente, uma boa aproximação 

com a solução proposta. 
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Tabela 5.9 – Esforço de tração: resultados experimentais e 
Proposto.

Esforço de tração

Comprimento 
(m)

Frequências (Hz) Diferenças

Resultados 
experimentais

Solução 
proposta

Hz %

0,20 6,5430 6,5660 -0,023 0,35

0,25 4,6997 4,7400 -0,040 0,85

0,30 3,5706 3,6452 -0,075 2,05

0,35 2,8687 2,9298 -0,061 2,09

0,40 2,3804 2,4330 -0,053 2,16

0,45 1,9836 2,0721 -0,088 4,27

0,50 1,7330 1,8004 -0,067 3,74

0,55 1,5240 1,5902 -0,066 4,16

0,60 1,3430 1,4237 -0,081 5,67

0,65 1,2210 1,2892 -0,068 5,29

0,70 1,1230 1,1789 -0,056 4,74

0,75 1,0250 1,0870 -0,062 5,71

0,80 0,9770 1,0096 -0,033 3,23

0,85 0,9520 0,9437 0,008 0,88

0,90 0,8790 0,8869 -0,008 0,90



133Alexandre de Macêdo Wahrhaftig

Graficamente tem-se:

Figura 5.14 – Resultados experimentais de tração e Proposto.

A média das diferenças entre os valores experimentais e a for-

mulação desenvolvida pelo método proposto foi de 0,052 Hz. Em 

valores percentuais isso representa 3,07%, considerando todo o 

conjunto de resultados. Portanto, pelos resultados experimentais 

obtidos para o esforço de tração, é possível concluir pela proprieda-

de da solução analítica, proposta neste trabalho, para o cálculo da 

frequência de sistemas não-lineares geométricos. Na análise numé-

rica pelo Método dos Elementos Finitos, quando a força normal é de 

tração, a situação se repete. A Tabela 5.10 apresenta os resultados 

da análise não-linear pelo MEF.
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Tabela 5.10 – Resultados da análise não-linear pelo MEF para o 
esforço de tração.

Análise não-linear - Frequências (Hz)

Comprimento (m) Tração

0,20 6,5146

0,25 4,7022

0,30 3,6155

0,35 2,9053

0,40 2,4121

0,45 2,0536

0,50 1,7839

0,55 1,5751

0,60 1,4096

0,65 1,2760

0,70 1,1664

0,75 1,0751

0,80 0,9981

0,85 0,9325

0,90 0,8760
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As curvas que representam a análise não-linear por Elemen-

tos Finitos, a da solução proposta e os resultados experimentais 

praticamente se sobrepõem, com o pode ser observado no gráfico 

da Figura 5.15.

Figura 5.15 – Tração não-linear: Elementos finitos, 
experimental e proposto.

Quanto às diferenças da análise não-linear, presentes na Tabela 

5.11, o panorama permanece semelhante ao obtido para o esforço de 

compressão, com percentuais elevados entre os resultados lineares e 

não-lineares, pequenos percentuais entre os não-lineares e a solução 

proposta e praticamente inexistindo entre os resultados não-lineares 

e os resultados dos ensaios.
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Tabela 5.11 – Tração - Diferenças percentuais da análise não-
linear pelo MEF.

Comprimento 
(m)

Com linear pelo 
MEF

Com 
experimental

Com 
proposto

0,20 1,789 1,446 -1,096

0,25 2,777 1,606 -0,752

0,30 3,973 1,775 0,291

0,35 5,373 1,951 0,149

0,40 6,962 2,139 0,033

0,45 8,735 2,336 1,982

0,50 10,681 2,544 1,229

0,55 12,794 2,759 1,432

0,60 15,061 2,984 2,747

0,65 17,475 3,217 2,117

0,70 20,026 3,457 1,294

0,75 22,704 3,705 2,035

0,80 25,503 3,958 -0,812

0,85 28,414 4,218 -5,391

0,90 31,429 4,482 -3,830



137Alexandre de Macêdo Wahrhaftig

5.7.3 Análise dos ensaios para a ausência do 
esforço axial 

Os resultados obtidos nos ensaios horizontais, i.e., sem a in-
fluência da carga axial, estão dispostos na Tabela 5.12, ao lado dos 
correspondentes resultados da solução analítica proposta.

A diferença média percentual para todo o grupo de resulta-
dos é de 7,30% e a diferença absoluta média entre os dois resulta-
dos é de 0,008 Hz.

Tabela 5.12 – Sem esforço axial: resultados experimentais e 
proposto.

Sem esforço axial 

Comprimento 
(m)

Frequências (Hz) Diferenças

Resultados 
experimentais

Solução 
proposta

Hz %

0,20 6,3230 6,4479 -0,125 1,94

0,25 4,3700 4,6084 -0,238 5,17

0,30 3,4180 3,5017 -0,084 2,39

0,35 2,7100 2,7756 -0,066 2,36

0,40 2,2220 2,2691 -0,047 2,08

0,45 1,8550 1,8995 -0,044 2,34

0,50 1,6110 1,6199 -0,009 0,55

0,55 1,4160 1,4025 0,013 0,96

0,60 1,2450 1,2295 0,015 1,26
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Sem esforço axial 

Comprimento 
(m)

Frequências (Hz) Diferenças

Resultados 
experimentais

Solução 
proposta

Hz %

0,65 1,1470 1,0892 0,058 5,31

0,70 1,0500 0,9735 0,077 7,86

0,75 0,9770 0,8768 0,100 11,43

0,80 0,9520 0,7950 0,157 19,75

0,85 0,8790 0,7250 0,154 21,23

0,90 0,8300 0,6647 0,165 24,86

A curva com a solução dada pela Eq. (4.19) tem a tendência de so-
brepor-se à experimental, como pode ser visto no gráfico da Figura 5.16.

É importante ressaltar que, para o comprimento igual a 70 cm e su-
periores, os modelos apresentavam visível configuração deformada, o que 
os coloca fora da hipótese cinemática assumida, como já foi mencionado.

Figura 5.16 – CP horizontais: Resultados experimentais e proposto. 
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As análises não-lineares pelo Método dos Elementos Finitos 
forneceram os resultados presentes na Tabela 5.13.

Tabela 5.13 – Resultados da análise não-linear pelo MEF sem a 
consideração do esforço normal.

Análise não-linear - Frequências (Hz)

Comprimento (m) Sem esforço normal

0,20 6,3621

0,25 4,5450

0,30 3,4544

0,35 2,7416

0,40 2,2473

0,45 1,8896

0,50 1,6222

0,55 1,4174

0,60 1,2575

0,65 1,1308

0,70 1,0291

0,75 0,9466

0,80 0,8790

0,85 0,8231

0,90 0,7763
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Os resultados não-lineares pelo MEF, os da solução proposta e 

os resultados dos ensaios estão praticamente sobrepostos, conforme 

se vê na Figura 5.17, o que revela a adequabilidade da solução analíti-

ca, também, para o cálculo da frequência de sistemas exclusivamente 

elástico-llineares.

Figura 5.17 – Sem esforço axial não-linear: Elementos finitos, 
experimental e proposto.

As diferenças percentuais entre a análise não-linear pelo MEF 

e os resultados experimentais mantêm a tendência de crescimen-

to à medida que os modelos tornam-se longos, chagando a alcançar 

25,89%, pelos motivos já expostos.

Em relação ao método proposto, a análise não-linear pelo MEF 

segue com resultados muito próximos aos dados pela Eq. (4.19).
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Tabela 5.14 – Sem esforço axial - Diferenças percentuais da 
análise não-linear pelo MEF.

Comprimento 
(m)

Com linear por 
EF

Com 
experimental

Com 
proposto

0,20 0,00 1,19 0,77

0,25 0,00 4,45 0,77

0,30 0,00 1,64 0,77

0,35 0,00 1,61 0,77

0,40 0,00 1,32 0,78

0,45 0,00 1,58 0,78

0,50 0,00 0,23 0,78

0,55 0,00 1,76 0,79

0,60 0,00 2,06 0,79

0,65 0,00 6,15 0,80

0,70 0,00 8,73 0,80

0,75 0,00 12,33 0,81

0,80 0,00 20,72 0,81

0,85 0,00 22,22 0,82

0,90 0,00 25,89 0,82
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Os resultados experimentais podem então ser reunidos em um 
único gráfico (Figura 5.18), para que se perceba o conjunto de dife-
rentes resultados que aparecem conforme a solicitação axial imposta 
aos modelos físicos.

Figura 5.18 – Resultados experimentais.

O gráfico da Figura 5.19 reúne os resultados experimentais e os 
da solução proposta pela Eq. (4.19).

Figura 5.19 – Resultados experimentais e da solução proposta.
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5.7.4 Análise dos ensaios exclusivamente com o 
peso próprio

A solução dinâmica proposta neste trabalho, para os en-

saios com a influência exclusiva do peso próprio, estão base-

ados na expressão (4.21), na qual fez-se a correção da massa 

na extremidade devida a influência do acelerômetro e sua base 

magnética, conforme recomendado no item 4. De forma seme-

lhante, foi feito na modelagem pelo Método dos Elementos Fi-

nitos, com o lançamento dessa massa adicional e da força axial 

correspondente, atribuídas, no modelo numérico, no ponto re-

lativo à aplicação do sensor.

A carga crítica de flambagem de barras submetidas exclu-

sivamente ao seu próprio peso pode ser analisada pela estática 

ou pela dinâmica. No primeiro processo encontram-se a formu-

lação de Euler-Greenhill e a formulação por autovalores desen-

volvida pelo Método dos Elementos Finitos, conforme descrito 

na Eq. (3.10). No segundo processo, a solução pode ser obtida 

dinamicamente pelo método proposto neste trabalho ou tam-

bém pela solução, não-linear, por autovalores pelo Método dos 

Elementos Finitos.

A Tabela 5.15 apresenta os resultados experimentais ob-

tidos e as diferenças guardadas com as mencionadas soluções 

dinâmicas. A diferença entre os resultados experimentais e 

a análise dinâmica linear pelo MEF chega a alcançar mais de 

15%, enquanto que na comparação com as análises não-lineares 

esse valor fica em torno de 3%. Na avaliação dinâmica se pode 

observar a boa aproximação das soluções não-lineares com os 

resultados experimentais e um afastamento desses com os re-

sultados lineares.
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Os gráficos da Figura 5.20 trazem as curvas dos resultados di-

nâmicos e uma ampliação da região de comprimentos mais elevados, 

onde se torna mais evidente a influência da rigidez geométrica.

Figura 5.20 – Resultados do ensaio como peso próprio-tubo.
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Pela Figura 5.21 fica clara a tendência de que o com-
primento crítico de flambagem corresponda ao mesmo valor, 
tanto pela análise estática de Euler-Greenhill quanto pelos re-
sultados experimentais.

Figura 5.21 – Resultados do ensaio com o peso próprio.

As diferenças entre os resultados obtidos pela formulação 
de Euler-Greenhill e a de Elementos Finitos situam-se logo aci-
ma dos 2%. A Tabela 5.16 e a Figura 5.22 apresentam os resul-
tados dessas análises.
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Figura 5.22 – Euler e Elementos Finitos: exclusivamente o 
peso próprio.

Quando se analisa sob a hipótese de pequenos deslocamentos, 
a influência do peso próprio na carga crítica de flambagem, verifica-se 
que, quando o valor qL supera o valor dado pela expressão (3.1) P

Cr
 

torna-se negativo, o que pode ser apreciado pela Figura 5.23. 

Por regressão de potência chega-se a uma equação que repre-
senta os resultados pelo processo estático do MEF (457,79L-2,0059). 
Essa é 2,7% superior à da formulação de Euler-Greenhill (445,49L-2).

Figura 5.23 – Solução de Euler-Greenhill.
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Uma outra forma de se obter a carga crítica de flambagem é 
por meio da expressão da rigidez generalizada total, desenvolvida no 
capítulo 4. A expressão (4.25) quando igualada a zero fornece a equa-
ção para o valor para a carga crítica de flambagem, Eq. (5.2),

qL EI
Lcrit =

8 298
2

, . (5.2)

que é 5,17 % maior que a solução de Euler-Greenhill da Eq. (3.4). 

O comprimento crítico de flambagem, com os parâmetros da 
barra testada, pela solução de Euler-Greenhill, quando se leva em 
conta o peso próprio na carga crítica de Euler, é de 5,8 m. Pela solu-
ção desenvolvida neste trabalho chega-se ao mesmo resultado, porem 
é necessário retirar a massa do acelerômetro da formulação, como foi 
mencionado no início desta seção, pois a força axial correspondente 
não pôde ser contemplada por meio do equacionamento de Euler-
-Greenhill, apresentado no capítulo 3.

Os traçados correspondentes aos comprimentos críticos pelos 
dois processos podem ser observados na Figura 5.24. Esses resul-
tados reforçam a validade da formulação proposta com a função de 
forma escolhida. Em suma, a consideração do peso próprio dos ele-
mentos estruturais pela Eq. (3.5) na carga de crítica de flambagem 
da Eq. (3.1) é o equivalente à consideração da rigidez geométrica nas 
análises não-lineares, quer sejam dinâmicas ou estáticas.
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Figura 5.24 – Comprimento crítico de flambagem.

5.8 RESUMO

O conjunto de ensaios dinâmicos conduzidos em laborató-
rio permitiu comprovar experimentalmente a influência da carga 
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axial na frequência natural de vibração dos sistemas estruturais. 
Em um primeiro grupo de ensaios foi aplicada uma massa con-
centrada na extremidade da barra e três posições de testes foram 
adotadas, uma para o esforço de compressão, outra para o esfor-
ço de tração e uma terceira para a ausência do esforço normal. 
Esperava-se encontrar três valores distintos para as frequências, 
o que foi confirmado.

Um segundo grupo de testes foi conduzido levando em conta 
modelos sujeitos exclusivamente ao seu peso próprio, visando simu-
lar sistemas com reduzida força axial externa aplica. A aferição da 
solução proposta neste trabalho foi feita dinamicamente e também 
pelo método estático para a determinação da carga crítica de flam-
bagem, tanto pela solução de Euler-Greenhill quanto a solução do 
Método dos Elementos Finitos.

É possível concluir, portanto, que, dentro do intervalo de va-
lidade adotado para a equação (4.19), os resultados experimentais 
confirmaram:

• primeiramente, o caráter não-linear geométrico de sistema 
esbeltos;

• segundo, a validade do método proposto; e;

• por último, o cálculo correto da frequência do primeiro 
modo de vibração, propiciado pela solução desenvolvida 
neste trabalho.

Em outras palavras, a formulação elaborada nesta Tese, para o 
cálculo da frequência fundamental de estruturas em balanço, pôde 
ser avaliada por meio de análises dinâmicas e estáticas, sendo possí-
vel validar seus resultados.

As análises feitas utilizando como referência os modelos físi-
cos de laboratório levaram à comprovação de que a consideração do 
esforço normal na rigidez dos sistemas estruturais modifica as suas 
frequências de vibração.

No capítulo 7 será investigada a aplicabilidade da solução pro-
posta à estruturas reais e as repercussões que as frequências calcu-
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ladas sob não-linearidade geométrica trazem ao cálculo da ação dinâ-
mica do vento. 

Ainda no capítulo 7, será apresentada uma investigação experi-
mental de campo, realizada sobre uma estrutura real, para avaliação 
do método e da solução proposta neste trabalho.

No capítulo seguinte serão apresentados os modelos para o cál-
culo da ação do vento segundo a NBR 6123/88 – Forças devidas ao 
vento em edificações.



6

Ação do vento segundo a 
NBR 6123/88

A turbulência atmosférica e a gerada por edificações ou ou-
tros obstáculos situados na proximidade de uma edificação cau-
sam alterações na velocidade média do vento, originando efeitos 
dinâmicos que se superpõem aos efeitos estáticos causados pela 
velocidade média.

Esquematicamente, Blessmann (1989) classifica os efeitos cau-
sados pela ação do vento como efeitos estáticos, devidos à ação estáti-
ca do vento, considerando sua velocidade média; e efeitos dinâmicos, 
causados ou pela energia cinética contida na turbulência atmosférica; 
ou pela turbulência gerada em edificações ou obstáculos situados a 
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barlavento da edificação em estudo; ou pelo desprendimento caden-
ciado de vórtices; ou ainda por instabilidade aerodinâmica por galope 
ou drapejamento.

Carril Júnior (2000) quando estuda os efeitos dinâmicos em tor-
res treliçadas para telecomunicações afirma que os possíveis esforços 
que podem estar atuando nesse tipo de estrutura são os esforços pseu-
do estáticos correspondentes à parte média do vento e os esforços di-
nâmicos decorrentes da parte flutuante do vento. O cálculo do efeito 
dinâmico do vento sobre estruturas esbeltas, conforme Carril Júnior 
(2000), é composto de três estágios básicos: a descrição do vento, a 
descrição das propriedades físicas e aerodinâmicas da estrutura e a 
combinação desses fatores na determinação da resposta da estrutura.

Galindez (1979) relata que a resposta ressonante provocada 
pela turbulência atmosférica foi estudada primeiro em relação a estru-
turas aeronáuticas por Liepmann e que para a aplicação dos conceitos 
desenvolvidos por ele às estruturas civis foi necessário desenvolver 
modelos representativos do vento turbulento nas proximidades do 
terreno. Um modelo foi proposto por Davenport em 1961 para avaliar 
a resposta de edifícios altos na direção da velocidade média.

Particularmente, a consideração dos efeitos dinâmicos e de vi-
bração excessiva das estruturas expostas à ação do vento está des-
crita no item 9 da NBR 6123/88 – Forças devidas ao vento em edifi-
cações. O objetivo da NBR 6123/88 é fixar as condições exigíveis na 
consideração das forças devidas à ação estática e dinâmica do vento, 
para efeitos de cálculo.

As recomendações existentes na NBR 6123/88 para a análise 
dinâmica levam em conta a variação no módulo e na orientação da 
velocidade média do vento. A velocidade média produz efeitos mera-
mente estáticos na estrutura, enquanto que as flutuações ou rajadas 
produzem oscilações importantes, “especialmente em edificações al-
tas e esbeltas”. Esse modelo de análise dinâmica de estruturas altas 
é destacada por Simiu; Scalan (1996) e Belvins (1977) que o associa 
à necessidade da análise de vibrações induzidas por carregamento 
flutuante, APUD LAZANHA (2003). Blessmann (2005) esclarece que 
o processo que a norma brasileira apresenta para ação estática equi-
valente do vento, embora baseada no método de vibração aleatória 
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proposto por Davenport difere dele na determinação dos parâmetros 
que definem essa ação. Por exemplo, a velocidade média do vento, 
que é referida a um intervalo de tempo de uma hora e não de dez 
minutos como na norma brasileira e o fator de escala para a determi-
nação da frequência reduzida, que Davenport adota 1200 m e a norma 
brasileira 1800 m.

A NBR 6123/88 incorpora esses conceitos e destaca que edi-
ficações com período fundamental superior a 1s, frequências até 
1 Hz, podem apresentar importante resposta flutuante na direção 
do vento médio.

 A NBR 6123/88 apresenta três modelos de cálculo para a ação 
do vento nas estruturas, assim denominados: 1) Forças estáticas de-
vidas ao vento ou Modelo Estático, 2) Modelo dinâmico simplificado 
e 3) Modelo dinâmico discreto. Esses três procedimentos de cálculo 
são apresentados a seguir sem a intenção de aprofundar discussões 
sobre esses eles, tendo em vista não ser esse o objetivo deste trabalho.

6.1 FORÇAS ESTÁTICAS DEVIDAS AO VENTO

Segundo a NBR 6123/88 as forças estáticas devidas ao vento são 
determinadas como se segue.

A velocidade básica do vento, V
0
, está relacionada ao local onde 

a estrutura será construída. Por definição é a velocidade de uma raja-
da de 3 segundos, excedida em média uma vez em 50 anos, acima de 
10 m do terreno, em campo aberto e plano. A norma traz as isopletas 
da velocidade básica no Brasil, Figura 6.1.

Como regra geral, admite-se que o vento básico possa soprar de 
qualquer direção horizontal.

Uma vez calculada, a velocidade básica é multiplicada pelos fa-
tores S

1
, S

2
 e S

3
 para ser obtida a velocidade característica do vento 

V
k
, para a parte da edificação em consideração, logo:

V V S S Sk = 0 1 2 3 , (6.1)
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Figura 6.1 – Isopletas da velocidade básica V0 (m/s) (NBR 
6123/88).

O fator topográfico S
1
 leva em consideração as variações 

do relevo do terreno e o aumento da velocidade do vento na pre-

sença de morros e taludes, mas não considera a diminuição da 

turbulência com o aumento da velocidade do vento. A turbulên-

cia é importante para a determinação da resposta dinâmica de 
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estruturas esbeltas, ressalva Brasil (2004). Para terrenos planos 

ou fracamente acidentados o fator S
1
 vale 1,0, variando conforme 

a inclinação, quando se tratar de taludes e morros, e 0,9 no caso 

de vales profundos protegidos.

O fator S
2
 considera o efeito combinado da rugosidade do 

terreno, da variação da velocidade do vento com a altura acima 

do terreno e das dimensões da edificação ou parte da edificação 

em consideração. Para efeitos da NBR 6123/88, a rugosidade do 

terreno é dividida em 5 categorias. No tocante às dimensões, as 

edificações foram divididas em 3 classes. Para levar em conta a 

altura sobre o terreno no cálculo do fator S
2
, a norma brasileira 

estabelece a expressão (6.2).

S z bF zr
p

2 10( ) ( / )= , (6.2)

O fator de rajada F
r
 é sempre correspondente à categoria II. 

Os fatores b e p são parâmetros meteorológicos tabelados. Para 

empregar a expressão (6.2) é preciso usar a Tabela 21 do Anexo 

A da NBR 6123/88, que traz os parâmetros meteorológicos e o 

fator de rajada F
r
, que está reproduzida na Tabela 6.1, abaixo. O 

tempo que define o fator de rajada é função da classe da edifi-

cação. Ele será de 3 s, 5 s ou 10 s, conforme a edificação seja de 

Classe A, B ou C, respectivamente.
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Os valores correspondentes de S
2
,
 
para as diversas categorias 

de rugosidade do terreno e classes de dimensões definidas anterior-

mente, foram organizados de forma sintética pela norma e constam 

na Tabela 6.2. 

O fator S
3
 é baseado em conceitos estatísticos, e considera o 

grau de segurança requerido e a vida útil da edificação. Representa a 

probabilidade de 63% de que a velocidade básica do vento seja iguala-

da ou excedida no seu período de recorrência. A NBR 6123/88 indica 

como valores mínimos de S
3
 os da Tabela 6.3.

A velocidade característica do vento permite, então, determi-

nar a pressão dinâmica pela expressão

q Vk= 0 613 2, , (6.3)

com q em N/m2 e V
k
 em m/s.
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Tabela 6.3 – Fatores S3 (NBR 6123/88).

Grupo Descrição S3

1

Edificações cuja ruína total ou parcial pode afetar a 
segurança ou possibilidade de socorrro a pessoas 

após uma tempestade destrutiva (hospitais, quartéis 
de bombeiros e de forças de segurança, centrais de 

comunicaçao, etc)

1,10

2
Edificações para hotéis e residências. Edificações para 
comércio e indústria com alto teor fator de ocupação

1,00

3
Edificações e instalações industriais com baixo fator de 

ocupação (depósitos, silos, consruções rurais, etc)
0,95

4 Vedações (telhas, vidros, painéis de vedação, etc) 0,88

5
Edificações temporárias. Estruturas dos grupos 1 a 3 

durante a construção
0,83

A componente da força global na direção do vento, força de 
arrasto é F

a
 é obtida por

F C qAa a e= , (6.4)

onde C
a
 é o coeficiente de arrasto, e A

e
 é a área frontal efetiva: área 

da projeção ortogonal da edificação, estrutura ou elemento estrutural 
sobre um plano perpendicular à direção do vento.

O coeficiente de arrasto é uma função do número de Rey-
nolds, das dimensões e formas do corpo, sendo esse dado por 

R V Le k= 70000 1 , onde V
k
 em m/s já foi dada em (6.1) e L

1
 em m é a 

dimensão de referência. Os coeficientes de arrasto possuem valores 
prescritos em tabelas ou ábacos da NBR 6123/88 para diversas situa-
ções de cálculo. 
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6.2 RESPOSTA DINÂMICA PELO MODELO 
CONTÍNUO SIMPLIFICADO

Se a edificação tiver seção transversal constante e distribuição 
de massa mais ou menos uniforme, aplica-se um método simplificado 
de cálculo, desde que a estrutura não ultrapasse 150 m de altura. 
Admite-se que, para a resposta dinâmica pelo método simplificado, 
baste a retenção única do modo fundamental de vibração, o que pode 
conduzir a aceitáveis erros de 10%, segundo a NBR 6123/88.

Para esse caso a expressão (6.5) engloba tanto a resposta mé-
dia quanto a amplitude máxima da resposta flutuante do vento.

q z q b z
z

h
z

z
h pr

p

r

p

( ) =








 +


















+
+ +













0
2

2
1 2

1

γ γ
γ

ξ , (6.5)

Assim, a pressão q z( )  é uma função contínua da altura sobre o 
terreno. ξ é o coeficiente de amplificação dinâmica, função das dimen-
sões da edificação, da razão de amortecimento crítico e da frequência, 
zr  é a altura de referência e q0  é a pressão na altura de referência. 
Esses parâmetros serão detalhados na descrição do modelo discreto.

O primeiro modo pode ser representado pela expressão (6.6).

x z
h

= 






γ

, (6.6)

A NBR 6123/88 fornece tanto o período do primeiro modo de 
vibração quanto expoente g  da Eq. (6.6), que podem ser vistos na 
Tabela 6.4. Os coeficientes p e b estão na Tabela 6.5. Ambas foram ex-
traídas do texto da Norma. Observe-se que nas expressões apresen-
tadas na Tabela 6.4 a altura da edificação é único fator preponderante 
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para o cálculo da frequência. Uma vez determinada a pressão de ven-
to, os esforços internos na estrutura são obtidos pelos procedimentos 
usuais de cálculo.

Tabela 6.4 – Parâmetros para a determinação dos efeitos 
dinâmicos (NBR 6123/88).

Tipo da edificação g z T1

Edifícios com estrutura aporticadas de 
concreto, sem cortinas

1,2 0,020
0,05h + 0,015h
(h em metros)

Edifícios com estrutura de concreto, 
com cortinas para absorção de forças 

horizontais
1,6 0,015 0,05h + 0,012h

Torres e chaminés de concreto, seção 
variável

2,7 0,015 0,02h

Torres, mastros e chaminés de 
concreto, seção uniforme

1,7 0,010 0,015h

Edifícios com estrutura de aço soldada 1,2 0,010 0,29 √h - 0,4

Torres e chaminés de aço, seção 
uniforme

1,7 0,008

Estruturas de madeira - 0,030

Tabela 6.5 – Expoente p e parâmetro b (NBR 6123/88).

Categoria de 
Rugosidade

I II III IV V

p 0,095 0,15 0,185 0,23 0,31

b 1,23 1 0,86 0,71 0,5
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6.3 MODELO DISCRETO

Se uma edificação possui propriedades variáveis com a altura, 
como comumente encontrado em postes de telecomunicações, ela 
deve ser representada por um modelo discreto, conforme Figura 6.2.

Figura 6.2 – Esquema para o modelo dinâmico discreto (NBR 
6123/88).

Pela NBR 6123/88 a resposta dinâmica total é considerada como a 
superposição das respostas média e flutuante, obtidas da seguinte forma.

A velocidade de projeto deve ser calculada usando a expressão

V V S Sp = 0 69 0 1 3, , (6.7)

correspondente à velocidade média sobre 10 minutos a 10 metros de 
altura sobre o solo, em terreno de categoria II. Quando se deseja de-
terminar as contribuições modais na resposta dinâmica do modelo 
discretizado, tem-se que, para o i-ésimo grau de liberdade, a carga 

total X
i
 na direção do vento será a soma da componente média Xi  e 

da componente flutuante X̂i , logo: 
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X X Xi i i= + ˆ (6.8)

onde a força média Xi  é:

X q b C A
z
zi j j

j

r

p

=








0

2
2

(6.9)

e a componente flutuante X̂ii  é dada por:

X̂ F xi H i i= ψ , (6.10)

onde
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sendo b e p indicados na tabela 20 da NBR 6123/88; z
r
 o nível de 

referência e, recordando, Vp  a velocidade de projeto. q0  (em N/m2) é 

a pressão dinâmica, zi , xi , mi , m0 , Ai , A0 , ξ  e Cai  são, res-

pectivamente, a altura, o modo de vibração correspondente a co-

ordenada i; a massa concentrada no i-ésimo grau de liberdade; a 

massa de referência; a área equivalente para o i-ésimo grau de li-

berdade; a área de referência; o coeficiente de amplificação dinâ-

mica; e o coeficiente de arrasto correspondente à coordenada i. 

Os coeficientes de amplificação dinâmica foram calculados por 

Galindez (1979) admitindo a forma modal da equação (6.6), foram 

transformados em ábacos e incluídos na NBR 6123/88 para as cinco 

categorias de terreno. Para usá-los é preciso determinar a largura da 

edificação por

L
A

h

i
i

n

1
1= =
∑

.
(6.13)

onde h é a altura da edificação.

O processo de cálculo finaliza de forma semelhante ao realizado 
na estática, através da superposição dos efeitos das variáveis interve-
nientes. 

Quando mais de um modo for retido na solução, a NBR 6123/88 
estabelece que o efeito combinado pode ser calculado pela critério da 
raiz quadrada da soma dos quadrados. Indicando por Q̂i

 uma variável 
estática qualquer (força, momento fletor, tensão etc) ou geométrica 
(deformação, deslocamento, giro), correspondente ao modo j, a su-
perposição dos efeitos é calculada por:
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ˆ ˆ
/

Q Qi
j

n

=










=
∑ 2

1

1 2

. (6.14)

É interessante observar que não existe referência nas expres-
sões adotadas pela NBR 6123/88 que indiquem relação com a rigidez 
da estrutura na determinação da frequência natural de vibração, pon-
to de partida de todo o processo de cálculo da resposta dinâmica e 
diretamente relacionado à determinação dos coeficientes de amplifi-
cação dinâmica.

Além de induzir vibrações longitudinais, as flutuações alea-
tórias da velocidade instantânea em relação à velocidade média do 
vento são responsáveis por vibrações da estrutura na direção perpen-
dicular à direção do fluxo médio. A NBR 6123/88 prescreve que as 
solicitações resultantes na direção perpendicular à direção do vento 
podem ser calculadas computando-se um terço das forças efetivas na 
direção do vento.

Além das vibrações transversais devidas às flutuações em rela-
ção ao vento médio, para o presente estudo há interesse apenas nas 
relacionadas ao desprendimento cadenciado de vórtices, que devem 
ser superpostas às primeiras caso ocorram. Como afirma Blessmann 
(2005) a força perpendicular à direção do vento induzida pelo des-
prendimento de vórtices deve ser superposta à força lateral devida à 
turbulência atmosférica. Carril Júnior (2000), em sua Tese de Douto-
rado, enfatiza que, embora as oscilações na direção do vento devidas 
ao desprendimento de vórtices raramente ocorram na prática, as os-
cilações transversais à direção do vento podem ocorrer em estruturas 
de seções circulares e com outras formas de cantos vivos.

Movimentos transversais à direção do vento podem ser produ-
zidos se uma das frequências naturais da estrutura for igual à frequ-
ência de desprendimento de um par desses vórtices, dentro da faixa 
de velocidade esperada para o vento. 

Morais (2007) afirma que, apesar de constituir um problema 
clássico da Mecânica dos Fluidos, o escoamento ao redor de corpos 
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rombudos, ou seja, que não possuem boa forma aerodinâmica apre-
senta elevada complexidade. O fenômeno do desprendimento de vór-
tices é um dos temas mais controversos no meio técnico e científico 
(Santos, 2005). No entanto, a solução do escoamento dos fluidos em 
torno de corpos rombudos é útil para a engenharia devido à sua apli-
cação a muitas estruturas reais. O escoamento com número de Rey-
nolds superior a aproximadamente 30, conforme Carril Júnior (2000), 
induz o aparecimento de vórtices imediatamente após o corpo rom-
budo, formando a esteira de vórtices de von Karmann. O corpo fica 
então sujeito a forças dinâmicas que fazem com que esse vibre com 
frequências ligadas às frequências com que se desprendem os vórti-
ces. Santos (2005) esclarece que a esteira de von Karman depende 
da relação entre a velocidade do fluxo, o diâmetro do cilindro e da 
viscosidade cinemática. Essa relação recebe o nome de número de 
Reynolds e, à medida que o número de Reynolds aumenta, ocorre 
uma mudança na esteira de vórtices.

O mecanismo de geração de vórtices está relacionado à diferen-
ça de pressão no escoamento ao longo da superfície e da consequente 
formação da zona de recirculação à jusante do corpo. O desprendi-
mento dos vórtices acontece de forma oscilatória, fazendo com que o 
cilindro fique sujeito à ação de forças dinâmicas transversais ao esco-
amento, também chamadas forças de sustentação.

As forças de sustentação atuam de maneira que o cilindro vibre 
com frequências ligadas às frequências de desprendimento dos vórti-
ces. Essas, por sua vez, são expressas através do número de Strouhal 
(Philippi & Haverroth, 2005). O mecanismo de desprendimento de 
vórtices pode ser visto na Figura 6.3.
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Figura 6.3 – Desprendimento de vórtices – Santos (2005).

É importante destacar que o fenômeno do desprendimento de 
vórtices constitui-se em um tópico particular de investigação em di-
versas áreas, na engenharia civil, naval, automotiva e de petróleo. 

A própria NBR 6123/88 destaca a particular nocividade que 
esse fenômeno pode representar para estruturas como chaminés e 
torres cilíndricas.

Movimentos transversais importantes podem ser produzidos 
por esse fenômeno se a frequência natural da estrutura coincidir com 
a frequência de desprendimento de um par de vórtices, dada pela 
equação

f StV
Ls = , (6.15)

sendo f
s
 a frequência de desprendimento de um par de vórtices, em 

Hz; St o número de Strouhal; V a velocidade do vento, sobre 10 min, 
em m/s, para o local onde está situada a edificação e L a dimensão 
característica ou diâmetro da edificação.

Como afirma Blessmann (2005) se V for variável ao longo do 
comprimento da edificação, a frequência de desprendimento de vórti-
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ces tende a ser governada pela frequência f
s 
relativa ao ponto em que 

a amplitude de deslocamento é máxima.

A velocidade crítica do vento é o parâmetro empregado para 
a determinação da ocorrência do desprendimento de vórtices. É de-
finida como a velocidade para qual a frequência de desprendimento 
de um par de vórtices coincide com uma das frequências naturais da 
estrutura. Portanto, efeitos dinâmicos transversais à direção do vento 
médio são possíveis se a velocidade crítica for igual ou inferior à má-

xima velocidade média V , prevista para o local da edificação.

Para estruturas com seção circular o número de Reynolds é

Re = 70000Vd , (6.16)

e para o calculo da velocidade crítica L, nesse caso, passa a ser o diâ-
metro da seção e número de Strouhal será 0,20 para 103 < Re < 2.105 
e 0,28 para Re > 106, cabendo interpolação linear.

A amplitude da resposta é calculada para a velocidade crítica 
do vento para a qual a frequência f

s
 coincide com a frequência da 

estrutura associada ao primeiro modo de vibração. Essa velocidade é 
obtida pela expressão:

V f L
Stcr = 1 , (6.17)

onde

f
1
 é a frequência fundamental da estrutura, L é a dimensão caracterís-

tica, e St é o número de Strouhal.

A pressão dinâmica de cálculo é dada por

q Vcr cr= ( )0 613
2

, , (6.18)
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e a amplitude de vibração induzida pelo desprendimento de vórtices, 
perpendicular à direção do vento, dada por

Y q l
f

C C
M

cr l R
0

1
2

1
2

08
1 2
1

=
+
+π ς
γ
γ

, (6.19)

onde g é o expoente da forma modal presente na Tabela 6.4, C
l
 denota 

o coeficiente de forma da seção transversal e M
0
 representa a massa 

equivalente.

No caso de modelos discretos, a massa equivalente é dada por

M
m z

h
z
h

i
i

i

N

i

i

N0

2

1
2

1

=

















=

=

∑

∑

γ

γ , (6.20)

e o coeficiente de correlação longitudinal é obtido pela expressão

C
L

L
h

L
R

R

= − −














+

1 1

1 γ

, (6.21)

O comprimento de correlação está relacionado com a am-
plitude das vibrações transversais através da expressão empírica 

L
L eR Y L= − −12 10 4 0 . 
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Com a introdução de CR e L
L

R  na Eq. (6.19), cria-se um pro-

blema linear cuja solução é obtida iterativamente.

Na aplicação dos modelos para o cálculo da ação do vento às 
estrutura reais, desenvolvidos no capítulo seguinte, o desprendimen-
to de vórtices foi avaliado para frequências 5% acima e abaixo das 
frequências naturais das estruturas. 

Nos termos em que foi descrita neste capítulo, a resposta di-
nâmica às flutuações do vento deve obedecer às regras do cálculo 
vetorial.



7

Investigação em estruturas 
reais

No início deste trabalho foi mencionado que muitas estrutu-
ras do mundo da engenharia civil podem ser sensíveis aos efeitos da 
não-linearidade geométrica. Mencionou-se que eram de especial im-
portância para a investigação desses efeitos as estruturas usadas no 
sistema de transmissão do sinal de telefonia móvel celular.

A razão desse particular interesse deveu-se ao fato de que o 
Brasil, a partir de 1998, havia promovido uma reestruturação do seu 
sistema de telecomunicações para estimular o crescimento e a uni-
versalização dos serviços de telefonia. Com isso, favoreceu a implan-
tação, em todo o território brasileiro, de milhares de estações para a 
transmissão do sinal de telefonia móvel celular. Para tanto, os opera-
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dores privados, valeram-se de estruturas compostas, em muitos ca-
sos, apenas de postes em balanço de elevada esbelteza e, por conse-
guinte, sensíveis às ações dinâmicas do vento. 

Como a implantação do sistema de telefonia móvel deu-se em 
um ritmo acelerado, não houve tempo hábil para que os profissionais 
envolvidos nos projetos dessas estruturas adaptassem seus modelos 
de cálculo e, portanto, mantiveram em uso aqueles com os quais es-
tavam mais familiriazados. Nesse sentido, os projetos desenvolvidos 
para construção dos postes de telecomunicações  estavam baseados 
no processo de cálculo previsto no item 4 da NBR 6123/88, denomina-
do, neste trabalho, de modelo estático, e descrito na seção 6.1.

O presente capítulo visa avaliar dois aspectos relativos aos pos-
tes de telecomunicações, que são:

• a diferença produzida entre o modelo estático de cálculo 
para a ação do vento, usado no dimensionamento das es-
truturas, e os demais modelos presentes na NBR 6123/88; e

• a influência que a rigidez geométrica exerce no cálculo da 
frequência e na, consequente, resposta dinâmica devida à 
turbulência atmosférica.

Para isso foram selecionados cinco postes de telecomunica-
ções. Os dados relativos à geometria das estruturas e os parâmetros 
para o cálculo da ação do vento foram gentilmente cedidos pela RM 
Engenharia, sediada na cidade de São Paulo-SP. Informações não au-
torizadas foram intencionalmente omitidas.

O aço foi considerado submetido a tensões dentro da região 
elástica de deformação. Quando necessário, o módulo de elasticida-
de do concreto foi calculado usando-se a expressão da NBR 6118/04 
- Projeto de Estruturas de Concreto Armado, seguindo a expressão 

E = 5600 fci ck , onde fck  é a resistência característica à compres-
são do concreto em MPa. O módulo de elasticidade secante do con-
creto, recomendado para as análises elásticas de projeto, é definido 

pela NBR 6118/04 como E = 0,85Ecs ci . O módulo de elasticidade e o 
peso específico do aço, adotados nas análises das estruturas reais, 
de 205 GPa e 77 kN/m3, foram os recomendados pela NBR 8800/96 
- Projeto e execução de estruturas de aço de edifícios. A densidade 
corresponde ao peso específico do aço é, portanto, 7850 kg/m3. Mes-
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mo já tendo sido mencionadas anteriormente, as características dos 
materiais também foram indicadas em cada análise.

Na determinação dos esforços devidos ao vento foram desen-
volvidos cinco processos de cálculo. Inicialmente foi utilizado o mé-
todo para a determinação exclusiva da ação do vento como força es-
tática (modelo estático), previsto no item 4 da NBR 6123/88 – Forças 
devidas ao vento em edificações.

No segundo e no terceiro processos foram usados o método 
contínuo simplificado (modelo dinâmico simplificado), estipulado 
no item 9.3.1 da NBR 6123/88, sendo a frequência obtida sob con-
dições lineares e não-lineares. Nos outros dois modelos, a resposta 
dinâmica da estrutura foi obtida utilizando-se o modelo dinâmi-
co discreto (análise dinâmica discreta), conforme preconizado no 
item 9.3.2 da NBR 6123/88, também utilizando-se modelos lineares 
e não-lineares. Os modelos simplificado e discreto estão previstos 
no capítulo 9 - Cálculo da resposta dinâmica na direção do vento 
médio, da NBR 6123/88. Todos os modelos para o cálculo da ação 
do vento, mencionados anteriormente, foram apresentados no ca-
pítulo 6 do presente trabalho.

Os processos de cálculos dinâmicos lineares foram desenvolvi-
dos buscando-se o máximo de apoio nas prescrições da NBR 6123/88. 
Já os métodos não-lineares foram desenvolvidos levando em conta a 
influência do esforço normal no cálculo das frequências e nas formas 
modais naturais de vibração das estruturas.

A discretização da massa e as formas modais das estruturas 
foram obtidas pelos modelos elaborados em Elementos Finitos, no 
programa SAP2000.

Os comentários acerca do emprego do Método dos Elementos 
Finitos foram feitos no capítulo 3. No entanto, o emprego do método 
proposto nesta Tese para o cálculo da frequência fundamental requer 
que sejam feitos comentários adicionais neste momento. Como as es-
truturas possuem geometria e propriedades variando com a altura, o 
emprego do método deve ser feito por trechos, sendo suas integrais 
resolvidas nos limites estabelecidos para cada intervalo. 

Para o emprego correto do método, as propriedades generaliza-
das como as massas e as rigidezes também devem ser calculadas para 



188 Ação do vento em estruturas esbeltas com efeito geométrico

cada parte da estrutura. Cuidado especial deve ser tomado ao serem 

calculadas as rigidezes geométricas, pois cada parcela deve levar em 

conta a força normal distribuída no respectivo intervalo e os esforços 

que atuam nos segmentos superiores.

De um modo geral, o emprego do método proposto nesta pes-

quisa foi dividido nas seguintes etapas: definição dos dados e geome-

tria, cálculo da massa generalizada, determinação da rigidez generali-

zada e cálculo da frequência. Chama-se a atenção para o fato de que 

nenhum fator de majoração dos esforços ou minoração das resistên-

cias dos materiais foi adotado.

7.1 ESTRUTURA 1 – POSTE METÁLICO DE 48 M 

7.1.1 Dados e geometria

Trata-se de um poste metálico destinado ao suporte do sistema 

irradiante do sinal de telefonia móvel celular. A estrutura possui 48 

metros de altura e seção transversal circular vazada de diâmetro ex-

terno (fext) e espessura (e) variáveis. 

A Tabela 7.1 e a Figura 7.1 apresentam as propriedades da es-

trutura e a discretização do modelo. Na Figura 7.2 podem ser vistas 

fotografias da estrutura.

O índice de esbeltez da estrutura é l = 310. Cabe mencionar que 

o comitê de revisão da NBR 8800/96 - Projeto e execução de estruturas 

de aço de edifícios, na proposta de revisão de abril de 2006, sugere que 

a esbeltez das barras comprimidas não deve ser superior a 200. 

A Tabela 7.2 apresenta os parâmetros estruturais e dos disposi-

tivos existentes para o cálculo da ação do vento.
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Tabela 7.2 – Estrutura 1: características dos dispositivos.

Dispositivo
Área 

frontal
Ca Cota

Peso específico, Peso 
distribuído ou Peso

Poste Variável 0,6 de 0 a 48 m 7850 kN/m3

Escada 0,05 m2/m 2,0 de 0 a 48 m 0,15 kN/m

Cabos 0,15 m2/m 1,2 de 0 a 48 m 0,25 kN/m

Antenas e 
suportes 1,1 m2 1,0 48 m 3,36 kN

(Ca = Coeficiente de arrasto)

Figura 7.1 – Estrutura 1: Fotografias.
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Figura 7.2 – Estrutura 1: Geometria - Medidas em centímetro.
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7.1.2 Modelagem por Elementos Finitos

A estrutura foi modelada utilizando-se elementos de barra com 
seções transversais constantes e variáveis, conforme o caso. No mo-
delo foram atribuídas as forças descritas na Tabela 7.2, com as corres-
pondentes massas. 

A Figura 7.3 apresenta o modelo tridimensional disponibilizado 
pelo programa e a discretização da estrutura construída com 40 ele-
mentos de barra.

Figura 7.3 – Estrutura 1: modelo por Elementos Finitos.

Os modos de vibração e as frequências obtidas pelo Método dos 
Elementos Finitos são as constantes na Figura 7.4.
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(NLG = Não-Linearidade Geométrica)

Figura 7.4 – Estrutura 1: modos naturais de vibração.

7.1.3 Aplicação do método proposto

7.1.3.1 Definição dos parâmetros

Os dados utilizados na aplicação do método proposto foram os 
seguintes:

• módulo de elasticidade: E = 205 GPa,

• densidade do aço: ρ = 7850 kg/m3,

• massa concentrada no topo: m
0
 = 342,40 kg;

• massa distribuída por unidade de altura: m
e
 = 40 kg/m.

As ordenadas correspondentes às alturas na estrutura e as pro-
priedades geométricas das seções transversais, dos respectivos tre-
chos, são dadas por:
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Na base, quando x = 0 , tem-se: D = 173,11cm1 , e = 0,80cm1 , 

d = D1 1 12- e , A D d1 1
2

1
2

4
= −( )π

, I D d1 1
4

1
4

64
= −( )π

.

No segmento subsequente, de propriedades variáveis, 

tem-se: D x D D
L

x D( ) = −
+2 1

1
1 , d x D x e( ) ( )= − 2 1 , 

A x D x d x( ) ( ) ( )= −( )π
4

2
1

2
, I x D x d x( ) ( ) ( )= −( )π

64
4 4 .

Na ordenada L m1 11= , define-se: D = 90,00 cm2 , 

e = 0,80cm2 , d = D2 2 22- e , A D d2 2
2

2
2

4
= −( )π

, 

I D d2 2
4

2
4

64
= −( )π

.

Em L m2 25 00= , , tem-se: D = 80,00 cm3 , e = 0,80cm3 , 

d = D3 3 32- e , A D d3 3
2

3
2

4
= −( )π

, I D d3 3
4

3
4

64
= −( )π .

Em L m3 32 00= , , tem-se: D = 70,00 cm4 , e = 0,80cm4 , 

d = D4 4 42- e , A D d4 4
2

4
2

4
= −( )π

, I D d4 4
4

4
4

64
= −( )π

.

Em L m4 38 00= , , tem-se: D = 65,00 cm5 , e = 0,80cm5 , 

d = D5 5 52- e , A D d5 5
2

5
2

4
= −( )π

, I D d5 5
4

5
4

64
= −( )π

.

Para L m5 44 00= ,  e L m6 48 00= , , tem-se: D = 40,64cm6 , 

e = 0,48cm5 , d = D6 6 62- e , A D d6 6
2

6
2

4
= −( )π

, 

I D d5 5
4

5
4

64
= −( )π

.
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7.1.3.2 Cálculo da massa generalizada

Os subíndices em números romanos, introduzidos a partir deste 
ponto, visam evitar redundância de notação nas expressões. A massa 
generalizada foi obtida por meio das integrais dispostas a seguir.

Para o primeiro segmento:

m m x x dxI

L

1
2

0

1

= ∫ ( ) ( )φ , com m x A x mI e( ) ( )= +ρ .

Para o segundo segmento:

m m x dxII
L

L

2
2

1

2

= ∫ φ( ) , com m A mII e= +2ρ .

Analogamente ao segundo trecho, para os demais, pode-se es-
crever na forma geral

m m x dxi i
L

L

i

i

=
−

∫ φ( )2

1

, com m A mi i e= +ρ .

A massa distribuída generalizada foi obtida por

m mR i
i

=
=
∑

1

6

E a massa generalizada total por:

M m mR= +0

7.1.3.3 Cálculo da rigidez generalizada

Rigidez geométrica generalizada

Para calcular a rigidez geométrica generalizada foi preciso de-
terminar os esforços normais relativos aos trechos definidos na geo-
metria. Do topo para a base da estrutura os esforços normais são:
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F m g0 0= ,

F m gdxVI
L

L

6

5

= ∫ ,

F m gdx
L

L

5 5
4

5

= ∫ ,

e assim sucessivamente, ou seja:

F m gdxi i
L

L

i

i

=
−

∫
1

sendo que o esforço normal relativo ao primeiro segmento, que é line-
armente variável, foi obtido pela seguinte expressão

F m x gdxI

L

1
0

1

= ∫ ( ) ,.

A força normal generalizada F é então:

F Fi
i

=
=
∑

0

6

.

E as rigidezes geométricas foram calculadas pelas seguintes 
expressões:

K F m L x g d
dx

xg VI
L

L

6 0 6

2

5

= + − 



















∫ ( ) ( )φ ,

K F F m L x g d
dx

xg V
L

L

5 0 6 5

2

4

5

= + + − 



















∫ ( ) ( )φ , 

K F F F m L x g d
dx

xg IV
L

L

4 0 6 5 4

2

3

4

= + + + − 



















∫ ( ) ( )φ ,

F m gdxVI
L

L

6

5

= ∫
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K F F F F m L x g d
dx

xg III
L

L

3 0 6 5 4 3

2

2

3

= + + + + − 



















∫ ( ) ( )φ ,

K F F F F F m L x g d
dx

xg II
L

L

2 0 6 5 4 3 2

2

1

2

= + + + + + − 



















∫ ( ) ( )φ .

K F F F F F F m x L x g d
dx

xg I

L

1 0 6 5 4 3 2 1

2

0

= + + + + + + − 



















( )( ) ( )φ
11

∫ .

A rigidez geométrica generalizada K
g
 da estrutura é, portanto:

K Kg gi
i

=
=
∑

1

6

Rigidez elástica generalizada

As parcelas da rigidez elástica são:

K EI x d
dx

x dx
L

01

2

2

2

0

1

=








∫ ( ) ( )φ ,

K EI d
dx

x dx
L

L

02 2

2

2

2

1

2

=








∫ φ( ) ,

que, de forma análoga ao segundo trecho, para os demais, pode 
ser escrita como

K EI d
dx

x dxi i
L

L

i

i

0

2

2

2

1

=










−

∫ φ( )
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E a rigidez elástica generalizada K
0
 será dada pela soma de suas 

parcelas, logo:

K K i
i

0 0
1

6

=
=
∑

7.1.4 Cálculo da frequência

As frequências do primeiro modo de vibração da estrutura pelo 
método proposto são as seguintes: modelo linear = 0,569799 Hz, mo-
delo não-linear = 0,562350 Hz.

7.1.5 Ação do vento

7.1.5.1 Forças estáticas devidas ao vento

Os parâmetros empregados na determinação das forças estáti-
cas devidas a ação do vento foram: 

• fator topográfico S
1
 = 1,0; 

• fator de rugosidade do terreno S
2
 correspondente à cate-

goria III, classe B, com os parâmetros p = 0,105, b = 0,940 
e F

r 
= 0,980; 

• fator estatístico S
3
 = 1,1; 

• velocidade básica do vento V
0 
= 45 m/s. 

7.1.5.2 Resposta dinâmica pelo modelo 
simplificado da NBR 6123/88

Os parâmetros usados na determinação da resposta dinâmica 
pelo modelo contínuo simplificado da NBR 6123/88 foram os seguin-
tes: largura da edificação 0,875 m; altura da edificação 48 m; categoria 
do terreno III; velocidade básica do vento e fatores estatísticos como 
descrito no item anterior.
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A NBR 6123/88 sugere o expoente de 1,7 para a forma modal e 
uma razão de amortecimento crítico de 0,008. Para o cálculo da fre-
quência recorrer-se-á, subsidiariamente, à recomendação contida na 

Tabela 6.4 (Tabela 19 da NBR 6123/88), item Edifícios com estrutu-

ra de aço soldada. O inverso da expressão 0 29 0 4, ,h - , portanto, 

fornece f
1
 = 0,621435 Hz, um resultado distante 9% do calculado pelo 

método proposto neste trabalho e 22,27% do calculo efetuado pelo 
MEF. Com isso, relação adimensional Vp/(f

1
L) torna-se igual a 0,031. 

Adotando a taxa de amortecimento crítico z igual a 0,008 chega-se a 
um coeficiente de amplificação dinâmica ξ de 2,406; obtido por inter-
polação linear.

Uma segunda avaliação, usando o modelo simplificado da NBR 
6123/88, foi feita sob condições não-lineares. Esse modelo foi chama-
do de Modelo Simplificado Não-Linear por estar apoiado na frequên-
cia e na forma do primeiro modo de vibração do modelo não-linear. A 
frequência da estrutura sob não-linearidade geométrica é 0,48318 Hz. 
Com isso, a relação adimensional Vp/(f

1
L) é 0,039, o que conduz a um 

fator de amplificação dinâmica ξ de 2,519, considerando a taxa de 
amortecimento crítico já adotada.

7.1.5.3 Resposta dinâmica pelo modelo discreto 
da NBR 6123/88

A resposta dinâmica pelo modelo dinâmico discreto linear foi 
calculada com base na frequência de 0,429870 Hz, Vp/(f

1
L) = 0,038, 

ξ = 2,590; e demais parâmetros para a ação do vento como cita-
dos anteriormente. É válido observar que a frequência do primeiro 
modo de vibração, obtida pelo método proposto, conforme descrito 
no item 7.4.3, foi de 0,569799 Hz e, pelo Método dos Elementos Fi-
nitos, foi de 0,483026 Hz, apresentando uma diferença de 16,42%, 
decorrente do ligeiro afastamento das formas de vibração resultan-
tes de cada método.

O cálculo da resposta dinâmica com a inclusão da não-linearida-
de geométrica foi feito levando-se em conta as contribuições até o 5º 
modo de vibração.  Para o primeiro modo a relação adimensional Vp/
(f

1
L) e o coeficiente de amplificação dinâmica são os mesmo do Mode-
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lo Simplificado Não-linear, presentes no item anterior. Para os modos 
de 2 a 5, a frequência, a relação adimensional e o coeficiente de am-
plificação dinâmica são, respectivamente: 2,32969 Hz, 0,008 e 1,895; 
5,687144 Hz, 0,003 e 1,613; 10,06893 Hz, 0,002 e 1,588; 15,817035 Hz, 
0,001 e 1,463.

7.1.6 Análise dos resultados

Inicia-se a análise dos resultados avaliando a formulação de-
senvolvida no método proposto por meio da intensidade do esforço 
normal.  O modelo elaborado no programa de Elementos Finitos serve 
como referência. Os esforços normais na estrutura por ambos os mé-
todos estão na Tabela 7.3.

Tabela 7.3 – Estrutura 1: esforço normal.

L Proposto MEF Diferença

(m) (kN) (kN) Absoluta (%)

48,00 3,355520 3,355520 0,0000 0,000000

44,00 6,786842 6,786842 0,0000 -0,000001

38,00 16,585633 16,585633 0,0000 -0,000001

32,00 26,964392 26,964392 0,0000 -0,000001

25,00 40,426203 40,426204 0,0000 -0,000002

11,00 70,056344 70,056345 0,0000 -0,000002

0,00 102,174047 102,174049 0,0000 -0,000002

A diferença entre a frequência de vibração do modo fundamen-
tal, calculada sob não-linearidade geométrica, pelo método proposto, 
de 0,562350 Hz e a obtida pelo Método dos Elementos Finitos, de 
0,483026 Hz, é de 16%.
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Pela expressão adotada na NBR 6123/88, a frequência calculada 
para o primeiro modo de vibração foi de 0,621435 Hz, 35,13% acima 
da frequência calculada pela solução proposta nesta Tese.

Verificou-se um ligeiro afastamento na forma modal dada pela 
função trigonométrica, assumida como função de forma do método 
proposto, e a obtida pelo modelo não-linear pelo MEF, como será dis-
cutido ao final desta seção.

A frequência calculada pela expressão (4.19) foi de 0,403193 Hz, 
o que representa uma diferença de 28,30 % em relação ao valor exato 
do método. 

Os resultados críticos da ação do vento na estrutura são encon-
trados na comparação entre a análise estática e a análise pelo modelo 
dinâmico simplificado linear, onde o momento fletor da análise simpli-
ficada linear alcança o valor de 1,49 vezes o valor do momento fletor 
da análise estática. 

Embora o coeficiente de amplificação dinâmica usado no mo-
delo simplificado não-linear seja 4,6% superior ao do modelo simpli-
ficado linear, o seu resultado, na comparação como modelo estático, 
situou-se abaixo do modelo simplificado linear, com uma relação en-
tre os momentos de 1,46, o que revela a influência que a forma modal 
assumida no modelo simplificado linear exerce nos resultados da res-
posta dinâmica da estrutura.

Computando-se as contribuições até o 5° modo de vibração do 
modelo dinâmico discreto não-linear, a relação entre o momento fle-
tor máximo na estrutura e o resultado obtido pela análise estática é 
de 1,33 vezes (33,34%), apresentando uma diferença de 399,73 kNm.

Avaliando-se os resultados obtidos nas análises discretas não-
-lineares verifica-se uma pequena influência da contribuição dos mo-
dos de vibração acima do fundamental, resultando em uma diferença 
de 0,44%, quando computadas exclusivamente as contribuições do 
1º modo com a superposição das contribuições do 1° ao 5° modo, 
pelo critério da raiz quadrada da soma dos quadrados. As flutuações 
resultantes do primeiro modo de vibração são as que aportam maior 
contribuição para a resposta dinâmica da estrutura, 64% da respos-
ta total, mesmo quando computadas as contribuições até o 5º modo, 
conforme disposto na Tabela 7.4.
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Já as resposta dinâmicas obtida pelos modelos dinâmicos dis-
cretos, linear e não-linear, levando-se em conta apenas o 1° modo, 
guardam entre si uma reduzida diferença de 0,52%. A diferença entre 
a frequência fundamental do modelo linear e a do modelo não-linear, 
de 2%, elevou o coeficiente de amplificação dinâmica em 0,37%. Com 
isso, o momento na estrutura foi acrescido de 8,09 kNm.

Tabela 7.4 – Estrutura 1: momentos fletores da análise discreta 
não-linear.

z
Vento 
Médio

Flutuações

Modo1 Modo 2 Modo 3 Modo 4 Modo 5

(m) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm)

48 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

46 2,77 8,24 3,63 2,14 1,02 0,56

44 6,89 19,59 8,30 4,58 1,96 0,91

42 12,41 35,11 13,94 6,87 2,41 0,72

40 19,69 55,64 20,20 8,50 2,15 0,05

38 28,78 80,76 26,50 9,17 1,27 0,75

36 39,66 110,14 32,31 8,71 0,01 1,36

34 52,35 143,46 37,15 7,10 1,39 1,50

32 66,84 180,29 40,67 4,52 2,56 1,12

31 74,80 199,91 41,82 2,98 2,97 0,77

30 83,33 220,34 42,50 1,30 3,23 0,34

29 92,43 241,52 42,70 0,47 3,34 0,14
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z
Vento 
Médio

Flutuações

Modo1 Modo 2 Modo 3 Modo 4 Modo 5

(m) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm)

28 102,10 263,39 42,40 2,26 3,27 0,62

27 112,33 285,92 41,59 4,02 3,04 1,06

26 123,10 309,04 40,28 5,72 2,66 1,44

25 134,42 332,72 38,47 7,29 2,15 1,73

24 146,28 356,92 36,14 8,68 1,52 1,89

23 158,70 381,63 33,29 9,85 0,81 1,92

22 171,68 406,79 29,93 10,76 0,05 1,81

21 185,22 432,37 26,09 11,37 0,72 1,58

20 199,30 458,32 21,79 11,67 1,46 1,23

19 213,91 484,60 17,06 11,64 2,13 0,80

18 229,05 511,16 11,94 11,27 2,70 0,31

17 244,69 537,98 6,45 10,55 3,15 0,20

16 260,84 565,01 0,63 9,50 3,44 0,69

15 277,49 592,23 5,48 8,12 3,55 1,12

14 294,61 619,60 11,86 6,43 3,49 1,47

13 312,19 647,11 18,46 4,45 3,23 1,71
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z
Vento 
Médio

Flutuações

Modo1 Modo 2 Modo 3 Modo 4 Modo 5

(m) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm)

12 330,24 674,71 25,25 2,22 2,79 1,82

11 348,72 702,40 32,21 0,24 2,17 1,78

10 367,63 730,16 39,30 2,90 1,39 1,60

9 386,98 757,97 46,50 5,74 0,45 1,27

8 406,78 785,83 53,80 8,73 0,63 0,80

7 427,02 813,72 61,18 11,86 1,82 0,19

6 447,70 841,63 68,62 15,09 3,13 0,52

5 468,83 869,57 76,11 18,40 4,51 1,34

4 490,38 897,52 83,63 21,78 5,96 2,23

3 512,35 925,49 91,18 25,19 7,45 3,17

2 534,63 953,45 98,74 28,63 8,96 4,15

1 557,18 981,42 106,30 32,09 10,49 5,14

0 579,96 1009,39 113,87 35,54 12,03 6,14

A Tabela 7.5 apresenta o valor dos momentos fletores na estru-
tura devidos à ação do vento das análises descritas anteriormente, 
comparando-as ao modelo estático.
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O gráfico da Figura 7.5 apresenta os resultados obtidos para 

a resposta da ação do vento sobre a estrutura. De baixo para cima, 

nesta ordem, estão: a análise estática, as análises dinâmicas discretas 

linear e não-linear do 1° modo e modos superiores até o 5° e as análi-

ses dinâmicas simplificadas. 

Figura 7.5 – Ação do vento na estrutura 1.

As formas modais da NBR 6123/88, a do Método dos Elementos 

Finitos e do método proposto constam na Figura 7.6(a). 

A substituição do expoente (g) da forma modal sugerida pela 

NBR 6123/88, expressão (6.6), por 1,965, propicia uma melhor 

aproximação à forma modal do modelo não-linear desta estrutura, 

pois a curva definida com esse novo expoente oferece pontos mais 

próximos aos da forma modal não-linear, como pode ser observado 

na Figura 7.6(b). 

O expoente sugerido anteriormente supera em 16% o valor do 

recomendado pela NBR 6123/88.
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Figura 7.6 – Estrutura 1 – Comparativo das formas modais: (a) 
usada na análise, (b) sugerida.
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7.2 ESTRUTURA 2 – POSTE METÁLICO DE 60,80 M 

7.2.1 Dados e geometria

Foi analisado um poste metálico destinado também ao su-

porte de sistemas irradiantes de sinal de telefonia móvel celular. A 

estrutura possui 60,80 metros de altura e seção transversal circu-

lar vazada com diâmetro externo (fext) e espessura (e) variável 

conforme indicação na Tabela 7.6. Na Figura 7.7 podem ser vistas 

fotografias da estrutura.

A Tabela 7.7 e a Figura 7.8 apresentam os parâmetros estrutu-

rais e dos dispositivos existentes, para o cálculo da ação do vento. A 

esbeltez da estrutura é 280. 
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Tabela 7.7 – Estrutura 2: características dos dispositivos.

Dispositivo Área Ca Cota
Peso específico, 
peso distribuído 

ou peso

Poste Variável 0,6 de 0 a 60,8 m 7850 kN/m3

Escada 0,05 m2/m 2,0 de 0 a 60,8 m 0,15 kN/m

Cabos 0,15 m2/m 1,2 de 0 a 60,8 m 0,25 kN/m

Antenas e 
plataforma 2,8 m2 1,0 60,8 m 1,88 kN

(Ca = Coeficiente de arrasto)

Figura 7.7 – Estrutura 2: Fotografias.
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Figura 7.8 – Estrutura 2: Geometria - Poste Metálico – 60,8 m - 
Medidas em centímetros.
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7.2.2 Modelagem por Elementos Finitos

A modelagem por Elementos Finitos da estrutura acompanhou 
os critérios já utilizados nas estruturas precedentes. A Figura 7.9 
apresenta o modelo tridimensional, a vista lateral e a discretização da 
estrutura construídos pelo programa SAP2000. 

Os modos de vibração e as frequências obtidas pelo Método dos 
Elementos Finitos são mostradas na Figura 7.10.

Figura 7.9 – Estrutura 2: Modelo por Elementos Finitos.
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(NLG = Não-Linearidade Geométrica)

Figura 7.10 – Estrutura 2: modos naturais de vibração.

7.2.3 Aplicação do método proposto

7.2.3.1 Definição dos dados parâmetros

Os dados para aplicação do método foram os seguintes:

• módulo de elasticidade: E = 205 GPa;

• densidade do aço: ρ = 7850 kg/m3;

• massa concentrada no topo: m
0
 = 451,20 kg;

• massa distribuída por unidade de altura: m
e
 = 40 kg/m.

O diâmetro externo das seções varia linearmente com a altura 
com seguinte expressão:

D x D D
L

x D( ) = −
+2 1

1
1
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onde D
2
 é o diâmetro do topo e D

1
 é o diâmetro da base da estrutura.

As alturas e as propriedades geométricas das seções nos 
trechos definidos na geometria são dadas por:

L m1 7 60= , , D = 153,07cm1 , e = 0,87cm1 , d (x) = D(x)1 - 2 1e , 

A x D d x1
2

1
2

4
( ) ( )= −( )π , I x D x d x1

4
1

4

64
( ) ( ) ( )= −( )π

;

L m2 33 44= , , e = 0,84cm2 , d (x) = D(x)2 - 2 2e , 

A x D x d x2
2

2
2

4
( ) ( ) ( )= −( )π

, I x D x d x2
4

2
4

64
( ) ( ) ( )= −( )π

;

L m3 60 80= , , D = 94cm2 , e = 0,64cm3 , d (x) = D(x)3 - 2 3e , 

A x D x d x3
2

3
2

4
( ) ( ) ( )= −( )π

, I x D x d x3
4

3
4

64
( ) ( ) ( )= −( )π

.

7.2.3.2 Cálculo da massa generalizada

A massa generalizada foi obtida por meio das seguintes integrais: 

m m x x dxI

L

1
2

0

1

= ∫ ( ) ( )φ , com m x A x mI e( ) ( )= +1 ρ ;

m m x x dxII
L

L

2
2

1

2

= ∫ ( ) ( )φ , com m x A x mII e( ) ( )= +2 ρ ;

m m x x dxIII
L

L

3
2

2

= ∫ ( ) ( )φ , com m x A x mIII e( ) ( )= +3 ρ .

A massa distribuída generalizada foi calculada por

m mR i
i

=
=
∑

1

3
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E a massa generalizada total pela expressão:

M m mR= +0

7.2.3.3 Cálculo da rigidez generalizada

Rigidez geométrica generalizada

Os esforços normais relativos aos trechos definidos na geome-
tria, são

F m g0 0= ,

F m x gdxIII
L

L

3

2

= ∫ ( ) ,

F m x gdxII
L

L

2
1

2

= ∫ ( ) , e

F m x gdxI

L

1
0

1

= ∫ ( ) ,

A força normal generalizada F foi obtida pela soma dessa parcelas:

F Fi
i

=
=
∑

0

3

.

As rigidezes geométricas foram calculadas pelas seguintes integrais:

K F m x L x g d
dx

xg III
L

L

3 0 3

2

2

3

= + − 



















∫ ( )( ) ( )φ

K F F m x L x g d
dx

xII
L

L

2 0 3 2

2

1

2

= + + − 



















∫ ( )( ) ( )φK F m x L x g d
dx

xg III
L

L

3 0 3

2

2

3

= + − 



















∫ ( )( ) ( )φ
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K F F F m x L x g d
dx

xg I
L

L

1 0 3 2 1

2

2

3

= + + + − 



















∫ ( )( ) ( )φ

A rigidez geométrica generalizada é:

K Kg gi
i

=
=
∑

1

3

Rigidez elástica generalizada

As parcelas da rigidez elástica para os intervalos já definidos são:

K EI x d
dx

x dx
L

01 1

2

2

2

0

1

=








∫ ( ) ( )φ ,

K E I x d
dx

x dx
L

L

02 1 2

2

2

2

1

2

=








∫ ( ) ( )φ  e

K EI x d
dx

x dx
L

L

03 3

2

2

2

2

=








∫ ( ) ( )φ .

E a rigidez à flexão generalizada K0  é, portanto:

K K i
i

0 0
1

3

=
=
∑

7.2.3.4 Cálculo da frequência

As frequências do primeiro modo de vibração da estrutura pelo 
método proposto são: modelo linear = 0,411504 Hz, modelo não-line-
ar = 0,403130 Hz.
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7.2.4 Ação do vento

7.2.4.1 Forças estáticas devidas ao vento

Os parâmetros empregados na determinação das forças está-

ticas devidas a ação do vento foram: fator topográfico S
1
 = 1,2; fator 

de rugosidade do terreno S
2
 correspondente à categoria III, classe C, 

com os parâmetros p = 0,115, b = 0,930 e F
r  

= 0,950; fator estatístico 

S
3
 = 1,1; velocidade básica do vento V

0  
= 40 m/s. 

7.2.4.2 Resposta dinâmica pelo modelo 
simplificado da NBR 6123/88

Os parâmetros usados na determinação da resposta dinâmi-

ca pelo modelo contínuo simplificado da NBR 6123/88 foram os 

seguintes: largura da edificação 1,235 m; altura da edificação para 

o cálculo da frequência 60,80 m; categoria do terreno, velocidade 

básica do vento e fatores estatísticos como descrito no item ante-

rior. A frequência fundamental foi obtida fazendo T = 0,29 h - 0,41  

(Tabela 6.4), logo f
1 
= 0,537272 Hz. A forma modal foi obtida pela 

expressão (6.6) com g igual a 1,7. A relação adimensional Vp/(f
1
L), 

para esse caso, é 0,038. Adotando a taxa de amortecimento crítico 

z igual a 0,008 chega-se a um coeficiente de amplificação dinâmica 

ξ igual a 2,471.

Para desenvolvimento do modelo simplificado não-linear, to-

mou-se a frequência e o modo de vibração da estrutura sob não-linea-

ridade geométrica. A frequência do modelo não-linear é 0,402115 Hz. 

Com isso, a relação adimensional Vp/(f
1
L) é de 0,050, o que conduz a 

um fator de amplificação dinâmica ξ = 2,603, considerando a taxa de 

amortecimento crítico já adotada. 
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7.2.4.3 Resposta dinâmica pelo modelo discreto 
da NBR 6123/88

A resposta dinâmica pelo modelo dinâmico discreto linear 
foi calculada com base nos parâmetros e relações apresentadas 
no item anterior.

Os parâmetros usados no cálculo da resposta dinâmica pelo mo-
delo discreto, com a inclusão da não-linearidade geométrica, foram 
descritos na análise simplificada não-linear, apresentada também no 
item anterior. Para os modos de 2 a 5 os fatores de amplificação dinâ-
mica, dadas as frequências mostradas na Figura 7.10, são, respectiva-
mente: 1,963; 1,647; 1,599; 1,463.

7.2.5 Análise dos resultados

Os esforços normais na estrutura pelo método proposto e pelo 
MEF estão na Tabela 7.13.

Tabela 7.8 – Estrutura 2: esforço normal.

L Proposto MEF Diferença

(m) (kN) (kN) Absoluta (%)

60,80 4,421760 4,421760 0,0000 0,0000000

33,44 60,275586 60,275587 0,0000 -0,0000017

7,60 139,796072 139,796074 0,0000 -0,0000018

0,00 166,504082 166,504085 0,0000 -0,0000018

A frequência do primeiro modo de vibração obtida pelo méto-
do proposto, como descrito no item 7.4.3, foi de 0,403130 Hz e pelo 
Método dos Elementos Finitos foi de 0,402115 Hz, apresentando uma 
diferença de 0,23%.
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Encontra-se o valor de 0,307058 Hz no cálculo dessa frequ-

ência quando feita pela expressão (4.19), o que representa uma 

diferença de 23,83% em relação ao cálculo exato; de 23,66% em 

relação ao MEF e de 42,85% em relação à expressão adotada da 

NBR 6123/88 (0,537272 Hz).

Os resultados críticos para a ação do vento na estrutura 

voltam a ser encontrados na comparação entre o modelo estático 

e os modelos dinâmicos simplificados. Com o modelo dinâmico 

simplificado não-linear, a relação entre o momento fletor máxi-

mo na estrutura é de 2,22 vezes, que representa uma diferença 

3827,93 kNm (122,41%).

Nas análises discretas não-lineares verifica-se uma pequena 

influência da contribuição dos modos de vibração acima do fun-

damental. Quando computadas as contribuições do vento médio 

e as flutuações do 1° ao 5° modo, pelo critério da raiz quadrada 

da soma dos quadrados, surge uma diferença de 1,56% em rela-

ção à análise que inclui apenas a combinação do vento médio com 

o primeiro modo. As flutuações resultantes do primeiro modo de 

vibração são as que aportam maior contribuição na resposta da 

estrutura, retendo 67% do esforço total, quando se adiciona ex-

clusivamente o primeiro modo de vibração. 

A diferença entre a análise discreta não-linear e análise das 

forças estáticas, prevista no item 4 da NBR 6123/88 (modelo es-

tático), é de 60,90%, conforme mostrado na Tabela 7.9 .

Analisando os resultados obtidos da resposta dinâmica dos 

modelos discretos, linear e não-linear, observa-se uma diferença 

na frequência do primeiro modo de 2,10% e do fator de amplifi-

cação dinâmica de 0,38%. Com isso, o momento na estrutura foi 

acrescido de 75,60 kNm, uma diferença de 1,55%.

A Tabela 7.9 apresenta o valor dos momentos fletores do 

vento médio e das flutuações correspondentes aos modos de vi-

bração de 1 a 5, da análise dinâmica discreta não-linear.
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Tabela 7.9 – Estrutura 2: momentos fletores da análise discreta 
não-linear.

z
Vento 
Médio

Flutuações

Modo1 Modo 2 Modo 3 Modo 4 Modo 5

(m) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm)

60,80 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

59,28 5,98 12,58 3,39 0,69 0,65 0,22

57,76 13,91 31,01 8,10 1,56 1,36 0,41

56,24 23,82 55,14 13,79 2,46 1,90 0,45

54,72 35,70 84,78 20,15 3,26 2,06 0,28

53,20 49,55 119,74 26,85 3,82 1,68 0,17

51,68 65,38 159,84 33,58 4,03 0,66 0,90

50,16 83,19 204,89 40,04 3,80 1,05 1,86

48,64 102,98 254,68 45,92 3,05 3,42 2,99

47,12 124,74 309,03 50,96 1,75 6,38 4,16

45,60 148,49 367,73 54,89 0,13 9,78 5,29

44,08 174,21 430,58 57,48 2,59 13,46 6,26

42,56 201,90 497,37 58,51 5,59 17,23 6,99

41,04 231,56 567,89 57,81 9,07 20,87 7,43
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z
Vento 
Médio

Flutuações

Modo1 Modo 2 Modo 3 Modo 4 Modo 5

(m) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm)

39,52 263,18 641,95 55,21 12,96 24,19 7,56

38,00 296,76 719,34 50,59 17,18 27,04 7,43

36,48 332,28 799,85 43,85 21,61 29,27 7,07

34,96 369,75 883,29 34,92 26,15 30,80 6,59

33,44 409,14 969,45 23,76 30,69 31,61 6,08

31,92 450,44 1058,27 10,27 35,10 31,68 5,63

30,40 493,65 1149,93 5,92 39,25 30,98 5,39

28,88 538,75 1244,32 24,84 42,98 29,64 5,43

27,36 585,71 1341,20 46,42 46,20 27,83 5,81

25,84 634,52 1440,35 70,56 48,81 25,75 6,56

24,32 685,16 1541,56 97,15 50,72 23,62 7,65

22,80 737,61 1644,61 126,03 51,88 21,68 9,03

21,28 791,83 1749,31 157,06 52,25 20,13 10,62

19,76 847,81 1855,47 190,07 51,82 19,17 12,31

18,24 905,51 1962,90 224,88 50,58 18,96 13,98
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z
Vento 
Médio

Flutuações

Modo1 Modo 2 Modo 3 Modo 4 Modo 5

(m) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm)

16,72 964,89 2071,42 261,30 48,57 19,61 15,53

15,20 1025,91 2180,88 299,13 45,83 21,20 16,83

13,68 1088,54 2291,11 338,20 42,40 23,76 17,81

12,16 1152,73 2401,99 378,30 38,37 27,27 18,41

10,64 1218,42 2513,37 419,25 33,82 31,68 18,60

9,12 1285,55 2625,15 460,89 28,83 36,88 18,39

7,60 1354,05 2737,22 503,05 23,49 42,75 17,81

6,08 1423,85 2849,50 545,58 17,89 49,15 16,91

4,56 1494,86 2961,92 588,37 12,10 55,94 15,77

3,04 1566,79 3074,42 631,31 6,20 62,98 14,47

1,52 1639,53 3186,95 674,33 0,24 70,15 13,08

0,00 1712,90 3299,49 717,36 5,74 77,36 11,67

A Tabela 7.10 resume os valores dos momentos fletores na es-
trutura devidos à ação do vento, obtidos nas análises descritas ante-
riormente, comparando-as ao modelo estático.
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No gráfico da Figura 7.11 podem ser encontrados os resulta-
dos obtidos para a ação do vento sobre a estrutura. O traçado mais 
inferior corresponde ao valor do momento fletor para a análise está-
tica, usada originalmente para dimensionar a estrutura. Os traçados 
superiores subsequentes correspondem aos resultados das análises 
dinâmicas discretas. Logo acima se encontram as curvas das análises 
dinâmicas simplificadas.

Figura 7.11 – Ação do vento na estrutura 2.

As formas modais da NBR 6123/88, a do Método dos Elementos 

Finitos e do método proposto constam na Figura 7.12(a). 

Uma melhor aproximação à forma modal não-linear é con-

seguida substituindo-se o expoente da expressão (6.6) por 1,775; 

pois a curva definida com esse novo expoente oferece pontos 

mais próximos à forma modal não-linear, como pode ser observa-

do na Figura 7.12(b).

O expoente sugerido anteriormente supera em 4,4% o valor do 

recomendado pela NBR 6123/88.
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Figura 7.12 – Estrutura 2 – comparativo das formas modais: (a) 
usada na análise, (b) sugerida.
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7.3 ESTRUTURA 3 – POSTE DE CONCRETO 
ARMADO DE 40 M 

7.3.1 Dados e geometria

Semelhantemente às precedentes, esta é uma estrutura 

destinada ao suporte de sistemas irradiantes de sinal de telefonia 

móvel celular. É um poste de concreto armado de 40 m de altura 

e com seção transversal circular vazada de diâmetro externo de 

60 cm. As propriedades da seção mudam ao longo do comprimen-

to devido à mudança da espessura e da variação da área de aço na 

seção transversal ao longo do eixo longitudinal da estrutura. o ín-

dice de esbeltez da estrutura é l = 462.  A secção 15.8.1 da NBR 

– 6118/04 limita o índice de esbeltez a 200 de pilares isolados de 

concreto armado. Exceto para postes com força normal menor 

que 0,10f
cd

A
c
, o índice de esbeltez pode ser maior. A estrutura 

atende a essa condição.

O concreto usado na fabricação da estrutura teve como re-

sistência característica à compressão igual a 45 MPa e densidade 

de 2600 kg/m3. O cobrimento especificado para as armaduras foi 

de 25 mm e o aço empregado na construção do poste foi o CA-50. 

O modulo de elasticidade secante do concreto, de 3193 MPa, foi 

calculado conforme a NBR 61818/03.

A estrutura possui um conjunto de antenas e acessórios, 

como plataforma, escada, cabos e esteiramento, com as caracte-

rísticas da Tabela 7.11.
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Tabela 7.11 – Características da estrutura 3 e dispositivos.

Dispositivo Área Ca Cota
Peso específico, peso 
distribuído ou peso

Poste 0,6 m2/m 0,6 de 0 a 40 m 25,48 kN/m3

Escada 0,05 m2/m 2,0 de 0 a 40 m 0,15 kN/m

Cabos 0,15 m2/m 1,2 de 0 a 40 m 0,25 kN/m

Plataforma e 
suportes 1 m2 2,0 40 m 4,90 kN

Antenas 3 m2 1,0 40 m 1,88 kN

(Ca indica o coeficiente de arrasto)

Como se trata de uma estrutura de concreto armado é preciso 
levar em conta a presença do aço no momento de inércia da seção 
transversal, o que deve ser feito por meio da homogeneização da se-
ção de concreto.

Seja uma seção circular vaza de diâmetro externo D. Uma barra 
de aço qualquer b

i
 ocupa uma posição i na seção definida por Rb

i
 e θ

i
, 

conforme representado na Figura 7.13.

Rb
i
 determina a posição do centro de cada barra em relação ao 

centro da seção. Como todas as barras possuem o mesmo raio, por 
simplicidade de notação, se fará Rb

i
 = Rb, logo:

Rb D cob dbi= − −
2 2 ,
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onde cob é o cobrimento das armaduras e d
bi
 é o diâmetro da 

barra i.

Figura 7.13 – Estrutura 3: parâmetros para homogeneização 
da seção.

Sendo θ a variável independente, a distância entre o cen-

tro de cada barra em relação ao eixo central de inércia da seção é 

y sen Rb( ) ( )θ θ= . O espaçamento entre os centros de cada barra da 

seção foi obtido por esp R
nb

b=
2π

, e a defasagem angular entre elas 

por∆θ =
esp
Rb

. Fazendo-se θ variar de 0 a 2π em intervalos definidos 

por Δθ, a inércia total das barras de aço em relação à seção da estrutu-

ra pôde ser obtida pelo teorema dos eixos paralelos com a expressão

I d y d
s

b b= +








∑ π

θ
π

θ

π 4
2

22

64 4
( )
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O momento de inércia homogeneizado das barras de aço 
será, pois:

I I E
Es

s

c
hom

sec

( )= −








∑ θ

θ

π

1
2

.

A parcela da inércia de concreto é I I Iconc s= − , com I sendo a 

inércia da seção circular. A inércia total da seção homogeneizada será 

obtida por I I Itot conc s= + hom .

Para encontrar um fator F que multiplique a inércia nomi-
nal da seção em termos da inércia homogeneizada da seção total 
de aço faz-se

F I
I
s

tot

= +1 hom , (7.1)

Os fatores de homogeneização, as propriedades estruturais e 
geometria da estrutura estão na Tabela 7.12. A estrutura está repre-
sentada pela Figura 7.14.
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Tabela 7.12 – Estrutura 3: propriedades da estrutura e fatores 
de homogeneização das seções.

Nó
Altura

f 
externo

Espessura
nb

f b Fator de 
inércia

(m) (cm) (cm) (mm)

41 40 60 10 20 13

1,0963

40 39 60 10 20 13

39 38 60 10 20 13

38 37 60 10 20 13

37 36 60 10 20 13

36 35 60 10 20 13

35 34 60 10 20 13

34 33 60 10 20 13

33 32 60 10 20 13

32 31 60 13 20 13 1,0869

31 30 60 12 15 16 1,0995
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Nó
Altura

f 
externo

Espessura
nb

f b Fator de 
inércia

(m) (cm) (cm) (mm)

30 29 60 11 15 16

1,1029

29 28 60 11 15 16

28 27 60 11 15 16

27 26 60 11 15 16

26 25 60 11 16 16 1,1091

25 24 60 11 17 16 1,1153

24 23 60 11 18 16 1,1214

23 22 60 11 19 16 1,1274

22 21 60 11 20 16 1,1334

21 20 60 14 20 16 1,123

20 19 60 15 15 20 1,1374

19 18 60 16 15 20 1,1354

18 17 60 13 16 20

1,1512

17 16 60 13 16 20

16 15 60 13 17 20 1,1594



242 Ação do vento em estruturas esbeltas com efeito geométrico

Nó
Altura

f 
externo

Espessura
nb

f b Fator de 
inércia

(m) (cm) (cm) (mm)

15 14 60 13 18 20 1,1675

14 13 60 13 19 20

1,1755

13 12 60 13 19 20

12 11 60 13 20 20 1,1833

11 10 60 13 22 20 1,1987

10 9 60 16 22 20 1,1889

9 8 60 16 15 25 1,1961

8 7 60 17 15 25 1,194

7 6 60 14 16 25

1,2132

6 5 60 14 16 25

5 4 60 14 17 25

1,22414 3 60 14 17 25

3 2 60 14 17 25

2 1 60 18 17 25

1,2136

1 0 60 18 17 25
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Figura 7.14 – Estrutura 3: geometria - medidas em centímetros.
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7.3.2 Modelagem por Elementos Finitos

A modelagem por Elementos Finitos da estrutura acompanhou 
os critérios utilizados na modelagem das estruturas precedentes. As 
seções tiveram seus momentos de inércias majorados pelos respecti-
vos fatores de homogeneização.

A Figura 7.15 apresenta o modelo com a discretização da estru-
tura. Os modos de vibração e as frequências obtidas pelo Método dos 
Elementos Finitos são as constantes na Figura 7.16.

Figura 7.15 – Estrutura 3: modelo por Elementos Finitos.
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(NLG diz respeito à Não-Linearidade Geométrica)

Figura 7.16 – Estrutura 3: modos naturais de vibração.

7.3.3 Aplicação do método proposto

7.3.3.1 Definição dos parâmetros

Os dados utilizados na aplicação do método proposto nesta 
Tese foram:

• módulo de elasticidade do concreto: E = 31931 MPa,

• densidade do concreto: ρ = 2600 kg/m3,

• massa concentrada no topo: m
0
 = 692 kg;

• massa distribuída por unidade de altura: m
e
 = 40 kg/m.

As ordenadas de interesse ao longo da altura, a área e a inércia 
das seções são dadas por:

L Li= , A D di i= −( )π
4

2 2  e I D d fi i i= −( )π
64

4 4 , com 

i =1 2 40, .... .
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Nas expressões anteriores, D é o diâmetro externo da estrutu-
ra, constante, nesse caso, f é o fator de homogeneização da seção e i, 
se refere a uma dada posição ou seção na altura.

7.3.3.2 Cálculo da massa generalizada

A massa generalizada total é obtida pelas expressões que se 
apresentam a seguir. A introdução dos subíndices gregos objetivam 
evitar a redundância de notação.

M m mi
i

= +
=
∑0

1

40

, com

m m xi
i

i

=
−
∫ ιφ( )2

1

 sendo a massa generalizada, e

m A mi eι ρ= +  a massa distribuída do intervalo i,i;

com i, , ....ι =1 2 40 .

7.3.3.3 Cálculo da rigidez generalizada

A parcela da rigidez generalizada relativa à rigidez geométrica 
foi obtida por:

K Kg gi
i

=
=
∑

1

40

, com

K F F m L x g d
dx

x dxgi i i
ii

i

= + + −













+−
∑∫ 0

1

40

1

2

ι φ( ) ( ) ,

F m gdxi
i

i

=
−
∫ ι

1
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e

F m g0 0=

A rigidez elástica generalizada, por sua vez, foi encontrada por:

K K i
i

0 0
1

40

=
=
∑ , com

K EI d
dx

x dxi i
i

i

0

2

1

= 







−
∫ φ( ) , com i =1 2 40, .... .

Com isso, a rigidez generalizada da estrutura pôde ser calcu-

lada fazendo K K Kg= −0 , considerando o esforço normal de com-

pressão positivo.

7.3.4 Cálculo da frequência

A frequência natural da estrutura relativa ao primeiro modo de 
vibração, considerando a rigidez geométrica, é de 0,214575 Hz, en-
quanto que para o modelo linear é de 0,237367 Hz.

7.3.5 Ação do vento

7.3.5.1 Forças estáticas devidas ao vento

Os parâmetros empregados na determinação das forças estáti-
cas devidas a ação do vento foram: fator topográfico S

1
 = 1,0; fator de 

rugosidade do terreno S
2
 correspondente à categoria IV, classe B, com 

os parâmetros p = 0,125, b = 0,85 e F
r
= 0,98; fator estatístico S

3
 = 1,1; 

velocidade básica do vento V
0 
= 35 m/s. 
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7.3.5.2 Resposta dinâmica pelo modelo 
simplificado da NBR 6123/88

Os parâmetros usados na determinação da resposta dinâmica 
pelo modelo contínuo simplificado da NBR 6123/88 foram os seguin-
tes: largura da edificação 0,6 m; altura da edificação 40 m; categoria 
do terreno, velocidade básica do vento e fatores estatísticos como 
descrito no item anterior.

A frequência fundamental foi obtida fazendo T
1
 = 0,015h (Ta-

bela 6.4), logo f
1 
= 1,666667 Hz. A forma modal foi obtida pela expres-

são (6.6) com g igual a 1,7. A relação adimensional Vp/(f
1
L) é igual 

a 0,009, o que leva, com uma taxa crítica de amortecimento z igual a 
0,01, a um coeficiente de amplificação dinâmica ξ de 1,611.

O modelo simplificado não-linear foi calculado com o coeficien-
te de amplificação dinâmica, obtido com a frequência do modelo dis-
creto não-linear, que será descrito adiante.

7.3.5.3 Resposta dinâmica pelo modelo discreto 
da NBR 6123/88

A resposta dinâmica pelo modelo dinâmico discreto linear foi 
calculada com base na frequência 0,225131 Hz. A relação adimensio-
nal Vp/(f

1
L), nesse caso, é 0,066, e o fator de amplificação dinâmica 

ξ é igual a 2,313, para o amortecimento crítico de 0,01. A frequência 
fundamental da estrutura com a inclusão da não-linearidade geomé-
trica é 0,201796 Hz, o que leva a um coeficiente de amplificação di-
nâmica ξ de 2,516. Para os modos de 2 a 5 os fatores de amplificação 
dinâmica, dadas as frequências apresentadas na Figura 7.16, são, res-
pectivamente: 1,686; 1,400; 1,354; 1,236.

7.3.6 Análise dos resultados

Os esforços normais em relação às alturas definidas na discre-
tização da estrutura 3, obtidos pela solução matemática do método 
proposto, e pelo Método dos Elementos Finitos, estão na Tabela 7.13.
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A frequência do primeiro modo de vibração obtida pelo mé-
todo proposto, como descrito no item 7.4.3 foi de 0,215715 Hz 
e, pelo Método dos Elementos Finitos, foi de 0,201794 Hz, uma 
diferença de 6,9%. Pela NBR 6123/88 essa frequência ficou em 
1,666667 Hz. No cálculo simplificado do método proposto, utili-
zando a Eq. (4.21), com as propriedades geométricas da estru-
tura de forma ponderada, encontra-se o valor de 0,189377 Hz, o 
que representa uma diferença de 13,91% em relação ao cálculo 
exato do método; de 6,15% em relação ao MEF e de 88,64% em 
à NBR 6123/88.

Acompanhando os resultados já encontrados, os valores 
críticos da ação do vento encontram-se na comparação entre o 
modelo estático e o modelo dinâmico discreto simplificado não-
-linear. A diferença do momento fletor máximo na estrutura, en-
tre essas duas análises, atinge um valor de 61,19%.

Nas análises discretas não-lineares segue-se com uma pe-
quena influência da contribuição dos modos de vibração acima 
do fundamental. Quando computadas as contribuições do vento 
médio e as flutuações do 1º ao 5º modo surge uma diferença de 
0,006% em relação à combinação que leva em conta o vento mé-
dio e apenas a flutuação do primeiro modo, sendo, portanto, des-
prezível. Nesse caso, as flutuações resultantes do primeiro modo 
de vibração são as que aportam maior contribuição na resposta 
da estrutura, com 68% do valor total.

A diferença entre a análise discreta não-linear e análise das 
forças estáticas é de 29,07%. Os resultados das diferentes análi-
ses para a determinação da ação do vento podem ser encontradas 
na Tabela 7.14.

Analisando os resultados dos modelos discretos, linear e 
não-linear, observa-se, para o modelo não-linear, uma diminui-
ção, na frequência do primeiro modo de vibração, de 10,34% e 
uma elevação do fator de amplificação dinâmica de 10,57%. 

A Tabela 7.15 resume o valor dos momentos na estrutu-
ra devidos à ação do vento das análises descritas anteriormente, 
comparando-as ao modelo estático.
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Tabela 7.14 – Estrutura 3: momentos da análise discreta não-
linear.

z
Vento 
Médio

Flutuações

Modo1 Modo 2 Modo 3 Modo 4 Modo 5

(m) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm)

40 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

39 2,19 1,93 0,00 0,32 0,09 0,16

38 4,62 4,76 0,01 0,75 0,20 0,36

37 7,29 8,47 0,02 1,27 0,33 0,55

36 10,20 13,02 0,02 1,83 0,45 0,71

35 13,35 18,38 0,03 2,40 0,56 0,81

34 16,73 24,52 0,04 2,95 0,64 0,83

33 20,34 31,40 0,05 3,44 0,68 0,76

32 24,18 38,99 0,06 3,86 0,69 0,61

31 28,24 47,25 0,07 4,18 0,65 0,39

30 32,52 56,22 0,08 4,37 0,57 0,13

29 37,02 65,90 0,09 4,42 0,44 0,15

28 41,73 76,23 0,10 4,32 0,29 0,41
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z
Vento 
Médio

Flutuações

Modo1 Modo 2 Modo 3 Modo 4 Modo 5

(m) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm)

27 46,65 87,14 0,10 4,08 0,12 0,62

26 51,78 98,60 0,11 3,70 0,06 0,75

25 57,11 110,57 0,11 3,20 0,24 0,80

24 62,64 123,04 0,12 2,59 0,40 0,75

23 68,37 135,95 0,12 1,90 0,53 0,61

22 74,29 149,29 0,12 1,14 0,62 0,40

21 80,39 163,01 0,12 0,33 0,68 0,14

20 86,68 177,09 0,12 0,48 0,68 0,15

19 93,15 191,54 0,12 1,28 0,64 0,42

18 99,80 206,34 0,11 2,03 0,55 0,65

17 106,62 221,49 0,11 2,69 0,42 0,80

16 113,60 236,94 0,10 3,24 0,25 0,85

15 120,75 252,64 0,09 3,66 0,07 0,81

14 128,05 268,55 0,07 3,95 0,12 0,67
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z
Vento 
Médio

Flutuações

Modo1 Modo 2 Modo 3 Modo 4 Modo 5

(m) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm)

13 135,51 284,66 0,06 4,07 0,30 0,45

12 143,11 300,94 0,05 4,04 0,45 0,19

11 150,86 317,36 0,03 3,83 0,58 0,10

10 158,75 333,91 0,01 3,46 0,66 0,38

9 166,76 350,56 0,00 2,94 0,69 0,61

8 174,90 367,30 0,02 2,26 0,66 0,77

7 183,16 384,12 0,04 1,43 0,58 0,82

6 191,53 401,00 0,06 0,48 0,44 0,76

5 200,00 417,92 0,08 0,57 0,25 0,59

4 208,56 434,87 0,10 1,69 0,02 0,33

3 217,22 451,84 0,12 2,87 0,23 0,01

2 225,92 468,82 0,15 4,07 0,50 0,39

1 234,65 485,80 0,17 5,29 0,78 0,80

0 243,41 502,78 0,19 6,51 1,06 1,22
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No gráfico da Figura 7.17 podem ser encontrados os resultados 
obtidos para a ação do vento sobre a estrutura. Nele se encontram, de 
baixo para cima, e nessa ordem, a análise estática, as análises dinâmi-
cas discretas intercaladas pela análise dinâmica simplificada linear e, 
por último, a análise dinâmica simplificada não-linear. 

Figura 7.17 – Ação do vento na estrutura 3.

As formas modais da NBR 6123/88, a do Método dos Elementos 
Finitos e do método proposto constam na Figura 7.18 (a).

Uma melhor aproximação à forma modal não-linear é consegui-
da substituindo-se o expoente da expressão (6.6) por 1,60; tendo em 
vista que a curva definida com esse novo expoente oferece uma me-
nor diferença entre seus pontos e os pontos da curva da forma modal 
não-linear, como pode ser observado na Figura 7.18(b).

O expoente sugerido anteriormente situa-se 6% abaixo do valor 
recomendado pela NBR 6123/88.
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Figura 7.18 – Estrutura 3 – comparativo das formas modais: (a) 
usada na análise, (b) sugerida.
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7.4 ESTRUTURA 4 – POSTE DE CONCRETO 
ARMADO DE 46 M

7.4.1 Dados e geometria

Esta é mais uma estrutura destinada ao serviço de teleco-
municações. Trata-se de um poste de concreto armado com 46 
metros de comprimento, incluindo a fundação e com 40 m de 
altura fora do solo. O poste possui seção circular vazada, com 
trechos retos e trechos que variam com a altura. A sua esbel-
tez, incluindo a fundação, é de 334, sem a fundação passa a 375. 
O módulo de elasticidade do concreto foi calculado com f

ck 
de 

45 MPa, para o poste, e de 20 MPa para a fundação, conforme os 
dados recebidos e como é usual na construção dessas estruturas. 
Verificou-se que a condição do limite de esbeltez requerida pelo 
item 15.8.1 da NBR 6118/04 foi atendida.

Para poder avaliar as diferenças produzidas entre uma aná-
lise puramente linear, tanto do ponto de vista material quanto ge-
ométrico, e outra análise completamente não-linear, também em 
ambos os aspectos, foi adicionada à análise não-linear geométrica 
a não-linearidade material do concreto. 

Esse tipo de estrutura é predominantemente submetida à 
flexão, cujo coeficiente Gama Z (g

z
), obtido pela análise dinâmica 

discreta linear, para esse caso, é 1,05. O coeficiente Gama Z está 
previsto no item 15.5.3 da NBR 6118/04 – Projeto de estruturas de 
concreto e fornece uma medida da importância dos esforços de se-
gunda ordem globais, sendo calculado pela seguinte expressão:

γz
tot d

tot d

M
M

=
−

1

1
1

∆ ,

, ,

, (7.2)

onde:
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M tot d1, ,  é o momento de tombamento em relação à base da 
estrutura,

Α∆Mtot d,
 é a soma dos produtos de todas as forças verticais atu-

antes na estrutura pelos deslocamentos de seus respectivos pontos 
de aplicação, obtidos na análise de 1ª ordem.

O item 15.7.3 da NBR 6118/03, permite usar 0,5E
ci
I

c
 nas análises 

aproximadas para a consideração da não-linearidade física do concre-
to, para estruturas com Gama Z inferior a 1,3.

Brasil, Silva e Wahrhaftig (2007); e Silva & Brasil (2006), ao estu-
darem a estrutura da seção anterior, verificaram, por meio do conceito do 
produto de rigidez efetiva, que a relação entre a inércia efetivamente so-
licitada e a inércia total da seção de concreto armado é de 0,4, quando o 
momento fletor atuante se iguala ao momento último resistente da seção.

A rotação calculada para o correspondente deslocamento horizon-
tal, no cálculo do coeficiente Gama Z, foi de 0,045 rd, o que permite enqua-
drar a cinemática da estrutura na hipótese de rotações muito pequenas, 
conforme as definições de Souza Lima e Venâncio Filho (1982).

Ressalta-se que a inércia da seção deve ser majorada em função da 
seção de aço existente, como visto no item anterior, que deixa de ser apli-
cada por falta de informação a respeito.

Na estrutura há um conjunto de antenas e uma plataforma fixada no 
topo que totalizam a massa de 1097,76 kg. Há ainda escada e guarda-corpo 
que conferem à estrutura uma massa adicional distribuída de 40 kg/m. 
As áreas de exposição ao vento computadas foram de 9,34 m2; 1,40 m2; 
0,40 m2/m e 0,05 m2/m; respectivamente para as antenas; plataforma; esca-
da, guarda-corpo, cabos e esteiramento. Os coeficientes de arrasto utiliza-
dos foram: 0,6 para o poste; escada, cabos e esteiramento 1,2; plataforma 
2 e antenas 1.

O solo lateral foi representado por molas distribuídas de rigidez igual 
a 2668,93 kN/m3 (300 tf/m3). A massa específica adotada para o concreto 
armado da fundação foi de 2500 kg/m3, enquanto que o da superestrutura 
foi considerado de 2600 kg/m3, por ser concreto centrifugado.

Os dados da geometria da superestrutura constam na Tabela 
7.16. A fundação é do tipo tubulão com as seguintes características: 
diâmetro da base 140 cm, diâmetro do fuste 80 cm, comprimento do 
fuste 580 cm e altura da base 20 cm, conforme disposto na Tabela 7.17. 
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Tabela 7.17 – Estrutura 4: dados e discretização da fundação.

Diâmetro da base 140 cm

Diâmetro do fuste 80 cm

Altura do fuste 580 cm

Altura da base 20 cm

Fotografias da estrutura podem ser vistas na Figura 7.20, assim 

como, a geometria na Figura 7.19.

Figura 7.19 – Estrutura 4: Fotografias.
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Figura 7.20 – Estrutura 4: geometria - medidas em centímetros.

7.4.2 Modelagem por Elementos Finitos

A estrutura foi modelada utilizando-se elementos de barra, com 
seções transversais constantes e variáveis. Foram feitos dois mode-
los. O primeiro, com 46 m de altura e 51 elementos, engloba, tanto 
as fundações quanto a superestrutura. Nesse modelo, a estrutura foi 
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engastada na base, tendo o solo sido representado por molas late-
rais distribuídas. O segundo modelo também emprega elementos de 
barra de seção constante e variável, porém, a estrutura foi modelada 
engastando-a exclusivamente na base e com 40 m de altura a partir 
da superfície do terreno.

Em ambos os modelos foram consideradas a massa concentra-
da no topo e a massa distribuída devido à escada, cabos e esteiramen-
to. Essas massas produzem os esforços normais externos atuantes na 
estrutura, que também foram introduzidos no modelo. Tanto a massa 
própria quanto o peso próprio da estrutura, foram calculadas automa-
ticamente pelo programa SAP2000. 

A Figura 7.21 e a Figura 7.23 trazem os modelos com a discre-
tização da estrutura. Os modos de vibração e as frequências obtidas 
pelo Método dos Elementos Finitos estão mostradas na Figura 7.22 e 
Figura 7.24.

• Modelo com 46 m de altura.

Figura 7.21 – Estrutura 4: Modelo de 46 m por Elementos Finitos.
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(NLG diz respeito à não-linearidade geométrica e NLM à não-
-linearidade material)

Figura 7.22 – Estrutura 4: modelo de 46 m - modos naturais de 
vibração.

• Modelo com 40 m de altura.

Figura 7.23 – Estrutura 4: modelo com 40 m por Elementos Finitos.
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(NLG diz respeito à não-linearidade geométrica e NLM à não-
-linearidade material)

Figura 7.24 – Estrutura 4: modelo de 40 m - modos naturais de 
vibração.

7.4.3 Aplicação do método proposto

7.4.3.1 Definição dos parâmetros

Para esta estrutura devem ser observados: na fundação tre-
chos de comprimento 0,2 m e 5,80 m, diâmetros de 140 cm, 80 cm 
e um trecho de diâmetro variável, módulo de elasticidade E

1
 de 

12522 MPa e densidade ρ
1
 de 2500 kg/m3. Para a superestrutura 

trechos de comprimento de 6 m, 7 m e 27 m, seção circular va-
zada com espessuras de 15 cm e 13 cm; diâmetros externos de 
80 cm, 70 cm e um trecho variável, módulo de elasticidade E de 
18783 MPa e densidade do concreto ρ de 2600 kg/m3. Os módulos 
de elasticidade do concreto, incluindo-se a não-linearidade mate-
rial, passam a ser 14901 MPa e 22352 MPa, respectivamente para 
a fundação e para a superestrutura.
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Conforme descrito no item 7.4.1, a estrutura ainda suporta 
uma massa concentrada na extremidade superior, uma massa dis-
tribuída ao longo do seu comprimento e sua fundação está sujeita 
ação lateral do solo.

Ficam definidas as seguintes ordenas referentes às alturas 

na estrutura: L m1 0 2= , , L m2 6 0= , , L m3 12 0= , , L m4 19 0= , , 

L m5 46 0= , . Na base da fundação tem-se: D = 140cm1 , A D1 1
2

4
=
π

, 

I D1 1
4

64
=
π

. No fuste D = 80cm2 , A D2 2
2

4
=
π

, I D2 2
4

64
=
π

. O diâme-

tro do trecho variável entre a base e o fuste será obtido por interpola-

ção linear fazendo-se D x D D
L

x D1
2 1

1
1( ) = −

+  . Assim, a área e a inér-

cia da seção serão dadas por A x D x1
2

4
1( ) ( )=

π
 e I x D x1 1

4

64
( ) ( )=

π
.

Chamando de D
3
 e e

3
 o diâmetro externo e a espessura da seção 

inicial da superestrutura, tem-se: D = 80cm3  e e = 13cm3 . Logo, o 

diâmetro interno, a área e a inércia dessa seção são: d = D3 3 32- e , 

A D d3 3
2

3
2

4
= −( )π  e I D d3 3

4
3

4

64
= −( )π

. Analogamente, D5 , e5 , 

d5 , A5  e I5  são o diâmetro externo, a espessura, a área e a inér-

cia referente ao último segmento. Entre esses dois trechos há um de 

seção variável, de espessura igual à do segmento anterior (e e4 3= ), 

cujo diâmetro pode ser obtido por interpolação linear de maneira 

semelhante ao que foi feito na primeira variação, usando a expres-

são D x D D
L L

x L D4
4 3

4 3
3 3( ) = −

−
−( ) + . Portanto, d x D x e4 4 42( ) ( )= − , 

A x D x d x4 4
4

4
4

64
( ) ( ) ( )= −( )π

 e I x D x d x4 4
4

4
4

64
( ) ( ) ( )= −( )π

 são, 

respectivamente, o diâmetro interno, a área e a inércia variável da 
seção do trecho correspondente. 
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7.4.3.2 Cálculo da massa generalizada

A massa generalizada foi obtida por meio das seguintes integrais:

m m x x dxI

L

1
2

0

1

= ∫ ( ) ( )φ , com m x A A
L

AI ( ) = −
+









2 1

1
1 1ρ ;

m m x dxII
L

L

2
2

1

2

= ∫ φ( ) , com m AII = 2 1ρ ;

m m x dxIII
L

L

3
2

2

3

= ∫ φ( ) , com m A mIII e= +3ρ ;

m m x x dxIV
L

L

4
2

3

4

= ∫ ( ) ( )φ , com m A x mIV e= +4 ( )ρ  e 

A x D x d x4 4
2

4
2

4
( ) ( ) ( )= −( )π

;

e

m m x dxV
L

L

5
2

4

= ∫ φ( ) , com m A mV e= +5ρ

Nas expressões anteriores m
e
 representa a massa por unida-

de de comprimento proveniente da escada, cabos e esteiramento, 
sendo m

e
 = 40kg / m. Designando a massa distribuída generalizada 

por m
R
, tem-se

m mR i
i

=
=
∑

1

5

Com m
0
 igual a 1097,76 kg, representando a massa oriunda das 

antenas e demais corpos fixados ao topo da estrutura. A massa gene-
ralizada total fica, então:

M m mR= +0
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7.4.3.3 Cálculo da rigidez generalizada

7.4.3.4 Rigidez geométrica generalizada

Para calcular a rigidez geométrica generalizada foi preciso de-
terminar os esforços normais relativos aos trechos definidos na geo-
metria. Do topo para a base da estrutura têm-se:

F m g0 0= ,

F m gdxV
L

L

5

4

= ∫ ,

F m x gdxIV
L

L

4

3

4

= ∫ ( ) ,

F m gdxIII
L

L

3

2

3

= ∫ ,

F m gdxII
L

L

2
1

2

= ∫  e

F m x gdxI

L

1
0

1

= ∫ ( ) .

A força normal generalizada F será obtida pela soma de suas 
parcelas,

F Fi
i

=
=
∑

1

5

.

As rigidezes geométricas podem, por fim, serem calculadas pe-
las seguintes integrais:

K F m L x g d
dx

xg V
L

L

5 0

2

4

= + − 



















∫ ( ) ( )φ
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K F F m x L x g d
dx

xg IV
L

L

4 0 5 4

2

3

4

= + + − 



















∫ ( )( ) ( )φ

K F F F m L x g d
dx

xg III
L

L

3 0 5 4 3

2

2

3

= + + + − 



















∫ ( ) ( )φ

K F F F F m L x g d
dx

xg II
L

L

2 0 5 4 3 2

2

2

3

= + + + + − 



















∫ ( ) ( )φ

K F F F F F m x L x g d
dx

xg I
L

L

2 0 5 4 3 3 1

2

2

3

= + + + + + − 



















∫ ( )( ) ( )φ

A rigidez geométrica generalizada final K
g
 é

K Kg gi
i

=
=
∑

1

5

7.4.3.5 Rigidez elástica generalizada

As parcelas da rigidez elástica para os intervalos definidos na 
geometria são:

K E I x d
dx

x dx
L

01 1 1

2

2

2

0

1

=








∫ ( ) ( )φ

K E I d
dx

x dx
L

L

02 1 2

2

2

2

1

2

=








∫ φ( )

K EI d
dx

x dx
L

L

03 3

2

2

2

2

3

=








∫ φ( )
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K EI x d
dx

x dx
L

L

04 4

2

2

2

3

4

=








∫ ( ) ( )φ

K EI d
dx

x dx
L

L

05 5

2

2

2

4

=








∫ φ( )

E a rigidez elástica generalizada K0  é, portanto:

K K i
i

0 0
1

5

=
=
∑

7.4.3.6 Rigidez das molas generalizada 

Para explorar todos os recursos e avaliar a potencialidade do 

método proposto neste trabalho de pesquisa fez-se a introdução de 

molas distribuídas para representar o solo lateral. 

Chamando de k
s
 o fator de mola, cujo valor, para o caso especí-

fico, é k kN
ms = 2669 3 , as molas distribuídas, no primeiro e no segundo 

trecho do fuste, são dadas por k x k D xs1 1( ) ( )=  e k x k Ds2 2( ) = . A 

rigidez generalizada das molas, designada por K
m
, foi calculada por 

meio da seguinte expressão:

K k x x dx k x x dxm

L

L

L

= +∫ ∫1
2

0
2

2
1

1

2

( ) ( ) ( ) ( )φ φ

A rigidez generalizada K da estrutura pode então ser determi-

nada pela soma algébrica das parcelas calculadas nos subitens prece-

dentes, de forma que se obtém:

K K K Kg m= − +0
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7.4.3.7 Cálculo da frequência

Para o modelo de 46 m, o valor da frequência fundamental com 
a não-linearidade geométrica e material é de 0,145517 Hz. Uma análi-
se exclusivamente linear pelo método proposto fornece uma frequên-
cia para o primeiro modo de 0,218848 Hz.

Já para o modelo de 40 m, tem-se, com ambas as não-lineari-
dades, a frequência de 0,195532 Hz, e para o modelo exclusivamente 
linear, a frequência de 0,285602 Hz.

7.4.4 Ação do vento

7.4.4.1 Forças estáticas devidas ao vento

As forças estáticas devidas à ação do vento foram calculadas 
como descrito no item 6.1. Os parâmetros empregados na análise fo-
ram: fator topográfico S

1
 = 1,1; fator de rugosidade do terreno S

2
 cor-

respondente à categoria IV, classe B, calculado conforme a expressão 
(6.2) com os parâmetros p = 0,125, b = 0,85 e F

r 
= 0,98, presentes na 

Tabela 6.1; fator estatístico S
3
 = 1,1; velocidade básica do vento V

0 
= 

35 m/s e altura sobre o solo de 40 m.

7.4.4.2 Resposta dinâmica pelo modelo 
simplificado da NBR 6123/88

Na determinação da resposta dinâmica pelo modelo contínuo 
simplificado foram empregados os seguintes parâmetros: largura da 
edificação 0,723 m; altura da edificação de 46 m para o cálculo da 
frequência; categoria do terreno IV; velocidade básica 35 m/s; fatores 
estatísticos S

1
 e S

3
 iguais a 1,1.

A frequência fundamental foi obtida fazendo T
1
 = 0,02h (Tabela 

6.4), logo f
1 
= 1,086957 Hz. É interessante ressaltar que a frequência 

fundamental da estrutura, como calculada, ficou acima de 1 Hz, o que 
poderia induzir ao engenheiro a eximir-se do cálculo da resposta dinâ-
mica da estrutura, conforme previsto no capítulo 9 da NBR 6123/88.
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A forma modal obedeceu à expressão (6.6) com g igual a 2,7. 

Conhecida a velocidade de projeto e a frequência natural da estru-

tura, obteve-se a relação adimensional Vp/(f
1
L) de 0,013, o que leva, 

com uma taxa crítica de amortecimento z igual a 0,015, a um coefi-

ciente de amplificação dinâmica ξ de 1,131. 

No cálculo da resposta dinâmica com base no modelo contínuo 

simplificado da NBR 6123/88, com a inclusão da não-linearidade geo-

métrica e material, a relação adimensional Vp/(f
1
L) é de 0,115. Com 

os ábacos da NBR 6123/88, e para o mesmo amortecimento crítico, 

obtém-se ξ = 2,758. 

7.4.4.3 Resposta dinâmica pelo modelo discreto 
da NBR 6123/88

Calculando a frequência pelo Método dos Elementos Finitos en-

contra-se uma frequência para o modo fundamental de 0,216915 Hz. 

A relação adimensional Vp/(f
1
L) passa a ser 0,075, o que conduz a 

um fator de amplificação dinâmica ξ de 1,702, considerando o mesmo 

amortecimento crítico. 

Os parâmetros usados no cálculo da resposta dinâmica discreta, 

com a inclusão da não-linearidade geométrica e material, são descri-

to na análise simplificada não-linear, apresentados no item anterior. 

Para os modos de 2 a 5 os fatores de amplificação dinâmica, dadas 

as frequências apresentadas na Figura 7.22, são, respectivamente: 

1,796; 1,492; 1,321; 1,321.

7.4.5 Análise dos resultados

As diferenças no valor do esforço normal entre o método 

proposto e o Método dos Elementos Finitos, nas posições de inte-

resse definidas na geometria da estrutura, podem ser encontrada 

na Tabela 7.18.
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Tabela 7.18 – Estrutura 4: esforço normal.

L Proposto MEF Diferença

(m) (kN) (kN) Absoluta (%)

46,00 10,758048 10,758048 0,0000 0,0000000

19,00 181,493643 181,493637 0,0000 0,0000034

12,00 234,667745 234,667737 0,0000 0,0000035

6,00 283,847697 283,847687 0,0000 0,0000035

0,20 355,274947 355,274935 0,0000 0,0000036

0,00 360,277934 360,277921 0,0000 0,0000036

A frequência do primeiro modo, obtida pelo método propos-
to, como descrito no item 7.4.3, foi de 0,145517 Hz. Quando calcula-
da pelo Método dos Elementos Finitos essa mesma frequência é de 
0,141285 Hz, o que corresponde a uma diferença de apenas 2,99%. 
Um cálculo simplificado pelo método proposto pôde ser feito utilizan-
do-se as propriedades geométricas e materiais da estrutura de forma 
ponderada. Assim, mantendo-se a rigidez elástica das molas na for-
mulação, encontra-se um valor de 0,115210 Hz, o que representa uma 
diferença de 20,83% em relação ao cálculo exato; de 18,46% em rela-
ção ao mesmo modelo pelo MEF e de 89,40% em relação à prescrição 
da NBR 6123/88.

No entanto, para usar diretamente a expressão (4.19) é preci-
so considerar a estrutura simplesmente engastada na superfície do 
terreno. Com essa hipótese, o cálculo simplificado pelo método pro-
posto, incluindo a não-linearidade do concreto, conduz à frequência 
de 0,195532 Hz, distante 34,37% do valor anterior. Pelo MEF, com o 
modelo correspondente, obtém-se 0,205239 Hz, o que significa uma 
diferença de 4,73%, e pela NBR 6123/88 encontra-se 1,25 Hz, repre-
sentando uma diferença de 84,36%.
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Acompanhando os resultados já encontrados para as estru-

turas anteriores, os valores críticos para resposta dinâmica da 

estrutura sob ação do vento encontram-se na comparação entre 

o modelo estático e o modelo dinâmico discreto simplificado não-

-linear. A diferença do momento fletor na estrutura entre essas 

duas análises atinge o valor máximo de 53%. 

Já a resposta dinâmica obtida com o modelo simplificado 

conduz ao momento máximo 1,18 vezes maior do que o encontra-

do nos cálculos com o modelo de forças estáticas.

Nas análises discretas não-lineares segue-se com uma pe-

quena influência da contribuição dos modos de vibração acima 

do fundamental. Quando computadas as contribuições do vento 

médio e as flutuações do 1° ao 5° modos surge uma diferença de 

0,01%, portanto desprezível, em relação à combinação que leva 

em conta apenas a ação do vento médio com a contribuição do 

primeiro modo de vibração. 

As flutuações resultantes do primeiro modo de vibração 

são as que aportam maior contribuição na resposta da estrutu-

ra, representando 60% do valor total.  Analisando os resultados 

obtidos na resposta dinâmica dos modelos discretos, linear e 

não-linear, observa-se uma diferença na frequência do primeiro 

modo de 35 % e no fator de amplificação dinâmica de 8,06%. 

Com isso, o momento fletor máximo na estrutura ficou acrescido 

de 38,99 kNm, o que equivale a uma força de 1 kN aplicada no 

topo. Na Tabela 7.19 constam os resultados da análise dinâmica 

discreta não-linear. 

A diferença entre a análise discreta não-linear e análise das 

forças estáticas, ou modelo estático, é de 8,33%, o que reduz a 

capacidade da estrutura em possuir área de exposição ao vento, 

uma vez que seu projeto foi realizado com os esforços do vento 

sendo computados pelo último processo.

A Tabela 7.20 resume os valores dos momentos na estrutu-

ra devidos à ação do vento das análises descritas anteriormente, 

comparando-as ao modelo estático.



281Alexandre de Macêdo Wahrhaftig

Tabela 7.19 – Estrutura 4: momentos da análise discreta não-
linear (z = 0,015).

z
Vento 
Médio

Flutuações

Modo1 Modo 2 Modo 3 Modo 4 Modo 5

(m) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm)

40 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

39 6,23 2,76 0,32 0,54 0,30 0,28

38 12,78 6,72 0,76 1,28 0,69 0,62

37 19,65 11,86 1,31 2,15 1,13 0,97

36 26,84 18,12 1,95 3,11 1,56 1,28

35 34,35 25,47 2,66 4,10 1,96 1,51

34 42,16 33,86 3,43 5,07 2,28 1,62

33 50,28 43,25 4,23 5,97 2,51 1,60

32 58,71 53,61 5,06 6,77 2,61 1,44

31 67,43 64,88 5,89 7,44 2,58 1,16

30 76,44 77,04 6,70 7,93 2,42 0,78

29 85,74 90,03 7,49 8,23 2,12 0,33

28 95,33 103,82 8,24 8,32 1,72 0,15
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z
Vento 
Médio

Flutuações

Modo1 Modo 2 Modo 3 Modo 4 Modo 5

(m) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm)

27 105,19 118,36 8,93 8,19 1,22 0,61

26 115,33 133,63 9,55 7,85 0,66 1,01

25 125,74 149,57 10,10 7,29 0,07 1,31

24 136,42 166,16 10,55 6,53 0,53 1,49

23 147,35 183,34 10,91 5,59 1,09 1,52

22 158,55 201,10 11,16 4,49 1,58 1,41

21 169,99 219,37 11,30 3,27 1,97 1,17

20 181,68 238,15 11,32 1,95 2,25 0,81

19 193,60 257,38 11,22 0,58 2,39 0,38

18 205,76 277,03 11,00 0,80 2,39 0,09

17 218,15 297,07 10,65 2,16 2,24 0,55

16 230,76 317,48 10,17 3,46 1,96 0,97

15 243,59 338,21 9,57 4,67 1,55 1,29

14 256,63 359,24 8,85 5,74 1,05 1,50
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z
Vento 
Médio

Flutuações

Modo1 Modo 2 Modo 3 Modo 4 Modo 5

(m) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm)

13 269,87 380,54 8,02 6,65 0,47 1,57

12 283,31 402,09 7,06 7,36 0,15 1,49

11 296,94 423,90 5,99 7,85 0,78 1,26

10 310,75 445,93 4,80 8,09 1,39 0,91

9 324,75 468,17 3,50 8,07 1,93 0,45

8 338,92 490,59 2,09 7,77 2,38 0,06

7 353,25 513,17 0,60 7,21 2,70 0,58

6 367,75 535,90 0,99 6,38 2,87 1,06

5 382,39 558,75 2,65 5,30 2,88 1,45

4 397,18 581,71 4,38 3,99 2,72 1,72

3 412,09 604,75 6,16 2,46 2,39 1,83

2 427,07 627,86 7,99 0,76 1,90 1,78

1 442,11 651,02 9,86 1,09 1,27 1,55

0 457,20 674,22 11,76 3,06 0,51 1,15
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No gráfico da Figura 7.25 podem ser encontrados os resultados 

obtidos para a ação do vento sobre a estrutura. No traço mais infe-

rior estão os valores do momento para a análise estática. Os traçados 

superiores subsequentes correspondem aos valores das análises di-

nâmicas discretas. Logo acima se encontram as curvas das análises 

dinâmicas simplificadas, linear e não-linear.

Figura 7.25 – Ação do vento na estrutura 4 (z = 0,015).

As formas modais da NBR 6123/88, do Método dos Elementos 

Finitos e do Método proposto constam na Figura 7.26(a).

Uma melhor aproximação à forma modal não-linear é conse-

guida substituindo-se o expoente da expressão (6.6) por 1,77; tendo 

em vista que a curva definida com esse novo expoente oferece uma 

menor diferença entre seus pontos e os da curva da forma modal não-

-linear, como pode ser observado na  Figura 7.26(b)

O expoente sugerido anteriormente distancia-se 34% do valor 

do recomendado pela NBR 6123/88.
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Figura 7.26 – Estrutura 4 – comparativo das formas modais: (a) 
usada na análise, (b) sugerida.

Ter-se-ia, entretanto, um panorama mais crítico que o anterior 
caso se adotasse uma razão de amortecimento crítico de 0,01. Nesse 
caso, o modelo dinâmico simplificado linear seria o correspondente à 
forma modal com expoente de 1,7 na Eq. (6.6), e essa opção levaria 
o período de oscilação do primeiro modo a ser calculado usando 1,5% 
da altura da estrutura, o que forneceria a frequência fundamental de 
0,69 Hz. Nessa situação as flutuações do primeiro modo responderiam 
por 70% da resposta dinâmica da estrutura, quando superposta à con-
tribuição do vento médio.
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Seguindo-se com a análise para essa condição, a diferença pro-
duzida entre o valor do momento fletor máximo, do modelo discreto, 
do primeiro ao quinto modo, com as considerações não-lineares, tan-
to material quanto geométrica, chegariam a superar em 1,41 a análi-
se das forças estáticas. E seria superior em 4,28% à análise discreta 
linear ao computar-se apenas o primeiro modo. Os resultados podem 
ser vistos na Tabela 7.22, na Tabela 7.23 e no gráfico da Figura 7.27.

Tabela 7.21 – Estrutura 4: momentos da análise discreta não-
linear (z = 0,01).

z
Vento 
Médio

Flutuações

Modo1 Modo 2 Modo 3 Modo 4 Modo 5

(m) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm)

40 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

39 6,23 4,13 0,48 0,82 0,45 0,41

38 12,78 10,08 1,14 1,92 1,04 0,93

37 19,65 17,79 1,97 3,23 1,69 1,46

36 26,84 27,18 2,93 4,66 2,34 1,92

35 34,35 38,20 4,00 6,14 2,94 2,26

34 42,16 50,79 5,15 7,60 3,42 2,43

33 50,28 64,88 6,35 8,96 3,76 2,40

32 58,71 80,41 7,59 10,16 3,91 2,16

31 67,43 97,32 8,83 11,15 3,87 1,74

30 76,44 115,55 10,05 11,89 3,62 1,17
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z
Vento 
Médio

Flutuações

Modo1 Modo 2 Modo 3 Modo 4 Modo 5

(m) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm)

29 85,74 135,04 11,24 12,34 3,19 0,49

28 95,33 155,72 12,35 12,48 2,58 0,22

27 105,19 177,55 13,39 12,29 1,83 0,91

26 115,33 200,44 14,33 11,77 0,99 1,51

25 125,74 224,36 15,15 10,93 0,10 1,96

24 136,42 249,24 15,83 9,79 0,79 2,23

23 147,35 275,02 16,37 8,38 1,63 2,28

22 158,55 301,64 16,74 6,73 2,37 2,12

21 169,99 329,06 16,95 4,90 2,96 1,75

20 181,68 357,22 16,98 2,93 3,38 1,22

19 193,60 386,07 16,83 0,88 3,59 0,57

18 205,76 415,55 16,49 1,20 3,58 0,13

17 218,15 445,61 15,97 3,24 3,36 0,83

16 230,76 476,22 15,26 5,20 2,94 1,45

15 243,59 507,31 14,36 7,00 2,33 1,94
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z
Vento 
Médio

Flutuações

Modo1 Modo 2 Modo 3 Modo 4 Modo 5

(m) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm)

14 256,63 538,85 13,28 8,61 1,57 2,25

13 269,87 570,80 12,02 9,97 0,70 2,35

12 283,31 603,14 10,59 11,05 0,23 2,24

11 296,94 635,85 8,98 11,78 1,18 1,89

10 310,75 668,90 7,19 12,14 2,08 1,36

9 324,75 702,25 5,24 12,10 2,90 0,68

8 338,92 735,88 3,14 11,66 3,57 0,09

7 353,25 769,76 0,89 10,81 4,05 0,87

6 367,75 803,85 1,48 9,57 4,31 1,59

5 382,39 838,13 3,97 7,95 4,32 2,18

4 397,18 872,57 6,57 5,98 4,08 2,58

3 412,09 907,13 9,24 3,70 3,59 2,75

2 427,07 941,79 11,99 1,15 2,86 2,67

1 442,11 976,53 14,79 1,63 1,91 2,32

0 457,20 1011,33 17,64 4,59 0,77 1,72
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Figura 7.27 – Ação do vento na estrutura 4 (z = 0,01).

A forma modal obtida pelo expoente da Eq. (6.6), aproxima-se 
bem da forma modal do modelo não-linear pelo MEF e da função pro-
posta neste trabalho, como apresentado na Tabela 7.29.

Figura 7.28 – Formas modais.
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7.5 ESTRUTURA 5 – POSTE METÁLICO DE 30 M 

Para a estrutura que se apresenta nesta seção, cabe destacar a 

investigação experimental de campo que foi realizada para a obten-

ção da frequência de fundamental da estrutura, realizada por meio da 

aquisição de uma série temporal de dados experimentais, cujo intuito 

foi aferir a solução proposta nesta Tese. O resultado obtido está des-

crito no item 7.5.2

7.5.1 Dados e geometria

Esta estrutura é um poste metálico troncônico com diâmetro 

superior igual a 52 cm e diâmetro inferior de 82 cm. Destina-se ao 

suporte do sistema irradiante do sinal de telefonia móvel celular. Pos-

sui 30 metros de altura e seção circular vazada de diâmetro externo 

(fext) e espessura (e) variáveis com a altura. Está instalada na cida-

de de Aracajú, Sergipe.

Os dados da estrutura foram coletados no campo, tendo os di-

âmetros sido medidos com trena metálica e a espessura do copo com 

aparelho de ultra-som. Para um mesmo tramo vertical foram feitas 

diversas medidas da espessura, obtendo-se uma média relativa ao tre-

cho. A união dos segmentos do corpo do poste é formada pelo encaixe 

sucessivo, por sobreposição e aparafusamento, das partes metálicas. 

Cada trecho sobreposto possui 20 cm de extensão. Na região dessas 

emendas, a espessura da seção transversal corresponde à soma das 

medidas feitas fora da zona de sobreposição. Na Tabela 7.23 e na Fi-

gura 7.29 podem ser encontradas as propriedades e a discretização 

utilizadas para modelar a estrutura. A esbeltez da estrutura é de 256.

A estrutura suporta duas plataformas de trabalho; uma situa-

da a 20 m de altura e a outra na extremidade superior. Há ainda um 

conjunto de antenas localizadas a 27 m da base e fixadas ao corpo do 

poste por meio de suportes metálicos. As plataformas e os suportes 

obedecem à composição presente na Tabela 7.24, onde f designa o 

diâmetro da plataforma. 
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Tabela 7.23 – Estrutura 5: dados da estrutura e discretização do 
modelo.

cota fext e cota fext e cota fext e

(m) (cm) (cm) (m) (cm) (cm) (m) (cm) (cm)

30,00 52,00 0,60 20,00 62,00 0,60 10,00 72,00 0,76

29,00 53,00 0,60 19,00 63,00 0,60 9,00 73,00 0,76

28,00 54,00 0,60 18,10 63,90 0,60 8,00 74,00 0,76

27,00 55,00 0,60 17,90 64,10 0,60 7,00 75,00 0,76

26,00 56,00 0,60 17,00 65,00 0,60 6,10 75,90 0,76

25,00 57,00 0,60 16,00 66,00 0,60 5,90 76,10 0,76

24,10 57,90 0,60 15,00 67,00 0,60 5,00 77,00 0,76

23,90 58,10 0,60 14,00 68,00 0,60 4,00 78,00 0,76

23,00 59,00 0,60 13,00 69,00 0,60 3,00 79,00 0,76

22,00 60,00 0,60 12,10 69,90 0,60 2,00 80,00 0,76

21,00 61,00 0,60 11,90 70,10 0,76 1,00 81,00 0,76

0,00 82,00 0,76
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Tabela 7.24 – Estrutura 5: composição da plataforma e suporte.

Plataforma f = 2,5 m Massa (kg)

Chapa piso 116

Chapa lateral piso 46

Perfil U 150x12,2 – Guarda-Corpo 96

Cantoneira L 102x76x6,4 – Guarda-Corpo 68

Cantoneira L 102x76x6,4 - Transversais – Guarda-Corpo 77

Cantoneira L102x76x6,4 – Suporte do piso 43

Anel inferior da plataforma 14

Emendas 3

Parafusos do Guarda-Corpo 5

Cantoneira L 152x102x9,5 - Suporte inferior da plataforma 33

Total = 500

Conjunto suporte para antena Massa (kg)

Tubo f = 1´ (25,4 mm) 6

Cantoneira (L203x152x19) 50

Grampos U (f =1´) 1

Chapa de topo 1

Total = 58
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O levantamento feito no local revelou a presença de antenas de 
micro-ondas (MW) e de rádio-frequência (RF), que estão relacionadas 
juntamente com os demais acessórios da estrutura na Tabela 7.25. As in-
formações relativas às antenas foram retiradas do catálogo do fabricante.

Todos os dispositivos mencionados anteriormente representam 
massas e forças concentradas adicionais à da estrutura, compostas con-
forme disposto na Tabela 7.25. A Tabela 7.26 apresenta os parâmetros 
estruturais e dos dispositivos existentes para o cálculo da ação do vento, 
o peso específico do material da estrutura, o carregamento axial distri-
buído e o localizado.

Tabela 7.25 – Estrutura 5: composição das massas nodais 
localizadas.

Dispositivo
Massa

1ª Plat 
(20m)

Suporte 
(27m)

2 ª Plat 
(30m)

(kg/
unid)

Qtde (kg) Qtde (kg) Qtde (kg)

Antena RF 2,6 m 19 2 37 3 56 1 19

Antena RF 1,23 m 4 1 4 0 0 1 4

Antena MW 19 2 38 0 0 0 0

Plataforma 500 1 500 0 0 1 500

Suporte para 
antenas

58 6 345 3 173 6 345

tubos f = 1´ 
(25,4 mm) 
(Balizador)

6 0 0 0 0 1 6

tubos f = 3/4´ 
(19 mm) (PR)

6 0 0 0 0 1 6

Total (kg) =  924  228 880

(PR = Pára-raios, MW = Micro-ondas, RF = rádio-frequência, 
Plat. = Plataforma)
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Tabela 7.26 – Estrutura 5: carregamento axial localizado e 
características dos dispositivos.

Dispositivo
Área 

frontal
Ca Cota

Peso, peso 
distribuído ou 

peso

Poste Variável 0,6 de 0 a 30 m 77 kN/m3

Escada 0,05 m2/m 2,0 de 0 a 30 m 0,15 kN/m

Cabos 0,15 m2/m 1,2 de 0 a 30 m 0,25 kN/m

1ª Plataforma 2,60 m2 2,0

20 m 9,06 kN
Antenas da 1ª 

plataforma 1,99 m2 1,0

Antenas 
intermediárias 2,11 m2 1,0

27 m 2,24 kN

Suportes 
intermediários 0,56 m2 2,0

2 ª Plataforma 2,36 m2 2,0

30 m 8,63 kN
Antenas da 2 ª 

plataforma 0,90 m2 1,0

(Ca = Coeficiente de arrasto)

A geometria da estrutura e os dispositivos existentes foram 

esquematicamente representados na Figura 7.29. Da Figura 7.30 à 

Figura 7.36 são apresentadas imagens fotográficas do corpo, do car-

regamento instalado e do entorno da estrutura. A Figura 7.29 mostra 

detalhe da base da estrutura.
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Figura 7.29 – Estrutura 5: geometria - Medidas em centímetro.
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Figura 7.30 – Estrutura 5. Vista fotográfica geral.

Figura 7.31 – Estrutura 5: Corpo da estrutura e carregamento.

Figura 7.32 – Estrutura 5: detalhe das antenas instaladas.
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Figura 7.33 – Estrutura 5: entorno da estrutura.

Figura 7.34 – Estrutura 5: detalhe da base.
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7.5.2 Investigação experimental da frequência 
natural de vibração da estrutura

A investigação da frequência natural da estrutura, sob excitação 

ambiente, foi realizada utilizando acelerômetro do tipo piezoresistivo, 

fabricado pela Bruel & Kjaer, com resposta DC, com sensibilidade de 

1021 mV/g, com cabo integrado, capaz de medir acelerações entre 

±2 g. Esse dispositivo foi fixado à superfície da extremidade superior 

do poste, conforme se vê na Figura 7.35.

Figura 7.35 – Estrutura 5: instrumentação.

A aquisição dos dados foi feita pelo sistema ADS2000, 

AdDados, da Lynx informática, que estava conectado a um mi-

crocomputador portátil para gravação dos sinais. Os equipamen-

tos foram conduzidos ao alto do poste, onde foram depositados 

sobre a superfície da plataforma de trabalho, conforme pode ser 

visto na Figura 7.36, e protegidos das intempéries. O sistema de 

energia elétrica da estação serviu como fonte para alimentar os 

equipamentos eletrônicos.
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Figura 7.36 – Estrutura 5: sistema instalado na estrutura para 
aquisição dos dados.

A aquisição dos sinais foi realizada com taxa de 50 Hz e teve 
duração de 40 h 33 min 22 s, iniciando-se no dia 11 de dezembro de 
2007, às 18 h 30 min 23 s. A série temporal da aceleração pode ser 
vista na Figura 7.37.

Percebeu-se que a estrutura estava sob suficiente excitação do 
vento, tendo inclusive ocorrido chuva e ventos fortes durante o perí-
odo em que foi instrumentada. 

A frequência fundamental da estrutura foi obtida a partir da 
série temporal da aquisição dos sinais pela Transformada de Fou-
rier (FFT) no programa AqDAnalysis 7.02. O resultado obtido foi de 
0,53 Hz. Na Figura 7.38 encontra-se a análise do sinal no domínio da 
frequência.
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Figura 7.37 – Estrutura 5: série temporal de aceleração.

Figura 7.38 – Estrutura 5: sinal no domínio da frequência.
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7.5.3 Modelagem por Elementos Finitos

A modelagem por Elementos Finitos acompanhou os critérios 

já utilizados nas estruturas precedentes. No entanto, há um impor-

tante detalhe que aparece na discretização deste modelo. As regiões 

de ligações foram tratadas como elementos de barra de seção variável 

de 0,2 m de comprimento e espessura correspondente à soma das 

espessuras das seções que estavam imediatamente acima e abaixo da 

zona de emenda.

Na Figura 7.39 se encontra o modelo em Elementos Finitos. 

com uma vista tridimensional, uma lateral e a discretização da es-

trutura que conta com 40 elementos de barra. Os modos de vibração 

e as frequências obtidas pelo Método dos Elementos Finitos são as 

constantes na Figura 7.40.

(NLG = Não-Linearidade Geométrica)

Figura 7.39 – Estrutura 5: modelo por Elementos Finitos.
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Figura 7.40 – Estrutura 5: modos naturais de vibração.

7.5.4 Aplicação do método proposto

7.5.4.1 Definição dos parâmetros

Os dados para aplicação do método são:

• módulo de elasticidade: E = 205 GPa,

• densidade do aço: ρ = 7850 kg/m3,

• massa concentrada no topo: m
0
 = 880 kg;

• massa concentra a 27 m da altura: m
10

 = 228 kg;

• massa concentrada a 20 m de altura: m
11

 = 924 kg;

• massa distribuída: m
e
 = 40 kg/m.

Em toda a estrutura o diâmetro externo varia linearmente com 
a altura seguindo a expressão

D x D D
L

x D( ) = −
+9 0

0
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onde D
9
 é o diâmetro da extremidade superior e D

0
 é o diâmetro 

da extremidade inferior.

As ordenadas e as espessuras das seções, dos trechos de inte-
resse definidos na geometria são as seguintes.

Na base, quando x = 0 , tem-se: D = 82 cm0 , e = 0,76cm1 .

No primeiro segmento, da base do poste até L m1 5 90= ,  , tem-
-se e = 0,76cm1 .

No segundo segmento, entre L1  e L m2 6 10= ,  , define-se 
e = 1,52 cm2 .

No terceiro segmento, entre L2  e L m3 11 90= ,  , tem-se 

e = 0,76 cm3 . 

No quarto segmento, entre L3  e L m4 12 10= ,  , tem-se 
e = 1,52 cm4 .

No quinto segmento, entre L4  e L m5 17 90= ,  , tem-se 
e = 0,60 cm5 .

No sexto segmento, entre L5  e L m6 18 10= ,  , tem-se 

e = 1,20 cm6 .

No sétimo segmento, entre L6  e L m7 23 90= ,  , tem-se 
e = 0,60 cm7 .

No oitavo segmento, entre L7  e L m8 24 10= ,  , tem-se 
e = 0,60 cm8 .

No nono segmento, entre L8  e L m= 30 00,  , tem-se 
e = 0,60 cm9 .

As propriedades geométricas, como diâmetro interno, área e 
momento de inércia das seções, foram obtidas com as seguintes ex-
pressões gerais:

d x D x ei i( ) ( )= − 2
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A x D x d xi i( ) ( ) ( )= −( )π
4

2 2

I x D x d xi i( ) ( ) ( )= −( )π
64

4 4

onde i caracteriza o segmento analisado.

7.5.4.2 Cálculo da massa generalizada

A massa generalizada oriunda das massas distribuídas de cada 
segmento, foi calculada fazendo-se

m m x x dxi
L

L

i

i

=
−

∫ ι φ( ) ( )2

1

, com m x A x mi eι ρ( ) ( )= +

com i, i = 1, 2...9.

E a generalização das massas concentradas foi obtida por

m m xX10 10
2= φ( ) , com x m10 27 00= ,  ;

m m xXI11 11
2= φ( ) , com x m11 20 00= ,  ;

A massa distribuída generalizada fica então

m mR i
i

=
=
∑

1

11

E a massa generalizada total

M m mR= +0
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7.5.4.3 Cálculo da rigidez generalizada

Rigidez geométrica generalizada

Os esforços normais concentrados são dados por:

F m g0 0= ,

F m gXI11 =

F m gX10 =

E as forças normais devidas a massa distribuída dos segmentos, por

F m x gdxi
L

L

i

i

=
−

∫ ι ( )
1

A força normal generalizada é, então:

F Fi
i

=
=
∑

0

11

.

Com isso as parcelas das rigidezes geométricas foram calcula-
das pelas seguintes expressões:

K F F m x L x g d
dx

xg IX
L

L

9 0 10

2

8

= + + − 



















∫ ( )( ) ( )φ ,

K F F F m x L x g d
dx

xg VIII
L

L

8 0 10 9 8

2

7

8

= + + + − 



















∫ ( )( ) ( )φ ,

que se repete para os demais segmentos, de forma que se pode 
escrever
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K F F m x L x g d
dx

xgi i
i

i
L

L

i

i

= + + − 



















+
+
∑

−

0 1
1

10 2

1

ι φ( )( ) ( )∫∫

Assim, a rigidez geométrica generalizada total é:

K Kg gi
i

=
=
∑

1

11

7.5.4.3.1 Rigidez elástica generalizada

Analogamente à rigidez geométrica, calcularam-se as parcelas 
das rigidezes convencionais generalizadas por

K EI x d
dx

x dxi i
L

Li

i

0

2

2

2

1

=










−

∫ ( ) ( )φ
,

e a rigidez elástica generalizada pelo somatório

K K i
i

0 0
1

11

=
=
∑

7.5.5 Cálculo da frequência

As frequências do primeiro modo de vibração da estrutura cal-
culadas pelo método proposto neste trabalho são: modelo linear = 
0,550271 Hz e modelo não-linear = 0,537826 Hz.

7.5.6 Ação do vento

7.5.6.1 Forças estáticas devidas ao vento

As anotações existentes na placa de identificação da estação 
indicam os parâmetros empregados na determinação das forças es-
táticas devidas a ação do vento e utilizados no dimensionamento da 
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estrutura, que são: fator topográfico S
1
 = 1,0; fator de rugosidade do 

terreno S
2
 correspondente à categoria II, classe B; fator estatístico S

3
 

= 1,1; velocidade básica do vento V
0 
= 30 m/s. 

7.5.6.2 Resposta dinâmica pelo modelo 
simplificado da NBR 6123/88

Os parâmetros usados na determinação da resposta dinâmica 
pelo modelo contínuo simplificado da NBR 6123/88 foram os seguin-
tes: largura da edificação 0,670 m, altura da edificação 30 m, categoria 
do terreno, velocidade básica do vento e fatores estatísticos como 
descrito no item anterior.

Para o cálculo da frequência recorreu-se à recomendação con-
tida na Tabela 6.4 (Tabela 19 da NBR 6123/88). Com a expressão 

0,29 h - 0,4  obtém-se uma frequência do modo fundamental igual a 

0,841471 Hz, um resultado distante 35,37% do calculado linearmen-
te pelo Método dos Elementos Finitos e distante 36,08% do cálculo 
desenvolvido pelo método proposto. Com esse resultado, a relação 
adimensional Vp/(f

1
L) torna-se igual a 0,010. Adotando a taxa de 

amortecimento crítico z igual a 0,015 chega-se a um coeficiente de 
amplificação dinâmica ξ de 1,926. A forma de vibração do primeiro 
modo sugerida pela NBR6123/88 tem, para a correspondente expres-
são da frequência, o expoente da expressão (6.6) igual 1,7.

A segunda avaliação, usando o modelo simplificado da NBR 
6123/88, feita sob não-linearidade geométrica, teve como ponto de 
partida a frequência de 0,531970 Hz. Com isso, a relação adimensio-
nal Vp/(f

1
L) fica em 0,024, o que conduziu a um fator de amplificação 

dinâmica ξ = 2,180.

7.5.6.3 Resposta dinâmica pelo modelo discreto 
da NBR 6123/88

A resposta dinâmica pelo modelo dinâmico discreto linear foi 
calculada com base na frequência e parâmetros citados no item prece-
dente. Para esse procedimento de cálculo, a relação adimensional Vp/
(f

1
L) foi de 0,023 e o coeficiente de amplificação dinâmica de 2,158.
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O cálculo da resposta dinâmica com a inclusão da não-linearida-
de geométrica foi feito levando-se em conta as contribuições até o 5º 
modo de vibração.  Para o primeiro modo a relação adimensional e o 
coeficiente de amplificação dinâmica constam no item anterior. Para 
os modos de 2 a 5, a relação adimensional e o coeficiente de ampli-
ficação dinâmica são, respectivamente, 0,004 e 1,634; 0,001 e 1,508; 
0,001 e 1,463; 0,0005 e 1,444.

7.5.7 Análise dos resultados

Os esforços normais na estrutura pelo método proposto e pelo 
Método dos Elementos Finitos podem ser vistos na Tabela 7.27.

Tabela 7.27 – Estrutura 5: esforço normal.

L Proposto MEF Diferença

(m) (kN) (kN) Absoluta (%)

30,00 8,624000 8,624000 0,0000 0,000000

24,10 17,820587 17,820587 0,0000 -0,000001

23,90 18,228409 18,228409 0,0000 -0,000001

18,10 34,636570 34,636570 0,0000 -0,000001

17,90 35,079190 35,079190 0,0000 -0,000001

12,10 42,936723 42,936724 0,0000 -0,000001

11,90 43,518196 43,518196 0,0000 -0,000001

6,10 53,486859 53,486860 0,0000 -0,000001

5,90 54,112409 54,112410 0,0000 -0,000001

0,00 64,908508 64,908509 0,0000 -0,000001



321Alexandre de Macêdo Wahrhaftig

A frequência do primeiro modo de vibração obtida pelo método 
proposto, sem a consideração da não-linearidade geométrica, foi de 
0,550271 Hz e pelo Método dos Elementos Finitos, de 0,543873 Hz, 
apresentando uma diferença de 1,18%. Pela expressão adotada da 
NBR 6123/88, essa frequência corresponde a 0,841471 Hz.

A diferença entre a frequência fundamental do modelo não-li-
near, calculada pelo método proposto de 0,537826 Hz, e a obtida pelo 
MEF de 0,531972 Hz, é de 1,10%. Ambas as frequências coincidem, 
com a frequência medida experimentalmente, o que valida a aplica-
ção da solução proposta nesta Tese.

Verificou-se bom ajustamento da forma de vibração adotada 
pelo método proposto e a do modelo não-linear do MEF.

A frequência calculada pela aproximação do método proposto, 
usando a expressão (4.21),  foi de 0,408091 Hz, apresentando uma di-
ferença de 24,12 % em relação ao valor exato do método e de 36,08% 
em relação ao resultado obtido segundo a expressão sugerida pela 
NBR6123/88.

Os resultados críticos da ação do vento são encontrados na 
comparação entre a análise estática e a análise pelo modelo dinâmico 
discreto não-linear, quando a análise não-linear supera a análise está-
tica em 1,56 vezes (55,69 %). 

A análise dinâmica discreta linear fica 54,67% acima da análise 
estática. Já as resposta dinâmicas obtida com os modelos simplifica-
dos guardam entre si uma diferença de 8,47%, com superioridade da 
análise não-linear.

Comparando os resultados obtidos pelas análises discretas não-
-lineares, verifica-se novamente uma pequena influência da contribui-
ção dos modos de vibração que estão acima do fundamental, resul-
tando uma diferença de 0,01% entre a resposta dinâmica da estrutura 
com a consideração exclusiva do primeiro modo e a combinação que 
inclui também as contribuições do 2º modo.

Na resposta dinâmica da estrutura com superposição das con-
tribuições do vento médio com as flutuações devidas ao primeiro 
modo de vibração, as flutuações do 1º modo são responsáveis por 66% 
da resposta dinâmica total da estrutura, conforme pode ser visto na 
Tabela 7.28.
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A diferença entre a frequência fundamental do modelo linear 
e a do modelo não-linear, de 2,19%, elevou o coeficiente de ampli-
ficação dinâmica em 1,02%. Com isso, o momento fletor máximo na 
estrutura foi acrescido de 4,99 kNm, uma diferença de 0,65%.

A Tabela 7.29 traz o valor dos momentos máximos devidos à ação 
do vento das análises realizadas, comparando-as ao modelo estático. 

Tabela 7.28 – Estrutura 5: momentos fletores da análise 
discreta não-linear.

z
Vento 
Médio

Flutuações

Modo1 Modo 2 Modo 3 Modo 4 Modo 5

(m) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm)

30,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

29,00 2,61 6,78 0,47 0,26 0,28 0,08

28,00 5,46 14,35 0,99 0,53 0,56 0,16

27,00 8,55 22,70 1,54 0,79 0,79 0,21

26,00 13,27 33,15 2,13 0,97 0,81 0,18

25,00 18,23 44,29 2,71 1,11 0,74 0,11

24,10 22,91 54,88 3,23 1,20 0,61 0,03

23,90 23,98 57,31 3,34 1,21 0,57 0,01

23,00 28,98 68,57 3,82 1,23 0,35 0,08
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z
Vento 
Médio

Flutuações

Modo1 Modo 2 Modo 3 Modo 4 Modo 5

(m) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm)

22,00 34,77 81,64 4,32 1,20 0,06 0,17

21,00 40,80 95,23 4,77 1,11 0,26 0,24

20,00 47,07 109,32 5,16 0,97 0,58 0,29

19,00 56,06 127,10 5,03 0,56 0,65 0,16

18,10 64,37 143,45 4,86 0,18 0,68 0,03

17,90 66,25 147,13 4,81 0,09 0,68 0,01

17,00 74,86 163,91 4,55 0,29 0,64 0,11

16,00 84,66 182,88 4,20 0,70 0,55 0,22

15,00 94,69 202,16 3,77 1,06 0,39 0,28

14,00 104,95 221,71 3,26 1,37 0,20 0,30

13,00 115,44 241,50 2,69 1,60 0,02 0,26

12,10 125,07 259,50 2,12 1,74 0,22 0,19

11,90 127,24 263,52 1,99 1,76 0,27 0,17
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z
Vento 
Médio

Flutuações

Modo1 Modo 2 Modo 3 Modo 4 Modo 5

(m) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm) (kNm)

11,00 137,16 281,75 1,35 1,79 0,45 0,06

10,00 148,40 302,18 0,57 1,71 0,61 0,08

9,00 159,84 322,77 0,26 1,53 0,72 0,21

8,00 171,50 343,49 1,15 1,24 0,75 0,32

7,00 183,36 364,31 2,07 0,85 0,71 0,38

6,10 194,20 383,11 2,93 0,44 0,60 0,39

5,90 196,64 387,30 3,12 0,33 0,57 0,38

5,00 207,72 406,17 4,01 0,16 0,38 0,32

4,00 220,21 427,18 5,01 0,76 0,12 0,20

3,00 232,88 448,22 6,03 1,40 0,19 0,03

2,00 245,70 469,28 7,06 2,06 0,53 0,17

1,00 258,66 490,34 8,08 2,73 0,89 0,39

0,00 271,74 511,40 9,11 3,41 1,25 0,61
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A Figura 7.41 condensa e apresenta os resultados obtidos das 
análises considerando a ação do vento sobre a estrutura, onde, de bai-
xo para cima, estão, respectivamente, a análise estática; as análises 
dinâmicas simplificadas, linear e não-linear; e as análises dinâmicas 
discretas, linear e não-linear do 1º modo e modos superiores até o 5º, 
respectivamente.

Figura 7.41 – Ação do vento na estrutura 5.

As formas modais da NBR 6123/88, a do Método dos Elementos 
Finitos e a do método proposto constam na Figura 7.42(a).

Uma melhor aproximação à forma modal não-linear é conse-
guida substituindo-se o expoente da expressão (6.6) por 1,85; tendo 
em vista que a curva definida com esse novo expoente oferece uma 
menor diferença entre seus pontos e os da curva da forma modal não-
-linear, como pode ser observado na  Figura 7.42(b).

O expoente sugerido anteriormente distancia-se 9% do valor do 
recomendado pela NBR 6123/88.
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Figura 7.42 – Estrutura 5 – comparativo das formas modais: (a) 
usada na análise, (b) sugerida.

7.6 RESUMO

A Tabela 7.30 resume as frequências naturais das estruturas 
analisadas. Os fatores que nela são indicados se referem à relação 
entre os resultados da aplicação direta das Eq. (4.19) ou (4.21), de-
nominada de solução aproximada do método proposto, com a solução 
completa do método e com o Método dos Elementos Finitos.
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Puderam ser apreciados os expoentes g da forma modal 

x z
h

= 






γ

,

prevista na NBR 6123/88, obtendo-se valores que melhor a 
aproximam à forma modal dos modelos não-lineares. Os resultados 
estão na Tabela 7.31. Para a estrutura 4 o expoente apresentado, cor-
respondente à forma modal da NBR 6123/88, é relativo ao cálculo, 
cujos resultados foram mais desfavoráveis.

Tabela 7.31 – Expoente das formas modais.

Estrutura
Altura
(m)

Previsto na 
NBR 6123/88

Sugerido
por esta 
pesquisa

Diferença (%)
em relação à 

NBRNº Tipo

1
Poste 

metálico
48 1,7 1,965 -16

2
Poste 

metálico
61 1,7 1,775 -4

3 Poste de CA 40 1,7 1,600 6

4 Poste de CA 46 1,7 1,770 -4

5
Poste 

metálico
30 1,7 1,850 -9

Para a determinação da ação do vento empregaram-se os pro-
cessos normativos vigentes, assim denominados: análise estática, 
análise dinâmica simplificada e análise dinâmica discreta. Fez-se a 
introdução de mais um modelo de cálculo que ficou denominado de 
análise dinâmica simplificada não-linear, por estar baseada na frequ-
ência e na forma de vibração do modelo não-linear.

Foram feitas duas análises dinâmicas discretas. Uma tinha cará-
ter puramente linear, tanto do ponto de vista geométrico quanto ma-
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terial, enquanto que a outra possuía caráter não-linear geométrico e 
não-linear material quando indicado. No modelo dinâmico não-linear 
foram computadas as contribuições do 1º ao 5º modo de vibração na 
parcela relativa às flutuações sobre a velocidade média.

Foi visto que o 1º modo de vibração é o que aporta maior contri-
buição na resposta da estrutura dentre os outros modos de vibração. 
Supera, nos casos analisados, sempre a contribuição do vento médio 
na resposta dinâmica total. 

Foram apreciadas as diferenças produzidas na determinação do 
momento em relação à base das estruturas pelos processos de cálculo 
mencionados. A Tabela 7.32 traz os momentos fletores máximos nas es-
truturas em relação à análise estática. Para a estrutura 4 os resultados 
apresentados são os referentes à taxa de amortecimento crítico de 0,01

A relação entre a as análises dinâmicas discretas pode ser vista 
na última coluna da Tabela 7.32. 
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Conclusões

Para estudar os efeitos não-lineares e levar em conta a 
influência do esforço axial na resposta dinâmica das estrutu-
ras sujeitas à ação do vento foi elaborada uma solução analítica 
simplificada com base em uma técnica do tipo Rayleigh, que foi 
empregada como proposta para o cálculo da frequência funda-
mental de vibração das estruturas em balanço. Além disso, foram 
avaliados os modelos para o cálculo da ação do vento, segundo as 
prescrições da NBR 6123/88 – Forças devidas ao vento em edi-
ficações, com a frequência das estruturas sendo calculadas sob 
condições lineares e não-lineares.

É possível concluir, portanto, que as investigações experi-
mentais, conduzidas em laboratório e no campo, permitiram ates-
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tar a natureza não-linear dos sistemas estruturais esbeltos e a 
validade das postulações analíticas desenvolvidas neste trabalho 
para a consideração da influência do esforço axial na rigidez e 
na frequência natural das estruturas. Os resultados numéricos 
apontaram no mesmo sentido.

A importância da inclusão da não-linearidade geométrica no 
cálculo da resposta dinâmica devido à turbulência atmosférica de-
penderá das propriedades elásticas, geométricas e da distribuição 
de massa da estrutura, podendo ter significativo efeito redutor na 
capacidade dos postes de telecomunicações possuírem área de ex-
posição ao vento para a instalação de antenas.

Resumem-se a seguir as principais conclusões.

• A solução proposta neste trabalho foi aferida favoravel-
mente por meios experimentais, em laboratório e no cam-
po; e numericamente, por meio do valor da carga crítica 
dada pela solução de Euler e Euler-Greenhill, e pelo Méto-
do dos Elementos Finitos, por meio de análises dinâmicas. 

• As análises feitas utilizando como referência os modelos 
físicos de laboratório levaram à comprovação de que a con-
sideração do esforço normal na rigidez dos sistemas estru-
turais modifica as suas frequências de vibração.

• Os sensores utilizados nos testes de laboratório, extensô-
metros elétricos e acelerômetros, mostraram-se eficientes 
na determinação das frequências naturais dos modelos.

• Quando limitados aos pequenos deslocamentos, a média 
das diferenças entre os resultados experimentais e os da 
solução proposta neste trabalho, para modelos solicitados 
axialmente por uma força de compressão aplicada na sua 
extremidade superior, foi de 3,17%.

• A análise numérica comparativa foi desenvolvida compu-
tacionalmente via Método dos Elementos Finitos. Foram 
encontradas frequências distintas entre os modelos linea-
res e os não-lineares. A diferença entre ambas cresce rapi-
damente com a esbeltez do sistema.
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• Contrariamente à análise linear, a análise não-linear geomé-
trica pelo Método dos Elementos Finitos, feita por meio do 
conceito de rigidez geométrica, apresenta diferenças despre-
zíveis tanto em relação aos resultados experimentais quanto 
em relação aos resultados analíticos da solução ora proposta. 

• Verificou-se que modelos lineares possuem reduzida sensi-
bilidade à maneira de como são discretizados, pois as dife-
renças não superaram 2,28%. Entretanto, sistemas não-li-
neares apresentaram diferença de 25,18% entre modelos 
com a maior e a menor discretização. Para os modos de vi-
bração acima do 2º essa diferença é pouco representativa.

• Quando aplicado às estruturas de telecomunicações, o 
método proposto neste trabalho mostrou-se bastante 
apropriado ao cálculo da frequência fundamental. Quando 
realizada por intervalos de integração, os resultados en-
contrados foram compatíveis com os apresentados pelo 
Método dos Elementos Finitos.

• Ainda no campo das estruturas reais, a formulação desen-
volvida neste trabalho foi aferida por meio de atividade ex-
perimental de campo, com a medida da frequência de um 
poste metálico de telecomunicações.

• A aplicação direta da equação (4.19) ou sua adaptação, 
equação (4.21), com a inércia sendo calculada com as pro-
priedades da estrutura com algum critério de ponderação 
conduziu a uma frequência mais baixa, tanto em relação 
ao valor exato do método quanto em relação ao MEF, em 
torno de 78%. Portanto, a aplicação direta da equação 
proposta neste trabalho deve ser feita multiplicando-se a 
frequência obtida pela Eq.(4.19) ou (4.21) por um fator 
médio de ajuste de 1,22.

• A aplicação da expressão (4.19) ou (4.21), considerando 
a altura acima do solo é uma maneira pratica e eficiente 
de se calcular a frequência fundamental das estruturas em 
balanço, equivalendo-se ao uso de recursos computacio-
nais sofisticados.
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• Além da não-linearidade geométrica, já captada por essas 
expressões, ainda é possível introduzir a não-linearidade 
material, adequado a cada caso. Nesse sentido, a pesquisa 
sobre o valor do produto de rigidez EI a ser utilizado, seja 
para os postes de concreto armado empregados no sistema 
telefonia móvel celular ou outro tipo de estrutura, é um 
ponto de investigação que necessita ser ampliado.

• As expressões para o cálculo do período fundamental de 
vibração, propostas pela NBR 6123/88 – Forças devidas ao 
vento em edificações, não se aplicam confortavelmente aos 
postes destinados ao suporte de sistemas irradiantes do 
sistema de telefonia móvel celular, utilizados em larga es-
cala no Brasil. As soluções propostas neste trabalho mos-
traram-se mais eficientes que as da norma brasileira para o 
cálculo da frequência fundamental dessas estruturas.

• A forma modal x z
h

= 






γ

, prevista na NBR 6123/88 com o 

expoente igual a 1,7 situa-se 5% abaixo da média dos ex-
poentes que possibilitam uma melhor aproximação à for-
ma modal não-linear.

• Além das estruturas destinadas ao serviço de telefonia 
celular, as expressões (4.19) ou (4.21) prestam-se ao 
cálculo da frequência fundamental de qualquer estrutura 
que possa ser modelada como elemento de barra simples-
mente engastado, podendo ser utilizada com facilidade 
pelos engenheiros.

• Foi visto que o 1º modo de vibração é o que aporta maior 
contribuição da resposta dinâmica da estrutura dentre os 
outros modos de vibração. Supera a contribuição do vento 
médio na resposta dinâmica total. Na maioria dos casos, a 
contribuição dos modos superiores ao primeiro podem ser 
desprezadas, indo de encontro aos resultados apresenta-
dos por Galindez (1989).

• A utilização do modelo dinâmico simplificado com a frequ-
ência da estrutura calculado sob não-linearidade geométri-
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ca conduziu a resultados muito elevados quando compara-
dos aos resultados da análise dinâmica discreta não-linear, 
configurando-se em um processo de cálculo improcedente 
para a determinação da resposta dinâmica de estruturas 
como as de telecomunicações.

• O cálculo da ação do vento realizado como previsto no item 
4 da NBR 6123/88 – Forças devidas ao vento em edifica-
ções, processo utilizado pelos engenheiros para projetar as 
estruturas analisadas, apresenta esforços que podem ser 
superados em mais 50%.

• Para as estruturas metálicas estudadas, a relação entre a 
análise dinâmica discreta linear e a análise dinâmica discre-
ta não-linear alcança quase 2%. Percentual que se aproxima 
de 8%, quando se trata de postes de concreto armado. Para 
estruturas cujo fim é a transmissão do sinal de telecomu-
nicações, esse diferencial pode representar um importante 
decréscimo no conjunto de antenas a serem instaladas.
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