Capitulo L.

Calculo dos elementos da trajetoria na
atmosfera

Passaremos a calcular os elementos que determinam a trajetéria dos projé-
teis balisticos na atmosfera, quais sejam: a) o alcance maximo e a altura que o
projétil atinge; b) a velocidade instantanea em qualquer ponto da trajetoria; ¢) o
tempo que o projétil permanece no ar; e d) a forma geométrica da trajetoria e seu
comprimento.

4.1 Alcance maximo e altura que o projétil atinge -
formula geral

4.1.1 Alcance méximo

O alcance maximo ¢é definido como a distancia ao longo da horizontal, com-
preendida entre a boca do cano da arma e o ponto de queda, quando o projétil
cruza o plano horizontal do qual foi lancado. O valor do alcance maximo (x,,,;)
¢ obtido experimentalmente em testes de tiro em campos de prova e registrado
em tabelas; 0 alcance maximo depende da arma, comprimento do cano, munigio
utilizada (velocidade inicial e coeficiente balistico' do projétil) e angulo de tiro,?
sendo que a maior distancia atingida é obtida com angulos que se aproximam de
30°. (Franco Atirador, 2014).

1 O calculo do coeficiente balistico envolve a forma, massa, densidade do projétil e o didme-
tro da secgdo transversal oposta a resisténcia do ar. Quanto maior for o coeficiente balisti-
co, melhor serd sua aerodinamica, isto é, cortara com mais facilidade as capas de ar.

2 Angulo de tiro é o angulo que o vetor velocidade faz com a horizontal, no instante que o
projétil abandona a boca do cano da arma, é medido a partir da reta tangente ao ponto
Po(x,, y,)-
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Para o cédlculo do alcance maximo do projétil, no vacuo, inserimos os dados
na equagao formulada por Galileu e fazemos y = 0. A solucdo da equagao possui
duas raizes, xo = 0 e x; = X,,4,, COMO segue:

e Velocidade inicial: v, =253 m/s

® Aceleracdao da gravidade: g = 9,81 m/seg?

e Angulo que o vetor velocidade faz com a horizontal: a = 30°
e Tangente: tana = 0,57735

e (Cosseno: cosa = 0,86603

E obtemos um alcance maximo teérico no vacuo® de 5651 metros. Ocorre
que, devido a resisténcia do ar, a velocidade do projétil ndo é constante, se altera,
instantaneamente, em fun¢ao da distancia percorrida pelo projétil, no tempo. En-
tao, temos que substituir v, por v, = vy — rx na equagao original e obtemos:

xZ

g
y=tanax —=
2 ((vo —1X) cos a)z

que € a equagao da trajetoria na atmosfera. O fator r, para efeito de calculo, é
considerado uma constante que multiplicada por x representa a retardacdo, le-
vando-se em considerac¢do os fatores envolvidos.

Para se encontrar o valor do fator de retardacdo r, algebricamente, substi-
tuimos x por 1521 metros (obtido numericamente) na equagio da trajetéria na
atmosfera e igualamos y = 0. O valor de » também pode ser calculado numerica-
mente, com auxilio do computador, através de aproximacdes sucessivas, obtendo-
se r=0,08002003.

4.1.2 Altura que o projétil atinge

Substituindo os valores de x e v; na equagdo da trajetoria na atmosfera, ob-
tém-se os valores de y em fung¢ao de x, isso € y(x).

4.2 Demonstracao do calculo numérico do alcance
maximo do projétil .45ACP

Demonstra¢ao do cdlculo numérico do alcance maximo do projétil .45ACP,
calibre 11,43mm e massa 14,9g, BC = 0,138 (Chuck Hawks, 2014), fabricado
pela Companhia Brasileira de Cartuchos, com velocidade inicial de 253m/seg.

3 Observagao: no vacuo, a distancia tedrica maxima atingida seria obtida com angulo de
tiro de 45°, para a mesma arma e projétil; ou seja, 6525 metros.
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Conforme ja exposto, o alcance maximo dos projéteis é obtido em testes de
tiro em campos de prova e registrado em tabelas; na fonte pesquisada (Informa-
tivo Técnico CBC, 2005) ndo consta o valor do alcance maximo do projétil em
estudo; entdo, tivemos que calcular numericamente.

Consideremos a equagao da trajetoria dos projéteis balisticos na atmosfera:*

xZ

_ _9
)= dasm 2 ((v, — rx) cos a)z

Desejamos determinar a solu¢ao x,,, tal que:

g s
f(xméx) = tan a Xmax _E max & 0
((UO - rxméx) cos a)

Métodos numéricos sao desenvolvidos para a solu¢ido da equagdo na forma
f(x) = 0, onde f(x) é uma fun¢ao de uma varidvel; para tanto, necessitamos de um
valor inicial aproximado x,. A partir desse valor inicial, geramos uma sequéncia
de aproximagoes cada vez menores que convergem para a solug¢ao desejada, raiz
da equagio. (Arenales, 2012).

Para obter a aproximacao inicial, nas imediac¢des da raiz, recorremos a outra
fonte (Franco Atirador, 2014), onde encontramos o valor de 1501m como alcance
maximo para o projétil genérico .45ACP, com velocidade inicial de 249m/seg.

4.2.1 Célculo de rpara vo = 249m/seg e x,e = 1501m + 0,4m

1) Valores adotados:
vy = 249m/seg

Xaw = 1501,4m
a=30°

tana =0,57735
cosa =0,86603

g =9,81m/seg?

4 Formula geral, deduzida a partir de modelagem matematica, que equaciona os principais
elementos da trajetoria dos projéteis balisticos lancados nas imediacoes da superficie da
Terra (atmosfera padrio).
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2) O calculo de 7 € feito através da equacdo deduzida:

(xméx)g
\ 2tana

v r—
d cosa

Tr =
Xmax
3) Calculamos o fator de retardacdo r para a municdo genérica’® que contém
o projétil .45ACP (calibre 11,43mm, massa 14,9g e BC = 0,138), com veloci-
dade inicial vy, = 249m/seg e X, = 1501m + 0,4m e obtivemos o valor de
r =0,07898887, com aproximacao de € < 10,5 .

4.2.2 Céleculo do alcance maximo para v, = 253m/seg

1) Temos que o alcance maximo é diretamente proporcional a velocidade ini-
cial; e também, pela Lei da acdo e reagio, a retardacido é diretamente propor-
cional a velocidade inicial.

2) Entao,adotamos 1501,4m,com &< 0,5m,como valor inicial (x,) e 0,07898887
como fator de retardacdo inicial (), mas agora para a velocidade inicial de
vy = 253m/seg.

Algoritmo® com aproximag¢do na ordem crescente de unidades (metros) a
partir de xo, até o limite de f(x;, ;) = f(x;) = 0; sendo

2
X

flx,my) = tanaxl-—g 2
2 ((vo —T;X;) COS a:)

Como segue:

vy = 253m/seg

x, = 1501,4m A T, =0,07898887

x, = 1502m A T =T, (i—) = 0,07902044
0

x, = 1503m A 1y =1(2)=007907305
B

X0 = 1521M = X5, ATop = T1o ("—) = 0,08002003 = 1 = £ (xs0) = f Ctymin)

X19

5 Sem especificacao de fabricante.
6 A palavra algoritmo deriva do nome do matematico Al-Karismi (c. 783-c. 850 d.C) e
significa um procedimento passo a passo para resolver problemas. (Flood, 2013).
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3) Assim, a partir de uma aproximagao inicial (x,), nas imedia¢des da raiz’

(Xmax), calculamos os diversos valores de 7, por aproximagoes sucessivas, através
de um método simplificado, a duas variaveis (x; e 7;); sendo que x; segue a ordem
crescente de unidades (metros) a partir de x,; e 7;, também na ordem crescente, se
obtém por interpolagdo a partir de valores sequenciais de x;, até o limite de f(x;,
7:) = f(x;) = 0, ponto de queda PAx,,4, 0), cuja férmula geral para se obter o fator
de retardacio é r, = ri_l( & )

Xi-1

4.2.3 Construcdio da tabela com os dados numéricos do alcance méximo

Construcdo da tabela com os dados numéricos do alcance maximo do pro-
jétil .45ACP, por aproximagdes sucessivas nas imediagdes da raiz, na seguinte
conformidade:®

1) Na primeira coluna colocamos os valores de x;, na ordem crescente de unida-
des (metros), a partir do valor inicial (x, = 1501) nas imediac¢des da raiz;

2) A segunda coluna é somente auxiliar para construgio do grafico;

3) Na terceira coluna colocamos os valores de f(x;), nas imediagoes da raiz;
4) Na quarta coluna constam os valores de f(x;, 7;) que se aproximam da raiz;
5) Na quinta coluna constam os valores de 7;, obtidos por interpolagao;

6) Na sexta coluna anotamos os valores das velocidades instantaneas (v,);

7) Na sétima coluna, os valores das tangentes (tan,);

8) Na oitava, os angulos em radianos 6(tan) = atan6;

9) Na nona, os angulos convertidos em graus;

10) Na décima coluna, o tempo decorrido em cada instante (t).

7 Pardmetros: Ax = xy0— xo & 20m; 40 = Oy — O, =~ 12°]; € At = t20 — 1y = 0,15seg.

8 O alcance maximo, por aproximagdes sucessivas, foi obtido a partir da planilha de cal-
culo 4.1, através da qual foi gerado o gréfico de localizacao do alcance maximo nas
proximidades da raiz.

45
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Grafico 4.1 Loalizacio do alcance mdximo nas proximidades da raiz.’

Localizacao da raiz (Xmax) por
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s Fungio da trajetdria nas imediacies da raiz

s FUNCH0 QUE se aproxima da raiz (Xmax)

4.3 Calculo do alcance maximo do projétil .45ACP
com uso de tabela balistica

Calculo do alcance maximo, com uso de tabela balistica,'® do projétil .45ACP
(calibre 11,43mm e massa 14,9g) fabricado pela CBC. Dados disponiveis:
Velocidade inicial: vy = 253m/seg;

Coeficiente Balistico: ¢ = 0,138;

Angulo de langamento: a = 30°%

Grifico gerado pela planilha de calculo 4.1.

Florentiis, 1987.
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Tangente: tana = 0,57735;

Cosseno: cosa = 0,86603;

Aceleracdo da gravidade: g = 9,81m/seg?

O método consiste em calcular numericamente, com auxilio do computador,
os valores de x; = x4, € V; = vy que, substituidos na funcao da trajetéria na atmos-
fera, satisfacam a condig¢do para y = 0, ou seja:

gxXr

= tanax; — —————— =
Y s Z(COS(x)Zv}?

Dividimos o eixo X em intervalos de 100 em 100 metros e calculamos as
velocidades correspondentes, a partir da formula dos espacos:

Fo) = o) -=

f(vy) e f(v,) sdo funcdes, a partir das quais se pode calcular as velocidades
instantaneas v; correspondentes as distancias x;, conhecida a velocidade inicial
v, e o coeficiente balistico ¢, usando a tabela dos espagos,'! na seguinte con-
formidade:
1) Inicialmente temos que calcular f(v,) ja que ndo consta da tabela; para tan-
to, recorremos a uma interpolagdo entre os valores correspondentes as duas
velocidades assinaladas antes e ap6s v, = 253:

v_y = 260 & f(v_y) = 305795
v, = 253 < f(v,) = calcular
v, = 240 f(v,) = 29060,6
260 — 240 = 20=30579,5 — 29060,6 = 1518,9

7(1518,9)
260 — 253 = T f(1y) = 30579,5 — T = 30047,9
Portanto f(v,) = 30047,9
2) Calculo de f(v49), isto € a func¢do da velocidade v; quando a abscissa da po-
sicao do projétil é de x = 100m:

x 100
fie0) = f(wo) — B 300479 — = 293233

0,138

11  Tabela 4.2: Tabua dos espagos.

49
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3) Como 29323,3 nio esta na tabela, temos também que fazer uma interpo-
lacdo entre os valores correspondentes as duas fungoes assinaladas antes e
ap6s f(vig) = 29323,3:

P Byan) = 29323,3 & Py = calcilar

f(010041) = 29060,6 < V19041 = 240
30579,5 —29060,6 = 1518,9 <260 — 240 = 20

20(1256,2)
30579,5 — 293233 = 1256,2 & Vig9 = 260 — —— = = 243,46

Assim, v, = 243,46m/seg € a velocidade correspondente a x = 100m.

E continuamos calculando as velocidades correspondentes as demais distan-
cias (200, 300, ...1500, 1510, ...1520, ... Xr = X,,,)-

Observagao: (100 - 1) e (100 + 1) sdo indices, indicando que as velocidades
foram tomadas uma posi¢ao antes (-1) e uma posi¢ao ap6s (+1) constantes da
tabela (tabua dos espacos).

Em seguida substituimos os valores de x; e v; na equagio abaixo e calculamos
os valores de y;:

2
gx;

i = tanox; — ———
Vi * 2cosa)tur

Assim, com auxilio da planilha de calculo, obtemos os respectivos pontos da
trajetoria P,(x;, y;) até atingir, por tentativas sucessivas, 0 ponto PAx;, 0); quando
obtivermos o ponto P,(x;, ¥;) = PAxs 0), teremos encontrado a velocidade final v,
e o alcance maximo x,,;, = 1521m.

Fazendo v; = v, - 1X,,4,, podemos calcular o valor de 7.

¥r
= =1 =0,08002003

Xmax

Uma vez calculado 7;, o substituimos na equagao v(x) = vy, - rx e recalcu-
lamos os valores de v(x;) e y(x;). E encontramos valores aproximados de v(x)
e y(x); isso devido ao fato de que na verdade 7; ndo é constante, é diretamente
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proporcional a velocidade, mas para velocidades subsonicas essa diferenca nio é
significativa.'?

Tabela 4.2 Tabua dos espacos.

Velocidades (vi) Funcao: f(v;) = f(vo) - x/c

m/seg 0 20 40 60 80
100 15268,0 17756,4 20006,6 | 22071,2 | 23986,
200 25771,2 | 274638 29060,6 | 30579,5 | 32029,8
300 333539 | 345124 35534,8 | 36406,6 | 37058,3
400 37548,3 | 37964,2 38342,4 | 38687,6 | 39004,
500 392983 | 395825 39858,1 | 40125,7 | 40385,7
600 40638,6 40884,9 411249 | 41359,0 | 41587,9
700 41813,3 42035,6 422548 | 42471,0 | 426844
800 47895,1 43103,2 43308,8 | 435119 | 437125
900 43910,1

Fonte: Florentiis (1987).

4.3.1 Construgdo da tabela com os dados numéricos da trajetéria a partir
da planilha de célculo

Construgao da tabela com dados numéricos comparativos das trajetorias tra-
cadas com fator de retardacio varidvel e constante:"
1) Na primeira coluna constam os valores de x;
) Na segunda coluna, os valores de y = xtana;
) Na terceira coluna, os valores de y; em funcdo de v;, com fator 7; variavel;
) Na quarta coluna, os valores de y(x), com fator  constante;

[\®)

S

12 Essa conclusio estd de acordo com a Lei quadratica da velocidade, formulada por Newton.

13 O alcance maximo com uso de tabela balistica foi obtido a partir da planilha 4.2, onde
também constam dados comparativos entre as velocidades e os alcances atingidos pelo
projétil, considerando o fator de retardagao variavel e constante. Os dados numéricos da
trajetOria na atmosfera foram obtidos a partir da planilha de calculo 4.3.
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5) Na quinta coluna, os valores de v, calculados com auxilio de tabela balistica
(c = 0,138);

Na sexta coluna, os valores de f(v,)

Na sétima coluna, os valores do fator variavel 7;;

6)

7)

8) Na oitava coluna, os valores da velocidade instantanea v(x);
9) Na nona coluna, os valores de tan0;

10) Na décima coluna, os angulos 6,em radianos; e

11) Na décima primeira coluna, os angulos 6,em graus.

Tabela 4.3 Dados numéricos das trajetorias tragadas com fator de retardagdo varidvel e constante.

X [yla,x)|y(v) |[y(x)] V; Funcédo Fator |[v(x)=v,-rx| y’ 0; 6;
¢=0,138 [ f(v) =flvo) =x/c|r=(v,—w)/x[ r=0,08002003

m m m m m/s ¢=0,138 m/s tan®; | radianos | graus

0 0 0 0 253,00 30047,9 0,10000000 253,00 0,57735 | 0,52360 | 30
100 | 58 57 57 | 24346 29323,3 0,09540000 245,00 0,55485 [ 0,50656 | 29
200 | 115 |1 2340 28598,6 0,09395000 237,00 0,52763 | 0,48551 | 28
300 | 173 162 | 162 | 22514 27874,0 0,09286667 228,99 0,49467 | 0,45938 | 26
400 231 209 | 210 | 216,27 27149,3 0,09182500 220,99 0,45470 | 0,42676 | 24
500 [ 289 251 | 253 | 207,68 264247 0,09064000 212,99 0,40610 | 0,38576 | 22
600 | 346 287 | 290 | 199,14 25700,1 0,08976667 204,99 0,34684 | 0,33385 | 19
700 | 404 316 | 322 | 191,05 249754 0,08850000 196,99 0,27430 | 0,26771 | 15
800 | 462 337 | 345 | 182,96 24250,8 0,08755000 188,98 0,18512 ] 0,18305 | 10
900 520 347 | 358 | 175,20 23526,2 0,08644444 180,98 0,07493 1 0,07479 | 4
1000 | 577 345 | 359 [ 167,63 22801,5 0,08537000 172,98 -0,06200 | 0,06192 | -4
1100 635 326 | 344 [ 160,06 22076,9 0,08449091 164,98 0,23332 [ 0,22922 | 13
1200 693 291 | 311 [ 153,04 21352,2 0,08330000 156,98 0,44927 | 0,42225 | -24
1300 751 232 | 253 [ 146,02 206276 0,08229231 148,97 -0,72384 | 0,62655 | -36
1400 | 808 146 | 163 | 139,08 19903,0 0,08137143 140,97 -1,07636 | -0,82216 | -47
1500 | 866 30 34 | 132,64 19178,3 0,08024000 132,97 -1,53399 | -0,99309 | -57
1521 878 0 0 131,27 19024 4 0,08002003 131,27 -1,64815 | -1,02544 | 59
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4.4 Velocidade restante, duracao da trajetoria e
integral da velocidade

4.4.1 Velocidade restante em funcdio de x

A dedugdo da velocidade final ¢ imediata, v, = v, - rx;. Numericamente, por
tentativas sucessivas, obtemos os pontos da trajetoria P,(x;, y;), até atingir o ponto
P{xs, 0); quando tivermos o ponto P,(x;, ¥;) = PAx; 0), teremos encontrado a ve-
locidade final v.. A velocidade instantdnea se obtém substituindo o valor de 7 em
v(x) = vy — Tx, isto é, v; em func¢do de x, em qualquer ponto da trajetoria.

Componentes da velocidade: sendo v; a velocidade instantanea resultante em
qualquer ponto da trajetoria, temos v, = v,cos6 e v, = v;senf.

4.4.2 Velocidade instantéinea em fungdo do tempo

Devido a resisténcia do ar, a velocidade do projétil muda no decorrer do tem-
po. 4t é um curto periodo de tempo durante o qual a velocidade é constante. Ax
representa o deslocamento no tempo 4t isto é: 4, = 2. Quanto At for infinitesimal,
a velocidade é instantanea:

g Ax dx
Vi= xihar T de

Assim, podemos definir a velocidade como a derivada da distancia, no tempo.
Se a velocidade inicial vy de um projétil, langado na atmosfera, sofrer uma
retardagdo (aceleracdo negativa) r por segundo, em 1 segundo a velocidade ins-
tantanea v; sera:
vy =V — vor = vo(1 —1)!
Seguindo esse raciocinio para uma sequéncia de segundos, temos:

vy =v(1 —1)!

vy = vy(1-1)?

v,=vy(1—=1)
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Entdo, depois de ¢ segundos a velocidade instantanea serd v(t) = vy(1 - r)-.
Em cada periodo At, a retardagdo sera — e existem nt periodos de rtetardagﬁo em
t segundos, de modo que o valor da velocidade sera v(t) = v, (1 — i)n .Sen—o0,a
retardagao serd continua e a velocidade instantanea:

nt

v; = v(t) = lim,_,v, (1 - %)

Manipulagio algébrica e mudanca para a base e:

n -1t n
(-3 =) =[] s (102 =

-r -r

E temos a formula da velocidade em fun¢ao do tempo:

v(8) = vo(e™) = v, (o37)

4.4.3 Retardacdo instanténea

A retardacdo em um determinado instante (-a;) é igual ao limite da variacdo
da velocidade Av, no intervalo de tempo At = t; — t,_;, quando At — 0; isto é, a
retardagdo instantanea é a derivada da velocidade em relacdo ao tempo:

o Av dv
—q; = lim — = —
At-0 At dt

Assim, como a equacdo v(t) = vye~ é uma funcdo exponencial que exprime a
velocidade instantanea v; em fun¢io do tempo, a retardagao (aceleraciao negativa)
¢ obtida pela equagio diferencial:

v'(t) = i—: = E[voe‘”] = wg(—re ) =—F(ge—™) = —ulr)

que € a retardacdo instantanea em fung¢io do tempo (V'(t) = —a(t) = -a;) . Como v, =
253m/seg e r = 0,08002003, temos que: -a, = -20,25m/seg.
Nota: Para derivar e, multiplicamos por —7:

d

E[@‘”] = (-r)(e™)
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4.4.4. Duragdo da trajetéria

Como v(t;) = v(x;), podemos obter a férmula para o cilculo do tempo que o
projétil permanece no ar, desde a origem Py(xo, yo) € t, = 0, substituindo v(t) por
v(x) e, através de manipulagio algébrica, deduzimos a formula do tempo, isto é,
funcado de fun¢io:

(&)

'8

tw(x) =

Uma vez calculado o tempo, podemos recalcular a velocidade instantanea em
funcdo do tempo v; = v(t).

4.4.5 Célculo do alcance do tiro pela integral da velocidade

Também, deduzida a féormula para o calculo da velocidade em funcdo do
tempo v(t) = v, (ﬁ), podemos obter a func¢do primitiva X(©) =, (—;1,[)

Temos que a velocidade é a derivada da distancia percorrida e que como
coroldrio a distancia percorrida é a integral da velocidade; entdo, pelo Teorema

Fundamental do Calculo, podemos recalcular o alcance do tiro:

t

X = | v(t)dt = X(t) - X(0) = 253 ((_ relrf) - (_E))

I

0

Nota: Para integrar e (integral indefinida), dividimos por — e somamos C:

J (e-)dt = (_ir) (=) + C

4.5 Inclinacao da trajetoria

Ao sair da boca do cano da arma, o projétil conserva sempre a mesma
inclinacdo do seu eixo, enquanto a inclinagido da trajetoria 6, varia continua-
mente. Assim, o eixo do projétil ndo coincide com a trajetéria nem com a reta
tangente, mas forma com essa um angulo continuamente variavel (§; = a — 6,)
(Florentiis, 1987).

Vamos considerar o deslocamento de um projétil ao longo da trajetoria,
desde a posicdo inicial de langamento Py(x,, y,) até o ponto de queda P/xy 0).
Como o projétil estd submetido aos efeitos da for¢a da resisténcia do ar e da
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for¢a da gravidade, a intensidade da velocidade vai diminuindo exponencial-
mente em fun¢do do espago percorrido, no tempo, e a dire¢ao e sentido do
deslocamento vai se alterando progressivamente. Isto é, a inclinacdo da reta
tangente a trajetoria, ou derivada nos pontos P;(x;, y;), vai variando, na seguin-
te conformidade: a medida que o projétil vai subindo, sua funcio y(x) > 0 vai
crescendo e sua inclinag¢do e derivada sdo positivas 8 > 0 e y'(x) = tan6 > 0;
ao atingir o vértice da trajetoria y,,, a inclina¢do € igual a zero 6 = 0, assim
como a tangente também ¢ igual a zero tanf = 0; quando comega a descer, a
fungdo y(x) > 0 vai decrescendo e a inclinagdo e derivada sdo negativas 6 < 0
ey'(x) =tanf < 0.

4.5.1 Equagdio da refa tangente & trajetéria

Para a obtencdo da equagio da reta tangente a trajetoria em um ponto gené-
rico, derivamos a funcdo y(x), cuja equacdo diferencial é:

g x?
2cos2a (v, —rx)?

tana x —

d
Y(x)—a

Desenvolvendo, utilizando a regra da soma (subtracdo), a regra do quociente
e a regra da cadeia, temos:

() = tana — —2 (Zx(vo —rx)? = 2x%(v, — rx)(—r))

2cos2a (W —16)*

E simplificando, chegamos a fun¢do derivada, que é a equacdo da reta tan-
gente a trajetoria em um ponto genérico P (x{,y):

y'(x) =tana — g ( .

= tan®b
2cos2a \(v, —rx)g) an

4.5.2 Célculo da inclinagdo da trajetéria

A inclinagio é dada pelo angulo 8 em qualquer ponto da trajetéria: com a
funcdo O(tan) = atanb, se obtém os angulos em radianos, que sdo convertidos em
graus; veremos que para um angulo de lancamento a = 30°, temos um angulo de
queda que se aproxima de f = -60°.
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4.6 Comprimento da trajetoria

O comprimento da trajetoria S foi obtido inicialmente através de medicao
geométrica'* e, apds, calculado dividindo o alcance maximo (x,,.;) pelo cosseno
do angulo de lancamento (cosa), chegando-se ao seguinte resultado:

s Xguw 1521
~cosa 0,86603

=1757m

Essa constatacdo mostrou-se vélida para o angulo a = 30°.

Para efeito de comprovacgio e conferéncia do resultado, efetuamos o cdlculo
através de integracdo numérica; para tanto, utilizamos a Regra do Ponto Médio,
soma de Riemann, chegando-se ao resultado aproximado de S = 1736m, para
n =200, e concluimos que quando n — o, § - 1757m, cuja féormula € a seguinte:'

B n
SGy) = | FO0dx s FG) a0 = WG + -+ FC3)]
@ i=1

Sendo:
Xo, X1, X2, oy X — 1, x,, extremos dos subintervalos
1 ST .
x| =5 (xi1 + ) = ponto médio de cada subintervalo
b — a = intervalo de integracio
n = 200 (numero de subintervalos)
Assim:

Ax:b—a:xméx—xo :1521
n n 200

14 René Descartes (1596-1650) em seu Discours de La Méthode (Discurso sobre o Mé-
todo), publicado em 1637, afirmou ser capaz de resolver problemas geométricos com
a algebra e que as solucdes de equagdes algébricas também poderiam ser obtidas com
construcoes geométricas. (Flood, 2013).

15  Os dados da integragdo numérica do comprimento da trajetéria foram obtidos a partir
da planilha de calculo 4.4.
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4.7 Planilha de calculo com os dados numéricos da
trajetoria

Deduzidas as féormulas que permitem o calculo dos elementos que determi-

nam a trajetoria do projétil .45 ACP, passamos a elaborar a tabela com os dados
numéricos obtidos a partir da planilha de calculo,'® na seguinte conformidade:

1y

2)

Estabelecemos os valores de x, de 100 em 100 metros, e inserimos na primei-
ra coluna, acrescentando também os valores de x para o vértice da trajetoria
(957 m) e de x maximo (1521 m);

Nas células da segunda coluna, inserimos a férmula que permite o calculo
de y em fungio de x, para o movimento retilineo uniforme (MRU), ou seja:
y = xtana;

Nas células da terceira coluna, inserimos a féormula que permite o cdlculo da
velocidade em fungao de x;

Nas células da quarta coluna, inserimos a férmula do célculo da trajetéria
para atmosfera e obtemos os diversos valores de y, em fun¢ao de x;

Nas células da quinta coluna, inserimos a fun¢iao derivada que permite cal-
cular a tangente em qualquer ponto da trajetoria;

De posse dos valores das tangentes, calculamos os angulos respectivos em
radianos, que sdo convertidos em graus e inseridos na sexta coluna;

Na sétima coluna, constam os valores das componentes horizontais das velo-
cidades instantaneas;

Na oitava coluna, constam os valores das componentes verticais das veloci-
dades instantaneas;

Na nona coluna, calculamos o tempo decorrido desde a origem, em funcdo
de v(x);

10) Uma vez calculado o tempo, podemos recalcular a velocidade instantanea

em fung¢io do tempo, isto é v(t), e inserimos os valores na décima coluna;

11) Na décima primeira coluna, calculamos os valores da func¢do primitiva da

velocidade, que, pelo Teorema Fundamental do Calculo, permitira calcular
as distancias x em cada instante;

12) Na décima segunda coluna, calculamos os valores de S (comprimento da

trajetoria), dividindo os valores X pelo cosseno do angulo de langamento.

16

Os dados numéricos da trajetoria na atmosfera foram obtidos a partir da planilha de
calculo 4.3.
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4.8 Tracado da trajetoria e forma geométrica

O sistema de coordenadas tem sua origem posicionada no local do lanca-
mento, com o eixo X na horizontal, e seu sentido positivo estd de acordo com o
sentido da componente horizontal da velocidade inicial, e o eixo Y é vertical com
seu sentido positivo para cima, tal que x,= 0 e y,= 0 . As componentes da veloci-
dade inicial sio: v,, = v,cosa e v,, = v,sena.

Estabelecemos os valores de x, graduando arbitrariamente o eixo X de 100
em 100 metros, a partir de P,(x,, ¥,) = (0,0). O tracado da trajetoria é obtido
unindo-se os pontos P;(x;, y;), que representam graficamente a posi¢ao do projétil
em cada instante. A forma geométrica da trajetoria é um arco de parabola mo-
dificada, com o ramo descente menor do que o ramo ascendente. E a inclinacio
(angulo 0) que determina a forma geométrica da trajetoria.

Grafico 4.2 Trijetorias comparativas, com fator de retardacdo varidvel e constante.”

Trajetdria do projétil calibre Colt .45 (11,43mm, 14,9g), S= 1757m
Vo =253m/s, Vf = 131m; Eo = 48,6kgm, Ef = 13,1kgm; ot = 30°, B = -60°; t = 8,2seg

=359m

Ymax

Xmax=1521m

====linhadetiro  ====Trajetdriacom r constante Trajetoria com r variavel

4.9 Calculo da energia cinética no momento de
impacto com o alvo

Um projétil de massa m lancado na vertical com velocidade inicial v, possui
uma energia cinética'® E. proporcional ao quadrado de sua velocidade instanta-

17  Grafico gerado a partir da planilha de calculo 4.2.
18 A Energia Cinética (E,) é calculada em func¢io da velocidade instantinea (v;) e massa (m)

do projétil; a unidade de medida de energia cinética no SI é o joule (1] = 1kg S’:;Z).
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nea, expressa pela formula E. =5mv?. Na subida, a velocidade do projétil é desa-
celerada pela forga gravitacional, ou seja, a energia cinética do projétil diminui.
Podemos usar a equacdo W = Fdcosg para expressar o trabalho realizado
durante um deslocamento d. No lugar de F, usamos mg, o modulo de F,; assim, o
trabalho W, realizado pela forca gravitacional F, é W, = mgdcosp.
Durante a subida, a forca F, tem o sentido contrario ao do deslocamento d;
entdo ¢ = 180° e a formula fica assim:

W,=mgd cos180° = mgd(—1) = —mgd

O sinal negativo indica que durante a subida a forca gravitacional absorve
energia cinética mgd do projétil; por isso o projétil perde velocidade na subida.

Depois que o projétil atinge a altura maxima e comega a descer, o angulo ¢
entre a for¢a F, e o deslocamento d ¢ zero; como ¢ = 0°, a férmula fica assim:

W,=mgd cos0° = mgd(+1) = mgd

Vamos considerar que F, representa a for¢a resultante agindo sobre o projétil
na dimensio y; o trabalho resultante é W = [F,dy. Uma vez que a velocidade va-
ria com a posi¢do e a posi¢do varia com o tempo, pode-se usar a regra da cadeia

para descrever L= () (2)ea forca resultante escrita assim:
Vi

7 = dv __dv,dy  dy, dv,
y—may dt —mwa—md—yvy mvy dy

Assim, o trabalho resultante na dimensdo y pode ser escrito pela férmula:

W, = J dy = fm —dy = fmvdv

E a energia cinética total é a integral da quantidade de movimento (mv;):

Vi 1
= j (mv))dv; = =mv?
a 2
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4.9.1 .Fonstrucao da tabela com os dados numéricos da energia cinética do
projéti

Construgao da tabela com os dados numéricos da energia cinética do projétil
A45ACP (11,43mm; 14,9g; BC = 0,138; v, = 253m/seg; a = 30°) em cada ponto da
trajetOria, na seguinte conformidade:"’

1) Na primeira coluna inserimos os valores de x;

2) Na segunda, os valores de y;

3) Na terceira, os valores da velocidade instantanea em funcao de x;

4) Na quarta, os valores da func¢io derivada (tan0,);

5) Na quinta, os angulos 6, em radianos;

6) Na sexta, os angulos 6,em graus;

7) Na sétima, os senos de 8,

8) Na oitava, os cossenos de 6;

9) Na nona, os valores das componentes horizontais da velocidade (v,);
10) Na décima, os valores das componentes verticais da velocidade (v,);
11) Na décima primeira, os valores da energia cinética, em joules (]);

12) Na décima segunda, os valores da energia cinética, em quilogrametros (kgm).

19  Na planilha 4.5, foram calculados os dados numéricos da energia cinética, no momento
de impacto com o alvo, nas distancias consideradas.
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Apéndice A: planilhas de calculo do
Microsoft Office Excel

Para a elaboragdo das planilhas de calculo foi utilizado o aplicativo Microsoft

Office Excel 2007. Ink (2,55kb), conforme descri¢io no texto do livro, como segue:

1)

2)

Os dados numéricos da trajetoria do projétil no vacuo foram obtidos a partir
da planilha de célculo 2.1.

A distribui¢ao normal dos alcances dos tiros foi obtida a partir da planilha
de calculo 3.1.

A integracdo numérica da Func¢iao Densidade de Probabilidade obtida a par-
tir da planilha de calculo 3.2.

O alcance maximo do projétil, por aproximagdes sucessivas, foi obtido a
partir da planilha de célculo 4.1.

O alcance maximo com uso de tabela balistica foi obtido a partir da planilha
4.2, onde constam também dados comparativos entre as velocidades e os
alcances atingidos pelo projétil, considerando o fator r variavel e constante.
Os dados numéricos da trajetoria na atmosfera foram obtidos a partir da
planilha 4.3.

Os dados da integracao numérica do comprimento da trajetoria foram obti-
dos a partir da planilha de calculo 4.4.

E, finalmente, constam na planilha 4.5, os dados numéricos da energia ciné-
tica, no momento de impacto sobre o alvo, nas distancias consideradas.








