
Capítulo 2
Análise do movimento dos projéteis 
no vácuo

2.1 Movimento unidimensional

O estudo do movimento dos projéteis envolve seu deslocamento no espaço e 
a velocidade com que se deslocam em um intervalo de tempo.1

2.1.1 O deslocamento no espaço

A uma mudança de posição do projétil em sua trajetória, de 𝑠i−1 para 𝑠i, é 
associado um deslocamento no espaço .

O deslocamento no espaço unidimensional é dado pela equação

As constantes 𝑠0, v0 e a0, respectivamente espaço, velocidade e aceleração 
iniciais, são aferidas no instante de tempo t0 = 0.

2.1.2 Velocidade média e velocidade instantânea

A velocidade média (vm) é a razão entre o deslocamento Δs e o intervalo de 
tempo Δt durante o qual esse deslocamento ocorre:

1 O deslocamento e a velocidade são grandezas vetoriais e, portanto, possuem módulo, 
direção e sentido.
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A velocidade instantânea vi = v(t) é definida como o limite da velocidade mé-
dia, reduzindo o intervalo de tempo Δt até torná-lo próximo à zero:

Derivando a equação do deslocamento no espaço  obte-
mos a velocidade instantânea pela equação diferencial:

A velocidade instantânea vi é a taxa com a qual a posição si está variando 
com o tempo em um dado instante, ou seja, a velocidade instantânea é a derivada 
do espaço s em relação ao tempo t.

2.2 Movimento em duas dimensões
Durante seu deslocamento livre no vácuo, o projétil fica animado por dois 

movimentos: um retilíneo e uniforme, ao longo da linha de projeção, com veloci-
dade constante, igual à velocidade inicial (v0); e outro, uniformemente acelerado, 
ao longo da vertical.

Vamos considerar uma arma cujo prolongamento do eixo do cano forma 
com o plano horizontal um ângulo α, da qual é disparado um projétil com 
uma velocidade inicial v0. Referindo essa velocidade a um sistema de eixos 
coordenados 0X e 0Y, analisaremos o movimento do projétil no vácuo; para 
tanto, vamos decompor o movimento do lançamento inclinado em suas com-
ponentes horizontal e vertical e tratar cada uma delas como movimento linear 
unidimensional.

2.2.1 Componente horizontal e componente vertical

O deslocamento no eixo horizontal fica associado à mudança de posição do 
projétil em sua trajetória; isto é, quando a posição do projétil muda de 𝑠i−1 para si, 
ocorre um deslocamento Δ𝑥 = 𝑥i − 𝑥i−1, no eixo X.

Na componente horizontal, o movimento é retilíneo uniforme (MRU), onde 
a posição inicial é igual à zero (x0 = 0), a velocidade é constante (vx = v0cosα) e a 
aceleração é igual à zero ; então, o alcance do projétil fica reduzido à 
equação paramétrica:
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E a velocidade horizontal fica expressa pela equação diferencial:

Na componente vertical, o movimento é retilíneo uniformemente variado 
(MRUV), onde a posição inicial é igual à zero (y0 = 0); a velocidade é uniforme-
mente variada (𝑣y(𝑡) = 𝑣0𝑠𝑒𝑛α −𝑔 𝑡) devido ao projétil estar sujeito à aceleração 
constante da gravidade (a = –𝑔 ); então a altura atingida pelo projétil fica reduzida 
à equação paramétrica:

E a velocidade vertical é obtida pela equação diferencial:

2.2.2 Dedução da equação da trajetória do projétil no vácuo

A aceleração da gravidade (a = –𝑔 ) não afeta a componente horizontal da 
velocidade, mas tão somente a componente vertical; portanto, a gravidade não 
muda a relação trigonométrica entre a velocidade v0 do projétil e sua projeção 
vx no eixo horizontal, isto é (vx = v0cosα); então, tudo se passa como se o projétil 
seguisse seu movimento inclinado (o que na verdade ocorre). Isso decorrente da 
Quarta Lei da Dinâmica: Independência das forças simultâneas que agem sobre 
o projétil. Já o espaço percorrido é função do tempo. É o tempo (parâmetro) que 
equaciona os movimentos horizontal e vertical.

Como x = x(t) = (v0cosα)t, então o tempo é dado pela equação:

Assim, substituindo t na equação , obtemos a altura 
atingida y em função da distância percorrida x:

E simplificando, temos a equação da trajetória no vácuo:
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O alcance máximo ocorre quando  e cujas raízes são: 
𝑡0 = 0 e 

Substituindo 𝑡f  em 𝑥 = (𝑣0𝑐𝑜𝑠α)𝑡, temos:

Portanto, o alcance máximo se obtém quando 𝑠𝑒𝑛2α = 1  , ou seja, quando 
 = 45º.

A altura máxima (𝑦máx) se obtém com ângulo α = 90º. Como 𝑠𝑒𝑛90º = 1  , isso 
implica que 𝑥 = (𝑣0𝑐𝑜𝑠90º)t = 0; portanto, temos somente o movimento vertical, 
cuja equação reduzida exprime a altura máxima:

A divisão por 2 é devida ao fato de que o projétil percorre duas vezes o mes-
mo espaço durante seu deslocamento no eixo Y, uma na subida outra na descida. 
E verificamos que a altura máxima é igual à metade do alcance máximo:

No tiro horizontal, α = 0, o que implica que cosα = 1; portanto, a altura que 
o projétil atinge é obtida pela equação reduzida:

Como y(x)<0, o projétil estará abaixo do plano horizontal do qual foi lançado.

2.2.3 Comprimento da trajetória do projétil no vácuo

Um projétil que se move ao longo da trajetória com velocidade resultante2 (𝑣R):

possui coordenadas x e y, que por sua vez são funções de uma terceira variável t 
(denominada parâmetro) pelas equações 𝑥 = 𝑥(𝑡) e 𝑦 = 𝑦(𝑡), chamadas equações 

2 Teorema de Pitágoras (c. 570-490 a.C.).
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paramétricas. Cada valor de t determina um ponto 𝑃i(𝑥i, 𝑦i); quando t varia, o 
ponto (𝑥i, 𝑦i) = (𝑥(𝑡i), 𝑦(𝑡i)) varia e traça a trajetória S.

Se dividirmos o parâmetro 𝑡 = [𝑡0, 𝑡f] em n subintervalos [𝑡i−1, 𝑡i] de igual 
tamanho, então os pontos correspondentes 𝑃i(𝑥i, 𝑦i) dividem a trajetória S em n 
segmentos de comprimentos Δ𝑠1, Δ𝑠2,... , Δ𝑠n.

O comprimento da trajetória S é obtido através da somatória dos n segmen-
tos Δ𝑠i = (𝑠i − 𝑠i−1), quando Δ𝑠i tende à zero, no intervalo de tempo 𝑡 = (𝑡f − 𝑡0).

Como a trajetória é definida em função de duas variáveis 𝑆 = 𝑠(𝑥, 𝑦), calcu-
lamos S(𝑥, 𝑦) no ponto genérico , multiplicamos pelo comprimento Δ𝑠i do 
segmento e somamos:

Em seguida tomamos o limite dessa soma, que é igual à integral de linha de 
𝑠(𝑥, 𝑦) sobre a trajetória S:

Então verificamos que o comprimento da trajetória S pode ser obtido pela 
fórmula do cálculo da integral de linha:

Como a velocidade é a derivada do espaço percorrido, no tempo; então o 
espaço é a integral da velocidade. Assim, o comprimento da trajetória é igual 
à integral da velocidade resultante (𝑣R) e expresso pelo Teorema Fundamental 
do Cálculo:
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