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Resumo: Vibracdes indesejdveis podem causar danos e, até mesmo a
destruicdo de mdquinas e estruturas. Com o advento da computagdo
cientifica, busca-se cada vez mais obter ferramentas para a atenuacdo de
vibracdes indesejadas em vérios tipos de sistemas. Um dispositivo que tem
sido bastante utilizado é o Absorvedor Dindmico de Vibragdes (ADVs), que
podem ter caracteristicas lineares ou ndo lineares. ADVs sdo dispositivos
mecdnicos que sdo sintonizados para vibrar em amplitudes elevadas,
absorvendo parcial ou totalmente a energia vibratéria do sistema. O
presente trabalho tem como finalidade estudar um absorvedor dindmico
de vibracdes com caracteristicas ndo lineares, avaliando a contribuicdo
da consideracdo das ndo linearidades no sentido de melhorar a eficiéncia
de tal dispositivo. Assim, é feito um estudo do comportamento do sistema
através da aplicagdo do método de RungeKutta de quarta ordem e,
desta forma, determinar a contribuicdo do ADV ndo linear para o melhor
funcionamento do sistema em questdo.
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1. Introducéio

Vibragdes sdo fendmenos indesejdveis, pois podem ocasionar danos, falhas e por
vezes a destruicdo de mdquinas e estruturas. Atualmente, verifica-se que o estudo das
vibragdes é de fundamental importéncia para a Engenharia. Andlise de vibracdes permite
conhecer, melhorar e aperfeicoar sistemas mecanicos em temos de qualidade, durabilidade e
produtividade (SAYED; HAMED; AMER, 2011).

De uma forma geral, as vibragdes podem ser classificadas quanto & existéncia ou ndo
de excitagdo: vibragdes livres ou forcadas. As vibragdes livres sGo movimentos que surgem
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quando o sistema mecénico é retirado de sua condicdo de repouso por um conjunto de
condigdes iniciais (deslocamentos ou velocidades aplicadas ao sistema), ficando em seguida
livre de forcas externas. As vibracdes forcadas sdo causadas por movimentos que resultam da
atuagdo, ao sistema mecénico, de forcas externas que podem exibir natureza harménica,
periédica, transitéria ou aleatéria.

As vibragdes podem ser lineares e ndo lineares. As vibracdes lineares sGo aquelas que
ocorrem em um sistema cujos componentes atuam linearmente. J& nas vibragdes ndo lineares
um ou mais componentes do sistema ndo se comportam linearmente (RAO, 2008).

Vale mencionar que, durante vdrios anos, a andlise da dinémica cldssica baseada na
teoria linear foi considerada suficiente para a compreensdo das caracteristicas vibratérias de
praticamente todas as estruturas projetadas. No entanto, com a modernizacdo das estruturas
e o emprego de materiais inovadores e mais flexiveis, as ndo linearidades tornaram-se mais
ativas, provocando o surgimento de vibragdes com caracteristicas ndo lineares (SILVA, 2006).

Para a resolucdo dos sistemas lineares prevalecem o principio da superposicéo e os
métodos matemdticos disponiveis para seu estudo, os quais se encontram desenvolvidos e
consolidados. J& os métodos para andlise dos sistemas ndo lineares sdo bem menos
conhecidos, de dificil aplicagdo e alguns se encontram somente parcialmente desenvolvidos.
Entretanto, o conhecimento acerca destes sistemas é significativamente proveitoso, uma vez
que todos os sistemas vibratérios tendem a comportar-se ndo linearmente com o aumento da
amplitude de oscilagao (RODOVALHO; COSTA, 2013).

As n&o linearidades podem ser consideradas no modelo do sistema dindmico de
muitas maneiras. Sua origem pode ser devido & geometria do sistema ou do tipo de material,
ou associada com a presenca de forcas néo lineares ou com a configuracéo fisica do sistema.
Qualquer componente das equagdes do movimento como, por exemplo, os termos inerciais,
os termos que descrevem forcas restauradoras eldsticas e ineldsticas, os termos dissipativos, os
termos que descrevem a excitacdo externa e até mesmo as condicdes de contorno do sistema,
podem ser afetados por algum tipo de ndo linearidade (BORGES, 2008).

Segundo Steffen Jr e Rade (2001), uma das formas mais eficazes de se atenuar
vibracdes indesejadas em uma dada estrutura é através dos Absorvedores Dindmicos de
Vibragées (ADVs). Um absorvedor dindmico de vibracdo cldssico consiste em uma massa
acoplada por meio de uma mola e um amortecedor a um dado sistema, concedendo a ele um
novo grau de liberdade (g.d.l.). Esse sistema é entdo sintonizado para vibrar com amplitudes
mais elevadas, absorvendo, assim, parcial ou totalmente a energia vibratéria no ponto de
acoplamento (KORONEV; REZNIKOV, 1993).

Os ADVs podem ser classificados em ADVs Passivos, ASVs Adaptativos e Ativos. Os
passivos sdo projetados de forma a minimizar vibragdes em uma determinada frequéncia,
atuando somente sobre a frequéncia de excitagdo para o qual foi projetado. Os ADVs
adaptativos sdo aqueles cujos parédmetros fisicos de inércia, rigidez e amortecimento podem
ser variados de forma controlada proporcionando a sintonizacdo desejada. J& os ativos sdo
capazes de aplicar forcas contrdrias ao movimento em questdo no sistema principal conforme
a necessidade.

Os ADVs podem ter caracteristicas lineares ou ndo lineares. Contudo, nos Gltimos
anos, é crescente o interesse em se estudar os ADVs com caracteristicas ndo lineares, devido
a sua maior robustez quando comparado com o absorvedor linear, fundamentada no fato do
ADV linear funcionar satisfatoriamente somente na sua frequéncia de sintonizacdo (BORGES,
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2008). Nesse sentido, a seguir, serd estudado um absorvedor dindmico de vibragdes com
caracteristica ndo linear, avaliando a contribvicdo das ndo linearidades diante da
necessidade de melhorar a eficiéncia de tal dispositivos na atenuagdo de vibragses.

2. Absorvedor dindamico de vibracdes
néo linear

Considere o sistema vibratério de dois graus de liberdade (g.d.l.), com amortecimento,
onde serd introduzido o conceito de Absorvedor Dindmico de Vibragdes (ADVs) ndo linear,
cujo modelo é mostrado na Figura 1.

Sistema secundario

Sistema primario

Figura 1. Sistema de 2 g.d.l. = Modelo do Absorvedor Dindmico de Vibracées Néo Linear

Deseja-se, a partir do subsistema formado por (mj, ks, c;), atenuar os niveis de
vibragdo da massa principal, representada na figura 1 por m;. A este subsistema composto
pela massa m;, pela mola k; e pelo amortecimento c,, dé-se no nome de Absorvedor
Dindmico de Vibracdo.

Neste sistema, a coordenada x; representa o deslocamento da massa principal (massa
m,) com relacdo & base, a coordenada x, representa o deslocamento da massa secunddria
(massa m,) com relagdo & massa principal. Este sistema vibratério é composto por molas com
caracteristicas ndo lineares e possui amortecimento. A massa principal é excitada por uma
forca do tipo:

F(t) = F; cos(Q;t) + X, F, cos(Q,t) (1)

Aplicando a 2° lei de Newton nas duas massas separadamente, escreve-se as
equacdes de movimento do sistema como sendo:
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F; cos(Q;t) + x;F, cos(Qat) — kygx; — kypx2—ky3xd — % — cp% %%

—c3(%1 — %X3) — ka1 (X1 — X2) — Kaa(%1 — Xz)2 —ka3(xq — X2)3 =m;¥X,; (2)
—ka1(xz — X1) — Kap (x5 — X1)2 — kp3(x; — X1)3 — c3(% — %1) = my%,

onde m; e m, sdo massas do sistema primério e secunddrio, respectivamente; ky; e k,; sdo
rigidez lineares; c; e c, sdo coeficientes de amortecimento do sistema primdrio e secundério,
respectivamente, c; é o coeficiente de amortecimento acoplado; Q; e Q, sdo frequéncias de
excitagdo; x; € X, sdo deslocamentos do sistema principal e secunddrio, respectivamente, %; e
%; sGo derivadas de x; e t o tempo.

A partir de manipulagdes algébricas na eq.(2) e assumindo ndo linearidades fracas e
pequeno amortecimento, obtém-se:

Ry = —w2x; — €04 XZ + £0,X5 — 81X, — €6,%, %% — €63(%y — Xp) + £a3X,
—ga, (% — X3)? — gag(xy — X5)3 + €F; cos(Qt) + £x,F, cos(Q,t) (3)
X, = _(*)%(Xz —x1) — eB1 (X2 — x1)% — eBp(xp — x1)% — €84 (%, — %)

onde w; (j = 1,2) sdo frequéncias naturais; o; (i = 1,2) e B; sGo par@metros ndo lineares, f;

sdo amplitudes de forca; & (s = 1,...,4) sdo coeficientes de amortecimento, dadas por:

5 Kyg +kyy kyp Ky3 £ = = £, = L
wlz—’ (xlz—' (xzz—' 1 = y 2 = ’
m;y my my m; m;
& = €3 ks, k k3 fi
3= — a; = —, a, = —=, as = —, Fj=—,
my m,q m, m, my
L &= 3 _kyp _ ka3
w; =—, 4 , B1=— Br=—"—
m,; my my my

3. Resvltados Numéricos

O comportamento do sistema principal e do absorvedor, dado pela eq. (3), é
analisado implementando o Método de Runge-Kutta de Quarta Ordem, no software Matlab.
Os valores dos pardmetros utilizados para o sistema principal (sem absorvedor) sdo:
£, =0.05, F;, =06, F, = 0.3, a; = 0.03 e a, = 0.04. E nos casos com absorvedor foram os
sesguintes: &; = 0.05, §, = 0.05, § =0.05, F; = 0.6, F, =0.3, oy =0.03, a, =0.04, a3 =
0.04, o, = 0.04, ag = 0.04, B, = 0.05 & B, = 0.05.

Nesta andlise foram considerados alguns casos de ressondncia, sendo que o grau de
uma ressondncia neste caso, depende da ndo linearidade da estrutura. Tem-se entdo
equagdes com ndo linearidades quadrdticas e cibicas que podem possuir ressonéncia interna
w; = nw,, n = 1,2 e 3. Serd analisado o caso onde frequéncia em que o parémetro oscilante
varia com valores préximos & frequéncia natural (Q; = w;), a frequéncia com a qual o
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pardmetro oscilante varia é duas vezes a frequéncia natural do sistema (Q, = 2w,) e o caso
onde se tem uma combinagdo destes dois casos.

Nesse sentido, a Fig. 2 (a) apresenta a resposta no dominio do tempo para o sistema,
sem absorvedor e com absorvedor, em ressonéncia simultdnea Q; = w;e w, = 3wy, isto é,
ressonéncia dada pela combinagdo de duas outras, e seus respectivos planos de fase, sendo
a Figura 2 (b) para a massa principal e a Figura 2 (c) plano de fase para a massa com
absorvedor acoplado. Na figura 2 (b) observa-se que o sistema principal é estdvel, j& as
oscilagdes do sistema com absorvedor tem ciclo limite, que corresponde a trajetéria fechada
que aparecem nos planos de fase do sistema ndo linear, e apresenta um comportamento
cadtico (Figura 2 (c}).

Resposta no lempo para o sistema Plano do fase Plano de fase

sem absonedor |
3 com absonvedor 2l

dx /it
>
dx ot
>

o 50 100 i 200 250 oo s ) B o i 5 a G 5% - o5 o 05 i is

Figura 2. (a) Resposta no tempo para o sistema em ressonéncia simultdnea Q; = w,e w, = 3wy, (b)

plano de fase para a massa principal e (c) plano de fase para a massa com absorvedor

Desta maneira, destaca-se que o sistema com absorvedor comeca a ter um
comportamento instdvel, porém a insercdo deste dispositivo, leva a uma redugdo na amplitude
do sistema em questdo.

A fig. 3 (a) mostra a resposta no tempo para o sistema, sem absorvedor e com
absorvedor, em ressonéincia simultdnea (combinacdo de duas outras), isto &, com Q, = 2w, e
w, = 3w,;. Notase que, para este caso, a insercdo do absorvedor proporciona uma
atenuagdo significativa na amplitude da resposta do sistema em questdo.

Resposta no tempo para o sistema Plano de fase Plano de fase

sem absonedor |
3. com absonedor _ 6. i 08 -

g $o 5

) ol / ) 3 o.
0.2

—— Bl =

q ) ®

Figura 3. (a) Resposta no tempo para o sistema em ressonancia simultdnea Q, = 2w;e w, = 3w, (b)

plano de fase para a massa principal e (c) plano de fase para a massa com absorvedor



Semindrio de Pesquisa, Pés-Graduacdo e Inovaciio da Regional Cataldo

A fig. 4 (a) mostra a resposta no tempo para o sistema, sem absorvedor e com
absorvedor, em ressondncia simultdnea dada também pela combinacdo de duas outras
frequéncias, isto é, com Q; = wy, Q, = 2w,e w, = 3w;.

Fesposta no tempo para o sistema Flono de fase; Plano de fase

sem absorvedor
com absonedor

X
I SR S S S P G
ox jat
-
ax fdt

o 50 100 150 200 250 300 B

Figura 4. (a) Resposta no tempo para o sistema em ressondncia simulténea Q; = wy, Q, = 2w,e

w, = 3w; (b)) plano de fase para a massa principal e (c) plano de fase para a massa com absorvedor

Nesta figura, também se observa que as oscilagdes do sistema e do absorvedor tem
ciclo limite com caos dindmico aumentado. Nestes casos, Figuras (3) e (4), também observa-
se que o sistema com absorvedor tem comportamento instével, porém, como & ocorreu em
casos anteriores, houve um ganho na diminvigdo da amplitude de vibragdo do sistema
quando comparado com sistema sem absorvedor.

4. Concluséao

Neste trabalho, estudou-se um absorvedor dindmico de vibragdes com caracteristicas
ndo lineares, verificando a contribuicdo das néo linearidades para melhorar a eficiéncia de
tal dispositivo na atenuacdo de vibragdes. Inicialmente, encontrou-se a resposta para o
sistema em estudo no dominio do tempo, que por sua vez é um método de perturbagdo, que
se mostrou bastante eficiente na resolucdo do sistema ndo linear. Posteriormente, foi feito um
estudo do comportamento do sistema através da aplicacdo do método de Runge-Kutta de
quarta ordem.

Pode-se observar que, para ambos os caso estudados, o absorvedor se mostrou
bastante eficiente na diminuicdo das amplitudes de vibragdo do sistema. Foi verificado
também que a n&o linearidade, possui grande influéncia na amplitude de vibracdo do sistema
pois, com a variacdo da mesma, obteve-se resultados cada vez mais satisfatérios no que diz
respeito & atenuacdo de vibracdes indesejadas, apesar de aumentar a instabilidade do
sistema. Neste caso, é necessdrio que se mensure tal ndo linearidade de forma a se ter
resultados mais satisfatérios.
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Numerical and Computational Study of a Dynamic Vibration Absorber
with Nonlinear Features

Abstract: Undesirable vibrations may cause damage and even destruction of
machines and structures. With the advent of scientific computing, is seeking
increasingly get tools to attenuate undesired vibrations in various types of
the systems. A device that has been widely used is the dynamic vibration
absorber (DVAs) which may to have linear or non-linear characteristics, are
mechanical devices that are tuned to vibrate at high amplitudes, absorbing
partially or completely the vibrational energy of the system. This work aims
studying a dynamic vibration absorber with nonlinear characteristics by
assessing the contribution of the consideration of the nonlinearities in order
to improve the efficiency of this device. Therefore, a study is made of the
behavior of the system through the application of Runge-Kutta method of
fourth order and thus determining the contribution of the nonlinear DVA to
improve the functioning of the system in question.

Keywords: Mechanical Systems; Dynamic Nonlinear Vibration Absorber;
Runge-Kutta Method
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